2.4. Bazna matrica krutosti

Vidjeli smo da su elementi matrice krutosti konstante koje zavise od geometrije
Stapa i modula elastiCnosti materijala. Ako su poznate komponente generalisanih
pomjeranja g, pomocu matricne jednacCine R=kq mogu se jednozna¢no odrediti
komponente generalisanih sila R. Medutim, rjeSenje obrnutog zadatka nije
moguce jer je matrica krutosti Stapa k singularna, tako da se ne moze dobiti
inverzna relacija q=k'1R. Rang matrice k maniji je od njenog reda za broj stepeni
slobode Stapa kao krutog tijela. Singularitet matrice krutosti je posledica okolnosti
da se u vektoru generalisanih pomjeranja, pored pomjeranja usled deformacije,
sadrZzana i pomjeranja Stapa kao krutog tijela, pa generalisane sile na krajevima
Stapa ne mogu biti nezavisne. Sile na krajevima Stapa moraju da zadovolje
uslove ravnoteze. Za ravan S$tap broj uslova ravnoteze je 3 pa od Sest
generalisanih sila postoje samo tri koje su medusobno nezavisne.

Na slici 18 su prikazane 3 statiCki nezavisne veliCine ravnog Stapa Si, M; i M.
Ovim veli€inama odgovaraju deformacijske veliCine Stapa promjena duzine
Stapa Ali i deformacioni uglovi na krajevimaiik, tji .
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Sk S T} > Sk (a)
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Slika 18.
Sik=1 Sik=1
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Na osnovu principa superpozicije veza izmedu osnovnih deformacijskih veli€ina i
osnovnih stati¢kih veli€¢ina na krajevima Stapa moze da se prikaze u matricnom

obliku, slika 18:
Al O S
7| = a;, —PBillM,
Tk -Py oy |[M;

dnosno u skraéenom matricnom obliku:

o=fS
gdje je:
d - vektor osnovnih deformacijskih veli€ina
S — vektor osnovnih statickih veli€ina
f — matrica fleksibilnosti Stapa

Iz relacije (31) dobija se:
S=f"6=k, o

ko je osnovna ili bazna matrica krutosti Stapa definisana sa:

ki
ku = kgz k;3 =
ks, ks
gdje su:
Ay Ay B
a = — a., =—— b = —=
ik A ik A ik A

B

A=a,a,—p

(32)

(33)

(34)

Bazna matrica krutosti (33) je simetricna jer je Bik= Pik.- Za Stap konstantnog

poprecnog presjeka El=const slijedi:

/ /
Qy =y :ﬁ B = Bu :63

Bazna matrica krutosti za Stap konstantnog poprec":[log presjeka je:

EF
/
(oo
/
2EI
i I

(34)
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2.4.1. Odredivanje matrice krutosti Stapa i-k pomoc¢u bazne matrice

Matrica krutosti Stapa mozZe da se odredi pomoéu bazne matrice krutosti Stapa.
Potrebno je uspostaviti vezu izmedu osnovnih deformacijskih veliCina i
parametara pomjeranja Stapa kao i veza izmedu generalisanih sila i osnovnih
statickih veli€ina Stapa. Na slici 19 je prikazan Stap i-k prije i posle deformacije.
Postoje ocigledne zavisnosti izmedu osnovnih deformacijskih veliina i
parametara pomjeranja:

Al =u, —u,

1 1 1
Ti:¢i_!//ik:¢i_7(vk_vi):¢i_7vk+7vi (35)

1 11
[ T R —?(vk -v,) =9, _;Vk +;Vi

VK-V

lix ‘

~+Al

Slika 19.

Relacija (35) moze se prikazati u skraéenom matri€nom obliku:

0=Cq (36)
gdje je:
-1 001 0
c=lo L1021y (37)
[ /
0 ! 00 1 1
L [ [
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siﬂi\ /\ A Si
T T, M Ty

I~ + 2N
A A Slika 20.

|z uslova ravnoteze Stapa, slika 20, dobija se:

1

1
T= T, = (M, + M)

(38)

Veze izmedu generalisanih sila i osnovnih statickih veli€ina (slika 20 i relacija 38)

su:
TN -1 0 0
! 1 1
T, o - -
i l l S,
M, 0 1 0 ’
- M,
N, 1 0 0
1 1[| M,
L
Ml o o 1|
[li u skraéenom matricnom obliku:
R=C'S

Zamjenom relacije (36) u (32) dobija se:
R=C"k,6=C"k,Cq=kq
slijedi: R=kq

gdje je: k=C"k,C

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

k-matrica krutosti Stapa dobijena pomoc¢u bazne matrice krutosti i matrice C koja

predstavlja vezu deformacijskih veliCina i generalisanih pomjeranja.

Posle mnoZenja (43) za matricu krutosti ravnog Stapa dobija se:
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— 0 0 —-—— 0 0
51'/{ ik
Cu Y Cu  Ci G tey o Gy
I* / I*
Cik
= O (44)
sim. L 0 0
O
Cip +Cp Cii
I? /
L |
gdje je:
Cip = Ay +bik Cpi = Ay +bik

Za slucaj Stapa konstantnog poprecnog presjeka , El=const, iz navedene matrice
dobija se matrica krutosti Stapa koja je definisana izrazom (28).

2.4.2. Odredivanje matrice krutosti Stapa promjenljivog popre€nog presjeka

|lzrazom (44) definisana je matrica krutosti ravnog Stapa promjenljivog popre¢nog
presjeka. U opstem sluCaju kada se radi o Stapu promjenljivog popre¢nog
presjeka koeficijenti fleksibilnosti di, aik, owi, Pik odreduju se numerickim putem
zbog toga Sto integracija u zatvorenom obliku mozZe biti komplikovana. Za
numeri¢ko odredivanje integrala oblika:

j %dx = j F(x)dx

obi¢no se primjenjuje trapezno pravilo definisano sa:

[f@M=2(f, + 2L+t 20, 0+ )

lli Simpsonovo pravilo, za paran broj podijela, definisano sa:

[f@M =20y +4L 20, b 2+ 41, )

gdje su fj (i=1,2,...,n) vrijednosti podintegralne funkcije f(x) u izabranim tackama
i=1,2,...,n koje se nalaze na ekvidistantnom rastojanju A.

2.4.3. Odredivanje matrice krutosti Stapa i-g
Prethodna razmatranja data su za Stap koji je obostrano kruto vezan. U

¢vorovima takvog Stapa definisana su po tri stepena slobode i po tri generalisane
sile.
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Stap u jednom od &vorova moze biti zglavkasto vezan pa je moment savijanja u
tom Cvoru jednak nuli. PoSto se iz tog uslova moze eliminisati obrtanje u
zglavkastom &voru broj stepeni slobode se smanjuje za jedan. Stap koji je na
lijevom kraju kruto vezan a na desnom kraju zglavkasto vezan ima pet stepeni
slobode, tri u €voru i, i dva u ¢voru g, slika 21.

y
O Vg
“ Vi
e Y >a X
1 oV’
| |
3 2 5
i s
1
Slika 21.
Polazeci od veze (32) u razvijenom obliku:
1 -
S, k All s (Al
M, |= ky ki |7 |= ag by |7 (44)
M, ky, ki | T b, ay K2
i smjenom oznake k=g, uz uslov ad je M=M4=0 dobija se:
0 b
z, =—k%rl. =——r, (45)
k3 ag

Smjenom izraza (45) u (44) nakon sredivanja dobija se:

1

s L
M, d L%

g

ili u skraéenom matri€¢nom obliku:
S=k. & 47)

gdje je:

b,
d =a, ——= (48)
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|z relacije (46) je jasno da se broj osnovnih statiCkinh , odnosno, deformacijskih
veli€ina redukuje sa tri na dva. Na taj nacin redukovana matrice C ima sljededi

oblik:
-1 0 01 O
Co=lo 1 1 o _1 (49)
/ /
Na sli¢an nacin se dobija i transponovana matrica CgT ako se na mjesto M stavi
Mx=M4=0.

Ako se u relaciju (43) ubaci izraz za baznu matricu Stapa tipa ,g“, Kgo, i matrica Cq
definisana sa (49) dobija se matrica krutosti Stapa i-g:

L 0 0 _L 0
é‘ig ig
do doo_dy
I? / I?
0 di'
k,=Clk.C, = d, 0 -=F (50)
sim. L 0
§ig
d.
12

N
3EI 3EI 3EI
3 2 0 )
/ / /
3EI 3EI (51)
kg: = -=
/ /
Sim. ? 0
3EI
13

Na slici 22 je prikazano statiCko-kinematicko znacenje pojedinih elemenata
matrice krutosti Stapa i-g.

Na slici 22a su prikazani elementi druge kolone matrice krutosti kao reakcije
oslonaca $tapa i-g usled jedini€énog pomjeranja q,=v;=1, dok su na slikama 22b i
22c¢c dati elementi trece kolone, odnosno, pete kolone matrice krutosti koji se
racunaju kao reakcije na karajevima Stapa i-g usled obrtanja qs=¢;=1, odnosno,
C]5=Vk=1.
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(@)

v

Ks2
k3
’{;’_ D Q3=¢i=
Wy (6)
75 7
k23 k53

Slika 22.

Komponente vektora ekvivalentnog opterec¢enja date su na slici 23. postupak
odredivanja ekvivalentnog vektora je sliCan postupku kod Stapova koji su
obostrano ktuto vezani. Komponente Q4 i Q4 odgovaraju aksijalnom naprezanju.
Odredivanje komponenti Qz, Q3 i Qs predstavija jedan put staticki neodreden
zadatak koji moze da se rijeSi poznatim metodama statike konstrukcija. U
literaturi se mogu naci tabele u kojima su prikazana ekvivalentna opterecenja za
razliCite sluCajeve dejstva spoljasnjih uticaja.

. §
E,l t,At gl,;

SRR

|
Q Q
95— 2 £5Q4

Slika 23.
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U opStem slucaju vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja ima sljedeci oblik:

o N |
0, 7 7
O, p=— Mt M
Q4 ‘/’//.‘!’ ‘/’//.‘!’
QS ‘9:‘!’ 0 ‘9:‘!’ Vi (5 2)

Gdje su Q4, Qz, Qs3, Q4 i Qs reakcije na krajevima Stapa tipa ,g“ koji je na lijevom
kraju kruto ukljeSten a na desnom kraju slobodno oslonjen usled zadatog

opterecenja.

Za aksijalno naprezanje vektor ekvivalentnog opterecenja je:

o=t
Q4 ‘/V,é’ 0 ‘/V,é’ ¢ (53)

dok je za savijanje silama definisan sa:

0, 7, 7,

Oy r=- ‘/”; - ‘/”;

Ve Ve

Q5 JIS 0 JIS A£ (54)

7 W L
é %
L E,l o]

|

|

prig | (W T
3pl/8
_— ,..|||I|||||||| ,,T“
5pli8 W
ﬁpl2/8
sile na krajevima Stapa
5pl/8 3p|/§
ﬂlz/s
5pl/8 3p|/%\)
ekvivalentno opterecenje

Slika 24.
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Na slici 24 prikazan je postupak odredivanja Clanova vektora ekvivalentnog
¢vornog opterecenja usled dejstva ravnomjerno raspodijelienog opterecenja
intenziteta p:

8 (55)

Vektor ekvivalentnog opterecenja za Stapove konstantnog popre€nog presjeka i
konstantne temperaturne razlike, slika 25, je definisan na sljedeci nacin:

1

Ll
=1,5Ela,At—4 -1
0, 2l

/ (56)

Ti
% %

e

R
«Q

|
|
Mi at [9 Tig /J;Tgi

I ekvivalentno opterecenje g

Slika 25.
2.5. Torzija - matrica krutosti

Stap koji se nalazi u stanju torzionog naprezanja ima parametre pomjeranja u
cvorovima koji su uglovi rotacije oko ose X, ¢xi i px, tako da Stap ima dva stepena
slobode, po jedan u svakom ¢voru. Generalisane sile u ¢vorovima su My; i My,
slika 26.

Matrica krutosti je drugog reda, a znacenje elemenata te matrice dato je na
slikama 26 b ic.Ako se pode od poznatog izraza izmedu momenata torzije i ugla
obrtanja Stapa izlozenog slobodnoj torziji :

Mx:g(/’x

! (57)
G - modul klizanja
J — torziona konstanta poprecnog presjeka
za matricu krutosti se dobija:
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X
[ -1 1 (58)

Dobijena matrica krutosti za Stap u stanju torzionog naprezanja je ekvivalentna
matrici krutosti Stapa aksijalno napregnutog, izraz 21.

Dxi, Ilei |i GsJ il( Pxk, Ilek
' ! (a)
| | |
L 91=0xi=1 . (b)
K13 ' ' Ko
[ k
, G=9u=TN, (©)
K12 ' /7 ka2
[ k
Qq o —>> —»» —pp M(X) . Q2 (d)
Slika 26.

2.6. Uticaj deformacije smicanja

Prethodna razmatranja zasnovana su na pretpostavci da poprec¢ni presjeci ostaju
upravni na deformisanu osu Stapa, odnosno, u analizi naponsko-deformacijskog
stanja zanemaren je uticaj deformacije smicanja. Kod tankih prizmati¢nih Stapova
taj uticaj je neznatan i moze se zanemariti, dok se kod Stapova kod kojih je
odnos visine i duzine znatan, o deformaciji smicanja mora voditi raCuna.
Najjednostavniji postupak uvodenja deformacije smicanja u matricu krutosti je
preko bazne matrice krutosti Stapa.

Na slici 27 prikazan je dijagram momenata savijanja M i transverzalnih sila T
usled dejstva jedinicnih momenata na krajevima Stapa.

Koristeé¢i se pretpostavkom o prosje€nom klizanju za cio poprecni presjek,
presjeci ostaju ravni ali ne i upravni na deformisanu osu Stapa, koeficijenti
fleksibilnosti se odreduju na sljedeci nacin:

-—_[MM

k d k z k d
ik I
Za $tap sa slike slijedi:
[ k

1 n = =ay 3EL . GFI
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[ k

O =0y =Py = _@‘F@
7 E, | 7
| Z
| |
1,0’\ﬂ|\ M, za Mi=1
41 v 1/
] * 0T

1 | LJ M;  za M=t
1,0

W T[] + |11 T
Slika 27.
Ako se navedeni izrazi ubace u:
24 1 ai ﬂi ﬂi
a; :Xk aj :Tk b :Tk:f A=a,a, _ﬁ;{

a onda prema izrazu (33) se sracunaju elementi bazne matrice krutosti dobija se:

Lo o |7 0 0
. 56k ooa | o (1+0250)4E1 (1-050)2E]
o TR (1+@) 1/ (1+®) 1
0 by ay o (-050)2E1  (1+0250)4E]
gdje je:
o _ 12EIk
GFI*
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Alternativni oblik bazne matrice_krutosti je:

% 0 0
v —| o 12E]  6EI
’ (1+®)° (1+®)?
6EI 12E1
 (+o)? (+o) |

(60)

Matrica krutosti Stapa mozZe se dobiti primjenom izraza (43), gdje je matrica C
data sa (37):

% 0 0 L 0 0
12E1 6EI Olk 121 6EI
(1+o)° (1+®)? (1+@)° (1+@)?
(1+ 0,250 M4EI 6EI
L+ o) Tlroy 0
k =
sim. ? 0 0
12E1 _ 6El
(1+o)? (1+@)?
(1+ 0,250 KUET
i (1+d)

- (61)
Udio deformacije smicanja u matrici krutosti definisan je parametrom ®. Za
Stapove pravougaonog poprecnog presjeka visine h, duzine |, ® postaje:

E h
®=k—(-)’
G(l)

Za gradevinske materijale vrijednost puasonovog koeficijenta v kre¢e se u
granicama ima v=0 - 0,25. Ako je koeficijent oblika za pravougaoni poprecni
presjek k=1,2 u zavisnosti od odnosa h/l dobija se vrijednost ®:

h/l D

0,1 0,024
0,2 0,036
0,3 0,216
0,4 0,384

Za stap tipa ,g“ konstantnog poprecnog presjeka koji je na jednom kraju
zglavkasto vezan dobija se:
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, 1 3EI
k22 N —
140,250 [

U tom slucaju matrica krutosti Stapa je:

r 71 (62)
1 3EI 1 3EI 0 1 3EI
140,250 I 1+0,250 [? 140250 [°
P 1 3EI 0 1 3EI
£ 140,250 1 140250 ]2
. EF
sim. T 0
1 3EI
i 140,250 [

2.7. Varijacioni postupak

Za prave prizmati¢ne Stapove najpogodnije je izvodenje matrice krutosti i vektora
ekvivalentnog opterecenja direktnim postupkom, na osnovu jasnog geometrijsko-
statickog znacenja.

Varijacioni postupak se zasniva na stavu o stacionarnosti odgovarajuéeg
funkcionala. Za metodu deformacije radi se o funkcionalu potencijalne energije.

2.7.1. Aksijalno naprezanje

Aksijalno napregnut Stap ima dva stepena slobode, s toga se pomjeranje u
pravcu ose Stapa u(x) moze aproksimirati samo pomocu linearnih funkcija:

2
u(x)=Y N, (xu, =Ngq (63)
m=1
Q1=ui p(x) Q2=Uk
—_—> —> —>
i E, F k
[«——
| ' |
1,0 N+(x)
Na(X) ‘ 1,0 Slika 28.
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