Bazna matrica krutosti

Vidjeli smo da su elementi matrice krutosti konstante koje zavise od geometrije
Stapa i modula elasti¢nosti materijala.

Ako su poznate komponente generalisanih pomjeranja q, pomoc¢u matricne jednac¢ine R=kq
mogu se jednozna¢no odrediti komponente generalisanih sila R.

Medutim, rjeSenje obrnutog zadatka nije moguce jer je matrica krutosti Stapa k singularna,
tako da se ne moze dobiti inverzna relacija g=k-'R.

Rang matrice k manji je od njenog reda za broj stepeni slobode Stapa kao krutog tijela.
Singularitet matrice Krutosti je posledica okolnosti da se u vektoru generalisanih
pomjeranja, pored pomjeranja usled deformacije, sadrzana i pomjeranja Stapa kao krutog
tijela, pa generalisane sile na krajevima Stapa ne mogu biti nezavisne.

Sile na krajevima Stapa moraju da zadovolje uslove ravnoteze.

Za ravan Stap broj uslova ravnoteze je 3 pa od Sest generalisanih sila postoje
samo tri koje su medusobno nezavisne.




Na slici su prikazane 3 stati¢ki nezavisne veliine ravnog Stapa S, , M. i M,

Ovim veli¢inama odgovaraju
deformacijske veliine Stapa
promjena duZzine Stapa Al i
deformacioni  uglovi na
krajevimaiik, t;1 T,.

Na osnovu principa superpozicije veza
izmedu osnovnih deformacijskih
veli¢ina i osnovnih statickih veli¢ina
na krajevima Stapa moze da se prikaze
u matri¢cnom obliku
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u skra¢enom matri¢nom obliku
o=1FS

O - vektor osnovnih deformacijskih veli¢in
S — vektor osnovnih statickih veli¢ina
f — matrica fleksibilnosti Stapa




S=1FS5S S=f"6=k,0

K, - osnovna ili bazna matrica krutosti Stapa
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Bazna matrica krutosti je simetricna: Bik= Bki

Za Stap konstantnog poprecnog presjeka EI=const slijedi:
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konstantnog popre¢nog presjeka: |




Odredivanje matrice krutosti stapa i-k pomocu bazne matrice

Potrebno je uspostaviti vezu izmedu
osnovnih deformacijskih veliina i parametara pomjeranja Stapa,
kao i veza izmedu

generalisanih sila i osnovnih statickih veli¢ina Stapa.

Razmatra se Stap 1-k prije 1 posle deformacije.

Postoje o€igledne zavisnosti izmedu osnovnih deformacijskih veliina i parametara

pomjeranja: N
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Veze izmedu generalisanih sila i osnovnih statickih velicina:

Iz uslova ravnoteze Stapa
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R=C'S R=C'k.6=C'k Cqg
R =Kq
k =C'k,C

k - matrica Kkrutosti Stapa dobijena pomocu bazne matrice krutosti i matrice C koja
predstavlja vezu deformacijskih veliCina i1 generalisanih pomjeranja.
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Odredivanje matrice krutosti stapa promjenljivog poprecnog presjeka

Definisana je matrica krutosti ravnog Stapa promjenljivog poprecnog presjeka

U opstem slucaju kada se radi o Stapu promjenljivog popre¢nog presjeka koeficijenti
fleksibilnosti 8, Oy Qs By 0dreduju se numeri¢kim putem zbog toga $to integracija
u zatvorenom obliku moze biti komplikovana.
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Za numericko odredivanje integrala oblika: M. M
j'—kdx = | f(X)dx
El(x)

Trapezno pravilo:

| f(x)dx:%(fl +2f, 4. +2f 4 f)
Simpsonovo pravilo, za paran broj podjela:
| f(x)olx:%(f1 +4f, +2f, .. +2f ,+4f  +f)

f. (i=1,2,...,n) vrijednosti podintegralne funkcije f(x) u izabranim taCkama i=1,2,...,n

A — rastojanje izmedu usvojenih ta¢aka




Odredivanje matrice krutosti stapa i-g

Prethodna razmatranja data su za Stap koji je obostrano kruto vezan.

U ¢vorovima takvog Stapa definisana su po tri stepena slobode i po tri generalisane sile.

Stap u jednom od ¢vorova moze biti zglavkasto vezan pa je moment savijanja u tom ¢voru
jednak nuli.

Posto se iz tog uslova moZe eliminisati obrtanje u zglavkastom ¢voru broj stepeni slobode
se smanjuje za jedan.

Stap koji je na lijevom Kkraju kruto vezan a na desnom kraju zglavkasto vezan ima pet
stepeni slobode, tri u ¢voru i, i dva u ¢voru g: _ _
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u skra¢enom matri¢nom obliku:
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Broj osnovnih statickih, odnosno,deformacijskih veli¢ina redukuje sa tri na dva pa
redukovana matrice C ima sljedeci oblik:
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StatiCko-kinemati¢ko znacenje pojedinih elemenata matrice krutosti Stapa i-g
dato je na slici:
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elementi druge kolone
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elementi tre¢e kolone
matrice krutosti

q5=Vg=1

elementi pete kolone
matrice krutosti




Vektor ekvivalentnog opterecenja

Postupak odredivanja vektora ekvivalentnog optereCenja je slican postupku kod
Stapova koji su obostrano ktuto vezani.
Komponente Q, i Q,odgovaraju aksijalnom naprezanju.

Odredivanje komponenti Q,, Q; i Q; predstavlja jedan put staticki neodreden zadatak
koji moze da se rijesi poznatim metodama statike konstrukcija.

U opstem slucaju vektor ekvivalentnog

' P(X)W\_, ¢vornog opterecenja ima sljedeci oblik:
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Stapa tipa ,,g* koji je na lijevom kraju kruto ukljesten
a na desnom kraju slobodno oslonjen usled zadatog
opterecenja.




Za aksijalno naprezanje vektor
ekvivalentnog opterecenja

Za savijanje u ravni vektor
ekvivalentnog opterecenja
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Dijagrami u osnovnom sistemu:
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Torzija - matrica krutosti

Stap koji se nalazi u stanju torzionog naprezanja ima parametre pomjeranja u
¢vorovima koji su uglovi rotacije oko ose x, @ ; i @,,, tako da Stap ima dva stepena
slobode, po jedan u svakom ¢voru.

Generalisane sile u ¢vorovima su M, i M, . . .
Veza izmedu momenata torzije i ugla

obrtanja Stapa izloZzenog slobodnoj torziji :
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G - modul klizanja J — torziona konstanta poprecnog presjeka

DIREKNA METODA- Matrica krutosti je drugog reda, a znacenje elemenata te matrice je
dato na slikama:
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Dobijena matrica krutosti za Stap u stanju torzionog naprezanja je
ekvivalentna matrici krutosti aksijalno napregnutog Stapa.




Vektor ekvivalentnog opterecenja:
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Uticaj deformacije smicanja

Prethodna razmatranja zasnovana su na pretpostavci da poprecni presjeci ostaju upravni na
deformisanu osu Stapa, odnosno, u analizi naponsko-deformacijskog stanja zanemaren je
uticaj deformacije smicanja.

Kod tankih prizmati¢nih Stapova taj uticaj je neznatan i moze se zanemariti, dok se kod Stapova
kod kojih je odnos visine i duZine znatan, o deformaciji smicanja mora voditi racuna.

Najjednostavniji postupak uvodenja deformacije smicanja u matricu krutosti je preko
bazne matrice krutosti Stapa.

Koriste¢i se pretpostavkom o prosjecnom klizanju za cio poprecni presjek,
presjeci ostaju ravni ali ne i upravni na deformisanu osu Stapa, koeficijenti
fleksibilnosti se odreduju na sljedeci nacin:
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Alternativni oblik bazne matrice krutosti je
_E O O _
|
| _12EL_ 6El
° (1+o)° (1+®)*
0 - 6El 12EI
] 1+@)>  (1+o)° |




(-1 0 0 | 1 i
o 1 0| e et | 1000
k=C'k,C = 0 = 0 — 10 -—0
° 10 0 (1+o)®  (1+@)? | |
o L _1 o __GEl 12El o L oo 214
0 OI ll i (1+cD)I2 (1+cD)I3 |- ! ! :
EI—F 0 0 _ 0 0
ik
12El 6El o __ I2El 6El
(1+o)’ (1+ D) (1+o)’ 1+ @)
(1+0.250MEI GEl 050
= 1+ ) 1+ @) ’
sim. EI—F 0 0
12El _ 6EI
1+ @ 1+O
1+o)’ (1+)°
(1+0,25® 4EI
1+o)

Udio deform_acije smicanja u matrici krutosti definisan je parametrom .

Z.a Stapove pravougaonog poprecnog (D . k E h 2
presjeka visine h, duzine 1, ®@ postaje: T 6 (T)




Za gradevinske materijale vrijednost puasonovog koeficijenta v krece se u
granicama v=0 - 0,25.
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poprecni presjek k=1,2 u zavisnosti od ’ ’
odnosa h/l dobija se vrijednost ®: 0,2 0,036
E h 5 0,3 0,216
D =K E(T) 0,4 0,384
Z.a Stap tipa ,,g* konstantnog poprecnog presjeka koji je na jednom kraju zglavkasto vezan
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