3.2. Ortogonalni okviri

Ravni linijski nosaci kod kojih svi Stapovi leze u jednom od dva medusobno
ortogonalna pravca nazivaju se ortogonalni okviri. Ove vrste nosaca su, veoma cesto,
konstrukcijski sistemi zgrada.

Prilikom proracuna uticaja u ortogonalnom okviri uvodimo dva pojednostavljenja.

Kod ortogonalnih okvira aksijalne deformacije u odnosu na deformacije koje poti€¢u od
savijanja su neznatne i mogu se zanemariti a da nemaju znacajan uticaj na tacnost
rjeSenja. Zanemarivanjem aksijalnih deformacija, odnosno, zanemarenjem uticaja
normalnih sila na deformaciju Stapa, broj stepeni slobode se smanjuje, kao i u
pribliznoj metodi deformacija. U tom slu€aju osnovne nepoznate u ¢vorovima Stapa
su pomjeranja upravna na osu Stapa i obrtanja. Odnosno, svaki ¢vor ima dva stepena
slobode pomjeranja, dok Stap ima Cetiri stepena slobode pomjeranja, 2x2=4, slika 42.
Navedeno predstavlja prvo pojednostavljenje proracuna ortogonalnih okvira.

1 3

2 /b 4 /b
Slika 42.

[ k

Ukoliko se zanemari uticaj normalnih sila na deformaciju nosaca, veza izmedu staticki
i deformacijskih veli¢ina, s obzirom na to da se mozZe uspostavi samo veza izmedu
momenata i deformacionih uglova na krajevima Stapa, ima sljedeéi oblik (izvodenje
preko bazne matrice krutosti):

M 0 0 . . . .
bl Hlbtfy 2] o
M, ky ks LT a =P | P Py | 7,

Veza izmedu generalisanih sila na krajevima i osnovnih statickih veli¢ina dobija
sljededi oblik:

AN
M, M.
rR=0 =Y ’}chS (107)
7, M
M

—— —— L™

k 0 1
Veza izmedu osnovnih deformacijskih veli¢ina i generalisanih pomjeranja na
krajevima Stapa je u slu€aju ortogonalnih Stapova data sa:

vi

] T, 1 ’
['}: { { "=cq (108)

Tk =0 == 1Y

I T S
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Na osnovu izraza za matricu krutosti (43), vodeci racuna o relacijama (107) i (108)
dobija se:

11
11 1
o 1 0 | ax by / I ] 0
k=cke=| 74 1 1 1
2 by oau |l 0 —= 1
/ / / /
Slijedi,
i cik +ck1 c;k Cik +Ckl i |
I? / I? /
S Ay - by
k= ! ! (109)
Cit TCh Cik Cip TCh Cli
I? l I? I
c, Cu
I Tk by Tk ay; |
gdje su:
o ] az ﬂi ﬂi
ik =Xk ik =Tk by zxszk A=a,a, _:Bzi (110)
czk = azk +b1k ckz = akz +b1k

Matrica krutosti data izrazom (109) predstavlja specijalan slu¢aj matrice krutosti
ravnog $tapa i moze se dobiti redukcijom matrice krutosti koja je data izrazom (44)
ako se u njoj izbriSu vrste i kolone koje odgovaraju generalisanim pomjeranjima
(silama) u pravcu ose Stapa (prva i Cetvrta vrsta i kolona).
Za slu€aj Stapa konstantnog popre€nog presjeka El=const, matrica krutosti dobija
sljedeci oblik:
12 6 -12 6/
_EI| 6l 47 -6l 2P
P |-12 -6l 12 -6l
6/ 21> —61 4I’

k (111)

Istim postupkom, polaze¢i od matrice krutosti (50), brisanjem prve i Cetvrte vrste i
kolone, dobija se matrica krutosti Stapa i-g:

e Ay _ds
I’ [ I’
d d.
kgz % d]g _]_;g (112)
I
|
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Za slu€aj Stapa konstantnog poprecnog presjeka, El=const, izraz (112) postaje:

g3 3 3
k,=—| 31 3° -3l (113)
~3 -3 3

Drugo pojednostavljenje odnosi se na transformaciju iz lokalnog u globalni koordinatni
sistem. S obzirom da su svi Stapovi ortogonalnog okvira postavljeni tako da su
paralelni sa dva ortogonalna pravca, ovi pravci se mogu izabrati za pravce osa
referentnog/globalnog koordinatnog sistema.

Pogodnim izborom lokalnog koordinatnog sistema moguce je izbeci proces
transformacije matrica i vektora iz lokalnog u globalni koordinatni sistem. Upravo
zbog toga lokalni koordinatni sistem Stapova treba birati tako da se orijentacija osa
lokalnog sistema poklapa sa orjentacijom osa globalnog koordinatnog sistema, slika
43.

Stapovi ortogonalnog okvira su horizontalni ili vertikalni. Ukoliko se za horizontalne
Stapove lokalni koordinatni sistem postavi u lijevom &voru Stapa tada se osa x
poklapa sa osom X, a osa y se poklapa sa osom Y, Stapovi 2 i 4 na slici 42. U slu€aju
vertikalnih Stapova, da bi se obezbijedila ista orijentacija osa x i y sa osama X i Y,
potrebno je da se koordinatni pogetak lokalnog koordinatnog sistema postavi u ¢voru
na gornjem kraju éta}Pa, sa orijentacijom osa x i y kao na slici 43, Stapovi 1, 3, 51 6.

Y
Ya
X4 4 Ys
Y3
X3 Xs
3 5
Y2
X2 2 Ye
Y1
6
X1 Xs
Slika 43.
1
. X
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3.3. Kontinualni nosaci

Nosac€ koji se sastoji od jednog Stapa koji je oslonjen na viSe od tri oslonaca naziva
se kontinualan nosag, slika 44, pri Eemu je jedan od oslonaca nepokretan a svi ostali
su pokretni i dozvoljavaju pomjeranje oslonjene tacke u pravcu ose Stapa. Kontinualni
nosaci se mogu shvatiti kao specijalan slu¢aj ortogonalnih okvira, ukoliko se pokretni
oslonci zamijene vertikalnim Stapovima ili elasticnim oprugama koje imaju samo
aksijalnu krutost.

1 2 yig Bl [ 5{

1 £ iy L & |

PR T « 1
Slika 44.

Na slici 44 prikazan je kontinualan nosa sa kona¢no mnogo polja gdje su na
mjestima oslanjanja postavljene opruge, krutosti C;, i=1,2,...,n, gdje je n broj oslonaca.
Sema pomjeranja sa oznakama kao za ortogonalne okvire data je na slici 45. Stap
kontinualnog nosaca ima Cetiri stepena slobode, po dva stepena slobode na svakom
kraju.

ﬁ{" I /“H. I%IFH
L] Y [ i

i i

Pi=1]1— l Fre '-o-r.q] :

Slika 45.

Matrica krutosti Stapa konstantnog poprecnog presjeka (El=const) ista je kao u
slu€aju ortogonalnih okvira (111), gdje je i oznaka lijevog &vora:

12 6, -12 o6l
EL|6l, 417 -6l 21’
T |12 -6, 12 -6l
6l 217 -6l 4’

i=12,..n (113)

Kada se u obzir uzmu krutosti oslonackih opruga na ranije definisan nacin definide se
matrica krutosti sistema:
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Za kontinualne nosace nosacCe sa nepomjerljivim osloncima vazi da je vi=0, i=1,2,3,....

U tom slu€aju nepoznata pomjeranja su ¢i=0, i=1,2,3,...
sljedeci izgled:
1 ¥z ¥3
483k, 1% ky l |
28k A6k + Eka) | 283k,
S i/ __| = _i e=ayl Gaps a==
—— - - LR . Fidg1
B ~ P .Y mrr i +e";‘;’.—f']| ek

3.4. Simetriéni nosaci

pa matrica krutosti ima

Nosaci su simetri¢ni ukoliko su svi Stapovi rasporedeni simetricno u odnosu na jednu
ili vise osa, i ukoliko su simetri¢no poloZeni Stapovi istih geometrijskih i materijalnih
karakteristika. Za simetricne nosace konturni uslovi ili uslovi oslanjanja, takode, su

simetriéni, slika 46.

Proizvoljno opterecenje kod simetri¢nih nosaca razlaze se na dva dijela:

o Simetriéno opteretenje
o Antimetriéno optereéenje.

Analiza simetriénih nosaca, s obzirom na to da u okviru linearne teorije vazi princip
superpozicije uticaja, moze da se sprovodi odvojeno za navedena dva opterecenja.
Kod simetriénih nosaCa simetricno opterecenje izaziva simetricne, a antimetricno
opterecenje, antimetriCne uticaje. Osobina simetrije moze se iskoristiti za smanjenje
obima posla neophodnog za rjeSavanje datog simetri€nog nosaca.
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Slika 46.

3.4.1. Izbor generalisanih pomjeranja

Generalisana pomjeranja u ¢€vorovima simetriCnih nosata mozemo razdvojiti na
simetriCna i antimetricna. S obzirom na simetriju nosa¢a za generalisana pomjeranja
u ¢vorovima se mogu usvojiti i parovi pomjeranja r;, i=1,2,3,4 od kojih ry i r, ogovaraju
simetri€noj, a rsi ry antimetriCnoj deformaciji, slika 47.

Sa slike 47 je oCigledno da se generalisana pomjeranja ¢vorova g; mogu odrediti na
sljededi nacin:

q,=n+rn
q, =1, +7r,
q; =" —n

gy =1 T

Skraéeni matri¢ni oblik je:

qg*=Tr* (114)
gdje su:
q, q, 1 0 1 O
B L B S L (115)
q, q, 1 0 -1 0
q, q, 0 -1 0 1
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Slika 47.

Izraz (114) defini$e transformaciju vektora generalisanih pomjeranja q u vektor
generalisanih pomjeranja r. Ako se za nepoznate usvoje generalisana pomjeranja r’
potrebno je izvrSiti transformaciju matrice krutosti i vektora ekvivalentnog optereéenja
sistema. Zakon transformacije matrice i vektora dat je ranije izrazima (84a,b) i (86b).
Kada se promijeni matrica tranformacije iz navedenih izraza se dobija:

k*=T"k, *T

) (116)
Qr*=TTQq %

gdje su: )
" kg, Qq matrica krutosti, vektor ekvivalentnog opterecenja koji odgovaraju
generalisanim pomjeranjima q ,
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= k/, Q matrica krutosti, vektor ekvivalentnog opterecenja koji odgovaraju
generalisanim pomjeranjimar .
Sve veli€ine su definisane u globalnom koordinatnom sistemu.

Iz jednakosti radova sistema pri generalisanim pomjeranjima q i r slijedi:

q.* Rq*zr*T R * (117)
gdjesu:
* Ry i R vektori generalisanih sila koji odgovaraju generalisanim pomjeranjima
qir.

Kada se u (117) ubace sljedece veze:

Rq*=kq*q*

* — * g0 %
R*=k. *r

vodeéi ratuna o jednakosti strana, dobija se izraz (116) kojim se definiSe
transformacija matrice krutosti.

Transformisana matrica k, je kvazidijagonalna matrica koja se sastoji od dva
dijagonalna bloka koja stoje uz simetri¢na i antimetri¢na generalisana pomjeranja:

kT n ]S 118
k,*|r, %] |, * (118)

Indeks s oznaCava simetriju a indeks a antimetriju. ) )
Prema (118) sistemi jednacCina iz kojih se odreduju simetriCna rs i antimetriCna r,
generalisana pomjeranja ¢vorova su:

* g0 %k — *
k *r*=S,

% k %
ka r, _Sa

(119)

Kada se odrede komponente vektora pomjeranja r* mogu se odrediti i komponente
pomjeranja vektora g*. Nakon toga se odreduju sile u Stapovima sistema istim
postupkom koji je detaljno izloZzen za ravne nosace.

3.4.2. Konturni uslovi u osi simetrije

Problem statiCko-deformacijske analize simetriénih nosada razdvaja se na dvije
medusobno nezavisne analize:

1) Analizu usled dejstva simetricnog opterecenja

2) Analizu usled dejstva antimetri¢nog optereéenja.
Ovaj postupak, i ako je jednostavan, nije pogodan za nosafe sa velikim brojem
Stapova i €vorova, zbog toga $to je tada neophodno formirati matricu transformacije
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T, koja je visokog reda, a potom izvrditi matricno mnozenje (116). Zbog toga je
pogodnije da se razmatra samo jedna polovina simetricnog nosaca. S obzirom na to
potrebno je definisati konturne uslove u osi simetrije duz koje se nosa€ razdvaja na
dva jednaka dijela. Konturni uslovi u osi simetrije se definiSu posebno za slucaj
simetri€¢nih uticaja usled kojih nastaju simetricna deformacija, a posebno za slucaj
antimetriénih spoljasnjih uticaja usled kojih nastaje antimetri€na deformacija nosaca.
Razlikujemo tri tipa simetri¢nih nosaca:

= nosac kod koga osa simetrije prolazi kroz ¢vor,

= nosac kod koga osa simetrije sijeCe Stapove nosaca,

= nosac sa Stapovima u osi simetrije.

1) Simetri¢ni nosac kod koga osa simetrije prolazi kroz ¢vor

Na slici 48 prikazan je simetriCan nosa¢ sa osom simetrije koja prolazi kroz &vor.
Optereéenje koje djeluje na nosac razdvojeno je na dva optereéenja, simetrino i
antimetriCno opterecenje, slika 48b.

Za simetri€no opterecenje iz uslova ravnoteze, slika 48c, slijedi:

H=H
V+V' =R (120)
M=M

U simetricnom nosacu usled simetricnog optereéenja komponenta unutradnjih sila u
pravcu ose simetrije je statiCki odredena veli€ina, i jednaka je polovini rezultante
spoljasnjih sila na izdvojenom dijelu nosaca koji sadrzi ¢vor s. 1z drugog uslova
ravnoteze (120) slijedi da je sila V, u &voru koji se nalazi u osi simetrije, jednaka nuli.
Pri simetricnom opterecenju, poprecni presjek u osi simetrije se ne obrée a moze da
se pomjera samo u pravcu ose simetrije. Slijedi da u osi simetrije simetricnog nosaca
koji je simetri€no optereéen vaze sljededéi staticko-kinematicki uslovi:

H#0 V=0 M=0

(121)
u=0 v#0 ¢=0

Ako se u &vorovu u osi simetrije postavi oslonac koji zadovoljavaja navedene uslove,
spreCava obrtanje presjeka i pomjeranje upravno na osu simetrije, a dozvoljava
pomjeranje u pravcu ose simetrije, u analizi nosaa mozZe se razmatrati samo
polovina simetri€no optere¢enog simetricnog nosaca, slika 48e.
U slu€aju antimetri€nog optereéenja, slika 48b, u analizi nosata moze se razmatrati
samo polovina nosaCa uz odgovarajuce konturne uslove u osi simetrije. Uslovi
ravnoteze izdvojenog dijela , slika 48d, glase:

H+H' =R,
V=r' (122)
M+M+V+V"e, =Re,

141



() (f)
Slika 48.

U simetricnom nosacu usled antimetricnog optere¢enja komponenta unutrasnjih sila
upravno na osu simetrije je statiCki odredena veli¢ina i jednaka je polovini rezultante
spoljasnjih sila, Py, na izdvojenom dijelu nosa€a oko &vora s. |z prvog i treéeg uslova
ravnoteze (122) slijjedi da je sila H, koja je upravna na osu simetrije i moment
savijanja M, u €voru koji se nalazi u osi simetrije, jednaki su nuli. Pri antimetricnom
opterecenju, poprecni presjek u osi simetrije moze da se obrce i pomjera upravno na
pravac ose simetrije, i ne moze da se pomjera u pravcu ose simetrije. Slijedi da u osi
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simetrije za antimetricno opterecenog simetricnog nosaca vaze sljedeci statiCko-
kinematicki uslovi:
H=0 V+0 M=0

(123)
uz0 v=0 ¢@=#0
Ako u ¢&voru s djeluju koncentrisana sila P, sa komponentama Py, i P,, i koncentrisani
momenat M, slika 49, tada s obzirom na gore navedeno, vertikalna komponenta Pv
spada u simetricno, a horizontalna komponenta Ph i moment M u antimetri¢no
opterecenje. Pri analizi jedne polovine nosaa u ¢&voru s treba zadati polovinu
navedenih vrijednosti, slika 47.

Slika 49.

Matrice krutosti i vektor ekvivalentnog opterec¢enja, simetricno i antimetri¢no
optereCene polovine nosaca, u ovom slu¢aju odreduju se na nacin koji je ranije
izloZzen.

2) NosaC kod koga osa simetrije sijeCe Stapove nosacCa-polovi
horizontalne Stapove sistema

Na slici 50 prikazan je slu€aj kada osa simetrije sece (polovi) horizontalne Stapove
sistema.

5

(a) (b) (c)
Slika 50.

U osi simetrije homogeni kinematicki i statiCki uslovi za simetri€no optereéenu
polovinu nosaca, slika 50b, su:
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u=0 ¢=0 T7T=0
Za antimetriéno optereéenu polovinu nosa¢a homogeni staticki i kinematicki uslovi za
simetriéno opterecenu polovinu nosaca, slika 50c, su:

N=0 M=0 v=0

Matrice krutosti i vektor ekvivalentnog opterecenja za antimetricno optere¢enu
polovinu nosaca odreduje se na nacin koji je izlozen.

Kod simetricno opterecene polovine nosaca definiSu se Stapovi tipa "s" za koje je
potrebno definisati matricu krutosti i vektor ekvivalentnog opterecenja.

3) Nosac sa stapovima u osi simetrije

Na slici 51 prikazan je simetriCan nosac sa Stapom u osi simetrije. Ako se zamisli da
je ovaj Stap raseCen duz ose simetrije i tako zamijenjen sa dva Stapa koji su
postavljeni beskonacno blisko sa jedne i druge strane ose simetrije, tada se analiza
nosaca moze svesti na slu¢aj bez Stapa u osi simetrije.

(=4

Slika 51.
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Sistemi dati na slikama 51c i 51d koji odgovaraju simetricnoj i antimetri¢noj
deformaciji mogu da se pojednostave, slike 51e i 51f. Pri simetricnoj deformaciji,
Stapovi u osi simetrije mogu da prime samo optereéenje i temperaturu u pravcu ose
Stapa. Posto ovi Stapovi nijesu optereéeni transverzalnim opterecenjem i
temperaturnom razlikom, i posto su pomjeranja upravno na pravac ose S$tapa i
obrtanja Cvorova sprijeCena, slijedi da su na krajevima ovih Stapova momenti i
transvezalne sile imaju vrijednost nula. 1z tog razloga na krajevima $tapa, u osi
simetrije, simetricno opterecene polovine nosa¢a, mogu se postaviti zglobovi, slika
51e.

Pri antimetriénoj deformaciji, Stapovi u osi simetrije mogu da prime samo optereéenje
upravno na osu Stapa i temperaturnu razliku At. Posto ovi Stapovi nijesu opterecéeni
opterecenjem u pravcu ose Stapa, i posto su sprijeCena pomjeranja na krajevima
Stapa u pravcu ose $tapa, slijedi da su normalne sile u ovakvim Stapovima jednake
nuli. U ovim Stapovima se mogu pojaviti samo momenti i transverzalne sile, slika 51f.

3.4.3. Matrica krutosti Stapa tipa ,,s“

Transverzalna sila, simetricno opterecene polovine nosaca, u ¢voru ,s" jednaka je
nuli. Stoga Stap tipa ,s“ ima pet generalisanih sila, slika 52, tri u &voru i, i dvije u &voru
s. Generalisanim silama odgovaraju generalisana pomjeranja kao $to je prikazano
na slici 52. ZakljuCuje se da Stap tipa ,s" ima pet stepeni slobode pomijeranja, tri u
¢évoru i, idva u ¢voru s.

Ty, |""r||: ;s
—

e,

E\. \5

i I

11);
&

Slika 52.

Polazi se od veze generalisanih sila i generalisanih pomjeranja na krajevima Stapa
tipa ,k“, uz uvodenje oznake s umjesto oznake k:
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Iz uslova Ts=0 slijedi:

s
55

I N, | _ku ki
T, ky Ky ks
M, _ ks, ks ks
N, Ky Ky
T, ks, ks kss
_Mk 1 L ks, ke ks

1
vy = _k_(kszvz +ks;0, + ks 9,)

Kada se ovaj izraz ubaci u vezu sila i pomejranja dobija se:

KX
— - 2
N, ky _& ky — sk
T/ kSS k525
M | = k _k25k53 k _&
i 32 k55 33 k55
Nl oLk
41
—M“— k _k25k56 k _k35k56
L ” kSS o kSS
odnosno:
RS = kS qS
Posto prema (44) vazi da je:
K22 = Kss = = kos
Koz = - kas
Kae = - Kss
matrica krutosti Stapa tipa ,s" postaje:
'k, O 0
0 O 0 )
k
0 0 k,——=
kg = kss
k, O 0
0 0 k63 k35k56
L k55
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Koeficijenti kj odreduju se kao za Stap tipa ,k“, duzine ls. Za Stap konstantnog
poprec¢nog presjeka El=const., smjenom:

4FE1
kyy = ke = l_
12E1
kss = ls3
6El
k35 = k56 =- JE
matrica krutosti postaje: i
EF o _EE
[ 2
0O 0 0 0 0
0 0 EL 0 _EL
k, = [ [ (124)
EE g B
0 0 _E 0 2
- ls lv .

53.

Slika 53.
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Vektor ekvivalentnog optereéenja za Stap s odreduje se na isti nacin kao i za Stapove
tipa k, odnosno g.

Prilikom formiranja matrice krutosti i vektora ekvivalentnog opterecenja za Stap tipa
,S", pored €vora i na lijevom kraju Stapa uveden i ¢vor s na osi simetrije. U zadatom
sistemu, ako se analizira cio sistem, nema potrebe za uvodenje ¢vora u osi simetrije
jer se u tim presjecima sile i pomjeranja mogu dobiti iz analize Stapa.

Sile i pomjeranja u osi simetrije uviek mogu da se eliminiSu i izraze preko sila i
pomjeranja na krajevima Stapa. To znaci da moze da se uspostavi direktna zavisna
izmedu generalisanih sila i generalisanih pomjeranja na kraju Stapa. Polazimo od
Stapa i-k duzine I1=2ls, koji osa simetrije polovi, slika 54.:

| o

ll'"i. Ir‘r. | I|I.-II Iq.-l
||r|| .*II’| -
: '."| 1y

| T

1 I|III

| /J-I.fn. Ry =9, gs, e
_T_ - 7

- ﬁ
e |
1 Y

Slika 54.

3
I

Iz uslova simetrije slijedi:
ds=-91 Rs=-Rq
Js=-02 Rs=R; (125)
B=-d3 Re=-R3

Veze izmedu generalisanih sila i generalisanih pomjeranja u ¢voru i, uz zadovoljenje
uslova (125) glase:

R, ki =k, 0 0 q,
R, |= 0 ky +hss  kyy—ky | 45
R, 0 ki +hys ki —ky || g5

ki su koeficijenti matrice krutosti Stapa i-k, duZine |. Ukoliko se Kkoristi osobina simetrije
Stapa i-k i relacija (33), moZe se napisati da vaze sljedece jednakosti:

Koo =-kos Ky1=-Kqga = k11°
ko= Koe  koo= kaz = koo°
Ksz=-Kss Kas= kos°
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Veza genaralisanih sila i generalisanih pomjeranja postaje:

R, 2k110 0 0 4

R,|=| O 0 0 q,
0

R, 0 0 k220 —ky |45

Gdje su k1°, k22°, ka3° koeficijenti bazne matrice krutostu $tapa i-k, duzine I. Za $tap
konstantnog poprecnog presjeka, El=const, koeficijenti su definisani sa:

EF 4E1 2EI
k110 = k220 :T k230 :T
Matrica krutosti Stapa tipa ,s“ postaje:
2];'7F 0 0
k,=| 0 0 0 (126)
2EI
0 ==
/
B B
opteretonpe £}y A"T:":.r- -
— Qs =~
‘L I Oy = = -Llil;-_-l
W -1 (5] -F
| ! ..l Qs = —Pall — &)

.1-1 H_Ir‘_—_ L:'?*_%:I

,!- i ,!- g e

-; t f | Jagt
! * {-?:\'_ J._'r_-t‘!_.-_lll_f-n.
c— S

Tabela 1.
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