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Fourrierov integral

Aperiodicni deterministicki signali mogu se opisati funkcijama koje su
aperiodi¢ne u vremenskom domenu, tj. funkcijama za koje ne vazi f(t)=f(t+T).
Periodicna funkcija izrazena Fourrierovim redom moze se
aperiodicnom ako njena perioda tezi beskonacnosti. Dakle:

smatrati

T
o0 : o . 1 2 e
f([): :Z_:Fneﬂw)of — :z_e]’w)of? .[Tf(ﬂ)e J oﬂdlu
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Ovaj izraz predstavlja Fourrierov integral za aperiodicnu funkciju, pri Cemu je
uslov za njegovu egzistenciju:

oﬂf(t)(dt <oo ili [ £(e)dt < oo



Spektralna gustina amplituda i faza

* Analogno predstavljanju periodicne funkcije u obliku Fourrierovog reda, dobija se
Fourrierov transformacioni par za aperiodicnu funkciju f(t):
1 = :
f(t)==— [Fjok"do

—0o0

F(jo)= [ /(™ d

F(jw) je Fourrierova transformacija aperiodicne funkcije f(t), i ona je kontinualna
funkcija ucestanosti w. Funkcija f(t), je inverzna Fourrierova transformacija
funkcije F(jw).

F(jo)=|F(jo)e
|F(jw)| - spektralna gustina

amplituda aperiodi¢nog signala f{(t)
(uvijek parna funkcija)

[ IF (il
1k

nsf

O(w) - spektralna gustina faza B - : —
aperiodicnog signala f(t), Ove dvije velicine za aperiodi¢ne funkcije su
(uvijek neparna funkcija). kontinualne.
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Korelacija aperiodicnih sighala

* Zadvije aperiodicne funkcije f,(t) i f,(t) izraz:

Rale)= [ £ (e ek

se naziva korelacionom funkcijom aperiodicnih signala f,(t) i f,(t).
Korelacija dva signala podrazumijeva tri koraka:

1. Pomijeranje jedne funkcije u vremenu za t

2. Mnozenje te pomjerene funkcije drugom funkcijom

3. lzraCunavanje integrala proizvoda takve dvije funkcije

Neka funkcije f,(t) i f,(t) imaju Fourrierove transformacije F,(jw) i F,(jw).
Prema definiciji, njihova korelacija je:

1 o o . iolt+1 1 < . T I ot
R12(T):E_If1(t)dt_sz(]w)€J ( )dw:E_IFz(]w)e] da)_jfl(t)ef dt
1

Rlz(T) = E_j Fl*(]w)Fz (jwkjmdw



Teorema o korelaciji aperiodi¢nih funkcija: Korelaciona funkcija R,(T) i
proizvod F,"(jo)F,(jo) predstavljaju Fourrierov transformacioni par.

e Specijalni slucaj korelacije kada je f,(t)=f,(t)=f(t): autokorelaciona funkcija
aperiodi¢ne funkcije f(t):

R(e)= [ 1) (c+2)it =5~ [F*(jo)F (jo) " do
R, (r)= ii\F( jo) ¢ do

Kako je |F(jw)|2=S,,(w) spektralna gustina energije aperiodi¢nog signala f(t),
to je:

Teorema o autokorelaciji aperiodicnih
Rn(T)_ ISu(a))gjmdw funkcija:
271 - Spektralna gustina energije aperiodicnog

. signala f(t) i autokorelaciona funkcija Ry,(t)
_ JaT
Sll (a)) - IRII (T)e dt obrazuju Fourrierov transformacioni par.



Kada je t=0:
* 1 = Loy
RII(O): Ifz(t)jt :2_ jSll(a)ya):— HF(]G))‘ do
e T —w 27 “w

R, (0)= 17, OF

cime se definiSe Parsevalova teorema za aperiodicne signale.
Pri tome je autokorelaciona funkcija parna:

R11(t)= R4 (-7)

e Da bi se istakla razlika izmedu autokorelacione funkcije i korelacije dvije
razliCite funkcije, uvodi se pojam unakrsne korelacione funkcije, a veliCina:

S12(a)): Fl*(ja))Fz(ja))

se naziva spektralna gustina unakrsne energije, ili spektar funkcije R,(t).
Pri tome, vaze relacije:

Ry (z)=Ryy(-7)
Sy (@)= F(jo)F" (jo)= S, (@)
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Konvolucija aperiodicnih signala

* lzraz Ciji je oblik:

Pz jﬁ )f; (7 - t)dr—— jF (jo)F,(jo)'  do

naziva se konvolucijom aperiodicnih funkcija f,(t) i f,(t) ili konvolucionim
integralom. Konvolucija podrazumijeva sledeca tri koraka:

1. jedna od funkcija se pomjera u vremenu za T i prelazi u lik simetri¢an u
odnosu na ordinatnu osu

2. tako dobijena funkcija mnozi se drugom funkcijom
3. racuna se integral njihovog proizvoda u neogranicenom intervalu

- Teorema o konvoluciji aperiodicnih

[ F (J a))F2 (J 0)) " dew funkcija:

- Konvolucija dvije aperiodicne funkcije

) jplz(r)e_jmdt p,,(T) i proizvod F,(jw)F,(jw) obrazuju
~o0 Fourrierov transformacioni par.

,012()
F(jo)F

!
27
(j
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Analiza slucajnih signala

* Slucajne signale nije moguce opisati preciznim analitickim izrazom u vremenu, pa
nije moguce Kkoristiti Fourrierovu analizu. Opisivanje ovakvih signala se vrSi
metodama teorije statistike.

Da bi izveli potrebne zakljucke,

; _ ) : .
ASO posmatrajmo samo jedan dio koji se

| ' nalazi u intervalu (-T, T) jednog
| /A//%\ f/ slucajnog signala:
| ) o

; PNy ) _ ), t<[T
\J : a0 {0 t>[T]
| Af{t)l Ovako  dobijena  funkcija je

| aperiodi¢na, ogranicena, pa je njena

/A/M Fourrierova transformacija:

: . F ()= 1 1,0k

Fy(jo)= [ £, ds



Srednja snaga slucajnog signala sluzi kao parametar za njegovo opisivanje.
Definise se na sledeci nacin:

- Za ogranicenu funkciju f+(t) snaga se definise kao:

| I
P.r= E_J-Tsz(tﬁt

Kako je f(t)=f;(t) kada T—>o0, to je:

R A T BN
P, = lTl_I;EIEJ-TfTZ (¢ )t = lTlglﬁg_wFT (o)F (jo)de
. 1 OO‘FT(ja)]2
P = d
e =limy - [=o - de

—00

Shodno prethodnim razmatranjima, ako oznacimo veliCinu:

B Sto predstavlja spektralnu gustinu srednje snage
11( ) slucajnog signala f(t), dobija se:




Autokorelaciona funkcija slucajnog signala:

1 2
HF (]a))( e’ dw

Ro(0) = LA 0 et = ]

Za granicni slucaj kada T—o0:

£ o)
R, (z )—hmﬁfoT()fT(HT)df—}lf{loz—f o7

ja)rda)

Uz uvedenu oznaku za spektralnu gustinu srednje snage slucajnog signala f(t),
vazi:

1 < T
Rll(T):_ J‘Sll(a)k] dw
27

$,(0)= TR (oo

sto predstavlja Wiener-Hinchin-ovu teoremu za sludajne signale:
Autokorelaciona funkcija slucajnog signala i njena spektralna gustina srednje
snage predstavljaju Fourrierov transformacioni par.
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Uloga i znacaj harmonijske analize

| <tickih sienal

N g

Osnovna uloga harmonijske analize je da se vremenska funkcija, koja opisuje
signal, predstavi u domenu ucestanosti podesno izabranim parametrima kako
bi se omogudilo analiticko pracenje prenosa signala telekomunikacionim
sistemima.

* Na taj nacin se stvaraju uslovi za utvrdjivanje nivoa tacnosti u prenosu
signala, odnosno kvaliteta sa kojim se odredjenim sistemom prenose
informacije.

Eventualne promjene u signalu tokom njegovog prenosa se utvrdjuju na
osnovu uporedjivanja signala na ulazu u sistem (pobuda) sa signalom na
izlazu iz sistema (odziv).

 Upravo primjena harmonijske analize omogucava ovo uporedjenje na
relativno jednostavan nacin, odnosno nalazenje medjusobnog odnosa
odziva i pobude sistema.

t
L» telekomunikacioni L

. sistem : .
ulazni signal izlazni signal




Veliki broj sklopova telekomunikacionih sistema su po svom opstem
karakteru linearne mreze sa konstantnim parametrima:

e mreze sa konstantnim parametrima - mreze koje imaju osobinu da ako
pobudnom signalu x(t) odgovara izlazni signal y(t), onda pobudnom
signalu x(t+t) odgovara izlazni signal y(t+t). (Ove mreze se nazivaju i
vremenski invarijantne mreze).

e [inearne mreze - mreze koje imaju osobinu da, ako se za pobudni signal
x,(t) dobija izlazni signal y(t), onda ulazni signal oblika:

x(t) = gaixi (t) = a, X, (t)+ a,Xx, (t)+ wta x, (t)

dovodi do izlaznog signala oblika:
W)= 2ay,(0)=ap )+ ap,(0)+ . +a,y,()

Osnovna osobina linearnih mreza sa konstantnim parametrima je da se u
njima ne generisu novi harmonici signala tokom prenosa, tj. sve promjene na
prenosSenom signalu se desavaju na nivou njegovih amplituda i faza, ali ne i na
nivou njegovih ucestanosti.




Prenosna (transfer) funkcija linearnih mreza sa konstantnim parametrima:

B S S H(jo)= ‘H(ja))(ej’f(“’)

ulazni signal 1zlazni signal

gdje se sa:
. |H(ja))( modeluju promjene amplitude signala

. ;((a)) modeluju promjene faze signala

e (Qdziv sistema (signal na njegovom izlazu) moze nadi u:

1. domenu ucestanosti ili
2. domenu vremena

s tim Sto se u oba slucaja primjenjuje harmonijska analiza.



Nalazenje odziva sistema u domenu
ucestanosti

Ako je ulazni signal x(t) opisan nekom periodicnom vremenskom funkcijom
slozenog talasnog oblika, onda se Fourrierovom analizom moze predstaviti
Fourrierovim redom kao suma harmonika (prosto periodi¢nih funkcija-

sinusoida):
x(t)= > X "

n=—0o0

Posto za linearne mreze sa konstantnim parametrima vazi zakon
superpozicije, to se uticaj mreze na svaku sinusoidalnu komponentu moze
zasebno posmatrati. Drugim rijeCima, poznavanje funkcije prenosa H(jw), za
sve odgovarajuce vrijednosti w, omogucava da se pronadu spektralne
komponente (harmonici) izlaznog signala

Y, =H(jo)X,=H(jnw,)X,

W)= Xy,

n=-—0



Ako je ulazni signal opisan nekom aperiodicnom vremenskom funkcijom
x(t), i Fourrierova transformacija ove funkcije je X(jw). Tada se signal x(t)
moze izraziti inverznom transformacijom svog kompleksnog spektra X(jw):

()= —— [ X (jok'”do
27 “w

1zlazni signal u domenu ucestanosti, odnosno njegov kompleksni spektar,
se nalazi kao:

Y(jo)=H(jw)X(jo)

Na osnovu prethodnog, i poznavanja prenosne funkcije sistema,
analiticki izraz za izlazni signal u domenu vremena se dobija kao:

W)= TH(jo)X (jokdo

—0Q0



ZakljuCak: ako je poznat odziv linearne mreze sa konstantnim parametrima
Citavom skupu sinusoidalnih pobuda svih mogucih ucestanosti, tada se odziv
te iste mreze na bilo koji drugi pobudni signal moze jednoznacno odrediti.

Za obje klase deterministickih signala, periodicne i aperiodicne, zahvaljujuci
harmonijskoj analizi, proucavanje njihovog prenosa svodi se u sustini na
poznavanje odziva mreze sinusoidalnoj pobudi, odnosno na poznavanje
karakteristika mreze u stacionarnom rezimu.

* Odziv sistema u domenu ucestanosti se nalazi na sledeci nacin:

1. DefiniSe se pobuda u domenu uéestanosti: X ili X(jw)

2. Odredi se proizvod funkcije prenosa sistema i spektra pobude (H(jw)X_
ili H{(jw)X(jw)) ¢ime se dobija odzivu domenu ucestanosti :Y, ili Y(jw)

3. Inverznom Fourrierovom transformacijom odreduje se analiticki oblik
izlaznog signala (odziva) u domenu vremena



Nalazenje odziva sistema u domenu vremena

* Transfer (prenosna) funkcija sistema H(jw) moze da se definise kao

odziv sistema na pobudu u vidu Dirakovog (delta) impulsa.

0 (=t
A 3(t-to) 5(t_t0): tit()
0

0 to ¢
Y(jo)= H(jo)A(jo)=H(jo)
W0 e )= [HGek o
A(t) -




W)= —— [H(jw)'™ do
27~

H(jw)= ih(t)e‘j“”dt

Zakljucak: odziv linearne mreze h(t) impulsnoj aperiodicnoj pobudi u vidu
delta funkcije i funkcija prenosa mreze H(jw) obrazuju Fourrierov
transformacioni par.

h(t) se naziva impulsni odziv sistema. Ukoliko je on poznat moze se naci odziv
mreze y(t) na bilo koju pobudu x(t).

y(f)= i]iH( JOX(jo)e do = i]l)(( jo) ej“”];h ()™ dydao
y(f)= T h( ﬂ)dyi_]“ X(jo)e™ ™ do
(0)=  n(ee(e—s) = J x(uip(e—)

1zlazni signal je konvolucija ulaznog signala i impulsnog odziva sistemal!!



Osnovne karakteristike sighala koji

predstavljaju realne poruke

SIGNAL GOVORA

- Opseg ucestanosti od 300Hz do 3400Hz usvojen je od strane CCITT-a (ITU)
za standardnu Sirinu kanala za prenos govora.

- Opsezi (300-2400)Hz i (300-2700)Hz primjenjuju se u vezama redukovanog
kvaliteta.

SIGNAL MUZIKE

- Propisana potrebna Sirina opsega za prenos muzickog signala je 30-15000Hz.

- Postoje sistemi Cija je Sirina opsega 50Hz-10 000Hz, ali je u njima kvalitet
prenosa nesto losiji.

SIGNALI PODATAKA | TELEGRAFSKI SIGNALI
- Spektar je povezan sa brzinom signaliziranja

TELEVIZIJSKI SIGNAL (SIGNAL POKRETNE SLIKE)
- Opseg koji zauzima video signal je od 10Hz do 5MHz



