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GRESKE MJERENJA

* Vrijednost fizicke veliCine dobijena mjerenjem i iskazana brojem odgovarajucih
jedinica mjera jeste rezultat mjerenja

* Koris¢enjem odredene mjerne metode potrebno je odrediti ili procijeniti pravu
vrijednost neke mjerene veliCine pod odredjenim uslovima.

* Medjutim, Cak ni uz upotrebu veoma savrsenih metoda i uredaja nije moguce
dob|t| apsolutno tacnu vrijednost, vec uvjek postoji vece ili manje odstupanje
izmedju prave vrijednosti i izmjerene vrijednosti odredene veliCine.

* Ova odstupanja izmjerene od prave VrIJEanStI nazivaju se greske mjerenja. Sto
je greska mjerenja manja to je sam postupak mjerenja odnosno mjerenje uopste
tacnije.

* Odstupanja od prave vrijednosti nastaju usljed razliCitih faktora, prije svega usljed
nesavrsenosti mjerne opreme, neadekvatnosti mjernog postupka mjernog
objekta, uticajne velicCine, te licne greske mjeritelja.

* Ovdje treba praviti razliku izmedu dva termina preciznost i tacnost:
* Tacnost predstavlja bliskost rezultata ispitivanja i usvojene referentne vrijednosti.

* Preciznost (ISO 5725) je bliskost izmedu rezultata nezavisnih ponavljanja mjerenja u
odredenim uslovima.



GRESKE MJERENJA

@OOE

nepreciznoitaéno preciznoi tacno nepreciznoi netacno preciznoi netacno

* Uvedimo ovdje i pojam mjerne nesigurnosti:
* Precizno i netacho mjerenje karakteriSe se malom mjernom nesigurnoscu (malo
odstupanje izmedu razl. mjerenja), dok je procijenjena vrijednosti daleko od tacne

* Tacno i precizno mjerenje je najpozeljnija situacija u kojoj je mjerna nesigurnost
relativno mala (malo odstupanje izmedu razl. mjerenja), dok je procijenjena tacna
vrijednosti relativno dobra



TEORIJA GRESAKA

* Da ponovimo: Odstupanje izmedu prave i izmjerene vrijednosti mjerene
veliCine i predstavlja gresku mjerenja.

» TEORIJA GRESAKA: Oblast u okviru metrologije, gdje se izu¢avaju uzroci
nastanka gresaka, vrste gresaka, fizicka priroda gresaka i njihove statisticke
karakteristike, kao i statisticke i eksperimentalne metode kojima se
procjenjuje najvjerovatnija vrijednost rezultata mjerenja.

* Teorija greSaka se zasniva na aparatu matematicke analize i primjene
teorije slucajnih procesa koje se koriste za obradu eksperimentalno
prikupljenih odnosno izmjerenih podataka.

* U najvecem broju slucajeva ovi podaci predstavljaju skupove diskretnih
vrijednosti rezultata mjerenja odnosno signal mjerenja nad kojim se
primjenjuje pomenuta matematicka obrada podataka.



GRESKE MJERENJA —podjela gresaka

* Grube greske nastaju uglavnom kao posljedica nepaznje, previda ili neadekvatnog mjernog
postupka odnosno metode, te se usljed ovakvih gresaka rezultati mjerenja najcesée znatno
razlikuju po svom iznosu od pravih vrijednosti kao i od ponovljenih mjerenja. T

* Tipican primjer grube pogreske je oCitavanje polozaja otklona instrumenta na pogresnoj
mjernoj skali.

 Sistemske greske se javljaju na isti naCin tokom svakog ponavljanja eksperimenta. To znaci da
sistemska greska uvijek ima isti iznos i predznak.

e Nastaju uglavhom zbog nesavrSenosti mjernih uredjaja, mjera (etalona), mjernog postupka,
mjernog objekta, uticaja okoline ili pak zbog koris¢enje neadekvatnog/nereprezentativnog
uzorka.

* Dakle sistemske greske imaju odredjenu vrijednosti odredjeni predznak, pa se mogu uzeti u
obzir putem korekcije. Korekcija ima istu apsolutnu vrijednost kao i greska, ali je suprotnog
predznaka.



Sistemske greske — ilustracija

* Jedan od najcescih izvora sistematskih
greski prilikom mjerenja je neadekvatna
kalibracija instrumenta. Na primjer, ako se
za mjerenje otpornosti koristi ommetar,
onda kablovi koji se koriste da bi se otpornik
doveo na ulaze ommetra imaju neku
otpornost koja nije zanemarljiva (R .#0 ).

* Kako se koriste dva kabla to je izmjerena
vrijednost jednaka zbiru 2R_ i nepoznate
otpornosti otpornika R,.

* llustracija nepravilno kalibrisanog .
instrumenta za mjerenje otpornosti je
predstavljena na slici. ‘

R, =R, +R, +R, =66.4kQ

| Seewe MEED ¥ T~
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Kalibracija predstavlja postupak odredivanja relacije

izmedu fizicke velicine koja se mjeri i mjernog rezultata

(koji je opisan procijenjenom mjerenom vrijednoscu i

mjernom nesigurnoscu).

U slucaju mjerenja nepoznate otpornosti ta relacija je:
R,;=2R.+R,

Korekcija se moze uvesti, ako se kablovi kratko spoje i

izraCuna otpornost koja se kasnije oduzima od mjerene

vrijednosti kako bi se dobila nepoznata otpornost koja nije

rezultat sistematske greske.



GRESKE MJERENJA —podjela gresaka

Slucajne greske imaju stohasticki karakter, nastaju kao rezultat velikog broja slucajnih
procesa koji se desavaju tokom postupka mjerenija.

Kod ponavljanja mjerenja slucajne greske imaju promjenljiv predznak i iznos. Zbog toga
Sto nastaju superpozicijom veceg broja slucajnih procesa, njihov stohasticki karakter je
najcesce odreden normalnom ili Gaussovom raspodjelom gustine vjerovatnoce.

Slucajne greske dakle dovode do rasipanja rezultata mjerenja, tj. one Cine rezultat
nesigurnim.

Ovaj tip gresaka je prisutan u svim mjerenjima. Unapredenjem mjernih metoda i
instrumenata postize se sve manji uticaj slucajnih gresaka.

Uticaj greSaka moze se smanjiti primjenom matematickih odnosno statistickih metoda,
koje koriste Cinjenicu da greske mjerenja imaju slucajni odnosno stohasticki karakter. Cilj
primjene ovih metoda je obrada skupa rezultata dobijenih ponovljenim mjerenjima, kako
bi se procijenila prava vrijednosti mjerenih velicina kao najvjerovatniji rezultat
mjerenja, i rasipanje izmjerenih vrijednosti oko prave vrijednosti odnosno oko
procijenjenog najvjerovatnijeg rezultata mjerenja



Prikazivanje rezultata mjerenja: tablica ili vektor

* Ponavljanjem eksperimenta mjerenja odredene veliCine X, dobija se skup podataka
koji se obicno zapisuje u obliku tabele ili vektora.

* Pojedinacni rezultat mjerenja oznaCavamo sa X; gdje indeks I oznacava redni broj
mjerenja i moze imati vrijednosti od 1 do n, pri cemu je n ukupan broj ponovljenih
mjerenja.

I 1 2 3 n-1 n

X; X X7 X3 e Xp-1 Xy

] 2

* U obliku matematickog vektora podataka, prethodna tabela se moze zapisati kao:

T

X=(X. XX, )

" #



APSOLUTNA GRESKA

* Prema nacinu brojnog prikaza, osnovnu gresku instrumenta Cine:
Apsolutna, Relativna i lzvedena greska, ili klasa taCnosti instrumenta.

* Apsolutna greska se definiSe kao odstupanje izmedu izmjerenog rezultata i prave
(tacne) vrijednosti mjerene velicine:

A, =X—X, X—lzmjerena vr. X, —tacna vr.

* Na primjer, ampermetrom je izmjereno 1,352 A, a prava je vrijednost struje 1,358
A. Tada je apsolutna greska jednaka -0,006 A.

* Apsolutna greska moze imati pozitivan ili negativan predznak.

* Posjeduje istu jedinicu kao izmjerena i prava vrijednost mjerene velicCine.



APSOLUTNA GRESKA

e Stvarna vrijednost ostaje nepoznata i nakon mjerenja. Drugim rijeCima izmjerena
vrijednost moze samo da se manje ili vise priblizava tacnoj u zavisnosti od uslova.

* Podatak koliko se izmjerena veliCina uspjesno priblizava tacnoj vrijednosti izrazava
se cesto kao vjerovatnoca da se izmjerena vrijednost nalazi u nekom intervalu
Sirine 2A oko tacne vrijednosti:

« Sto je interval 2A maniji to je vedéi kvalitet mjerenja, i obratno.

* Korekcija je vrijednost koju treba dodati izmjerenoj vrijednosti kako bi
se dobila prava vrijednost mjerene veliCine, a ima istu vrijednost kao
apsolutna greska sa suprotnim predznakom.



RELATIVNA GRESKA

Veoma Cesto se umjesto apsolutne greske koristi relativna greska, koja definise
odnos apsolutne greske i prave/tacne vrijednosti mjerene velicine, kako bi stekli

utisak o stepenu tacnosti: X=X A,
5)( ju— ju—
Xt Xt
Relativna procentualna greska je: A
elativna procentualna greska je 5. = 21000
Xt

U prakti¢nim primjenama, s obzirom da prava/tacna vrijednost nije dostupna, a
pod pretpostavkom da se prava i izmjerena vrijednost obicno ne razlikuju
znacajno, u prethodnoj relaciji za relativnu gresku, prava vrijednost zamjenjuje se
izmjerenom odnosno procijenjenom vrijednoscu mjerene velicCine.

Problem sa relativnom greskom je sto je nije moguce odrediti u slucaju kada je
prava vrijednost zapravo jednaka nuli.



RELATIVNA GRESKA

Osim u odnosu na nominalnu tj. referentnu mjerenu vrijednost, apsolutna razlika se 2 x

moze posmatrati i u odnosu na srednju vrijednost procijenjene i tane vrijednosti: §, = ———
X+ X j

t

ili u odnosu na vecu vrijednost: X

~ max(%, X,)

Osim apsolutne i relativne greske, nekada se raCuna i opseg u kome se nalazi neka
mjerena veliCina. Opseg predstavlja razliku izmedu maksimalne i minimalne vrijednosti
mjerenja:

OPS€Y = X — Ximin
Za sve navedene greske mogu se koristiti i zapisi koji podrazumijevaju koriscenje
apsolutne vrijednosti :

Ay =|%=x| S5, =



IZVEDENA GRESKA

* lzvedena greska mjerenja odreduje se tako sto se u relaciji za relativnu
gresku umesto prave vrijednosti mjerene veliCine koristi odredena
propisana vrijednost mjerene veliCine.

* Propisane vrijednosti date su kao podaci na samoj mjeri, na indikatoru
mjernog instrumenta, ili u prilozenoj dokumentaciji atog mjerila.

* Propisane vrijednosti su najcesce:

o nominalna vrijednost materijalizovane mjere;

O gornja granica mjernog opsega, ako je oznaka nulte vrijednosti na kraju ili izvan
opsega mjerenja;

o suma modula granica mjerenja, ako je oznaka nulte vrijednosti unutar opsega
mjerenja;

o duzina skale ili njenog dijela, odgovara opsegu mjerenja, ako je skala nelinearna (kao,
na primjer, kod om-metra u klasi¢nom multimetru);

o nominalna vrijednost mjerene veliCine, ako je takva ustanovljena (na primjer, za
elektricnu mrezu, 220V ili 380V, 50Hz);



KLASA TACNOST!

» Klasa tacnosti instrumenta je dozvoljena izvedena relativna greska, dobijena ovjerom tih
mjernih instrumenata sa odgovaraju¢im mjernim standardima. Klasa tacnosti mjernog
instrumenta je istaknuta na samom instrumentu i definisana je u odnosu na granicne
vrijednosti apsolutne greske mjernog opsega instrumenta:

AX.., maksimalna apsolutna greSka ostvarena prilikomovjereinstr.

Axmax . .-
X, 100 X, Propisana vrijednost

k, =

* Ako je propisana vrijednost gornja granica mjernog opsega M - vrijednost pune skale:

max U praksi je preporucljivo da se kod instrumenata sa analognom skalom rezultat
100 mjerenja oCitava u gornjoj tre€ini skale mjernog opsega.
* Proizvodac€ navodi podatak o klasi taCnosti na samom instrumentu, odnosno
daje podatak o maksimalnoj apsolutnoj gresci koju instrument pravi na nekom
mjernom opsegu M.
« Svi mjerni instrumenti svrstani su u 8 klasa taCnosti koje se oznacCavaju
indeksima 0.05; 0.1; 0.2; 0.5; 1; 1.5; 2.5i 5.

AX

K, =



Zadatak 1.10. Odrediti relativou procentualnu greSku pri mjerenju
snage ako je vatmetar sa 150 d. sk., klase tanosti 0,5, naponskog

podruéja 300 V, strujnog podrudja 10 A i cosp=0,1 pokazao otklon
120 d. sk.

U, =300V, I . =10A «., =150 d.sk., k,=0.5 « =120 d.sk.
‘ — AP 100 — AP 100 AP, je max. aposolutna greska pri mjerenju snage,
t M - a Pmax mjerni domet vatmetra odnosno M
Prnax = Umax I max COS ¢ Umax i Imax su gornje granice (mjerni domet) naponskog

=300-10-0.1=300W odnosno strujnog podrucja

Konstanta vatmetra se racuna kao mjerni domet vatmetra

_ I:)max _
Cy = =2W/d.sk. ===, ukupnu duZinu skale odnosno o,

a

max



Watmetra je pokazao snagu (izmjerena snaga odnosno procijenjena):

P=C,a=2W/d.sk.-120d.sk. = 240W

Apsolutna greska pri mjerenju snage je:

AP =+ KiFrae _, 05300, 5y
100 100

Procentualna relativna greska je zatim:

AP 1.5

Sp =+ =" 100% = + =100 = 0.625%
P 240




Primjeri
Zadatak 1 : Na voltmetru mjernog opsega 150 V izmjeren je napon 112 V, a prava vrijednost

mjernog napona je 112.4 V. Koliko iznose apsolutna i relativna pogreska , korekcija, te pogreska u
postotcima dogovorne vrijednosti ?

Uiz — R =112V Ax =X— X = 112-112.4=-0.4V korek = 0.4V
U, = x =112.4V 5 - X—% _112-1124 ) oacs
X, 112.4
X — X, ~112-112.4

5:

: 100
150

100 =-0.267%




Primjeri
Zadatak 2 : Pri odredivanju otpora U-I metodom, izmjeren je napon U =10 V i struja | = 1 A. Kolika
je sistemska greska, ako je R, =0.10, a R,,= 20M Q ?

U

I~ R, =—=10Q,
Ril"mﬂ'f' |
L ) r U=I(R,+R) =R, :UT—RA:10§2—O.1Q:9.9Q
U [R,
w 5=X7RS 160 21.01%

RS



Srednja vrijednost i standardna devijacija

* Kako bismo smanijili uticaj slucajnih gresaka, najvjerojatnija vrijednost mjerenja odreduje
se kao aritmeticka sredina odnosno srednja vrijednost skupa pojedinacnih mjerenja.

* Ako je izvrSeno n mjerenja, i ako su vrijednosti pojedinacnih mjerenja redom Xy, X,, ..., X,
onda je aritmeticka sredina pojedinacnih rezultata:

XXX, 10
X — 1 2 n _ _in
n Nz
e Za racunsku ocjenu preciznosti mjerenja odnosno medusobnog odstupanja rezultata

mjerenja, procjenjuje se srednja kvadratna greSka odnosno standardna devijacija s:

srednja kvadratna greska aritmetiCke sredine je:

1 & _
s:\/n—_lg(xi—x)2 S




Standardna devijacija aritmeticke sredine

» Kako za rezultat mjerenja uzimamo aritmeticku sredinu pojedinacnih mjerenja, onda se
procjenjuje kolika je srednja kvadratna greska aritmeticke sredine, odnosno standardna
devijacija aritmeticke sredine:

S
Sy, = — srednja kvadratna greska aritmetiCke sredine je:

.
Jn
* Posmatrajmo skup Y ima opsti clan y;=u+v; (i=1,2,..n; j=1,2,...k), gdje su u; i v; opsti clanovi
nezavisnih skupova u,, u,, ..., u, i v;, v,, ..., V. Standardne devijacije ovih skupova su
definisane kao:

N E T U

1 _
Sy \/(n 1)(k l)Z(ylj \/Eg(ylj_



Standardna devijacija aritmeticke sredine

1 _ 1 o P
SBZ/ZE%(YU—Y)Z:E%‘,(Ui'FVj—U—V)Z gdje je y=U+V

> (U =T+, =V)* =3 (U —0)% + 23 (u; —T0)(v; = V) + 2 (v; —V)°
] ] ] ]

S (U ~0)2 =k (U, —T)2 = k(n—1)s? ~ kns?
i, i=1

k
>, ~0)" =03 (v, -0 = n(k-Ds} = kns
1] |=

v

2 _ A2 2
S, =S, +S,

Za vise skupova bilo bi vise ¢lanova
na kvadrat

> (U, ~0)V, —7) = 3 (U, ~M 3 (v, -7)
I, ] 1=1 j=1



Standardna devijacija aritmeticke sredine

: _ X +X 4.+ X X X X — — —
Kako je X=-"21—"2 n=1424 0 Sy = Sx2 T+ =S =S

standardna devijacija pojedinacnog rezultata
iznosi s, standardna devijacija sabiraka

Slijedi s




» Zadatak 3: Na uzorku od 10 otpornika izvrseno je mjerenje otpora. Kolika je aritmeticka
srednja vrijednost, standardna devijacija pojedinacnih mjerenja i standardna devijacija
aritmeticke sredine ?

R(Q) 9.70 980 999 0995 9.76 981 10.19 10.17 993 10.27

n

YR, =9.9570

r_1
n;

_ \/ii (R —R)? =0.1970
n-1ia

- = % = 0.0620)



