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Mjerenja sa razli€itom pouzdanoscéu

Aritmeticka sredina racunata po prethodnom obrascu podrazumijeva da su sva mjerenja
izvrSena sa jednakom pouzdanoscu.

Ukoliko mjerenja imaju razli¢itu pouzdanost, uvode se teZinski koeficijenti p; kao mjera
pouzdanosti pojedinacnog mjerenja. Precizna mjerenja imaju veci tezinski koeficijent.
Ako su poznate standardne devijacije, teZzinske koeficijente p, moZzemo odrediti prema
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Konstanta se moze odabrati na nacin da bude pogodna za raCunanje.

Aritmeticka sredina za mjerenja sa razliCitom pouzdanos¢u se moze odrediti na osnovu
poznavanja tezinskih koeficijenata kao: Zn:
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Zadatak 4:
Mjerenjem otpora razliCitim metodama dobili smo sljedece rezultate:
R=[10.08; 10.05; 10.00; 9,95; 10.05]
Standardne devijacije pojedinacnih mjerenja iznose redom:
s=[0.1; 0.08; 0.11; 0.05; 0.20]

S obzirom na pouzdanost mjerenja treba odrediti tezinske koeficijente pojedinih mjerenja i
najvjerovatniju vrijednost otpora.

k=0.1 - proizvoljno odabrana vrijednost konstante

P = Lz = p, =10, p, =15.625, p; =8.64, p, =40, p; =2.5
S.

|
Najvjerovatnija vrijednost otpora jednaka je aritmetickoj sredini sa tezinskim koeficijentima:
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Slucajne promjenljive

* U slucaju kada imamo da su varijacije vrijednosti ponovljenih mjerenja RR intervala rezultat
niza faktora Ciji se uticaj ne moze eksplicitno definisati, smatramo da je raspodjela
ponovljenih rezultata mjerenja slucajna.

Rezultati za 10 ponovljenih mjerenja
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Slucajne promjenljive

* Jedan jednostavan nacin da se prikaze rezultat za 10 ponovljenih mjerenja, jeste da se
izraCuna srednja vrijednost ponovljenih mjerenja. Medutim nema dovoljno informacija o

pojedinim mjerenjima.

e Zato se uvodi pojam mjerne nesigurnosti koja daje informaciju o rasipanju (raspodjeli)

rezultata mjerenja oko srednje vrijednosti.

Moze se zakljuciti da nijedan rezultat nije
potpun ako ne sadrzi informaciju o mjernoj
nesigurnosti.

Mjerna nesigurnost je neizostavni parametar
rezultata mjerenja, jer nosi informaciju o
pojedinacnim mjerenjima — koju je
nemoguce predstaviti iskljuCivo preko srednje
vrijednosti mjerene veliCine.
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Slu¢ajne promjenljive i histogram

 Slucajni karakter rezultata mjerenja uocCava se samo u nizu ponovljenih mjerenja jedne
veliCine sa istim sredstvom mjerenja i u potpuno jednakim uslovima.

* Vrlo Cesto se u praksi za prikaz rezultata ponovljenih mjerenja koristi histogram.

* Na x osi se nalaze mjerene vrijednosti, a na y osi broj ishoda/mjerenja koji imaju te
vrijednosti.

 Umjesto za pojedinacne vrijednosti rezultata mjerenja, histogrami se najcesée daju za
intervale vrijednosti AX, =X, 41X

Histogram i procenjena funkcija gustine verovatnoce
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Slu¢ajne promjenljive i histogram

* Analizom histograma jednostavno se utvrduje koja je vrijednost “najcesce” mjerena. Ta
vrijednost je najvjerovatnija (sa najvecom vjerovatnoc¢om) i vrijednost koja je stoga
najbliza tacnoj vrijednosti, odnosno jednaka srednjoj vrijednosti.

* Manje greske javljaju se ¢eSce od vecih gresaka, odnosno postoji grupisanje mjerenih
rezultata oko tacne vrijednosti

* Ukoliko je n; — broj ishoda odnosno mjerenja u intervalu I , tada vaZzi da je suma po svim

intervalima kojih je ukupno m, jednaka ukupnom broju mjerenja n m
* N; se naziva ucestanost intervala E N =1
* Ako se sa p; oznaci relativan broj mjerenja u intervalu i-tog opsega , tada vazi:
n
Pi = FI = E pi =1 Srednja vrijednost za

normalizovani histogram

Relativna ucestanost intervala (p; ) se moze tumacditi i kao vjerovatnoca _ m
intervala. X = Z Pi X
Gustina vjerovatnoce intervala se dobija kada se relativna ucestanost podijeli 1=1

sa Sirinom intervala, a rezultujuci histogram se naziva normalizovan histogram.



Funkcija gustine vjerovatnoce i funkcija raspodjele vjerovatnoce

* Funkcija gustine vjerovatnoce slucajne promenljive X (mjerene vrijednosti) se predstavlja u
oznaci f(X).

» Verovatnoca da ¢e se mjerena vrijednost X naci u intervalu [-00,+ o] je jednaka 1 (100%).

* Funkcije gustine verovatnoce je odredena histogramom: na x osi su prikazane mjerene
vrijednosti, a nay osi je prikazana vrijednost funkcije gustine verovatnoce koja se, u opstem
slucaju, moze izraziti u procentima ili normalizovano u opsegu [O, 1].

Normalizovan histogram i funkcija gustine verovatno¢e za Gausovu raspodelu
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Funkcija gustine vjerovatnoce i Funkcija raspodjele vjerovatnoce

* Pored funkcije gustine vjerovatnoce koja pokazuje kako su rezultati ponovljenih
mjerenja raspodijeljeni oko srednje vrijednosti, Cesto se definise i funkcija raspodjele
vjerovatnoce.

* Za mjerenje X, funkcija raspodjele vjerovatnoce F(X,) je jednaka vjerovatnoci
nalazenja rezultata mjerenja u intervalu [-oo, X,] i definise se kao:

Fon) = |

* Funkcija raspodjele vjerovatnoce F(X) je monotono neopadajuca funkcija.



Funkcija raspodjele vjerovatnoce i funkcija gustine vjerovatnoce

* Vjerovatnoca P da mjerena veli¢ina X uzima vrijednosti u opsegu [X,, X,] odnosno P(X;< X<
X,):

P(x, < X <X,) :ij f (x)dx

X

P(x <X <) =F(X)—F(x)

Dokazati ???

* Ove dvije funkcije su jednoznacno povezane, odnosno ako je poznata funkcija raspodjele

vjerovatnoce F(X), onda se jednostavno moze odrediti i funkcija gustine vjerovatnoce f(X) i
obrnuto.

» Kako se funkcija gustine vjerovatnoce/raspodjele jednostavno odreduje na osnovu

predstavljanja rezultata mjerenja normalizovanim histogramom, to se ona i ¢esce koristi u
teoriji elektricnih mjerenja.



Matematicko oCekivanje i varijansa

U statistici i teoriji vjerovatnoce se vrijednost oko koje se gomilaju rezultati mjerenja
naziva matematicko ocCekivanje na histogramu ili grafiku funkcije gustine vjerovatnoce.
Ova veliCina se Cesto oznacava sa E (expectation) i definiSe se za kontinualnu slucajnu
promenljivu X sa funkcijom gustine raspodjele f(x) kao:

E(X) il g 1y

ECO) = | xf(da

J—oo

* Matematicko ocCekivanje predstavlja vrijednost kojoj tezi neko mjerenje, kao sto smo
ranije koristili srednju vrijednosti za skup mjerenja neke veliCine. Ipak u zavisnosti od
prirode mjerenja i same fizicke velicine, matematicko ocekivanje ne mora odgovarati
srednjoj vrijednosti mjerenja.

e Za diskretnu slucajnu promjenljivu (imamo konacan set od n mjerenja, za razliku od
beskonacnog seta izrazenog u integralnoj formi):

E(0) = 2% f(x)



Matematicko oCekivanje i varijansa

* Na primjeru mjerenja RR intervala kod EKG signala je pokazano da prikaz rezultata mjerenja
nije potpun ukoliko ne postoji informacija o mjernoj nesigurnosti.

* U teoriji vjerovatnoce i statistici, kako bi se odredila mjerna nesigurnost tj. rasipanje
ponovljenih mjerenja oko matematickog ocekivanja, definise se varijansa slucajne
promenljive

(u slucaju elektricnih mjerenja varijansa ponovljenih mjerenja neke elektricne velicine).

e Za neprekidnu sluc¢ajnu promjenljivu X, sa funkcijom gustine verovatnoce f(X), varijansa se

definise kao: o matematicko ocekivanje od razlike pojedinacnog mjerenja i

D(x)=E((x - E())%) matematickog oéekivanja mjerenija.
o matematicko ocekivanje odstupanja pojedinacnih mjerenja od
VARIJANSA procijenjene vrijednosti tog mjerenja
o "rasipanje" rezultata oko matematickog ocekivanja.



Matematicko oCekivanje i varijansa

* Neke osobine matematickog ocekivanja i varijanse:

E(a)=a

E(X+a)=E(X)+a D(a)=0
E(aX)=aE(X) D(X +a) =D(X)
E(E(X)) = E(X) D(aX) = a’D(X)

E(aX +bY) = aE(X)+bE(Y)



Matematicko oCekivanje i varijansa

Polazeéi od izraza za varijansu ~ D(X) =E ((_X— E(X)) )

D(X) = E(x?) - 2E()E(E(X)) + (E(X))*
D(x) = E(x?) — 2(E))* + (E(0)°

D(X) = E(x?) — (E(X))”

Takode, moze se jednostavno zakljuditi, da ako je D(X)=0 onda ne postoji odstupanje od
mjerene vrijednosti tj. sve mjerene vrijednosti su identicne.

2 2
Varijansa je jednaka kvadratu standardne devijacije: D(X) =s% =0

lako je varijansa matematicki prakticnija, standardna devijacija ima istu fizicku jedinicu
kao i X, Sto je smislenije za koris¢enje. Ujedno, zbog njenog znacenja kao Sirine funkcije
gustine vjerovatnoce, pogodna je za prikazivanje gresaka prilikom mjerenja slucajne
promjenljive.

Varijansa predstavlja statisticki moment drugog reda (kvadrat razlike mjerene vrijednosti i
njenog matematickog ocekivanja).



Matematicko oCekivanje i varijansa

* Relacija po kojoj se mogu odrediti momenti viseg reda M(X):
Mx) = E((x - EO)7)
* Moment treéeg reda (Skew)
mjera asimetrije funkcije gustine vjerovatnoce slucajne promjenljive:

3
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Gaussova funkcija gustine raspodjele

* Funkcija gustine vjerovatnoce koja opisuje Gausovu krivu, data je
sljedecCim izrazom:

f(x) =

_(=p)’
e 20° | 1 o—srednjavrij. i stand.dev.

1
o\ 21

e Kao sto smo i ranije definisali, u diskretnom slucaju odnosno za
konacan broj ponovljenih mjerenja, procijenjene vrijednosti u i o date
Su izrazima:

LG:(xi -X)*

_ 12
# ngi' n-1ig



Za razlicite vrijednosti matematickog ocekivanja (srednje vrijednosti u slu¢aju Gausove
raspodele) i varijanse, mogu se dobiti razliciti oblici Gausove funkcije.
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Matematicko ocekivanje jednako je srednjoj vrijednosti kojoj teze mjerenja (oko koje se

nagomilavaju), i to je maksimum Gaussove krive.

Varijansa definise odstupanje mjerenih vrijednosti od matematickog ocekivanja i to utice na
Sirinu Gaussove funkcije.
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Zadatak 1.2. Od ukupno 10.000 otpornika nazivne vrijednosti 1000 €2
izmjeren je uzorak od 200 otpornika. Koliko ¢e otpornika od ukupne
koli¢ine odstupati od nazivne - vrijednosti preko +0,5 %, ako je
aritmeticka sredina uzorka 1001,0° Q, a standardna devijacia
uzorka 2 Q).

RjeSenje:

Nazivna vrijednost otpornika je R,=1000 Q. Odstupanje +0,5 % od
nazivne vrijednosti je:

R=1005Q
Normalna ili Gausova raspodjela definiSe se gustinom raspodjele y

1A
SV2T

Y=

gdje su: x aritmeticka sredina uzorka, a s njegova standardna
devijacija. Vjerovatnoéa P (x;<x<x,) da ¢e promjenljiva x poprimiti



neku vrijednost izmedu x; 1 x, dobija se integraljenjem gornje funkcije
u granicama od xj 1 X!

Ovaj mtegral predstavlja povrSinu ispod krive gustine nad intervalom
od x, do x50

Za ovaj zadatak: x;=R,, x,=R, 1 x=R.



Vjerovatnoéa P da otpornici odstupaju od nazivne vrijednosti preko
0,5 % data je izrazom:

P[(-———oo <R<Ry)V(R, <R<m)}..——:

s\/*-" dR+ 1

I ——— X:_
R.-R R,-R d
=4 X =2




Uvodjenjem gornjih smjena integral / svodi se na oblik:

1 F 12 1 } 1,2
Iz—f 2% e 27 dx =®3)+D(2)
V2T 5 V2r s
gdje je:
D(u) =

1 b 1
o i

poznati Gausov integral greske koji je za razne vrijednosti # dat u
posebnim tablicama.

RjeSenje integrala 7 je:
I=0,9759

mam)  P=1-0,9759=0,0241

N=P10.000=241

Broj otpornika koji odstupaju od nominalne vrijednosti
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