DISKRETNA MATEMATIKA 2




(a) v(G) =1 ako i samo ako je E(G) = &;

(b) 7(G) = 2 ako i samo ako je G bipartitan graf (sa bar jednom
granom);

(c) Neka je G povezan graf. Tada je v(G) = A(G) + 1 ako i
samo ako je G kompletan graf ili neparna kontura.

Rjesenje.

(1) Za vjezbu.

(2) (=).

Neka je v(G) = 2. Tada graf G ima bar jednu granu. Uotimo
jedno pravilno bojenje ¢vorova grafa G sa dvije boje. Ovo bojenje
odreduje particiju skupa V(G) = V4 U V,, gdje je V4 skup &vorova
obojenih bojom 1, a V; skup ¢vorova obojenih bojom 2 (&vorovi
obojeni istom bojom nijesu susjedni). Dakle, G je bipartitan graf
(sa bar jednom granom).
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(=)

Neka je G bipartitan graf. Kako G ima bar jednu granu to je
v(G) = 2. Neka je (X, Y) biparticija grafa G. Definisimo
0:V(G) — {1,2} sa

1, veX
Q(V)I{Z veyY

0 je pravilno 2—bojenje &vorova grafa G. Na osnovu toga je
7(G) < 2. Dakle, v(G) = 2.

(3) (=).

Neka je v(G) = A(G) + 1. Slijedi da je v(G) > A(G), pa na
osnovu Bruksove teoreme G je kompletan graf ili je neparna
kontura.
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(<=).
Ako je G kompletan graf K,, onda je 7(G) = n (dokazati!),
odnosno y(K,) = A(K,) +1.

ey
Ako je G neparna kontura Cp,4+1, onda je 7(G) = 3 (ovo ¢emo
dokazati!), odnosno v(Cort1) = A(Cort1) +1.

=2

Bruksova teorema. Neka je G povezan jednostavan graf koji nije
kompletan niti je neparna kontura. Tada je v(G) < A(G).
Komentar. Za svaki graf vazi v(G) < A(G) + 1. (Dokazati!) O
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Dokazati da je za n > 3

ako je n paran broj
ako je n neparan broj

Rjesenje.

Kako je ¢(C,) > 3, to je y(C,) = 2.

Neka je n = 2k. Tada je na osnovu prethodnog zadataka
v(Cpn) = 2, jer je Coi bipartitan graf.

Neka je n =2k + 1. Cyk41 nije bipartitan graf, pa je
Y(Cak+1) > 2.

Definisimo (3 : V(Cak+1) — {1,2,3} sa
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1, akojei=1
B(vi) =< 2, ako je i paran broj
3, ako je i # 1 neparan broj
Ocigledno, (3 je pravilno 3—bojenje &vorova grafa Coxy1, tj.
Y(Coks1) < 3, odnosno y(Coxs1) = 3. O
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Dokazati da je v(G) > 3 akko G sadrZi konturu neparne duZine. |

Rjesenje.

(=)

Neka je v(G) > 3. Pretpostavimo suprotno tj. pretpostavimo da
G ne sadrZi konturu neparne duZine. Onda je G graf bez grana ili
bipartitan graf sa bar jednom granom, pa je v(G) < 2 -
kontradikcija.

(=)
Ako G sadrzi konturu neparne duZine, onda G nije bipartitan graf,
pa v(G) ¢ {1,2}, odnosno 7(G) > 3. O
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Ako je H podgraf grafa G tada je v(H) < 7(G). J

Rjesenje.

Neka je k = v(G). Tada postoji pravilno k—bojenje &vorova grafa
G, oznatimo ga sa 6.

Neka je o : V(H) — {1,2,..., k} preslikavanje tako da za svako
w € V(H) vazi a(w) = 6(w).

Razmotrimo dva susjedna ¢vora v i v u grafu H. Ova dva ¢&vora su
susjedna i u grafu G, pa je 0(u) # 0(v), a to implicira da je

a(u) # a(v).

Dakle, « je pravilno k—bojenje &vorova grafa H. Po definiciji je
Y(H) < k =~(G). O
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(a) Konstruisati dva grafa G i H takva da je H pravi podgraf od
G ali da je v(H) = v(G).

(b) Konstruisati dva povezana grafa G i H takva da je H
razapinjuéi podgraf od G i da je y(H) = v(G) — 1.

Rjesenje.
(a) Jedno moguce rjedenje, za v(H =2, je:

/\/

(b) Jedno moguce rjesenje, za -1, je:

AN
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Neka je G nepovezan graf sa komponentama G; i Gp. Dokazati da je J

1(G6) = max{y(G1),7(G2)} -

Rjesenje.
Neka je m = max {v(G1),v(Gz)}. Jasno, v(G) = m.
Neka je
a:V(G) —{1,2,...,m},
pravilno m-bojenje &vorova komponente G; i neka je
B:V(G) —{1,2,...,m},

pravilno m—-bojenje &vorova komponente Gy. Definisimo
0:V(G)—{1,2,...,m} sa

| a(v), veV(G)
olv) = { B(v). ve V(G)

Kako nijedan &vor iz V(Gi) nije susjedan ni sa jednim &vorom iz V(Gy),
slijedi da je 6 pravilno m—bojenje &vorova grafa G, pa je v(G) < m.
Dakle, v(G) = m. O
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Dokazati da je
(a) Y(G)—1< (G —v) <7(G) za svako v € V(G);
(b) Y(G) —1 < ~(G —e) < v(G) za svako e € E(G).

Rjesenje.

(a) Kako je G — v podgraf grafa G, to je na osnovu zadatka 4,

¥(G — v) < v(G) za svako v € V(G).

Dokaza¢emo da je v(G) < (G — v) + 1, za svako v € V(G).

Neka je k = (G — v) ineka je 0 : V(G — v) — {1,2,..., k} pravilno
k—bojenje &vorova grafa G — v. Defini§imo

61:V(G) = {1,2,...,k,k+1} sa

[ 0(u), wveV(G-v)
91(u)—{ k+1, u=v

Jasno je da 0; predstavlja pravilno (k + 1)-bojenje ¢vorova grafa G, pa
je po definiciji v(G) < k+1=~(G —v)+ 1L
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(b) Kako je G — e podgraf grafa G, to je na osnovu zadatka 4,
v(G — €) < ¥(G) za svako e € E(G).

Dokazacemo da je v(G) < (G — e) + 1, za svako e € E(G).
Neka je m = (G — €) i neka je 6 pravilno m—bojenje &vorova grafa
G —eie=viv. Definig§imo 0; : V(G) — {1,2,...,m,m+ 1} sa

O (1) = { O(u), u+#wn

m+1 u=w

Jasno je da 6; predstavlja pravilno (m + 1)-bojenje &vorova grafa
G, pa je po definiciji v(G) < m+1=~(G —e) + 1. O
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Dokazati da je v(G) - v(G) > v, v = v(G). J

Rjesenje.

Neka je G = (V, E) graf sa v &vorova i neka je G = (V, E(G))
njegov komplement.

Graf (V, E(G) U E(G)) je kompletan graf sa v &vorova. Neka je

2(G) = ki 7(G) = m.
Dokaza¢emo da je k- m > v.

Neka je 61 : V — {1,2,..., k} pravilno bojenje &vorova grafa G sa
k bojaify:V — {1,2,..., m} pravilno bojenje &vorova grafa G
sa m boja. Defini§imo

0:V —{1,2,... .k} x{1,2,....m}

sa
0(u) = (61(v), 02(u)) -
0 je pravilno bojenje ¢vorova grafa K, sa k - m boja.
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Zaista, neka su u i v susjedni &vorovi u grafu K.
Tada su oni susjedni u G ili u G. Neka su npr. susjedni u G. Tada

je 01(u) # 01(v), pa je
0(u) = (01(u), b2(u)) # (62(v), b2(v)) = 6(v).
Dakle, v = v(K,) < k- m. O

Goran Popivoda Vjezbe 81 9



Dokazati da je 7(G) + v(G) = 2\/v, v = v(G). J

Rjesenje.
Iskoristicemo nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske
sredine i prethodni zadatak. VaZi

Y(G) +7(G) = 24/7(G) - 4(G) = 2/v. O
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Neka je G k-regularan graf sa v &vorova. Dokazati da je

7(G) >

v—k’

Rjesenje.
Iskoristicemo

YG)<A(G)+1l=v—-1—k+1=v—k

Kako je 7(G) - v(G) = v, to je

v 14
>

wG) ~v—k

(G) =
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Neka je G graf sa v ¢vorova i € grana. Dokazati da vaZi

2

G)> ———.

Rjesenje.

Neka je v(G) = k. Uotimo neko pravilno bojenje &vorova grafa G
sa k boja i neka je V; skup &vorova obojenih bojom i,
i=1,2,..., k.

Neka je |Vi| =v;, i =1,2,...,n. Kako u skupu V; nikoja dva
¢vora nijesu susjedna to je

dx) <v—v xeV,

pa je
Zd vilv —vp), i=1,2,... k.

x€eV;

Goran Popivoda Vjezbe 81 9



Dobijamo
2e= > d(v)=> d(v)+ -+ > d(v)
veV(G) veEV] veVy
<n(v—rw)+- + (v — i)
:y(y1++yk)_(y%++yi)
| S —

=V

o (it A w)?

gdje smo za dobijanje posljednje nejdnakosti iskoristili nejednakost
izmedu aritmeticke i kvadratne sredine. O
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Iz grafa K, odstranjeno je k medusobno nesusjednih grana.
Dokazati da je hromatski broj dobijenog grafa v — k. J

Rjesenje.

Ozna&imo sa G dobijeni graf.

Neka su iz K, udaljene grane ujvy, ..., uxvk, a kako te grane
nijesu susjedne slijedi da su vy, ..., Uk, v1,..., v razli¢iti &vorovi.
Neka je

S .= V(G)—{ul,...,uk,vl,...,vk}.

Jasno, |S| = v — 2k. Neka je S = {Xk41,.- -, Xp—k}
Definigimo 6 : V(G) — {1,2,...,v — k} na sljedeéi na&in:

(1) =0(v1) =1, () =0(v2) =2,...,0(ux) = 0(vk) = k,

Q(Xk+1) =k+1,... ,Q(X,j,k) =v—k.

0 je otigledno pravilno (v — k)-bojenje grafa G, pa je
v(G) < v — k.



Uocimo da je podgraf grafa G indukovan skupom &vorova
SuU{ui,...,ux} kompletan graf sa v — k &vorova, odakle je
v(G) = v(Ky—k) = v — k. Dakle, v(G) =v — k. O
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Dokazati da ako je za svaka dva &vora v i w grafa G ispunjeno
A6 —v—w)=(G) -2,

tada je graf G kompletan.

Rjesenje.

Pretpostavimo suprotno tj. pretpostavimo da graf G nije
kompletan. Tada postoje bar dva ¢vora v i w, koja nijesu vezana
granom. Po uslovu zadatka podgraf G — v — w grafa G mozZemo
pravilno obojiti sa y(G) — 2 boja. Kako v i w nijesu susjedni
¢vorovi u grafu G, to njih moZemo obojiti istom bojom, pa time
dobijamo pravilno bojenje grafa G sa v(G) —2+1=~(G) -1
boja. Ali to nije mogucée po definiciji hromatskog broja. Dakle, bilo
koja dva &vora v i w grafa G su susjedna, tj. G je kompletan. [
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Neka je G graf koji sadrZi ta¢no jednu konturu neparne duZine.
Dokazati da je y(G) = 3.

Za vjezbu. O
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Neka je G regularan i povezan graf sa v &vorova. Dokazati da vaZi

Y(G) 4 v(G) = v +1 akko je G = K, ili G = Gs.

Rjesenje. o
(<) Neka je G = K. Tada je G = K, pa je

Y(G) ++4(G)=v+1.
Ako je G = G5 to je G = Cs, pa je

Y(G)+v(G)=3+3=5+1.

(=) Neka je v(G) +v(G) = v+ 1 i pretpostavimo da G 2 K.
DokaZzimo da je G = Cs5. Neka je G k-regularan graf. Tada je
2< k<v—2(jerje G povezani G 2 K,) i G je

(v — 1 — k)-regularan. Pretpostavimo da G nije neparna kontura.
Tada na osnovu Bruksove teoreme v(G) < A(G) = k.
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Kako je
YWG)KA(G)+1=v—-1—k+1=v—k,

to je

YG)+v(G) < k+v—k=v.
Kontradikcija. Dakle, G = Cor41, r € N (v = 2r + 1). Ako je
r=1toje G = (3 = Kj, a pretpostavili smo da G £ K.
Pretpostavimo da je r > 3. Tada je G = C,, 41 povezan graf koji
nije kompletan niti je neparna kontura (obrazloziti!). Na osnovu
Bruksove teoreme

YG)<AG)=v—-1-2=v-3,

pa je

Y(G)+(G)<3+v-3=w

Kontradikcija. Dakle, r =2i G = Cs. U



Hemi&ar Zeli da transportuje hemikalije A, B, C,D, W, X,Y,Z u
$to manje kontejnera. lzvjesne hemikalije ne mogu biti smjeStene u
istom kontejneru, jer reaguju medu sobom. Poznato je da u svakoj
od 6 grupa

{A,B,C}, {A,B,D}, {A, B, X}, {C,W,Y}, {C,Y,zZ}, {D,W,Z}

svake dvije hemikalije reaguju medu sobom. Nadéi najmanji broj
kontejnera za transportovanje hemikalija.

Za vjezbu. O
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Neka je G graf sa € grana. Dokazati da je

1 1
< - =
7(G) < 2+H2€+4

Za vjezbu. O
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