Glava IV

VISESTRUKI I KRIVOLINIJSKI INTEGRALI

§ 1. Dvojni integral

1° Pod dwojnim integralom neprekidne funkcije z(x, y) nad nekom zatvorenom pravil-
nom oblas¢u D, podrazumeva se broj

j.:f z(x,y)dx,dy=mx liAn;i o zlgz(x,,y‘)dx‘dy,

max dyi —0

gde je Ax¢=x(4,—x¢, Ay;=x;,,—x; a zbir se odnosi na sve vrednosti i i j za
koje je (x4, y) &€ D.
Ako je oblast D odredena nejednakostima

a<x<h, y ()<y<y, ()

gde su y,(x) i y,(x) neprekidne funkcije na segmentu [a, b}, onda odgovarajuéi
dvojni integral moZe biti izratunat po formuli

b y,(x)
ff z(x,y)dxdy=fdx f z (x,y)dy
D a »1 (x)

2° Ako se neprekidnim i diferencijabilnim funkcijama
x=xW,v), y=yu,v)

realizuje jednozna&no preslikavanje ograniCene i zatvorene oblasti D u ravni xOy
na oblast D’ ravni uOv i ako je

= D (x, y)

D (n, v) +0

onda vazi formula

ffz(x,y)dx,dy=ffz[x(u, v,y W, )| 1|dudy
D D

6 Zbirka zadataka iz vise matematike II
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U specijalnom sluaju kada se prelazi na polarne koordinate ¢ i r po formulama
x=rcosg i y=rsing bice:

ffz(x,y)dxdy= ff z(rcos, rsin @) rdrde.

D D
3° Ako su m i M donja i gornja meda funkcije z (x, y) u oblasti D, onda je
m<z(x, Y)<M

jednakost
[[ 2=z mydcdy=z¢m [ [ 20xy)dxdy
D D

gde je z,(x,y) neka neprekidna funkcija koja zadrZava stalan znak u oblasti D,
a (& 1) € D naziva se formula o srednjoj vrednosti dvojnog integrala. Ako se stavi
u=z(&,m) i z; (x, y)=1 dobija se

1
p=zC¢ =7 [[z»axay
D

§to se naziva srednja vrednost funkcije z(x,y) u oblasti D &ija je povriina P.

4° Ako je oblast integracije D neograniCena a funkcija z (x, y) neprekidna na D, onda
je po definiciji

ffz(x,y)dxdy= lim ffz(x,y)a'xdy
D n—»w Dy

gde je D, proizvoljan niz ograni¢enih zatvorenih pravilnih oblasti koji pokriva
-]

oblast D, tj. | ) Dx=D. Ako granica na desnoj strani postoji i ne zavisi od izbora
n=1

niza D,, onda se odgovarajuéi integral naziva komvergentan; u protivnom inte-

gral se naziva divergentan.

5° Ako je funkcija z(x,y) svuda neprekidna u ogranitenoj i zatvorenoj oblasti D,
sem u tacki P (aq, b), onda se stavlja

ffz(x,y)dxdy=1im ff z(x, y)dxdy
8—0
D D-U,
gde je Ue oblast polupretnika ¢ koja sadrZi taCku P, i ako postoji granica inte-
gral se naziva konvergentan; u protivhom integral se naziva divergentan.
P (%)

Pretpostavljajuéi da u oblasti tatke P (a, b) vaZi jednakost: z(x, y)=-—;—— gde

gde je m<|@|(x, ») |<M (m, M>0) r=V (x—a)*+(y—b)* dobija se da: 1) za a<2
integral (2) konvergira; 2) za @>2 divergira. Analogno se definiSe nepravi integral
(2) ako funkcija z(», y) ima liniju prekida.

Polazeéi od definicije izradunati sledee integrale:

ff xy dxdy. 849. ff x2y2dxdy. 850. ff e*+v dx dy.
0<x<l1 asx<b a<<x<b
0<y<l1 c<y<d e<<y<d

851. Formirati donji S i gornji S integralni zbir funkcije z(x, y)=x2+y? na

oblasti 1<x<2; 1<y<3, deleéi tu oblast na pravougaonike pravama.

x=1+X, y=1+¥ Gj=0,1,...n)
n n
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Nadéi grani¢énu vrednost tih zbirova kada n— oo

Proveriti sledeée relacije:

1°8 (5—V2)a< [[(x+y+100)dxdy<8(5+V2)x;
D

2°36a< [[ (2+4y2+49)dxdy<T6n
D

gde je oblast D ograniena krugom x2+y2=4

0< ffxy(x+y)dxdy<64
D
D(O0<x<2, O<y<2)

2
—4<ff(x+xy——x2—y2)dxdy<?
D

D(0<x<]1l; 0<y<2)

l,96<ff dx dy <2.
100 4 cosz x+ coszy

Ix|+]yi<10

U slede¢im zadacima za navedenu oblast ispisati granice integracije dvoj-

nog integrala f f z(x,y)dxdy za oba moguca poretka integracije.
D

Oblast D je trougao sa temenima 0 (0, 0); 4 (1, 0); B(1, 1).

Oblast D je paralelogram sa temenima 4 (1, 2); B(2, 4); C(2, 7); D(1, 5).
Oblast D je krug 1° x24+y2<1; 2° x2+y2< x.

Oblast D je kruZni prsten 4<x2+y2<9.

Oblast D je ograniCena linijama y=x, y=l/m.

Oblast D je definisana nejednako$éu |x|+|y|< 1.
U sledeéim zadacima promeniti poredak integracije:

V>
f z(x, y)dx.

y

1
ffz(x,y)dxdy= fdy
D 0

1

1
_/‘fz(x, y)dXdJ’=fdx f z(x, y)dxdy.
D

0 Vi
1 VimE 1 Vica
fdx f z(x, y)dy. 865. fdx f z(x, y)dy.
-1 0

0 x

6*
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1
« VZ—= P M
866. f dx f z(x, y)dy. 867. f dx f z(x,y)dy.
0 x -2 ’_V_l__z =i
2x  tinx 2/3 2 1-Vax—x2-3

1
868. f dx f z(x, y) dx. 869. f dx f z(x, y)dx+ f dx f z(x, y)dy.
0 0 0 o0 1

0
U dvojnom integralu f f z(x, y)dxdy pre¢i na polarne koordinate ¢ i r
D

i napisati granicu integracije za oba moguca slucaja.

870. Oblast D je: 1° krug x2+y2<a2 2° kruZni prsten a2<x2+y2<b2.

871. Oblast D je krug x2—yz<ax (@>0).

872. Oblast D je ograniena krivom r=1—¢2 (r>0).

873. Oblast D je pravougaonik sa temenima 0 (0, 6); 4 (1, 0); B(l, 1); C(O, 1).

874. Oblast D je ograniena pravama x=2, y=x i y=x}/3.

875. Oblast D je ograni€ena krivom (x2+ y2)2=a2(x2—y2) (x> 0).
Pretpostavljajuéi da su ¢ i r polarne koordinate, izmeniti poredak inte-

gracije u sledeé¢im primerima:

cos@ n/2 al sin2¢

876. [do [ z(p,r)dr. 877. [de [ z(g. rydr (@>0),
(V] (V] (V]

oy — N

a ?
878. [dy [ z(p,ndr (0<a<2n).
0 0

IzraCunati sledece integrale:

879. f f xy2dxdy, ako je oblast integracije ograni¢ena parabolom y2=2x i
D

1
ravom x=—.
P 2

880. f Jr idxdy, ako je oblast D ograniena parabolama y=x2 i x=y2.
Y
D

881. f f %dxdy, ako je oblast D ogranifena linijama x=0; x =2+ siny;
D

y=0; y=2m=m.
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882. ff 2ydxdy, ako je oblast D ograniena linijama y = Vx; y=0;x+y=2,
D

1 1

1 _1 a a
883, f —eTxdsdy. g4, [ [eraxay.
(3 0 x

o Vy

885. f j (x2+y?)dxdy, ako je D paralelogram sa stranama y=x; y=x+a;
D
y=a,y=3a (a>0)

886. f f y2dxdy ako je oblast D ograni¢ena osom O, i prvim svodom cikloide
D

x=a(t—sint), y=a(l—cost).

2
887. ff X" _dxdy, ako je 0<x<1, O<y<l.
1 +)2

888. [f X4y ko je 0<x<1, 0O<y<l.
(x+y+1)

889. ffxsin(x+y)dxdy, ako je O<x<m, 0<y<—'721.
890. ffoye””dxdy, ako je 0<x<1, 0<y<2.
D

891. f/ x2ycos (xy?)dxdy, ako je 0<x<%, 0<y<2.
DL

892, f f cos (x + y)dxdy, ako je oblast D ograni¢ena pravama x=0, y==, y=x.
D
893. f f x2dx dy.
fxl+lri<t

894. f f xydxdy, gde je oblast D ograniCena linijama xy=1, x+ y=—§—-

895. f f (x+y)dxdy gde je oblast D ograniena linijama y2=2x, x+y=4,
D
x+y=12.

896. Izraunati [ (a)= f f (x+y)dxdy po oblasti D definisanoj nejednac¢inama

D
x>0, y>0, 0<a<x+y<1 a zatim ustanoviti za koje ¢e vrednosti para-
metra a postojati lim 7(a) i naéi tu grani¢nu vrednost.

a—0
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Izracunati 7 (a)= f f V gde je D trougao ogranien pravama x=1,
y=0, x=y+a, 0<a< 1. Nadéi lim I(a).
a—0

Izradunati f f x2y ) 1—x3—)3dxdy ako je oblast D definisana nejedna-
D

é¢inama
x>0, y>0, x3+y3<1.

Pokazati da je fthixdy:ffydedy=%ff(x2+y2)dxdy=-‘;%r
D D D

ako je oblast integracije definisana nejednadinom x2+ y2<a? za x>0 i y>0.
Prelazeéi na polarne koordinate izracunati sledeée integrale:

f f xydxdy, gde je oblast D ograniCena O, osom i lukovima krugova
D
x2+y2=1, x24y2—2 x=0,

ff (x2+ y2) dx dy.

x24y2<2ay

f f e~**-r*dxdy, ako je oblast integracije krug x2+y2<az,
D

ff V x2+y2dxdy.

x24-y2< a2

f f Y a2—x2—y2 dxdy, gde je oblast integracije ograniéena: 1° krugom
D

X24+y2=q?ipravama y=xi y=xV§; 2° krugom x2+ y2—ax=0.

2 2
ff InG2+58) g dy, ako je D oblast izmedu krugova x2 + y2=1ix2 + y2=e2.

x24 y?
ff dx dy , D:x2—y2<0, x24+y2>1, x2+y2<4.
2+ (1 +) 22 +y2)
j f - szc dy )3/2 , gde je D oblast ogranidena pravama
+Xx2+y2

x=0, x=1, y=0, y=1.
f f sin /x2+ y2 dxdy, gde je D oblast ograniéena krugovima
D

xX2+y2=m2 i x24+y2=4m2,
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x2
f f 1———— dx dy, gde je oblast D definisana nejednadinom —+
+2<1
b2
x\2 ¥ \2 . - ..
4—(—) ——(;) dxdy, ako je oblast D ograni¢ena linijama

a

D

x2+y2
b2 (2ae (2by

f f \/ Vx+)ydxdy, ako je oblast D ogranitena koordinatnim osama i
D
krivom [/x+}y=1.

ffarctgldxdy, gde je D deo prstena 1 <x2+y2<9, y>—;—, y>x/3.
x

=1 i pripada prvom kvadrantu.

Nadéi srednju vrednost slede¢ih funkcija:

z(x, )=V a2>—x2—y2, u oblasti odredenoj nejednadinom x2+ y2 < a?.

z(x, y)=12—2x—3 y, u oblasti ograniéenoj pravama x=0, y=0,
12—2x—3y=0.

z(x, y)=2x+y, u oblasti ogranienoj pravama x=0, y=0, x+y=3.

z(x, y)=sin2xsin2y u kvadratu: O0<x<=z, O<y<m.

Izradunati sledeée dvojne integrale:

[] |x—y|axay.

0<x<l1
o<y<l

f f | xy|dx dy ako je oblast D definisana nejedna¢inom x2+ y2<a2.
D

I (x|+|yDdxdy.

[x[+lyl<1

- X+
[[ Vi—=w|dcdy. 921 f f —Z—xz—yz dx dy.
Ogylsglz x24y2<1

f f | cos(x+y)|dxdy ako je oblast D definisana nejednakostima:
D

I°0<x<z, O<y<m; 2° O<x<m, O<y<x.
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Izradunati vrednost integrala:

f f (y—x)dxdy, ako je oblast ograniena pravama
D
1 7 1
=x+1, y=x—3, y=——x+—, y=——x+5
y y y 3 9 y 3
stavljajuci

1
u=y—x, v=y+?x.

Uvode¢i mesto x i y nove promenljive u i v odrediti granice integracije
u sledeéim dvojnim integralima:

b Bx
¥y

fdxf z(x, y)dy (0<a<b; 0<a<f) stavljajuéi u=x, v=-—.
x

a ax

2—x

2
[dx [ z(x,y)dy stavljajuéi u=x+y, v=x—.
0

1-x
f f z(x, y)dxdy, ako je oblast D ogranifena linijama V;+V;=VZ, x=0,
D
y=0(a>0) stavljajuéi x=wucos*v, y=usin4v.
ff z(x, y)dxdy gde je oblast D ogranitena pravama x=0, y=0, x+y=a
D
S u
stavljajui x=———->- y=—-

Kako treba izvrSiti zamenu promenljivih pa da se krivolinijski etvoro-
ugaonik, ograni€en lLinijjama xy=1, xy=2, x—y+1=0, x—y—1=0
(x>0, y>0) preslika na pravougaonik Cije su stranice paralelne koordi-
natnim osama.

U integralu f f z (x, y)dx dy oblast integracije je Setvrtina kruga x2+ y2< a2,
D

x>0, y>0. 1°. Zamenom promenljivih preslikati tu oblast u pravouga-
onik; 2° u ravnokrako pravougli trougao.

IzraCunati sledece integrale:

ff 3V 1 —x2—y4dx dy. 932. ff (x2+y2)dx dy.

x24y4<1 x44y4 <1
x=0y=>0

f f x2y2) 1 —(x3+y3)dxdy ako je oblast D odredena nejednakostima
D

x3+y3>1, y>0.
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934. Dokazati da je f f xmxtdxdy=0 ako su m i n prirodni brojevii bar
x24+y2<a?
jedan od njih neparan.

935. Naéi lim — f f z(x, y)dxdy gde je z(x, y) neprekidna funkcija.
00 72
x24+y2<o?
936. Ako je funkcija @(x) za x<c aeprekidna i pozitivna pokazati da je
ff a<p(x)+b<p(y) dx dy ~ (a+b)cin
)+ (1) 2

x24y2<c?

937. Nadi F' (¢) ako je:

F@)= ff ey%dxdy.

0<x<1t
o<y<t

938. Ako je funkcija z(x, y) neprekidna, dokazati da

x x+y—&

u(x,y)=— fdf z(f. n) dy.

& x+y
zadovoljava diferencijalnu jednainu
02y Ju

— =2z (X,
oxz oy (X »)-

Ispitati konvergenciju sledeéih nepravih integrala:

939. ff _=d 550, g>0). 940. ff sinxsiny
|xlp+|y]q (x +y)»

[x{+ly[=1 x+y=1

—_p2
941. Pokazati da integral f f Xy dx dy divergira iako dvostrukiintegrali
(xZ + y2)2

x=21, y2=21

2 —p2 p ~ 2 — P2
it i dy XY dx konvergiraju.
(2 + yZ)2 (x*+y)
1 1

IzraCunati sledeée neprave integrale:

942, f f _dxdy 943, / dxdy
I+x2+ y2 . x4+ y2

—0 —o0 y=x2+1
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f°° F dxdy ods, ff dx dy
(A+m+y)h @+x24 22

— —8
f fe—lxl-lyldxdy, 947. ff e~=+Ndx dy.
—® —m 0<x<y
fdxfe—ﬂdy. 949, fdx fxe ySBY 4

y?
0 x 2x

f f arctg (x+y) dxdy ako je oblast D definisana nejednakostima x>0,
(x2+y2)2

y>0 x+y>1.

f f 0 dxzdy 5 (a € R) gde je oblast D definisana nejednako$éu
_x _y a

x2+y2<1

Pokazati koji od sledeéih integrala uzeti po krugu x2+ y2 < a2 konvergiraju:

e—x1—y?
jl;fanx2+y2dxdy. 953. ff iy dx dy.
D

ffﬂﬁj-y_z)dxdy. 955, ffcos (x2+yz)dxdy

V x2+4 y2)3 X2+ y2
f f e~ P+ dx dy. 957. f f e— 2+ cos (x2 + y2) d x dy.
f fe—("z"'«"’)sin (x2+y2)dxdy.
MoZe li se izabrati broj m tako da nepravi integral f f i——__d{_,
V(xz+ y2ym

uzet po celoj ravni xOy, konvergira?

§ 2. Izracunavanje povrSine

Povrsina oblasti D u ravni xOy, mozZe se nac¢i po formuli

P {)fdxdy.
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Naéi povrSine ogranifene sledeéim linijama:

x2 y2
—4=—=1 961. x2+3y2=2x, y=0, y=x.
a2 b2
5
xy=a?, x+y=?a (@>0) 963. y=x2, x=jy2

y=Vx, y=2Vx y=4.
xy=a? xy=2a, y=x, y=2x (x>0, y>0).

yr=x+2, x=2 967. y=2x—x, y=x2.

=2 x2432210 969, (2tye—2ax (a>0).
pd

(x2+y2)3=x4+y4 971. (x2+y?)3=4x2y2,
(x24+y2r=2a(x2—y2); x2+y2>a> 973. (x24yp2)5=x2y2,
(x34+y3)2=x24y2, x>0, y>0.

(x2+y22=8a2xy (x—a)?+(y—a)?<az.

Uvodeéi generalisane polarne koordinate r i ¢ po formulama
x=arcose @, y=brsinap (r>0).

gde su a, b i a podesno izabrane konstante i

D (x,y)

=a arbcose—1 @ sina—1 ¢,
D (r.9)

naéi povr§inu ograni¢enu slede¢im krivim linijama, pretpostavljajuéi da su parametri
pozitivni:

976, XX, Y gy BLP_X V.o y=0
a b2 k ad b hn k
[x :/7

978. ;—+ —b——l,x—O,y—O

979.

Koristeéi se podesnom zamenom promenljivih izraunati povriinu ogra-
ni¢enu linijama:

x 2 x 3
(:+%) =:—%, y>0.  980. (%-*—%) =%; povrsinu petlie.
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2 2 2 2
(52_4.?’1):"_}'. 982, =YX+
LI . 49 25

V;+V;=VE, x+y=a a>0.

x [y_.. Jx [y _, x_». ,x_¥
\/74- -17_1, a+\/b—2, P 4a_b (@>0, b>0).

y2=2px, y2=24gx, x2=2ry, x2=2s5y (0<p<q; 0<r<s).
x+y=a, x+y=>b, y=ax, y=fx a<b, a<f.
xy=az, xy=>b2, y2=nx, y:=mx.

xy=a2, xy=>b2, y2=mx, x2=ny a>b, m>n.

2 2
LY

=c2 (u=wu,, w,) i hiper-
ch2u sh2u

Naéi povrSinu ogranienu elipsama

y2
cos2y  sinzv

bolama =c2 (v="V;, ¥,) (0<u;<u,; O<y, <v,; x>0, y>0).

Naéi povriinu preseka povrdi x2+y2+z2—xy—xz—yz=g2 i ravni

x+y+z=0

§ 3. Izracunavanje zapremine primenom dvojnog integrala

Zapremina cilindra, koji odozgo ogranifava neprekidna povr§ definisana jednainom
z=2z(x, y), odozdo ravan z=0,a sa strane prava cilindri¢na povr§, koja u ravni xOy
iseca neku oblast D, data je formulom

V-ffz(x,y)dxdy
D

Naéi zapreminu tela ograni¢enog sledeéim povr§ima:
z=1+x+y, x+y=1, x=0 yp=0.
Koordinatnim ravnima i ravnima
x=2, y=3, x+y+z=4.
x=0, y=0, z=0, x=4, y=4 i parabolom z=x2+y2+1.

. X z . . . .
Ravni =+ > +—=1 1 koordinatnim ravnima.

a b ¢
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Ravnima y=0, z=0, 3x+y=6, 3x+2y=12 i x+y+z=6.

Rotacionim paraboloidom z=x2+y2, koordinatnim ravnima i ravni
x+y=1.

Rotacionim paraboloidom z=x2+y2 i ravnima z=0, y=1, y=2ux,
y=6—x.

Ravnima z=0, y+2z=2 i cilindrom y=x2.

Cilindrima y=V;, y=2V§ i ravnima z=0, x+2z=6.

Koordinatnim ravnima, ravni 2 x—3y—12=0 i cilindrom z= % y2,

7 7
z=cos xcosy, z=0, |x+y|<7, |x—y|<?

Povr§ima x2+y2=2x, xy=2z; z>0.

Prelaze¢i na polarne koordinate naéi zapreminu tela, ograni¢enog
slede¢im povr§ima:

Paraboloidom z=3—x2—y2 i ravni z=0.
Sferom x2+y2422=R2? i cilindrom x2+y2=Rx; x2+ y2< Rx.

Paraboloidom z=x2+y2 i cilindrima x2+y2=x, x2+y2=2x i ravni
z=0.

Paraboloidom x2+y2—az=0, cilindrom (x2+y2)2=a2(x2—y2) i ravni
z=0 (a>0).

Ravnima z=ax, z=0 i cilindrom x2+y2=2ax.

Paraboloidom 2az=x2+y2z i sferom x2+y2+2z2=3a2; x2+y2<2a:z.

2 2 2
Elipsoidom > +2+Z_1.
az b2 ¢

Ravni z=0, parabolic’:kim cilindrom y2=2 px, ravni x=a ipovr§i z=xy2.

Prizmom &ija je osnovica trougao sa temenima O (0, 0, 0), 4 (1, 0, 0),

B(O, —;— , 0) a ivice paralelne z-osi i povr§i z=x2+y+1 za z>0.

Cilindrom x2+y2—2x=0 i povrsi z=x2y, 2>0.

Eliptickim cilindrom 4y2+2z2=4, koordinatnim ravnima i ravni
xX+y+z=5.
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ZajedniCkog dela cilindra x2+2z2=R2, x24y2—R2
Paraboloidom z=x2+4y2 i ravni z=x+y.
Z=x2+y2, x24y2=x, x2+y2=2x, z=0.
x2(a—y)+y2z2=y2(a—y)* (a>0), z=0.
2=a(x2+)2), x2+y>—bx=b}x2+)2, a, b>0, z>0
y2=x, y2=4x, z=0, x+z=4, y>0.

—a\2 2
(x a) +(l) =1, zz2=x.
a b

Data je kriva x=acos2u, y=asinucosu, z=asinu gde je a>0.

1° Pokazati da se ova kriva dobija kao presek sfere i cilindra &ija je
generatrisa paralelna z-osi i odrediti jednacinu tih povrsi.

2° Odrediti zapreminu ograni¢enu tom sferom, cilindrom i ravni
z=0; z>0

Nadéi zapreminu tela ogranienu povrSima:

5 vz, x.
z=0, x+y—7, z—Tln y
x24+y2+22=3a2, x2+y2=2az (z>0).

x24y2=2x2 x2+y2=2y, z=x+2y, z=0.
z=3+x24+2y2, y=2x2—1, y=0, z=0.
x24+y2=2az, (x2+y2)2+2a2xy=0, z=0.

x2+y2 x2+y2

z2
+=1

=(z—V2)2 i elipsoidom 5

Konusom

4 9 4
X24y2422=2; x2+4+y2+422=6; x2+4+22=x (manjeg dela).

2 2\2 2 2
z=(l+z—); ic—+—y9—=x, z=0.

x24+y2=cx; x4+yé=a?(x2+y2); z=0.

22=2xy; (x2+yd)2=2a2xy; z=0; x>0; y>O0.

x4+ y2+z22=a2; x2+y2>|ax|.

Z(x+y)=ax+by; z=0; 1<x2+y2<4; x>0; y>0; a>0; 6>0.

Dokazati da je zapremina tela ograni¢enog povr§ima: z=0;

x2+y2=c2, z[p(x)+p(P)]=ap(x)+ by ()
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gde je ¢@(x) proizvoljna pozitivna integralna funkcija a>0 i 5>0

jednaka % wct(a+b).

Pri re¥avanju sledeéih zadataka korisno je uvesti generalisane polarne koordinate po
formulama.

x=ar cose ¢;; v=>brsina p,->J=abacoss—1gpsina—1g,
Na¢éi zapreminu ograni¢enu sledeéim povrSima:

2 2
1035. 4 Y0, EL¥_ . o
)4 q a2 b2

X2 y2
1036. cz=xy, —+—=1,2z=0, x>0, y>O0.
a b2

2 2
3

. 2
1037. XX 2, (i>3+(l) ~1, 2= 0, (a, b, c<0).
a2 b2 ¢ a b
2 2\2 2 2 2\ K 2
1038. ("—+l) + 2o 1039. (x—-+l) +Z-1; 2>0, k>0.
az bz, c2? a2 b2 c2?
2 2 2
1040, =422, XL %50
az b2 2 a2 b2 h
2 2 2 2 2 4
1041, Xy X2 X P2 P o 1042, (X422,
az b2 c at b a2z b2 a b2 o

n n n
1043. "—+y—+2_”=1, x=0, y=0, z=0, (1>0).
2 2 \”7 2n 2 2\n-2
1044. ("—+y—) +z—=i(i+1> (n>1; a, b, ¢, h>0).
cn h\az b2

1045. z=xVx+yVy, x+y=0; x>0; y>0; 'z>0.

1046.

2
) +——1 (—x—+1-) 2 y>0; z>0.
a b a

N

”

2
1047. [(x)3+(y 3] +(i>‘=1.
a b c
X } z 2
1048. (\/ +\/ y) +(——) =1; x>0; y>0; z>0.
a b c
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2 2 pr) j, 22
1049. Dati su elipsoid 424221 i paraboloid L4 2=X=% &#
az b2 ¢

b2 ¢ ,u—}. a2

gde je —a<A<u<a. Pokazati da paraboloid deli zapreminu elipsoida
na dva dela. Odrediti A4 tako da one budu jednake.

Nadi zapreminu ogranifenu povr§ima:

_Xy

1050. z=ye ¥; xy=a?;, xy=2a% y=m; y=n; z=0.
1051. z2=xy, xy=a?, xy=4a2, x=2y, x=3y, z=0.
1052. z=xy, xy=1, xy=4, y2=x, y2=3x, z=0.

1053. z=x2y, y2=a2—2ax, y2=m2+mx, y=0, z=0.

§ 4. Izracunavanje povrSine povrsi

Ako je povr¥ zadata jednadinom z=z(x, y) onda je veli¢ina povriine data formulom

P= ff V1+p*+qidxdy
- D

gde je p—z;, q=z;,, a D projekcija odgovarajuéeg dela povrii na ravan z=0,

Ako Je povrs zadata parametarsklm jednacinama x=x (&, v), y=y (4, v), gde (4, v)E D,
a D je neka zatvorena oblast i sem toga su funkcije x, y, z neprekidne i diferencija-
bilne u oblasti D onda je povrsina jovrsi data formulom

P=fj VEG—F? dudy,
D

B (52) + 52) ()
o5 GG

0x0x O0yody 0z 0z

oudv duov ouov

pri ¢emu je

1054, IzraCunati povrSinu dela cilindra z2=4 x koji pripada prvom oktantu, a
koji isecaju cilindar y2=4 x i ravan x=1.

1055. Izradunati povrSinu dela paraboloida 2z=x2+y2? koji iseca cilindar
x24y2=1.

1056. Izradunati povrsinu dela sfere x2+y2+4 z2=g2 koji iseca cilindar

x24+y2=5h2 (b<a)
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Naéi povriinu onog dela sfere x2+y2+z2=R2 koji se projektuje na
ravan z=0 van kruga x2+3y2—Rx=0, (x>0), (y>0).

Nacdi povrsinu dela paraboloida z2=2xy (z>0) koji je ogranien rav-
nima x=0, x=a, y=0, y=».

Izradunati povrsinu dela konusa z2 = x2 + y2, iseenog cilindrom x2 + y2 =2 x.
Naéi povrSinu dela sfere x2+ y2+ z2=a2? iseCenog cilindrom

(x2+y2)2=az (x2—y2).

Date su povrsi
Xz y2 x
(p) ; + b 7 s
X2 y2 _ z2
() == (>0
(p) z=0.

1° Izradunati zapreminu tela ogranienog ovim povr§ima.

2° Za specijalan slufaj a=» izralunati veliinu dela povr$i (P,) ograni-
¢enog povrSima (P,) i (P;).

IzraCunati veliinu onog dela povr§i z2=x2+2y2 koji iseca cilindar
(x24+y?)2=2¢?xy za x>0, z>0.

Naéi povrSinu obrtne povrSi koja nastaje obrtanjem krive z=f(x) u
ravni z=0 oko Oz ose.

IzraCunati povrSinu obrtnog paraboloida y2+2z2=2px izmedu vrha i

ravni x= ra .
2

Naéi kvadraturu zatvorene povrsi koju obrazuju kruZni cilindri

x2+y2=a2’ xZ+zZ=aZ.

Naéi povrSinu onog dela povrSi z=xy koji iseca cilindar x2+ y2=R2,
« . " L X2 Y2 o ey
Izradunati povrsinu onog dela povrsi —+?=22 koji iseca eliptiCni
a
- x2  y?
cilindar —+L= .
az b2

IzraCunati povrSinu dela povr§i (x2+4 y?+ z2)2=a2(x2—y2) koji se pro-
jektuje u unutra$njost krive (x2+ y2)2=a2(x2—y2).

Primenom dvojnog integrala izraunati zapreminu obrtnog elipsoida
x2 2 z2

RPN |

a2 a b2

7 Zbirka zadataka iz viSe matematike II
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1070. Izradunati povrsinu sfernog trougla.

1071. 1° Pokazati da za komplanaciju povrsi x=¢ (¥)cosf, y=¢ (u)sinf,
z=z(u) (a<u<f, 0<0<2x) gde su ¢ (u)yu) diferencijalne fun-
kcije vaZi obrazac

]
P=2x[|p@)| Vo2 @)+ vy (u)du.

2° Izradunati veliinu povrsi:
u

x=etcosl, y=e¥sinl, z= fVl—e—ﬂdt.
0

1072. Izradunati povriinu tela ograniGenog sferom x2+y2+2z2=3a2 i parabo-
loidom x2+y2=2az, (z>0).

1073. Naéi povrsinu tela koje ogranitavaju povrsi

x2+y2=2az,
(x2+y?92+2axy=0,
z=0.
2 2
1074. Izradunati povrSine P, i P, povrsi koje iseca konus x -;y =(z—V2)
2 2 2
na elipsoidu Xty +z?= 1.

1075. Izradunati povriinu manjeg tela ograniCenog povr§ima

xX24y24-z2=2,
x24y2422=6,
y2+z2=x.

1076. Naci povrSinu dela povr$i z= Xty koji isecaju povrsi x2+y2=1,
x2+y?

x2+4y?2=4 i pripada prvom oktantu.

1077. Nadéi povriinu dela konusa yz+z2=x2 koji se nalazi unutar cilindra
X2+ y2=aqz, :

1078. Naéi povrsinu dela povr$i z=arc tgl koji se projektuje na deo ravni
x
z=0 ograni¢en Arhimedovom spiralom r=¢ i osom Ox.
1079. Izradunati povrsinu dela povr$i x2+ y2=2z2 koji iseca cilindar

(x2+y2)2=2xy, z>0.
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Odrediti povrsinu ograni€enu povrSima
(xcosa+ysina)2+z2=a2, x>0, y>0, z>0.

Naéi povrsinu koju ograniavaju povrsi:

(x+y)2+z=1, x>0, y>0, z>0.

(x2+y?)z=x+y za 1<x2+y2<4, x>0, y>0.

x2 2 .y
A Ay z, unutar cilindra

a

x2 22 x2 2

(—+L - »

a b a b

Nadéi veliinu povrsi
(x24y2 +22)2=q2(x2+ y2).

Naéi povrsinu prostornog ugla pod kojim se iz koordinatnog pocetka
vidi pravougaonik 0<y<b, 0<z<c, x=a>0. Drugim reéima, nadi deo

povrsine sfere x2+y?+2z2=1 na koju se iz koordinatnog podetka pro-
jektuju tacke datog pravougaonika.

Naéi povrSinu i zapreminu tela ograniéenog povrS§ima

x2—|—y2=-;—22» x+y+z=2a (@>0).

§ S. Primena dvojnog integrala u mehanici

1° TeZiSte. Ako su x, i y, koordinate teZista ravne ploce S, koja leZi u ravni

xOy, a 0=0 (x, y) gustina plote onda je

1 1
Xo =—ffgxdxd,v, y0=—f[gydxdy
m m .
S N

gde je m=ffgdxdy masa ploce. Integrali ffgx dx dy iffgy dx dyv nazivaju se
s s s

staticni momenti inercije u odnosu na ose Ox i Oy.

2° Momenti inercije. Moment inercije ravne ploe S u odnosu na proizvoljnu

7*

osu, koja lezi u istoj ravni, naziva se integral I= f f od?dxdy gde je d rastojanje

N
promenljive tatke (x,») od ose a g gustina ploe. Specijalno momenti inercije u
odnosu na ose Ox i Oy dati su respektivno formulama

I,=ffgy2dxdy i Iy=ffgx’dxdy
S S

Za p=1 dobijaju se geometrijski momenti inercije ravne ploce.
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Polarni moment inercije plote S u odnosu na neku tacku naziva se integral

f f od?dxdy, gde je drastojanje tacke (x, y) &S od date tacke. Specijalno polarni
s

moment u odnosu na koordinatni_pocetak je I= f f o (x2 + y¥)dxdy.
s

3° Ako je u pitanju cilindriéno telo ¢&ije su izvodnice paralelne osi Oz, a Cija je
osnovica neka oblast D u ravai xOy, i sem toga ga odozgo ograni¢ava povr¥
z=z(x, y), onda se koordinate njegovog tezista mogu odrediti po formulama

ffzxdxdy ffyzdxdy ffzzdxdy
D D

Xo=—"T""3 W= 2 y L= .
ffzdxdy ffzdxdy Zerzdxdy
D D D

Naé¢i masu kruZnog prstena ako je u svakoj njegovoj talki povrsinska
gustina obrnuto proporcionalna kvadratu rastojanja te tatke od centra
prstena.

Naéi masu ploe, koja ima oblik elipse ako je povrSinska gustina u
svakoj talki ploe proporcionalna rastojanju d od manje ose elipse a
za d=1 iznosi A.

Odrediti teZiSte ravnokrako pravouglog trougla, ako je u svakoj njego-
voj taCki povrSinska gustina proporcionalna njenom rastojanju od
hipotenuze.

Naéi moment inercije trougla iz prethodnog zadatka u odnosu na
njegovu hipotenuzu.

Ploga je ograniCena parabolom y2=2 px i njenom seficom koja prolazi
kroz ZiZu parabole i normalna je na osu parabole. Naé¢i masu ploce,
ako je u svakoj njenoj ta&ki povrSinska gustina obrnuto proporcionalna
rastojanju tacke od direktrise parabole.

U slede¢im zadacima odrediti staticke momente homogenih ravni figura
(gustina p=1):

Pravougaonika sa stranicama a i b u odnosu na stranicu a.
Polukruga u odnosu na preénik.

Kruga u odnosu na tangentu.

Pravilnog $estougaonika u odnosu na stranicu.

Dokazati da staticki moment trougla ¢ija je osnova a, u odnosu na tu
osnovu, zavisi samo od visine trougla.

Naéi masu kvadratne ploée, u &ijoj je svakoj tacki povrSinska gustina
proporcionalna zbiru njenih rastojanja od dijagonala.
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Izradunati koliGinu elektriciteta g rasporedenog na povrSini kruga
x2+y2=ax, ako je povrSinska gustina elektriciteta pu=}/R2—x2—yz2,

Naéi momente inercije slede¢ih homogenih figura:
Kruga polupreénika @ u odnosu na tangentu.

Elipse u odnosu na centar.
Pravougaonika sa stranicama a i b u odnosu na presek dijagonala.

Ravnokrakog trougla Cija je osnovica a i visina A u odnosu na temena.
Kruga polupreénika a u odnosu na tacke koje leZe na njegovoj periferiji.
Nadi teZiSte slede¢ih homogenih figura:

Polukruga polupreénika a.

2 2
i+L= I, y>0.
az b2

x=a(t—sint); y=a(l—cost); 0<t<2m; y=0.
y2=x2—x4 (x>0). 1108. x*+y*=x2y; (desne petlje).

V}+V;= Va; x=0; y=0.

4
(i +l) —X (desne petlje).
a b ab

Figure ograniene krivama y=2x3 i y2=2x.

. oy . . . T
Figure ograniCene krivom y=sinx i pravama y=0, x=7-
Figure ograniCene krivama x2+y2=13; xy=6, x>0.
KruZnog iseCka kome odgovara centralni ugao a.

KruZnog odsecka kome odgovara centralni ugao a.

Nadi teZiSte homogene zarubljene prizme, ograniCene koordinatnim rav-
nima x=1; y=1; x+y+z=4.

Nadéi teZiSte homogene polulopte x2+y2+22<a?;, z>0.
Nadi teZite tetraedra koji je ograniCen ravnima
x+2y+z=1; x=0; y=0; z=0.

Nadi teZiSte dela kruga ogranifenog sferom x2+4 y2+z2=R2 i ravnima
x=a, y=>b.
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Odrediti silu pritiska vode na unutra$nju bo¢nu stranu x >0 cilindri¢nog
suda x2+y?2=a2, z=0 ako je nivo vode z=h.

Sfera polupreénika a potapa se u teCnost konstantne gustine g, na
dubinu 4 (raunato od centra sfere) gde je A>a. Nadéi silu pritiska
tenosti na donji i gornji deo povrs§i sfere.

Pravi kruZni cilindar, Ciji je polupreénik osnove a i visina A, potapa
se ceo u tenost gustine g, tako da se njegov centar nalazi na dubini A
ispod povrSine vode, a osa cilindra zaklapa sa vertikalom ugao a.
Odrediti silu pritiska teCnosti na donju i gornju osnovicu cilindra.

Odrediti silu kojom homogeni cilindar x2+y2<a?, 0<z<h privladi
materijalnu tacku P (0, 0, b) ako je masa cilindra M a masa tacke m.

Dokazati da je moment inercije kruZznog prstena u odnosu na centar
dva puta veli od momenta inercije u odnosu na proizvoljnu osu, koja
prolazi kroz centar prstena i leZi u njegovoj ravni.

Dokazati da je zbir momenata inercije ravne figure u odnosu na pro-
izvoljni par uzajamno normalnih osa, koje leZe u istoj ravni sa tom
figurom i prolaze kroz nepokretnu tacku O, konstantna veliina.

Dokazati da moment inercije ravni figure u odnosu na bilo koju osu
iznosi Md?+1, gde je M masa rasporedena na figuri, d rastojanje od
ose do teZiSta figure, a I, moment inercije u odnosu na osu koja je
paralelna datoj osi i prolazi kroz teZiste figure (Steinerova teorema).

Dokazati da je zapremina tela, koje se dobija rotacijom figure F oko
neke ose koja ne see F, a leZi u istoj ravni, jednaka povrsini S te
figure pomnoZene obimom kruga koji opisuje teZiSte figure F. (Papus-
-Gouldinova teorema).

§ 6. Trojni i n-tostruki integrali

1° Izrafunavanje trojnog integrala. Ako je funkcija f (x,¥, z) neprekidna u oblasti V
odredenoj nejednakostima

X, <x<xy3 Y1 (<Y<Y (x); 21 (x,¥)<z<2,(x,»)

gde su y; (x), y: (x), z, (x,»), z; (x,y) neprekidne funkcije, onda trojni integral fun-
kcije f(x,»,z) uzet po oblasti ¥, moze biti izraCunat po formuli

x2 y2(x) 220, 9)

fffj(x,y,z)dxdydz=f dx f dy f f(x,y,2)dz.
14

xq »nx) z21(%)

2° Ako se pravilno zatvorena oblast V prostora Oxyz uzajamno jednoznaéno pre-
slikava na oblast V’ prostora O’ uvw pomoéu neprekidnih diferencijalnih funkcija

X=X, W), y=y (4,1, W), z=2(u,», W)
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pri éemu je

D(x,y,2) ,
=m—w—)#0 za (u,v,w) S v

onda vazi formula

fff f(x,y,z)dxdydz=ffjj[x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v, wl | J| dudvdw.
1% v

Specijalni slu€ajevi su: 1) cilindri¢ni sistem koordinata ¢, r, A gde je
x=rcosp y=rsing, z=h

D(x,y,2)
D(p,r, h)

i 2) sferni sistem koordinaia @, 0, r gde je

x=rcos@sinf, y=rsingpsin0, z=rcos0

3° Srednja vrednost g funkcije f(x, y,z) u oblasti V data je formulom

y-%ffff(x,y.z)dxdydz.
17

4° Pojam nepravog trojnog integra'a prekidne funkcije potpuno je analogan tom istom
pojmu u slu€aju dvojnog integrala.

5° Ako je funkcija f(x:, x,,...x,) neprekidna u nekoj ogranienoj oblasti 2, defini-
sanom nejednakostima

’ ”
X|<X,<xl,

x5 ()<x, <Xy (),

...........

’ ”
X, (X105 Xaye oo Xgm YKXg KX, (X1, X250 00 Xp—1)

., r . . ’ ” ’ ”
gde su x; i x, brojevi a x5(x\), X3 (X)),--+, X, (X1, X235+ +5 Xn=1), X, (X1, X2,

<.+, Xa-,) neprekidne funkcije, onda odgovarajuéi viSestruki integral moze biti
izratunat po formuli

ff"'{ff(x“xr'"xn)dxxdxz...dx,, _

x{ x4 (xy1) XH (X1, .0 Xn_y)
- f dx, f dx,... f JERRAY =
x1 x5(x1) x4 (X10eeeXn—y)

Zamena promenljivih kod viestrukog integrala moZe se izvesti po analogiji zamene
promenljivih kod dvojnog i trojnog integrala.



104

1128.

1129.

1130.

1132.

1133.

1134.

1135.

1136.

1137.

1139.

IV. VISESTRUKI I KRIVOLINIJSKI INTEGRALI

Izradunati sledece trojne integrale

t 2 3
f dx f dy f dz.
0 0 0
1 2
f dx f dy f (4+2z)dz i konstruisati oblast integracije.

—1 x2

a X ¥y a X Xy
fdxf dyfxyzdz. 1131. fdxfdyf x3y2zdz.
0 0 0

0

f f f (1—x)yzdxdy dz ako je oblast ¥V ograniena ravnima x=0,
1 4

z=0, y=0, z=1—x—Y.

f f f (x+y+2z)dxdydz ako je oblast V ograni¢ena ravnima x=0,
1 4

x=1, y=0, y=1, z=0, z=1.

e—x—1 x+y+e
f ""f b f (xfegz(:;j)e) %

f f f (x2+y2+2z2)dxdydz ako je oblast V ograniena povrsi
(9}

3(x24+y))+2z2=3a2

f f f ydxdydz ako je oblast V ogranifena povrSima

=)x2+2z2, y=h, h>O0.

f f f ycos(z+x)dxdydz gde je oblast ¥ ogranitena cilindrom y=})x
v

. . E ]
i ravnima y=0, z=0, x+z=?-

f f f ( dx dydz gde je oblast V ogranifena elipsoidom
a2 2
»?

f f f [(x +y+z)2—% al] dxdydz gde je oblast ¥V definisana nejedna-
v

kostima x2+y2—2az<0, x2+y2+22—3a2<0, a>0.
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dx dy dz . o .
Ctap—x—p gde je oblast ¥V ograniCena povrSima

z—;—(x2+y2), z=b, a>0, b>0.
Nadi lim —J—

f [ f i __dxdydz ) gde je oblast V ograniCena povr§ima x+y+z=1,
+x+y+2z)3

x=-0, y=0, z=0,
f f f Vx2+y2dxdydz gde je oblast ¥ ogranitena povriima

xX2+yr=2z2, z=1.

In (x2+ y2 + 22 d . .
f f f zln (2 +y2+ 22+ 1) dx dy dz ako je oblast V unutra$njost sfere
xX2+y2+2z2+1

x24y242z2=1.
f f f (x2+y2+22)dxdy dz ako je oblast V ograniena povriima
| 4

y2+22=x2, x2+y2+22=R2, x>0 (zajednicki deo).
2
fff xz dx dy dz z2=£—2(x2+y2), z=h, x>0, y>0.

X2+ y2— R2
U slededim zadacima odrediti granice integracije u Dekartovim, cilin-
dricnim i sferinim koordinatama.
x>0, >0, z>0; x+y<a, z<h.
x>0,y>0, z>0; x+y+z<a.
x2+yr+2z2<a2; x2+yr1gz2tgla.

xX2+y2gz22; x2+z22<a2; z>0.

U sledeé¢im zadacima na razliCite nadine napisati granice integracije:

1-x x4y 1 1—x2 1
jdxfdy f Sy, dde 5L [ax [ dy [ f(x 0y 2)de
-1 —Vi—xz Vxrp2

1 x2+4y2

fdxfdy [ 16y, 2)dz.
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Prelaskom na sferne koordinate izraunati sledeCe trojne integrale:

l/ x2 _|_y2 + (2_2)2

x2+y24+2z2=1; 2° cilindrom x2+y2<1, —1<z<1.

1153. f f f dx dyd: gde je oblast integracije ogranifena: 1° sferom
| 4

1154. fff Vx2+ y2+z2dxdy dz gde je oblast V ogranifena sferom x2+y2+z2=z,
4

1 Viexz V2=xio,i
1155. [ax [ dy [ =za-
0 0

7252
1156. Prelazeéi na cilindriéne koordinate izra¢unati integral
[[[ 2 +y2) dxdyds,
v

ako je oblast V ograniena povr§ima x2+4y2=22z, z=2.

1157. Uvodeéi generalisane sferne koordinate izradunati integral

. o . .. x2 yr z2
gde je V unutra$njost elipsoida —+=—+—=1.
a2 b2 2

1158. Odrediti srednju vrednost funkcije
x2 2 22
fx, 3, D=eVaTuta

u unutraSnjosti elipsoida aizz + Z—: + j—:= 1.
1159. Nadéi srednju vrednost funkcije f(x,y,z)=x2+y2+22 u oblasti
x24+y24+22<x+y+2z.
1160. Izracunati integral
fff ez x2ydxdydz
D

x>0, y>1, z>1, xyz<1, uvodeéi nove promenljive

u+vy ut+v+w
xX=u, y= , Z= .
u u+v

Prelaze¢i na cilindriéne ili na sferne koordinate izracunati sledeée
integrale:
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1 Y1i=xz a 2 Vax—x2 a
[dx [ ay [a 1162. [dx [ dy [z/w¥yidz.
0 Vi=e= O 0 0 0

1 Vi—xz Vi—x25,7
fdx f dy f Vx2+4y2 4 z2dz.
0

0 0

f f f (x2+y2)dxdydz gde je oblast V definisana nejednakostima
v
z2>0, a2<x2+y24 22 R2,
Neka je f(u) diferencijabilna funkcija za svako #>0 i neka je

fff f(x—2+12+2—2)dxdydz=
ar b2 ¢

x2 yz 22
2
a2 bz+ ast

za svako t>0. Dokazati da je f(u)=0 2a svako u>0. Da li se uslovi
funkcije f(x) mogu oslabiti pa da tvrdenje ostane i dalje tac¢no?

Izracunati sledee neprave integrale:

iff dxdydz 167 fff xydxdydz
Vi+x+y+z)y7 ' (1+x2+y2 4228
0 o 0 O

00

f f f ey dxdydz.

Ispitati konvergenciju sledeéih nepravih integrala

[[[emvzdxdydz, 1° za x>0, y>0, z50; 2° za x<0, y<0, z<O.
Vv

f f f dzcdy )dz ; po sferi polupre¢nika 1 sa centrom u koordinatnom
xyz)*

pocetku.

Ispitati da li konvergiraju sledeéi integrali ako je oblast integracije
definisana nejednaCinom x2+ y2+z2<R2,

fff dxdy dz
Vor+yi 4z Inf e +y2+22
v
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In Vx2+y2+z fff xyz
dz. 3. —  ___dxdydz.
fff X2+ y2 4 22 dxdydz 17 (x2+ y2 + 22)3 xayaz
| 4
Izradunati integral f f f In (x2+ y2+22)dxdydz gde je V sfera polu-~
| 4
preénika R sa centrom u koordinatnom pocetku.
Ispitati konvergenciju integrala

fff _9(x, 22 _dxdydz.
(x2+y2+22)P

x24y2422<1
gde je O<m<|p(x, », 2)| <M.

Izracunati integrale:

1 1 1
dxdydz

f f xPyaz
0 0 O

[ [ [eworddxdyds.

Izradunati sledeée integrale:

ff . -fdxldxz...dx,,, ako je x>0
k=1,2...n) 1 x+x4+ - -x5<1.

[ [xdxdx,...dx, 7a >0 i X, +x+ - -xa<].

ff f dx,dx,...dx,

e+ lx2)4 - - -+ xnl<a

.[.[ f(xl+x2+ -x2) dx, dx,. ..dx.

11 1
ff f(x1x2+x,x3 + e 4 Xpey Xp) dx dx, - - - dxyp.
00 0

Dokazati jednakost
up (@=a"v,
gde je
u,,(a)=ff "'fdx,dxz-'-dx,,, V=1, (1)

x{+x3+- - xp<a
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Dokazati jednakosti:

Xn—1 x

jdx(fldxz....of f(xn)dx,,=6/f(t).(_)_‘(:__t_):T‘;dt_

An—

fxl dxlf X, dx,_...f xndx,,f f(t)dt=-—2~jlﬁ- ff(t)(xz__ﬂ)ndt.
0 0 0 0 TS

§ 7. IzraCunavanje zapremine primenom trojnog integrala

Zapremina oblasti V izratunava se po formuli

V=fyff dx dy dz

Naéi zapreminu tela ogranienu povrSima:

z=x2+y?2, z=2x2+2y2 y=x, y=x2

x=0, x=1, y=0, y=1—x, z=x+y, z=x).
xr+z22=a? Xx+y=+a, x—y=dLa

az=a2—x2—y?, z=a—x—Yy a>0).

Cilindrima z=4—y2, z=y2+2 i ravnima x=—1, x=2.
z=0, x2+y2=4aqz, x2+y?=2cx.

Cilindrima z=In(x+2) i z=In(6—x) i ravnima x=0, x+y=0
x—y=2.

Paraboloidom (x—1)2+ y2=z i ravni 2x+2z=2,

Prelazeé¢i na cilindriéne koordinate izraCunati zapremine ograni¢ene
povrsima:

Paraboloidom z=6—x2—y2 i konusom z2=x2+ y2 (z=0).
Sferom x2+ y2+22=4 i paraboloidom x2+ y2=3z.
(x2+ y2)!la=2z, 2z=8, z>0.

Koristeéi generalisane cilindri¢ne koordinate izraunati zapreminu ogra-
niCenu povrsima:
x2 y2 z2 x2 y2 2 22

R A 1198 (—+—) + 2o
a2 B @ b
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Izraunati zapremine tela ograniCene slede¢im povrSima:
1199. Sferom x2+ y2+22=R? i paraboloidom x2+ y2=R (R—2 z), (z>0).
1200. Paraboloidom z=x2+ y2 i konusom z2=x}y.
1201. 0<x<1, O0<y<l, x2+y)2>21, O<z<(x2+y2)>
1202. Sferom x2+ y24+22=4 Rz—3 R? i konusom z2=4 (x2+ y?).
(Deo sfere u unutra$njosti konusa).
ESPNE N UL
a b a2 b ¢

1203.

Prelazeéi na sferne koordinate izraCunati zapremine ograniene povr§ima:
1204. x2+ y2+22=2az; x2+y2<z2
1205. (x2+4y2+42z2)2=a?(x2+ y2—z2); z=0.
1206. Zatvorenom povrsi (x2+ y2+z2)3=3 xyz.
1207. (x2+y2+z2)2=adx. 1208. ((x2+ y2—z2)3=adz4,

1209. (x24y2 422 =L Z

o 1210, (x2+ y24z2)3=q2 y2 22,
x2+y

1211, (x2+y24+22)3=a3(x3+¥3+23); x>0; y>0; z>0.
1212, (x2+ y2+22)5= (a3 x2+ b3 y2 + ¢3 z2)2.
o x24y?
1213. (x2+y2+z2)2=qa3ze X*+¥*+7, 1214. (x2+y2)2+z4=a? (x—Y).
1215. Naéi geometrijsko mesto S ortogonalnih projekcija centra elipsoida

x2 yz 22 . .
—+-—+—=1 na njegove tangentne ravni.
az b2 2

Za slu¢aj a=b=c |/ 2 izraunati zapreminu tela koje ograniava povrs S.

Koriste¢i generalisane sferne koordinate naéi zapremine ograniene
povrSima:

2 2 2\2 2 2 2
1216. (i+1+i) ~ X p>0. 1217 (i+i+iz) _x
a2 b2 c2 h az b2 c2

2 2 2\ 2 2 2 2\2 2 2
1218. (i+l+i) = xyz. 1219. (i+_y_+i> _x
2 a b2 2 az b2
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2 2 2 2 2 2
1220. (i+l+i+az> =4(1+L); el

1222.

1223.

1224.

1225.

1226.

1227.

1228.

1229.
1230.

az b2

22
cZ

x2 yx z2\*? z X 2.z
(_+L+_ =—¢ =2tata-
2

U slede¢im zadacima zgodno je Kkoristiti generalisane polarne koordinate uvedene
formulama

x=arcosa @sinB O, y=brsinapsinBh, z=crcosbh, (a, b, c, a, BE R),

D(x,52)

=a f abcricose-!-sine-!p.sin28~16.cosB-10.
D(r,p,0)

Naéi zapremine ograni¢ene povrSima:

2
(_"_+l+i) -z x>0, y>0, z>0.
a b ¢ e
2
(i+l+i) =2 4+2: x>0, y>0, z>0.
a b ¢ h k
2
(_§_+;y_+_z_) =._x_—-l; x>0, y>0, z>0.
a b ¢ rh k
x y\: oz x oy
(__+__> +—=——=3 x>0, y>0, z>0.
a b ¢c h Kk
xm yn P
_+y_+z_=1
am bn P
X z
x y z\} _a-+7y+7
(—+—+—~>=1n ; x>0, y>0; z>0.
a b 4 _x_+_y_

a

3 31 31

\/i+\/2’_+\/i=1; x>0; y>0; z>0.
a b c

Podesnom zamenom promenljivih izraunati zapremine ograni¢ene
povr§ima:

x+y+z=a, x+y+z=2a, x+y=z, x+y=2z y=x, y=3=x.

(@ x+b y+cz+(@x+b,y+c,z)2+(@x+byy+cyz)=1.
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Izraunati zapremine tela ogranifenih povr§ima:

1231. x2+y2+22<4az, x24y2+az=4aq2

1232, x2+2z2=@a2, z224x2=52, x2—y2—22=0 (@a#b; x>0.

1233. Nadéi zapreminu i povrSinu tela ogranienog povrSima

x+yt=az, z=2a—|/x1+ y? (@>0).

§ 8. Primena trojnog integrala u mehanici

1° Masa tela. Ako telo zauzima oblast V i ako je p=p (x,¥, Z) njegova gustina
u tacki (x,y,z), onda se masa tela izratunava po obrascu

m=f’;[fgdxdydz.

2° TeziSte tela Koordinate teZista (x,, ¥,» 2,) tela izraCunavaju se po formulama

1
x°=—-fffgxdxdydz
m
14
1
Yo=— eydxdydz
m
14

1 )
z°=—jffgzdxdydz.
m
14

AXo je telo homogeno onda se uzima da je g=1.

3° Momenti inercije. Momenti inercije tela u odnosu na koordinatne ravni
nazivaju se respektivno integrali

Izy=fffgz2dxdydz, Ivz=fffgx2dxdydz, 1u=fffey2dxdydz.
4 %4 v
Moment inercije tela u odnosu na neku osu | naziva se integral

L=[[[ed dxdydz
| 4

gde je d rastojanje promenljive tatke (x, y, z) od ose /. U specijalnom slutaju
za koordinatne ose Ox, Oy, i Oz respektivno ¢e biti:

Iz=[zy+1zz; Iy—I +’yz; Iz=Izz+Izy'

Moment inercije tela u odnosu na koordinatni pocetak naziva se integral
I°=fffg(x2+y2+z’) dxdydz.
v

Ocigledno je
Iy=I,+ 1+ 1,

4° Potencijal gravitacionog polja. Newtonov potencijal tela u tacki
P (x, y, z) naziva se integral

dfdnd
u(x,y,z)= fffe(é, 7, d Leamde d
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gde je V zapremina tela, ¢ =0 (¢, %, {) njsgova gustina, a
r=V =&+ =) +(z—L).

Projekcije X, Y, Z sile kojom telo privlaéi miterijalnu tacku mase m na koordi-
natne ose Ox, Oy, Oz iznose respektivno:

ou E—x
X=km—=km o——dxdydz,
ox J. r
| 4
ou n—y
Y=km—=m o——dxdydz,
oy r’
v

0 -
Z=km_"=mff[gudxdydz.
0z r
v

gde je k gravitaciona konstanta.

Na¢éi masu tela koje ograni¢ava cilindriéna povr§ x2=2 yiravni x+z=1,
2y+2z=2, ako jz u svakoj njzgovoj tacki prostorna gustina brojno jed-
naka ordinati te tacke.

Naé¢i masu koja je u svakoj nj:znoj ta¢ki gustina brojno jednaka zbiru
rastojanja te taCke od triju ivica te kocke, koj: prolazs kroz jedno dato
teme kocke.

Naéi masu tela ograniCenog ravnima x=0, x=1, y=0, y=1, z=0 ako
je njegova gustina p=x+y=z.

Naé¢i masu sledeéih tela:
Cilindra polupreénika R i visine h, ako se gustina raspodele mase menja
proporcionalno sa visinom a iznosi | na donjem bazisu.

Sfere x2+ y2+22=2x, ako je gustina mase jzdnaka rastojanju od koor-
dinatnog pocetka.

Konusa visine 4 i polupreénika osnove R, ako je gustina proporcionalna
rastojanju od vrha.

Prstena ograni¢znog krugovima polupreénika R i r (R>r) ako je gus-
tina rasporeda mase proporcionalna rastojanju od centra.

Pravougaonika sa stranicama a i b, ako je gustina rasporeda mase pro-
porcionalna kvadratu rastojanja od jednog nj:govog temena.

ZajedniCkog dela sfera x2+y2+22<R? i x2+y2+422<2 Rx, ako je gus-
tina u svakoj taCki proporcionalna njenom rastojanju od ravni xOy.

Beskonacne oblasti x2+ y2+22> 1, ako se gustina tela menja po zakonu
o=gpe* Vxitri+22 | gde je >0 i k>0.
Nadi teZiSte sledeéih tela:

B Zbirka zadataka iz vile matematike 11
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1244. Homogenog tela koje je ograniCeno paraboloidom z=3—x2—}y? j
ravni z=0 (z>0).

1245. Ogranienog paraboloidom z=x2+y2 i ravnima x+y=a, x=0, y=0,
z=0 (po=1).

1246. Segmenta sfere, ako je u svakoj njegovoj tacki gustina proporcionalna
rastojanju te tacke od osnove segmenta.

1247. OgraniCenog paraboloidom c¢(x2+y2)=2a2z i konusom
e(x+y)=az  (g=1)

2 2 2
1248. Dela elipsoida x—2+%+f—=l koji pripada prvom oktantu; (e=1).
a c?

1249. Polovine sfere 0 <z« )/ R2—x2—y2 Cija je prostorna gustina u svakoj
tac¢ki brojno jednaka njenom rastojanju od centra sfere.

Nadi teZiste slede¢ih homogenih tela:

1250. x2+ y2+2z2=a2, X2+ y2=gx. 1251. (x2+ y2+22)2=a3x.
2 2 2 2 2 2

1252, X2 X F0 oo
az b2 2 a b2 2

1253. \/—"-+\/l+\/—z-=1; x>0, y>0, z>0.
a b ¢

1254. Nadi teZiSte tela ogranienog povr§ima x2+ y2=R2=x2+ y2=a2 (a<R),

y 2z . . .. . .
—+—==1, z=0, i u u u.
+ 7 1 0, i moment inercije u odnosu na njegovu osovin

R

1255. Nehomogeno telo ograniéeno je ravnima x=2, y=0, y=1, z=01i cilin-
drom z2=6 x. Prostorna gustina materije usvakoj njegovoj tacki propor-
cionalna je njenom rastojanju od ravni xOy. Naéi moment inercije toga
tela u odnosu na osu Oz.

1256. Nadi polarni moment inercije (u odnosu na koordinatni pocetak) homo-
genog tela. ograni¢enog konusom z2=x2—y2 i sferom x2+ y2+z2=R2.

1257. Nadi masu cilindra x2+ y2<a?, 0<z<h i njegov moment inercije u od-
nosu na preénik osnove, ako je gustina u svakoj tacki cilindra propor-
cionalna kvadratu njenog rastojanja od ose cilindra.

Naé¢i moment inercije u odnosu na osu Oz tela ograniCenih povrSima:
258. m(x2+y)=a2z2; 0<z<h.

1259 x+y+z=al/§, x2+y2=q?, z=0.
2 2 2

1260. (%)iu (%)T+ ( %)1 1.
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Naéi moment inercije torusa x=(a+rcosb)cosp, y=(a+rcosb)sing,
z=rsin0 u odnosu na njegovu osu rotacije.

. . .. . ey X2 2 22
Naéi moment inercije elipticnog konusa —+Z—=—, z=h u odnosu
a2 2 hZ

na osu Ox.

Izraziti u obliku integrala silu kojom homogena kocka ivice a privladi
jedinicu mase, koja se nalazi na rastojanju b od centra jedne strane kocke.

Nadi silu kojom jedinicu mase, koja se nalazi u centru osnove cilindra
poluprecnika R i visine A, privlaci taj cilindar.

Nadéi silu kojom jedinicu mase privladi cela ravan, ako se ta masa nalazi
na rastojanju A od te ravni.

Dokazati da je Newtonova sila uzajamnog dejstva izmedu dve homogene
sfere ista, kao kad bi mase sfera bile skoncentrisane u njihovim centrima.

Naéi Newtonov potencijal u tafki P(x, y, z) homogene sfere £2+#2+
+ {2 < Rz gustine g,.

Naéi Newtonov potencijal u tacki P(x, y, z) sfernog sloja Ri<é& +792+
+{2<R3, ako je gustina o=f(R), gde je f data funkcija a
R=VEtmp il

Naéi Newtonov potencijal u tacki P (0, 0, z) cilindra &24+92<a2, 0 < <h
konstantne gustine g,.

§ 9. Krivolinijski integral

1° Ako je f(x,y,z) definisana i neprekidna funkcija u svim tatkama deo po deo
glatke krive x=x(#), y=y(t), z=z(f) (1) (,<t<T), a ds diferencijal luka, onda
se krivolinijski integral prve vrste izra¢unava po formuli

T
[rxyds= [x@, y@, ze1Vx= @+ 1)+ 22 () ar

fo
Ovaj integral ima osobinu da ne zavisi od orijentacije krive.

2° Ako su funkcije P=P(x,y,2), Q=Q(x,»,2), R=R(x,y, z) neprekidne u svakoj
tacki M(t) krive (1), koja se pomera u smeru raséenja parametra f, onda se
krivolinijski integral druge vrste izraCunava po formuli

fP(x y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz=

c

T
= [{PLx (@), ¥(), 201+ QLx(0), ¥ (1), 2O+ RIx(®), ¥ (1), z()]} .

fo
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Pri promeni smera integracije duZ krive ¢ ovaj integral menja znak.

3° Ako je
P(x' s z)dx+Q(x,y, Z)d}"l'R(x:}’, Z)d2=du

gde je u=u(x, y, z) jednoznaéna funkcija u oblasti ¥, ona ¢e nezavisno od krive ¢
koja pripada oblasti V, biti

[ Pdx+Qdy+ Rdz=u(x;, 3, 2)—u 061, 31 21)

[4

gde su (xy, ¥, 2,) i (x,,y,,2y) respektivno poCetna i krajnja tacka putanje
integracije u specijalnom sluéaju, kada je oblast V jednostruko povezana a fun-
kcije P, Q i R imaju neprekidne parcijalne izvode prvog reda, onda je radi toga
potrebno i dovoljno, da u oblasti budu ispunjeni sledeéi uslovi

OP 00 0Q OR OR 0P

0y 0x’ 0z 0y 0dx 0z
U tom sludaju funkcija 4 moZe biti nadena po formuli

X

y z
u(x,y, z)= fP(x,y, z)dx+ fQ(xo,,v, 2)dy+ fR(xo’.Vcn z)dz

xo ¥ 20
gde je (x,, yo, 2,) neka fiksirana tacka oblasti V.

4° Ako se prosto zatvorena, deo po deo glatka kriva ¢, koja ograni¢ava konaénu
jednostruko povezanu oblast D, obilazi tako da oblast D ostaje s leve strane, a
funkcije P, Q i R neprek.dne zajedno sa svojim parcijalnim izvodima prvog reda
u oblasti D i na njenom rubu, onda vazi Greenova formula

0Q opP
ng(x, »dx+Q(x, y)dy= ff _— dxdy

Ova formula vazi takode i za konacnu oblast D, koja je ograniena sa nekoliko
prostih kontura, ako se pod njenom konturom ¢ podrazumeva unija svih gra-
niénih kontura, pri ¢emu se obilazak po konturama izvodi tako da oblast D
uvek ostaje s leve strane.

Izracunati sledeée krivolinijske integrale:

f xds, ako je ¢ deo prave y=x, izmedu tagaka (0, 0) i (1, 1).

c

f y2ds, gde je ¢ gornja polovina kruga x2+ y2=a? izmedu tacaka (a, 0)
c

i (—a,0).

f yds, po luku parabole y2=2x od tatke (0, 0) do talke (4, V3).

f 1/2_y ds, gde je ¢ prvi svod cikloide x=a(t—sint), y=a(l—cost).
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1274. fye-zd.s', gde je ¢ luk krive x=In(1+1¢2), y=2arctgz—t+3 izmedu

taCaka t=01i r=1.

Vxz+ 2
i 4, 0).

1275. f —ds—, gde je ¢ odsefak prave y=—2x——2 izmedu tadaka (0, —2)

1276. 9§ xyds, gde je c¢ kontura pravougaonika koji odreduju prave x=0,
[4

y=0, x=41 y=2,

12717. f(x—i—y) ds, ako je c¢ kontura trougla O (0, 0), A(1, 0), B(0, 1).

1278. fl/mds, ako je ¢ krug x2+y2=ax.

c

1279. [ % dsv’ ako je ¢ luk hiperbolicke spirale re=1 od <p=l/—3' do
. x2 + yZ 3/2

p=2)2.
1280. [ y2ds, gde je ¢ luk cikloide
“ x=a(t—sint), y=a(l—cost), (0<t<2mn).
1281. f (x2+ y2)ds, gde je ¢ kriva
: x=a(cost+tsint), y=a(sint—tcost), O<t<2n).
1282, f xds, ako je ¢ deo logaritamske spirale r=ae¥? (k>0) koji se nalazi

c
unutar kruga r=a.

1283. fxyz ds, gde je ¢ luk krive x=t, y=!—§£ , z =§ od tatke 1= 0 do
Ctac‘ike t=1.

1284. f (x2+y2+2z2)ds, gde je ¢ deo zavojnice
‘ x=acost, y=asint, z=>bt, O<t<2m).

1285. fxlds, gde je ¢ krug x2+y2+z2=a?, x+y+z=0.

c



118 IV. VISESTRUKI I KRIVOLINISKI INTEGRALI

1286. Date su povrSi x2+22=a?, y2+ 22=q?; pokazati:

. X4+ 22=q2
1° da se kriva c: ’
y2+22=a2

nalazi u dve uzajamno normalne ravni;

2° izradunati krivolinijske integrale

f(x+y+z)a's i f(x+y+z)ds

Cy €2

ako su ¢; i ¢, delovi krive ¢ koji leZe u tim normalnim ravnima.
Naéi duZinu luka prostornih krivih:
1287. x=31t, y=3¢, z=21¢2 od tatke O (0, 0, 0) do tatke A4 (3, 3, 2), (>0).
1288. x=e—*tcost, y=e-tsint, z=et (0<t<oo).
Izradunati sledee krivolinijske integrale:
1289. f(x2+y2)dx+(x2—y2) dy, gde je c¢ deo krive y=1—|1—x| izmedu
ctaéaka x=01 x=2.

f xdy—ydx
x+y

1290. , ako je ¢ kontura trougla koji obrazuje prava x+y=1

c

sa koordinatnim osama.

1291. fx3 dy—y3dx, po konturi kruga x2+ yz=a2

c

1292, f x(d;ﬁLl{de, kada x varira od x=0 do x=4 duZ krive y=2}x—x.
+ X

c

1293. § (x2+y2) dx+(x2—y?) dy, ako je ¢ kriva |x—1|+|y—1|=1.

x = y
1294. fxy (?+y>dy—(x+7>dx » po krugu x2+y2=1,

1295. f (x2+ y2)dx, gde je kriva integracije gornji deo kruga (x—1)2+ y2=1
od ta&ke (0, 0) do tacke (2, 0).

1296. fxydx+(x+y)dy gde je ¢ zatvorena kontura koju obrazuju linije
¢

y=0, x=11i y=x2.
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[y2dx—x2dy, izmedu tataka 4(0, 1) i B(l, 0):

c

1° po pravoj AB; 2° po luku kruga &iji je centar u koordinatnom po-
Cetku a polupreénik 1.

fxydx, ako jec luk parabole x=y2 od tacke (1, —1) do tacke (1, 1).

dx+dy
| x|+l
A(1,0); B(,1); C(—1,0); DO, —1)

, ako je ¢ kontura kvadrata ¢ija su temena

[ 6x2ydx+10xydy, gde je ¢ luk krive y=x3 od tagke (1,1) do
tatke (2, 8).

fydx—xdy, ako je ¢ luk cikloide x=2(t—sint), y=2(1—cost) od
tatke (0, 0) do tatke (47, O).

3at _3ar
1+8° 1+

f xdy—ydx, gde je ¢ petlja Descartesovog lista x =
x2dy—y2dx

|5

A(a, 0) do tacke B(0, a).

, ako je ¢ luk astroide x=acos3t, y=asin3t od tacke

fx3dx+3zy2dy—x2ydz, gde je ¢ deo prave od tacke (3, 2, 1) do
tatke (0, 0, 0).

fzdx+xdy+ydz, ako je ¢ zavojnica y=asint, x=acost, z=at.

f (y—z)dx+ (z—x)dy+ (x—y)dz, ako je ¢ trougao koji isecaju koordi-

. X z
natne ravni —+l+—=l.

a b c

f z2dx +x2dy+ y2dz, gde je ¢ kontura sfernog trougla koji isecaju koor-
c
dinatne ravni na sferi x2+ y2+22=Rz2, (x>0), y>0).

1° Na sferi x2+ y2+22+4 x—6 y+22z—22=0 nadéi tatlku M koja je naj-
bliza pravoj zadatoj jednadinama

x—2y+2z—17=0 i Tx+4y+2z—5=0.
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2° Ako sa P obeleZimo ortogonalnu projekciju tacke M na datoj pravoj,
izraCunati vrednost integrala f +2)dx+(x2+22)dy+2Rx+y+z)dx,
uzetog duZ odseCka MP.
IzraCunati sledece integrale:

1309. 56 y2dx+z2dy+x2dz, ako je ¢ Vivijanijeva kriva

c

2 2 2 =2
[x tyri=a (z>0, a>0).
x24yl=ax
2 2—=p2
1310. ggydx+zdy+xdz, ako je ¢ kriva [x Tyi=r
Xt=rz

c

1311. f(y2+zz)dx+(22+x2) dy +(x2+ y2)dzgde je ¢ kriva

2 2 2 =
[x +y2+22=2Rx (0<a<R),

x2+4y2=2ax
1312. 9§ (y—2)dx+(z—x)dy + (x—y)dz, ako je kriva ¢ definisana jednainama

X2 +y2=a2
X1Z1 0 (@>0, k>0).
a h

1313. ff @4 y2+2x2)dx+(z+x)dy+ ydz, ako je kriva ¢ odredena jednadinama
z=4—x2—}y2,

z=y2,
Nadi funkciju kada je poznat njen totalni diferencijal:
1314. (ev+x)dx+(xe¥—2y)dy.

x+ay D dy.
x2+y2 x2+y2

1315.

1316. (2 xcosy—y?2sinx)dx+ (2 y cos x—x2siny) dy.

1317. 2"(1_"’”)arx+(
(1+x2)2 1+ x2

1318. (2xyex™ +y2e*r* + 1)dx+ (x2 e¥*> +2xye*”* —2 y)dy.

+ l)dy.

ortm+1y ontm+1y

1319. x
oxn+1 ()y"‘ oxn gm+1
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on+m+1

oxn+2 g ym-n

on+m+1 <lni) dre—

\ _
In-—)dy, gde je R=|/ x2+ y2,
R (1) st s R=/ 755

oxn—1 aym+2
Odrediti konstante a i b tako, da izraz

0?2 +2xy+axt)dx—(x2+2xy+by)dy
(x2 + y2)2

bude totalni diferencijal i na¢i odgovarajucu funkciju.

Naéi funkciju kada je poznat njen totalni diferencijal:

(x2—2 yz)dx + (y2—2 xz) dy + (z2—2xy) dz.

<l—i+l) dx + <i+—x—) dy—gdz.

y z z y? z2

2 xyz+1ny)dx+ <x2y +—£) dy+(x2y—22z)dz.
y

dx—3 dy+ 3y—x+2z3 d.

z z2

¥y Y

y 7z z
e’dx+ _e_(iﬂ+zeyz dy+ ___e___(x;__]l
z V4

1° U ravni Oxy date su tacke A(l1, 1), B(2, 2), C(l, 2).

+yevit+e?|dz

Izracunati krivolinijski integral
(ax—y)(a+ 1)dx +(x+ay) (a—1)dy
xy

prvo po duZi AB pa zatim po izlomljenoj liniji ACB.
2° Za koju su vrednost konstante a ova dva integrala jednaka?

(D

3° Odrediti a tako da vrednost integrala (1) u prvom kvadrantu zavisi
samo od pocetne i krajnje taCke integracije.

Vodeéi raduna da je podintegralni izraz totalni diferencijal izraCunati
integrale:

f2xydx+x2dy od tacke (0, 0) do tacke (1, 1) ako je putanja c:
1° y=x; 2° y=x2 3° x=yp% 4° y=x3.
fxdy+ydx, ako je ¢ luk krive x5+ y9+x2y2—6 y+3 x=0 izmedu

tacaka (0, 0) i (1, 1).
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a1 (%")

f (x—y) (dx—dy). 1331. f cos ydx—xsin y dy.
a1, -1 L]
=3
(a, b)
f e* cos y dx—sin y dy).
(,0)
(a b)

f @(x+y)(dx+dy), ako je @ (u) neprekidna funkcija.
(©,0)

(71,52)

f S(x)dx+@(y)dy, gde su f i ¢ neprekidne funkcije.

(x15 %2)

M,
xdx+ydy
y x2+y2
M,

X2+ y2=qa? x2+y2=>h2 (a<d).

, ako tacke M, i M, leZe respektivno na krugovima

Dokazati da su vrednosti slede¢ih krivolinijskih integrala, uzetih po
zatvorenoj konturi, jednake nuli, nezavisno od oblika funkcije u pod-
integralnom izrazu:

[ £(x») v dx +x dy).

X X2

f f<l> xdy—ydx, 1338. [ f(x2+y?) (xdx+ydy).

c

Izracunati sledece krivolinijske integrale:

2,1,3) 3,21
f xdx—y2dy+zdz. 1340. f yzdx+zxdy+xydz,
1, -1,2) (1,2.3)

(5,31
zxdy+xydz —yzdx ( x)

Z5#E—)-
(x—yz) y

(7,2,3)

(X2, 2 22)

xdx+ydy+zdz

Vx24y2+22

ako su tatke (x;, y,, 2)) i (x,, ¥;, 2,) respektivno na sferama x24 y2+
+22=a2, x2+y2+z2=02, (b>a).

(xpre 21)
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Dokazati da je
f S(x2+y2+22) (xdx+ydy+zdz)=0,

ako je ¢ zatvorena kriva a f(u) neprekidna funkcija.
Koristeéi Greenovu formulu transformisati krivolinijske integrale po
zatvorenoj putanji, uzete u pozitivnom smeru, u dvojne:

f(l —x2) ydx+x (1 +y2)dy.

[

[ (€% + 2 x cos y) dx + (e?¥ —x2sin y) dy.

2
fy -dx+3yarctgx+ydy.
1 +x2 1—xy

Koristeéi Greenovu formulu izradunati integrale:

‘<}€2(x2+y2) dx+(x+y)*dy, ako je ¢ kontura trougla ¢ija su temena
A, 1); B(2, 2); C(l, 3).

56 xy2dy—x2 ydx ako je c¢ kontura kruga x2+ y2=a2.

[

. . x2 y2
9§ (x+y)dx—(x—y)dy, ako je c¢ elipsa —+-=—=1.
c az b2
. o  _1s X2 oy o

f(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy ako je c:1° elipsa —2—+E=1;2 krug
c a
X2+ y2=ax.

dy—yd. .
9§_w_x’ ako je ¢ krug x2+y2—2x—2y+1=0.

x2+ y?
c
9§M, ako je c¢ zatvorena kontura.

X2+ y2

f(e-" sin y—my) dx + (e* cos y—m) dy ako je c gornji deo kruga x2+ y2=
=ax od tacke (g, 0) do tacke (0, 0).

[/ ) e—ayldx+[f' () e*—aldy, gde su f(») if'(y) neprekidne

funkcije i ¢ proizvolina putanja koja spaja talke A(x, y1) i B(x,, y,),
a ogranitava zajedno sa odseCkom AB figuru date povrSine P.



124

1355.

1356.

1357.

1358.

1359.

1360.

IV. VISESTRUKI I KRIVOLINIISKI INTEGRALI

Dokazati da je integral

f(yx3+ey) dx+ (xy3+ xe¥—2 y)dy,

c
jednak nuli, ako je ¢ zatvorena linija simetri¢na u odnosu na koordi-
natni poletak ili u odnosu na obe koordinatne ose.

Pokazati da integral

f(2xy—y)a'x+x2a'y,

[
gde je c zatvorena kontura, izraZava povsSinu oblasti koju ograniava
ta kontura.

Pokazati da je krivolinijski integral
—_ — . —_ —>

f[xcos(n, x)+ys1n(n, x)] ds,

[
gde je n spoljna normala zatvorene konture c, uzet u pozitivhom smeru,
jednak dvostrukoj vrednosti povrSine koju ograniava kontura c.

—

Pokazati, ako je ¢ zatvorena kriva a / proizvoljni pravac da je krivo-

linijski integral 9§ cos (7, —r;) ds=0, gde je n spoljna normala konture c.
c

IzraCunati Gaussov integral

u(x,y)= %9_(_)_5_(.:;’_;)(15

c

gde je r=V(E—x)2+ (n—y)? intenzitet vektora r koji spaja taCku A(x,y)
sa promenljivom tackom M (&, m) proste zatvorene glatke krive c,

— —

(r u) ugao izmedu vektora T spoljne normale 7 krive ¢ u njenoj
tacki M.

Dokazati da je u harmonijska funkcija, tj. funkcija koja zadovoljava
jednacinu

Au=P4 P4 _o
x: 02
onda i1 samo onda, ako je
fﬁ Qﬁds
on
c
. N . ou . . .
gde je ¢ proizvoljna zatvorena kriva a — izvod po spoljnoj normali

on
te krive.
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Dokazati da je

ff[( ) )]dxdy—~ffu41udxdy+ 35 u‘;_ds,

c

gde glatka kontura ¢ ograniava oblast D.

Dokazati drugu Greenovu formulu u ravni

ff\du " ou dvl

dx dy-yg on onlds,
pri Cemu je ¢ glatka kontura koja ograniava konaénu oblast D a

92 . . .
> izvod u pravcu spoljne normale krive c.
u

Koriste¢i drugu Greenovu formulu dokazati, ako je u=u(x,y) harmo-
nijska funkcija u zatvorenoj konacnoj oblasti, da je onda

1 Inr u
u(x, y)=— u——Inr ds
¢ 2) 2z ﬂg( on ()n)

c

gde je ¢ granica oblasti D, i spoljna normala konture ¢, (x, y) neka

tacka iz unutra$njostioblasti D, a r=)(E—x)2+(n—y)? izmedu tacke
(x, y) i promenljive tagke (&, %) konture c.

Dokazati teoremu o srednjoj vrednosti harmonijske funkcije u(M)=
=u(x, y)
1
u(M)=—- 56 u (& n)ds
27

c

gde je ¢ krug sa centrom u tacki M.

Dokazati, ako je funkcija u(x, y) harmonijska u ogranienoj i zatvo-
renoj oblasti i nema konstantnu vrednost u toj oblasti, da onda
funkcija u# ne moZe imati najvecu i najmanju vrednost u toj oblasti
(princip maksimuma) .

§ 10. Primena krivolinijskog integrala

1° Iz Greenove formule sledi da je povr$ina ravne oblasti D koja je ogranifena
krivom ¢ data formulom

1
P=?¢xdy—ydx.
c
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2° PovrSina omotada cilindricne povrsi, ¢ije su izvodnice paralelne z-osi a genera-
trisa mu je kriva ¢ u ravni xOy, data je formulom

P=fzds.
(o

3° Ako je p=p(x,y,2) gustina u promenljivoj tacki (x, y, z) krive ¢, onda je masa
krive data formulom

m=fe(x,y,2)ds-

c

Koordinate tesista te krive izraZavaju se formulama
1 1 1
xo=—fxe(x,y,2)dr, Yo=— | ye(x,»,2)ds, z,=— | zo(x,y,2)ds.
m m m
(4 c (4

Momenti inercije I, I, i I,, respektivno u odnosu na ose Ox, Oy i koordinatni
poCetak izraZzavaju se formulama

I.= fy’e(x, ¥, 2)ds, I,,=fx29(x, ¥, 2)ds, Io=f(x’+y’)e(x, », 2) ds.
c C

c
4° Krivolinijski integral
fX(x, y,2)dx+Y (x, 9, z)dy+ Z(x, ¥, 2) dz.
(4
-
izrazava rad sile pri pomeranju jedinice mase duz krive ¢ u polju sile F(X,Y, Z).
5° Prema Bio-Savarovom zakonu element struje dejstvuje na magnetnu masu m silom

mlsinads

&ija je veliC¢ina . , gde je I jalina struje, ds element duZine provod-
r

nika, r rastojanje od elementa struje do magnetne mase, a ugao izmedu prave
koja spaja magnetnu masu i element struje i pravca proticanja struje. Ta sila
ima pravac normale na ravan koja sadrzi element struje i ta¢ku u kojoj se nalazi
magnetna masa; smer sile se odreduje po pravilu desne zavojnice.

Izracunati povrSinu ograniCenu krivim linijama:
1366. x=acost, y=hsint.
1367. x=a(t—sint), y=a(l—cost), O<t< 27
1368. x=acos3’t, y=asin3t, O<t<2m).
1369. Ograni¢enu jednim lukom epicikloide
x=a[(l + m)cos mt—m cos (1 +m)t],
y=al[(l + m)sinmt—msin (1 +m)), (O<t<2m)
i lukom odgovarajudeg kruga.
1370. (x2+ y2)2=2 a2 (x2+ y2). 1371. x3+y3=3axy (Descartesov list).
1372. x=2acost—acos2t, y=2asint—asin2t O<t<2m).
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1383.

1384.

1385.

1386.
1387.

1388.

1389.

1390.
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(x+yp=ax. y=0, (@>0). 1374. (x+ yp==xp.
(x+y)yt=x2y. 1376. 9 y2=4x3—x*.
X¥+yi=:"4y2, y=0, x=0. 1378. (Vx4 V) 2=xy.

(x+ y)etBri=gxe y (@>0, a>0, f>0).

(2‘_)°+(l)° =1 (@>0, 5>0, a>0).
a b

Nadéi povrSinu slede¢ih povrsi:
Omotacéa cilindra x2+ y2=1 izmedu ravni z=4y i z=2y.

- . . . o X2z
KruZnog cilindra x2+ y2=R? izmedu ravni z=0 i povrSi z= R+; .

2 2
Elipti€¢neg cilindra x?_f_y?: 1 izmedu ravni z=0 i z=y.

Paraboli¢nog cilindra y2=2 px izmedu ravni z=0, z=yi x= % D.
Onog dela omotada cilindra x2+ y2—ax=0 koji se nalazi unutar sfere
X2+ yr+2z22=q2.

KruZnog cilindra x2+ y2=R2? izmedu ravni z=0 i povr$i 2 Rz=xy.

Dela cilindri€ne povrsi
x2/3 +y2/3 =a2/3

koju isecaju povrdi x¥3 4 y¥3 =z; z=0.

Date su povrii (P) z=V x2+y2+V1—x2+)1—y2, (P,) x2+y2=1 i
(P,) z=0.

1° Nadéi povrsinu dela povrsi (P,) koji isecaju povrsi (Py) i (Ps),

2° Nadi gS(iV x2+y2+V4—x2+V4—-y2)dy— XY dx duz krive
»? Y 4—x2

c

x2+y2=1, z=0.

Naéi masu krive y=x2 izmedu tafaka x=0 i x=2 ako je u svakoj
tacki gustina jednaka kvadratu apscise te tacke.

Naéi masu sledeéih krivih:

2xl/;
3
gustina krive proporcionalna duZini njenog luka.

16
Luka krive y= , od tacke (0, 0) do tacke (4, '—), ako je linijska

3
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Dela krive y=Inx, izmedu taaka x=V§ ix=2 1/5 ako je gustina u
svakoj tacki jednaka kvadratu njene apscise.

X x

al* _*
Dela landanice y=-2—(e°+e "), izmedu tafaka x=0 i x=a, ako je
gustina krive u svakoj ta¢ki proporcionalna njenoj ordinati.

x=acost, y=bsint, ako je linearna gustina u svakoj tafki p=|y|.

Luka krive x=at, y=7at2, z=?at3 (0<t<1) &ija se gustina me-

. 2y
nja po zakonu g=\/7y-
Nadi teziste luka kruga x2+y2=a?, (y>0), i moment inercije u odnosu
na osu Ox; (g=1).

Nadi teziSte homogeunih krivih:
Luka cikloide x=a(t—sint), y=a(l—cost), (0<t<2n).

Luka kruga poluprecnika a, kome odgovara centralni ugao 2 ¢.
r=a(l +cos ). 1399. yachX, izmedu A(0, a) i B (b, h).
a

Sferno>g trougla x2+y2422=qg2, x>0, y>0, z>0.
x=acost, y=asint, z=h za 0<t<m.
x=etcost, y=etsint, z=et za 0<t<oo
Naiéi moment inercije u odnosu na koordinatne ose luka zavojnice
: . h
x=acost, y=asint, z=—1 O<t<2m).
27
Odrediti rad koji izvrSi sila teZze F pri pomeranju mase m iz taCke
(a,, b, ¢;) u tatku (a,, b,, cy).

Sila F(P, Q). gde je P=x—y, Q=x obrazuje polje. Izracunati rad po-
treban da jedinica mase obide konturu kvadrata x=+a i y= +a.

Date su tatke A(—a, a) i B(a, a). Odrediti silu kojom deluje masa M
ravnomerno rasporedena na duZi AB, na masu m koja je skoncentrisana
u tacki O (0, 0).

Odrediti silu kojom masa M ravnomerno rasporedena na gornjem luku
kruga x2 + y2=a2, privla¢i misu m skoncentrisanu u koordinatnom pocetku.

Nadéi rad sile F =£, gde je r=)x2+y2+ 22, koja dejstvuje na jedinicu
r2

mase, ako se ta masa pomera iz tacke (x;, ¥;, z;) u tacku (x,, y,, z,)-
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Projekcije sile na koordinatne ose su X=2xy i Y=ux2 Pokazati da rad sile
pri pomeranju materijalne tatke mase m zavisi samo od njenog pocet-
nog i krajnjeg poloZaja, a ne zavisi od oblika putanje. Izradunati rad
ako se vr§i pomeranje iz take (1, 0) u tacku (0, 3).

Komponente sile su X =x+y2 i Y=2xy—8.Pokazati da rad pri pome-
ranju materijalne tacke u polju te sile ne zavisi od putanje.

U svakoj tacki ravni dejstvuje sila, &ije su projekcije na koordinatne
ose X=xy, Y=x+y. Izraunati rad sile pri pomeranju tatke mase m
iz tacke (0, 0) u tacku (1, 1): 1° po pravoj y=x; 2° po paraboli y=x2;
3° po izlomljenoj dvogranoj liniji, ¢iji su delovi paialelni koordinatnim
osama (dva slutaja).

Naéi silu kojom struja I u beskonaénom pravolinijskom provodniku
dejstvuje na taCkastu magnetnu masu m, koja se nalazi na rastojanju d
od provodnika,

Po konturi, &ji je oblik kvadrat stranice a te€e struja I. Kakvom silom
dejstvuje taj protok na taCkastu magnetnu masu m, koja se nalazi u
centru kvadrata?

Pokazati da struja I, koja teCe po luku krive, &ija je jednadina u polar-
nim koordinatama r=r (@), dejstvuje na takastu magnetnu masu, koja

P2
do
=

se nalazi u polu, silom F=ml
Pt
Kolika je sila kojom struja I, koja te€e po zatvorenoj elipti€koj putanji,

dejstvuje na taCkastu magnetnu masu m, koja se nalazi u ZiZi elipse?

Kolikom silom struja I, koja te€e po beskonaénoj paraboli¢koj konturi,
dejstvuje na tackastu magnetnu masu m, smeStenu u ZiZi parabole?

Rastojanje od temena do fokusa je §

Kolikom silom struja I, koja teée po kruZnoj konturi polupreénika R,
dejstvuje na taCkastu magnetnu masu m, smeStenu u taCki P, koja leZi
na normali, postavljenoj kroz centar kruga, na rastojanju h, od centra
kruga? Za koju vrednost od R Ce ta sila biti najveca ako je h fiksirano?

Izraunati logaritamski potencijal prostog sloja

7, y)=g§u1n-l—ds
;

gde je m=const — gustina, r=)/(§—x)2+(@n—y)> a kontura ¢ krug
w2+ v2=Rz2,

9 Zbirka zadataka iz vi§e matematike IT
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1419. Izralunati u polarnim koordinatama r i ¢ logaritamske potencijale

prostog sloja
2z 2z

Il=fcosn01nid0 i 12=fsinn61nid0
r r
0

ako je r rastojanje izmedu talke (o, @) i promenljive tacke (1, 0) a neN

§ 11. Povrsinski integral

1° PovrSinski integral druge vrste. Ako je S deo po deo glatka
dvostrana povr$ definisana jednadinama

m x=x@,v) y=y (), z=z(@,v) [(u,v)SD]

a f(x, y, z) funkcija definisana i neprekidna na povrsi S, onda je

@  [[reyds= [[fx@v) y@v), 2@ VEG—F dudv,
S D

E (014)2 ou\? [0u\?
~lox *(5;) +(53)

G (0x)2 0y\? (02 2
= | —— + —— JR— B
ov (()v) * \OV)

0x0x 0y 0y 0z 0z

Toudy duov ouaov

gde je

U specijalnom slu¢aju, ako jednadina povrsi S ima oblik
z=z(x,y) [(x, y)ED]

gde je z(x, y) jednoznaéna neprekidno diferencijabilna funkcija, onda je

fff(x,yyz)ds=fff[x,y,z(x,y)]V1+p2+q2dxdy,

(S) D

de i oz oz
e je p=— a g=—-
gde ox q oy
Ovaj integral ne zavisi od izbora strane povrsi S.

Ako se funkcija f(x, y, z) tretira kao gustina povrsi S u tacki (x, y, z), onda
integral (2) predstavlja masu te povrsi.

2° Koordinate teZi§ta materijalne homogene povrsi S date su obrascima
Sxo=ffde, Syo=ffde, Szo=ff zdS, S=fde.
Ky K K Ky

3® Povr$inski integral druge vrste. Ako je S glatka dvostrana
povrs, na kojoj je izabrana jedna od dveju strana, odredena smerom normale
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;(cos a,cos B,cosy) a P=P(x,y,2), Q=Q(x,y,2) i R=R(x,y,z) tri funkcije,
definisane i neprekidne na povrsi S, onda je

ff Pdydz+ Qdzdx+ Rdxdy = ff (Pcosa+ Q cos B+ R cosy) dS.

)
Pri prelazu na drugu stranu povrsi ovaj integral dobija suprotan znak.
Stocesova formula. Ako su P=P(x,y,2), OQ=Q(x,y,2) i R=R(x,y, 2)
neprekidno diferencijabilne funkcije a ¢ prosta zatvorena deo po deo glatka

kriva, koja ograni€ava konacnu deo po deo glatku dvostranu povr§ S, onda vaZi
Stocesova formula:

cosa cosf cosy

/] 0 /]
.ggde+Qdy+Rdz==£f a E Z das
P Q R

gde su cosa, cospf, cosy kosinusi pravca normale povrsi S, orijentisane na
onu stranu, u odnosu na koju se obilazak konture ¢ vrsi suprotno kretanju
kazaljke na Casovniku.

Formula Ostrogradskog. Ako je S deo po deo glatka povrs, koja
ograni¢ava oblast V, a P=P(x,y,2), Q=0(x,y,2) i R=R(x, y, z) neprekidne
funkcije zajedno sa svojim parcijalnim izvodima prvog reda u oblasti '+ .S, onda
vaZzi formula Ostrogradskog

dP ¢)Q OR
ff(Pcosa+Qcosﬁ+Rcosy)dS f/f +—)dxdydz
()x dy o

gde su cosa, cosf i cosy kosinusi pravca spoljne normale povrii S.

Izradunati sledeée povrSinske integrale:

1420.

ff (6x+4y+32)dS ako je S deo ravni x+2y+3z=6, koja pripada
s

prvom oktantu.

1421. ]j __ a5 ako je S deo ravni x+y+z=1 koji pripada prvom
(1+x+2)2

oktantu.

1422. ff (x2+v2)dS, ako je S sfera x2+y2+22=a2
s

1423. f f __ds_ ako je S deo cilindra x2+ y2=R2 ogranifen ravn raa

X2+ y2+ 22

x=0, y=0, z=0, z=m.

(1



132

IV. VISESTRUKI I KRIVOLINIISKI INTEGRALI

1424, f f (y+z+l/a2—x2)dS ako je S deo cilindra x2+ y2=gq2, izmedu ravni
s

z=0, z=Ah.

ds . - y? . .
1425. f f ~————— ako je S deo cilindra x=2—7 ograniCen ravnima

2
x+y—+z
2

x=0, z=0, z=1.

1426. ffx(y2+zz) dS ako je povr$ S data jednalinom x=}9—y2—zz2,
S

1427

1428

. ff(y2+22)dS ako je povr§ S data jednadinom z=}az—x2—y2.

. /j as ako je S sfera x2+y2+22=1, z>0.
(1+2)
S

1429. ff_dé‘_’ po povr§i x2+ y2+z2=q2, z3>0.
s l/l+z

1430.

1431.

1432.

1433.

1434.

1435

ffVRZ—xZ——yZ dsS, gde je S polovina sfere z=}) Rz—x2—y2,

ff:xlyl dS, gde je S polovina sfere z=)Rz—xz2—y2,
S

d . . . . .
f f d—f ako je S deo cilindra x2+ y2=R?, ogranien ravnima z=0 i
z="h, a d rastojanje od koordinatnog podetka do take na povrsi.

" dS . - .y o

7 gde je S deo povr§i z=xy iseen cilindrom x2+y2=R2, a d
s
rastojanje tacke povrsi do Oz ose.

f f FS’ ako je S elipsoid a d rastojanje centra elipsoida od tangentne
s

ravni elipsoida.

. f j ‘;—f gde su S i d kao u prethodnom zadatku.
S
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ff ‘%‘,‘ ako je S sfera x2+y2+22=R2, a d rastojanje od fiksne tacke
A :

P (0, 0,c) (¢c>R) do tacke na sferi.

Izralunati potencijal u= f f @ojS sferne povrsi x2 + y2+ z2 = a2 gustine g,
N

na tadku M (X,, Yo, Zo) ako je d=} (x—xo?2+ (y—yo)2+(z—2o)

f f ) R2—x2—y2—2z2dS, ako je S povr§ kruga x2+ y2+42z2=R?,

’ ax+by+cz=d.

f f (xy+yz+2zx)dS, ako je S deo povr§i z= VWyZ, iseCen cilindrom
s

x2+ y2=2ax.

Dokazati Poissonovu formulu

1
[[ fax+by+cz)aS=2xn [ f(ufar+ b2+ 2) du
N -1
ako je S sfera x2+ y2422=1.

Pokazati da je integral

1
' cos(??) a—r_
J= f/—’—dS= f ds,
r2 on
s s

uzet po povrsi S jednak prostornom uglu pod kojim se povr§ S vidi
iz koordinatnog pocetka. Sa r je obeleZen radijus vektor elementa povrsi

. Ou .
dS a sa n normalna povrs§, dok je o-u izvod u pravcu normale.
n
Naéi masu sledeéih povrsi:
. 1 . . .
Povr§ paraboloida z=—2-(x2+ »?)) (0<zgl) Cija se gustina menja po

zakonu p=z.

Sfere, ako je povrSinska gustina u svakoj taCki jednaka rastojanju te
taCke od nekog fiksiranog preénika sfere.

Sfere, ako je povrSinska gustina u svakoj tacki jednaka kvadratu rasto-
janja te taCke od nekog fiksiranog preénika sfere.
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Odrediti teZiste povrsi:
Povrsi segmenta sfere x2+ y2+22=a2 za h<z<a.
Omotala sfere x2+ y2+22=qa2, x>0, y>0, z>0.
Dela povr§i x2+ y2+ z2=a2, koji je ogranien povr§ima x2+y2=ax, z=0.
Naéi moment inercije povrsi:
Povrsi konusa A2 (x2+ y2)=a2z2 za 0>z<h u odnosu na z osu.
Povrsi sfere x2+ y2+22=4g2, u odnosu na precnik.
Povrsi paraboloida x2+yz=2az (0<z<a) u odnosu na z osu,
Izradunati sledeée povrSinske integrale:
ff zdxdy+xdxdz+ydydz, ako je S gornji deo ravni x—y+z=1
isseéen koordinatnim ravnima.
ff xyzdxdy, po spoljnoj strani sfere x2+ y2+22=1; x>0, y>0.
s

4
[[V x24+y2dxdy ako je S donja strana kruga x2+ yz<az.
s

f f 2dxdy+ydxdz—x2zdydz, ako je S spoljna strana onog dela elip-
S

soida 4x2+y2+42z2=1 koji pripada prvom oktantu.

Sfﬁ ydxdz, ako je S unutra¥nja strana tetraedra koji odreduju ravni
S

x+y+z=1, x=0, y=0, z=0.
ff x2dydz+ y2dxdz+ z2 dx dy, ako je S spoljna strana sfere x2 + y2+z =a?,
S

koja pripada prvom oktantu.

ff xdydz+ydxdz+zdxdy, po spoljnoj strani sfere x2+ y24z2=aq2.
S

ff yzdydz+xzdzdx+xydxdy gde je S spoljna strana tetraedra koji

s
je odreden ravnima x=0, y=0, z=0, x+y+z=a.

ff (y—z)dydz+(z—x)dxdz+(x—y)dxdy, ako je S spoljna strana
s

povr§i X2+ y2=2z2 (O<z<h).
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dydz dxdz dxd . . .
1460. f f ( 4 z+ ad z+ al y)’ gde je S spoljna strana elipsoida

x y z
S

1461. ff yzdxdy+ xzdydz+ xydxdz, ako je S spoljna strana povrsi odredene
piwr§ima x2+y2=R2, x=0, y=0, z=0, z=h,

1462. Transformisati integral f (2 +22) dx+ (x24+z2) dy + (x2+ y?) dz, ako je ¢
neka zatvorena kontura, ;a povrsinski integral povrsi ¢iji je rub ta kontura.

IzraCunati sledeée krivolinijske integrale na dva nadina: direktno i po-
mocu Stocesove formule:

1463. 9€ 8V (1—x2—z23dx+xy3dy+sinzdz, ako se krivi deo dobija prese-
c

kom elipsoida 4x2+3y2+4z2=4 i ravni z=0, x=0, y=0, u prvom
oktantu.

1464. f x2dx+xydy+ xyzdz, ako je c¢ kontura trougla ¢ija su temena
c

A(a,0,0), B(0,50), C(O0 o).

1465. f ydx+x2dy+zdz, ako je kriva ¢ odredena presekom povrsi
c

Koristeéi Stocesovu formulu izradunati sledeée krivolinijske integrale:
1466. 9§ ydx+zdy+xdz, ako je ¢ krug x2 + )2 +2z2=a2,

: x+y+z=0.
1467. ¢ (y—z)dx +(z—x)dy+(x—y)dz ako je ¢ luk elipse x2+y2=a2,

c

X io (@a>0 h>0),
a h

orijentisan u smeru suprotnom od smera kazaljke na ¢asovniku, posma-
trano sa pozitivnog smera ose Ox.

1468. f e*dx+z(x2+y?)3/2dy+ yz3dz gde je c linija odredena presekom povrSi

=]/x2+y2, x=0, x=2, y=0; J’=1-
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1469. f(y2+z2)dx+(22+xl)dy+(x2+y2)dz, ako je ¢ kriva x2+y2+4z22=2ax,

x2+y2=2bx, z>0.

1470. Neka je ¢ zatvorena kontura koja pripada ravni
xcosa+ycos f+zcosy—p=0
i ograniCava povrSinu S(cosa, cos 5, cosy su kosinusi pravca normale).
Nadi
dx dy dz

56 cosa cosf cosy

| x y z
ako se kretanje vr$i u pozitivnom smeru konture c.
1471. Transformisati povrSinski integral

[[ x2dydz+y2dxdz + z2dxdy

N

ako je S zatvorena povr$, u trojni uzet po oblasti koju ograniCava ta
povrs.

1472. IzraCunati povrSinski integral

g;lsyzzdxdy+xzdydz+x2ydxdz
s

gde je S spoljna strana povr$i koju obrazuju povr§i z=x2+y?, x2+ y2=1,
x=0, y=0, z=0, u prvom oktantu, na dva naédina: direktno i primenom
formule Ostrogradskog.

Dokazati jednakosti:

1473. f f cos (ZT)dS=0, ako je S prosta zatvorena povrs, T proizvoljni
S

—

pravac a n spoljna normala povrsi S.

1474. ff (xcosa-+ycosfB+zcosy)dS=3V, gde su cosa, cosf, cosy kosinusi
spf)l jne normale povrsi S koja ograniava zapreminu V.
Koristeéi formulu Ostrogradskog izraCunati integrale:
1475. ff(x3 cosa+yicos B+z3cosy)dS, ako je S sfera x2+y2+22=R?, a
S

cos a, cos B, cosy kosinusi pravca njene spoljne normale.
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f f [(zr—y™) cos a-+ (x™—z™) cos B+ (y"—x™) cos y]dS, po sferi
s

x24y2+422=R?, 2>0,
ako su a, f i y kao i u prethodnom zadatku.

1477. ffx dydz+ydzdx+zdxdy, ako je povr§ S definisana jedna&inama

1478.

1479.

1480.

N
x=(a+bcosB)cosgp, y=(a+bcosb)sinp, z=bsinb,

0<0, ¢<2m, a>b>0.
f f x2dydz+y2?dzdx+z2dxdy ako je S spoljna strana povr§i definisane
(S)

. o x2?
jednadinama x2+y2+422=1, z2=

x2+y2 )

Pokazati da povrSinski integral

ff4xyzdxdy—2x2ydydz—3 xz2dx dz

(S)
ne zavisi od povr§ine (S) veé samo od njene graniéne konture (c) i
transformisati ga na integral po toj konturi, a zatim izraunati njegovu
vrednost kada je grani¢na kontura zadata jednaCinama:

x2+y2=R2, x+z=0.
Dat je integral

I= [[ (1 +x) p(x)dydz +2xp ¢ (¥) dzdx—3 zdx dy
(S)

po povrsini (S) &iji je rub zatvorena kriva c¢. 1° Odrediti funkciju
@(x) tako da integral I zavisi samo od krive ¢ i da bude ¢ (0)=0.
2° U tom sluaju izraCunati integral I/ ako je kriva data jednadinama
x=cost, y=sint, z=1. 3° U istom sludaju pretvoriti integral I u

" krivolinijski integral oblika

1481.

1482.

fP (x, ¥, 2)dx+ Q (x, y, z) dy.
Izracunati povrSinske integrale:

ff(xl cos a+y2cos f+z2cos p)dS, gde je S, deo povrsi
S

x2+y2=z22 (0<z<h)
a cosa, cosfi i cosy kosinusi pravca njene spoljne normale.

/ / €®9 45 ako je S deo ravni x+y+z=1 koji pripada prvom
r2
S

oktantu, r intenzitet vektora poloZaja tatke M date ravni a ¢ ugao
izmedu vektora poloZaja i normalnog vektora te ravni.
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02 02 02 . . .
Ako je Au=—u+—u+—li a S — glatka povrSina, koja ograni¢ava
0x2 0y2 02z

konaéno telo V, dokazati da vaZe sledeée formule

ff o 45— A/‘;,/‘fdudxdydz;

)

fu—dS fff[( AN a") +<g:)]dxdydz+

+ffquudxdydz, gde je u — funkcija, neprekidna sa svim svojim
v

izvodima do drugog reda zakljuéno u oblasti V'+ S, ag—u — izvod
n

po spoljnoj normali na povrSinu S.

Funkcija u=u(x, y, z) koja ima neprekidne parcijalne izvode do drugog
reda zaklju¢no u nekoj oblasti, naziva se harmonijska u toj oblasti ako je

2 2 2
AuEa—!i+a—ti+a—li=O.
0x2 0y2 0z2

Dokazati, ako je u harmonijska funkcija u konaénoj zatvorenoj oblasti ¥,
ogranienoj glatkom povrSinom S, da vaZe formule

/f—dS 0;

(s)

fff[ )2 <au) (au)]dxdydz_ ffu—dS

gde je n—spoljna normala povr$i S, koristeéi se formulom 2° da se
funkcija koja je harmonijska u nekoj oblasti ¥ jednoznaéno definise
svojim vrednostima na njenoj granici S.

Izra¢unati Gaussov integral

I(x, y,2)= /f&S(r;jldS’
s

gde je S — prosta zatvorena glatka povr§, koja ograni¢ava zapreminu ¥,

;; — spoljna normala na povriinu Su ta&ki (§, #, ), r — radijus vektor, koji

spaja tatku (x, y,z) sa tatkom (& 5 &) ir= J(E—x)2+@m—y)>+(—2)
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Izraunati

ff (x—y+2)dydz+ (y—z+x)dzdx+(z—x+y)dxdy,
(S)
gde je (S) spoljna strana povrSi

|[x—y+z|+|y—z+x+|z—x+y|=1, |x—y+z|+|y—z+ x|+ |z—x +y| = 1.

Dokazati identitet (Greenovu formulu)

f/f(vdu—udv)dxdydz—ff("g%—u—>ds

gde su u i v neprekidne funkcije i imaju neprekidne izvode do drugog
reda u oblasti D. Simboli Au i Av znale Laplaceove operatore u pro-
storu.

Neka je u(x, y,z) — har_glonijska funkcija u nekoj oblasti v i neka se

u oblasti V nalazi sfera S sa centrom u tacki M (x,, ¥, z;) polupre€nika
R. Dokazati da je

1
u(xl,yl,zl)=4—mffud&
S
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Glava V

VEKTORSKA ANALIZA I TEORIJA POLJA

§ 1. Vektorska analiza

hd -— -
Vektorska funkcija realne promenljive. Funkcija t—a=a,i+a,j+

+a,z koja preslikava skup realnih brojeva DC R u skup trodimenzionalnih vektora

V3 u oznakama a=a(t)=a,(t)i+a, (t)j+a,(t)k, naziva se vektorska funkcija
realne promenljive.

Hodograf. Skup krajnjih tataka vektora ?kojimaje pocetak data tacka O, zove
se hodograf vektorske funkcije_z;;z; (#£). Tatka O je pol hodografa.

Hodograf vektorske funkcije 7=7(t)=x(t)?+ y(t)j_:—z(t) l? je kriva u prostoru a
jednacina T=7(t) je njena vektorska jednalina. Hodograf vektorske funkcije
7=7(u, v)=x (u, v)?+ y(u, v)?+z(u, v)?, sa dve realne promenljive, je povrs u

—_— -
prostoru, a jednadina r=r (u4,v) je njena vektorska jednadina.

—_ —
Grani¢éna vrednost. KaZe se da vektorska funkcija a=a (f) ima za grani¢nu

vrednost vektor 7;, kad t—a, ako za proizvoljan broj €>0 postoji broj =0 (¢)
takav da je

-— —
l a(t)—b l<e
kad god je ispunjena nejednakost | f—a |<d. Tada se pise

lim a(f)=b
t—a

4° Neprekidnost. Funkcija ?=;(t), koja je definisana u tacki ¢,, je neprekidna

u toj tacki ako je

lim Z(r) =?;(tu).
t—»1tp
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Priradtaj i izvod. Razlika Z(t +At)—;(t) se naziva priraitaj funkcije a ®

u tacki ¢ koji odgovara prira$taju nezavisno promenljive At. Oznatava se saA;(t).
— — —
da@®)y=a @+ At)—a ().
Izvod funkcije a (¢) u tacki ¢, naziva se vektor

2 =li Aa (1)
a =l1m ’
4¢—0 At

ako ovaj limes postoji.

Ako je - {a,(®), a;(t), a;(¢)} tada je
> da . , ,
@ =—={d,0, a0, a0}

.. . - da . da .
Geometrijsko znalenje vektora A4a (2), I i m prikazano je na sl. 6.

Diferencijal Ako
se prirastaj A:;(t) moze 43
napisati u obliku dt
da()=D (1)At+: (),

—_

e(t Ve
gde je lim —() =0 amo

a—0 At ’ at)

tada se vektor D ()Aar
naziva diferencijal funk- 0 e

art+ af) ¢

.o ind . .
cije a(t) u tacki ¢ i
oznatava se sa da @) S1. 6
da~da (1)=D (1) 4.

Izvodi i diferencijali viSeg reda sli€no se defini¥u kao kod funkcija realne promenljive.
Parcijalni izvodi i diferencijali vektorske funkcije vige

- —
promenljivih. Neka je a=a(4, t,,..., t;) vektorska funkcija od n realnih
promenljivih ¢, t,,..., t,.

Razlika
— — d
a(’ly tzr"'v ti—1s t(+Ath Ligrroens tu)—a(th th"‘9tn)=Alla

zove se parcijalni prira§taj po promenljivoj .

N da . -
Parcijalni izvod prvog reda 3 po promenljivoj #; se defini¥e sa

— —
da . dta
—, lim .
Oty Au—0 A
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-
a totalni diferencijal da sa

-
a

%

—

d = dt‘.

.M=
o

19hL

1
— —>
. . . e ... 0 O
Sliéno kao i u realnoj analizi, i ovde se definiSu visi parcijalni izvodi —, ——,
ot2 0t0ty
-
oa L T
—3 e 1 visi diferencijali d2a, d’a itd.
ot;

1
8° Neodredeni integral. Primitivna funkcija ili neodredeni integral neprekidne
— —_
funkcije a (f) naziva se funkcija b(f) za koju je

d—b’(i) —

=qa ().

Tada se pise
— — —
a@®dt=b({t)+c
-
gde je ¢ proizvoljni konstantni vektor.

9° Odredeni integral. Neka je_z; (#) ogranitena funkcija na segmentu [t,, T), i
neka tacke

fo<f1<“'<t¢_1<t4<"'<f”=T

dele ovaj segment na n segmenata [#_,, ;]. Za T < [t;—,, ¢,], vektor

n
- —
I= 2 a@)(t—t)
i=1
se naziva integralna suma.
Ako za bilo kakvu podelu segmenta [#,, T] postoji

. .l
lim 1
max | t—t;_ |0

-
onda se ovaj limes naziva odredeni integral funkcije a (f) u granicama od ¢, do T
T

-
i obelezava se sa f a(t)dt, tj. tada je
fo
T—» LN
f a@®)dt= lim Z a () (ti—ti—y).

o max| :‘—t‘_1|->o i=1

-
Ako je b(f) primitivna funkcija funkcije a(f) tada je

T
f :(r)dt =_b’(T)—_b’(t°) (Newton-Leibnizov obrazac).

fo
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Vektorski krivolinijski integral Neka je orijentisani luk L=AB krive

- — —
r=r(t) podeljen tackama T;(i=0,1,- .-, n) &ji su vektori poloZaja r¢, tako da T,=A
odgovara parametru #, a tatka T, =B parametru ¢, gde je t,<t,<---<t, (sl. 7).

Neka je @ (7) skalarna ili vektorska fun-
kcija definisana na luku L i neka je Xj

—_— .
tacka luka 7, _, T; a o; njen vektor po-
loZzaja. Izraz

n - - -
I=2 @) * (r—ri-),
{e=1

se naziva integralna suma, gde * ozna-
¢ava mnoZenje skalara sa vektorom—ako

je tp(_r.) skalarna funkcija, skalarni ili

vektorski proizvod — ako je (p(73=—(;(_’r)
vektorska funkcija.

Krivolinijski integral po luku L, u oznaci

[o@ « dF, se definite sa SL. 7.
L
— - . n — - —
@(r) wdr= lim o z @) * (ry—ri-y),

L max | Ty =

ako ovaj limes postoji po svakom nizu podela luka L.

—
Zavisno od toga da li je ¢ (r) skalarna ili vektorska funkcija i da li #+ oznadava
mnoZenje skalara i vektora ili skalarni odnosno vektorski proizvod vektora, ima-
mo tri vrste krivolinijskog integrala:

— — — = = —r —> —
1) f(p (r) dr, 2) f(p r-dr i 3) f(p (r) x dr.
L L L
Prvi i treéi integral su vektorski krivolinijski integrali.

.
Vektorski povrsinski integral. Neka je S orijentisani deo povrsi r=

=r(u,v) i neka je (p(_;) neprekidna skalarna ili vektorska funkcija definisana na
povrsi S. Pretpostavimo da je S jednom mreZom krivih podeljena na delove S;.

— — —
Neka je o;=o0;n vektor povrsine dela S;, gde je n jedinicni vektor normale tog
dela povrsi a o; povrSina povrsi S;. Tada se moZe formirati integralna suma

Z P (@) » oy
i

-
gde je o; vektor poloZaja neke tacke sa dela S, a # moZeimati ista znacenja kao u 10°.

Povrsinski integral funkcije (p(_;) po povr§i S, u oznaci f f ® (_;) * d:, se de-

s
finise sa

ff (p(;) + do-lim 2 (P(_:Di) ’;:.

S max ui—»O

—_ —_
Ako je povr§ S zatvorena ovaj integral se oznadava sa YJD @ (r) # do, Zavisno od

Ky
-
toga da li je @ (r) skalarna ili vektorska funkcija i da li « oznaCava mnoZenje
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skalara i vektora ili skalarni proizvod, odnosno vektorski proizvod dva vektora,
imamo tri vrste povrsinskog integrala:

—_ - - = — - —
1)) fftp(r) do, 2) fftp(r)-da i 3 fftp(r)xda'.
Y N S
Prvi i treci integral su vektorski povrsinski integrali.

-
Skalarno polje. Skalarna funkcija u(r,) =u(x,y, z), gde je r vektor poloZaja
tacke M (x, y, z), zajedno za svojom oblasti definisanosti, zove se skalarno polje.

.. ou— ou—> ou-— .
Gradijent. Vektor — i +— j +—k se zove gradijent skalarnog polja
Jx oy Jz

u(x, y,2) u tacki M(x, y,z) i oznacava se sa grad «

Izvod po datom pravcu. Neka je / pravac odreden jedinicnim vektorom

l={cosa, cos B, cosy}. Izvod funkcije u(x, y, z) po datom pravcu | u datoj tacki

du —
M (x, y, z), u oznaci ik je skalarni proizvod grad u-/, tj.

-
Vektorsko polje. Vektorska funkcija c—z’(;s =a(x,y, z), zajedno sa svojom
oblaic¢u definisanosti, zove se vektorsko polje.

Vektorska linija vektorskog polja je kriva kod koje je u svakoj svojoj tacki 7

— -
tangenta paralelna sa vektorom a(r), Vektorske linije su odredene jednalinom

—_ —_
axdr=0.
Prostorni izvod. Neka je S spolja§nja strana zatvorene povrsi koja moze

da se ,,steze** i koja ograni¢ava odgovarajucu zapreminu V. Neka je, dalje, q>(7)
skalarna ili vektorska funkcija integrabilna na S.

-
Prostorni izvod funkcije @ (r) u taéki A zove se limes

- —
#tp(r) sdo
s A<

ako ovaj postoji. Pod ¥—0 se podrazumeva da maksimalna duz, koja je sadrZana
u V, tezi nuli.

. - T .o - .
U zavisnosti od toga da li je ¢ (r) skalarna ili vektorska funkcija @ (r) i kakvo
je znakenje mnoZenja # imamo sledeéa tri prostorna izvoda, zajedno sa usvojenim
nazivima i oznakama:

#w(rjd?

lim &= — grad ¢ (_;) (gradijent funkcije @)
V—0 | 4

1))
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Y@ (;,)-da

2) .S e . . -
lim ——————=dive (divergencija vektora ¢)
V—0 vV

{b 3 ds

3) . s — —
lim ——————=rot ¢ (rotor vektora g).
V—0 V

Odrediti hodograf vektorske funkcije Z(t) koja ima: 1° Konstantan
pravac i smer. 2° Konstantan modul.

Sta je hodograf vektorske funkcije: 1° F—cost ;+ sin tz. 2° r= cht2+
+shtg gde su 2i b dati ortogonalni vektori.

Pokazati da je hotograf vektorske funkcije?(t)=t2z+tz+z ravna kriva
i nadi vektorsku jednainu te ravni, ako su vektori Z, Z i ? konstantni

i ZX_[;#O,

Vektor poloZaja pokretne tacke u proizvoljnom vremenskom trenutku ¢

dat je sa 7(:)=T—4t27+ 3t21\?, gde su 7, 7i k ortovi koordinatnih osa
prostornog koordinatnog sistema Oxyz. Odrediti: 1° Putanju tacke.
2° Brzinu. 3° Ubrzanje.

— — — —
Data je jednacina kretanja r (t)=2 costi+ 2 sintj+ 3¢k, Odrediti tra-
jektoriju kretanja, brzinu i ubrzanje kretanja, kao i inienzitete brzine i

. . . 7
ubrzanja u trenucima t=01 t=—.

.- . L . . 12> .
Jednacina kretanja projektila bez trenja vazduha je r=tv0—g2— k, gde je
v, poCetna brzina. Naci brzinu i ubrzanje u proizvoljnom trenutku ¢z.

Vektor poloZaja pokretne taCke kao funkcija vremena, dat je jednainom

r(t)=coswta+sinwtbh, gde su a i b vektorske konstante a w skalarna
konstanta. Odrediti vektor brzine i ubzanja ove tacke i pokazati da je

putanja tacke elipsa sa poluosama 2[Z| i 2\_b’|

Materijalna tacka mase m krece se pod dejstvom privlacne sile —Z? i sile
trenja —a;: gdesu A1 a (a2>41) konstante a v brzina materijalne tacke,
¢iji je vektor polozaja r. Odrediti vektor poloZaja u funkciji vremena ¢.

Nadi intenzitet brzine tatke na krugu, polupreénika a, koji se kotrlja po
pravoj sa stalnom uglovnom brzinom w tako da mu centar ima stalnu
brzinu v,

10 Zbirka zadataka iz vise matematike IT
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Dokazati sledeéa pravila diferenciranja:

i (12’):1‘1—" , gde je A konstantni skalar.
dt dt

((P—’) — a+<p dd—, gde je =@ (¢) skalarna funkcija.

i(_’-*)Jf-75+?z’-d—b. 1501. _(ax?;’) _x3+2x@
dt dt dt dt dt

d — dadgp > da .

— alp(®)]=——". 1503. a. — =0, gde je |a|=const.
dt Q) do dt dt gee ) l |

Proveriti jednakosti:

—

— @ bxe)=—(bxc)+a-|—Xc +a-(b><—).
dt( ( ) dt ( ) (dt )

dt
(da dza)) . (da da
dt( dt dt? dt dt3)
Dokazati da je a-da=ada (a= jz ) za svaku vektorsku funkciju a.

-

. — da . -,
Ako je ax—=0, dokazati da vektor a ima konstantan pravac.

dt
, Cdr . - dr -
Dokazati da iz jednakosti —dt—2=r f(r) sledi jednakost r X;t"—‘c-

- .od -~ - .
Ako vektor a ima konstantan pravac i ako je ) (a+b)=0, dokazati
t
da je I;x3|2=c[3[2 (c= const).

Neka je E’:Z(q:) jediniéni vektor u ravni xOy ¢iji je pocetak u tacki O
i koji zaklapa ugao ¢ sa pozitivnim delom x-ose. Dokazati da je

£l
dy 2/

Ako je Z(t)x dad(t) =0, dokazati da je ort vektora Z(t) konstantan
t

vektor.
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Ako su vektori Z(tl) i ;(tz) normalni na vektor b (t,<t,), pokazati da
postoji bar jedna vrednost ¢ (f,<t'<t,) takva da je vektor ;(t') nor-
malan na vektoru 7;

Odrediti ekviskalarne povrsi (nivo povrsi) skalarne funkcije u(_;) —ar
(_c; konstantni vektor a r vektor poloZaja tacke skalarnog polja u(_;)).
Naéi gradijent skalarnog polja u6)=x3 +y3+23—3 xyz u tacki r_;=
=(2,1,1). U kojim tatkama je grad u(—;)=0 a u kojim je

grad u (A -k =07

Cdu . u(rtrod—ulr
Dokazati da je 2 iim u(rtee)—u(r),
de ©° e

Ako je "+ vektor polozaja pokretne tacke M (x, y, z) a @i b konstantni
vektori, pokazati da je:

grad\/(—t;x_;)z=(a_x’_)ﬂ. 1517. grad(a-r)=_¢i 3r(ar)

— r3 r3 rs
\/(a X )2

(_c;-_;) T x (-zbzx_l;)

1519. grad|axr[=2[(a x r) x al.

grad

- —

G Gy
Dokazati da je:
1° grad (¢, u+ ¢, v) =c¢, grad u+c, grad v;

2° grad (uv)=ugrad v+ v grad u;

3° grad (i) _vgradu—ugrady

14 v2

4° grad @ (u) = ¢’ (u) grad u.

Nadi izvod funkcije u(r)=3x—3y2+22—2xyz u taki r,=(1, 1,0)

po pravcu e=(0, 0, —1).

Nadi d—i u tacki ;:=(1, 1, 1) ako je u=xyz a = (cosa, cosf, cosy).
de

Izralunati |gradu| u toj tagki.

y2

.. . - X2 z2 . —
Nadéi izvod skalarnog polja u(r)=—+;+— u tacki r, po pravcu r,.
a2 2 c2

10+
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Kada ée biti % = grad u(r,)?
dr,

Naéi izvod funkcije u(r)=a-r (a—konstantan vektor) u pravcu datog
vektora e.

Ako je u(;)z(_(;x_;) -(_l;x_r)), dokazati da je
b @D Gxor b @

de
-, > . . - PR T
gde su a i b konstatni vektori a e dati jediniéni vektcr.

Pokazati da funkcije u, (r)="'r'i uz(r)=|7|2 imaju iste ekviskalarne
povrsi ali razliCite gradijente.

Tacka se kreée konstantnom brzinom F,. Odrediti vektorsku jednacinu
putanje ove tacke.
.. -~ . r
Odrediti vektorske linije vektorskog polja a(r)=T-
P

Dato je vektorsko polje a=c xr (¢ — konstantni vektor). Pokazati da
su vektorske linije ovoga polja krugovi koji leZe u ravnima upravnim

- =

-
na vektoru ¢ a ¢iji su centri na pravoj r=tc.

Pokazati da je:

[a-db=ab—[b-da.  1531. [axdb=axb+ [bxda
f_c;xiz—adt=2x‘£+_c: (?=const).
dr? dt

Pokazati da je vektor povsSine koju ograniava zatvorena ravna kriva c dat sa

§=—1~§1§_r>><d_r).
2

Dokazati da 1&:

Sfu(—;)d_r’= ffd;x grad u, gde ¢ ogranifava povr§ S.
S

c

367 wdr= fo d_c;, gde ¢ ograni¢ava deo povrsi S.
s s

d - . 0? 2 2 >
S@S —i-du=0, gde je —£+a—u+ﬂ=0 a u jediniéni vektor spo-
du ox2 0yr 022

ljaSnje normale.
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1537. S@B ;r-d—(;:4:z, gde je S spoljaSnja strana sfere polupreénika a sa cen-
r3
s
trom u koordinatnom pocetku.

1538. gfﬁ (-c;-?)dc—;: VZ, gde je V zapremina obuhvaéena sa povrsi S.
s

1539. ffrota-ds—0.
S

§ 2. Elementi teorije polja

1° Operator nabla. Nabla je simbolicki vektor

Ako se ovaj simbolicki vektor primeni na skalarnu funkciju onda je po definiciji
Fu=gradu
s
Skalarni proizvod simbolickog vektora i nekog vektora A naziva se divergencija

- .
vektora 4 i pise

-~ > O0A 04, O0A4,
VA=divA= + +——
Jx oy 0z

—> —>
Vektorski proizvod simbolickog vektora i vektora A naziva se rotor vektora A

i pise
FE S
— - i) i) 0
PxA=rotA=| — —
ox dy oz
Al A2 A3

Operator 4 naziva se Laplaceov operator ili laplasijan 1 definise se jednakoscu.
Au=div (grad ) ili u simboliCkom obliku A=VF =V2.

Jednacina A u=0 naziva se Laplaceova jedna¢ina a funkcija u, koja je zadovoljava,
harmonijska funkcija.

Sem ovih operatora uvodi se i slede¢i operator

Area 2 a2 4
4240 9
Yox ZOyjL ‘oz

s
koji primenjen na neki vektor X daje
—> —>
0x Ox

N
ANX=A -—+A,—+A,—.
4av) 1()X+ 20)’+ 52
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Fluks i cirkulacija vektorskog polja. Ako vektor 1_4)(—;) inducira
vektorsko polje u nekoj oblasti ¥V, onda se fluks vektorskog polja kroz odredenu
stranu date povr$i S iz oblasti V, koja se karakteriSe jediniénim vektorom normale

-
n (cos a, cos B, cos y) naziva integral.

ffZ:dS= ff (Ax cos a+ Ay cos B + Az cos y) dS.
s s

Formula Ostrogradskog izrazena vektorski ima oblik
e .=
[[4nds= [[[divddxdyd,
s v
gde je S povr§ koja ogranicava oblast V, a_;l jedini¢ni vektor spoljne normale

povrsi S.

Cirkulacija vektora Z(?) duZ neke zatvorene krive ¢ (rad polja) naziva se broj

9§§d7= fodx+Aydy+Azdz.
c c

Vektorski oblik Stocesove formule je
Adr- [ [ nrotdas,
c S
-
gde je c¢ zatvorena kriva, koja ograniCava povr§ S, pri ¢emu pravac normale n
povrsi S mora biti izabran tako, da se za posmatrada, koji stoji na povrsi S, a
glava mu je u pravcu normale, obilazak konture ¢ vrsi suprotno kretanju ka-
zaljke na casovniku (u pravouglom sistemu koordinata).
Vrste vektorskih polja. Vektorsko polje A za koje je ispunjen uslov
—_
rot A=0
naziva se potencijalno. U tom slu¢aju postoji funkcija u, koja se naziva potencijal
e .
polja A, takva da je
-
grad u=A.
Ako je potencijal i jednozrnaéna funkcija, onda je
- —
fAdr =u(B)—u(A)
4B
te je u specijalnom slucaju cirkulacija vektora jednaka nuli.
—
Vektorsko polje A naziva se salenoidalno ako je
. -
div 4=0.
u svim tatkama polja. Njegov vektorski potencijal odreduje se iz jednakosti

- -
A=rot u,

-
gde je # neko novo vektorsko polje.
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-
Vektorsko polje A za koje su ispunjeni uslovi

- -
rotA=0 i divA=0
naziva se Laplaceovo.

-
Vektorsko polje A za koje je ispunjen uslov

— -
ArotA=0
naziva se lamelarno.

Napisati u razvijenoj formi sledeée izraze
1 V(fes 2 V(A ¥V x(fa).
Pokazati da je
1° rot c= 0, gde je ¢ konstantan vektor;
2° rot (clzl+02;2)=c1 rot_a>1+c2 rot;z;

3° rot(ua)=urota+gradu x a.
Ako je r vektor poloZaja tatke a r njegov intenzitet naci:

Py 2vE); V(%); 4 V(z).

r3
° V@) 2 V(LZ); P (2. 1544, 1°Vxr 2°Vx (L)
r r

1° 4r; 2° 4 (%) , gde je 4 Laplaceov operator.
Dokazati sledeée jednakosti:

grad (_1;;) —uxToty+vxrotu+ (_u> 17)—;+ (_l”V);;.

4 (7; X ;5 =div (z_;x ;3 —Vrotu—uroty.
Vx@xv)=@V)u—@V)v—v divu+udivy.
Izraunati (Z x V) x b.

Dokazati sledece jednakosti:

aV (b grad/)—bV (@ grad f) = @V b5V a) grad /.

_c"[grad (2" 53 + rot (_c" x_t;)] = div¢_1: gde je ¢ konstantan vektor.

151
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1552. Grad (——>+rot (" xr

1553.
1554.

1555.

1556.

1557.

1558.

1559.

1560.

1561.

1562.

1563.
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— — - —

ar
3

)=0, gde je a konstantan vektor, r vektor poloZaja

¥ r3

tacke a r njegov intenzitet.
Izradunati (Z ) (7; 5
Pokazati da je (Zx V)7= 0 ako je 7 vektor poloZaja tacke.
Izracunati (_; = V) 1 ako je 7 vektor polozaja tacke.
Dokazati da je rotf(r) r= 0, ako je r =:—;|
Ako je ¢ konstantan i

Z:grad (?5+rot(?>< ::3

— —
izraCunati projekciju vektora A4 na vektor c.

. - dyp—~> Oy~ 1 oy~
Ako je y=w(x, z, 1), A=—w i——wk, B=——- —wj, kakav do-
0z 0x ¢ Ot
: N . > 1 0d
punski uslov mora zadovoljiti funkcija y da bi bilo rot B=— a—,
c t

rotd= — L 2B ivd—o, divB=o.
c Ot

Ako su f i ¢ skalarne dvaput diferencijabilne funkcije izvesti obrazac
za Vafo=A4f¢.

Dokazati sledece identitete (smisao oznaka je ofigledan):
V2(4B)=AV2B + BV2 A +2V7V5 (4 B).
V2(Ax B)=(AxV2B)y—(BxV24)+ 2V 7V (4 = B).
V2(ABC)=(AxB)V2C+(BxC) V2 A+ (Cx A)V:B+2V7V5(ABC)+
12V Ve (ABC) +2VE V7 (A B ).
1° ffj'<pdiv:dV= {}iﬁ(p;;dg—fffc_;grad dedV;

v s v
2° fferotZdV= fffj;rot;dV—ffﬁ dE(Zx F),

v v s

' gde su g, aib proizvoljne neprekidne funkcije a S je zatvorena
povrs koja ogranicava oblast V.



1564.

1565.

1566.

1567.

1568.

1569.

1570.

1571.

1572.

§ 2. ELEMENTI TEORIJE POLJA 153

— rrri
Sfﬁ [qV(i)—L V@]d5+j]] — V29 dV=0, gcle je r rastojanje tacke
r r r
s v

M od koordinatnog pocetka O koja lezi izvan prostora V ogranienog
zatvorenom povrSinom S a ¢ je skalarna funkcija tacke M.

a ¢l ¢l 1]
grﬁ¢%d5=//] (grad ¢-gradp + @ Ap)dV,
n
s v 5
gde su ¢ i v skalarne funkcije tacke M <V, a ()—w izvod funkcije v u
n

pravcu normale povrsi.

Koju osobinu mora imati vektor & da bi za proizveljnu zatvorenu povrs S
vaZzila relacija
- - — — >
qf (cas) a={fds o),
s s
gde je ¢ konstantan vektor?

Ako je a konstantan vektor a S zatvorena povr$ koja obuhvata zapre-

minu V¥, pokazati da je # (;,x Z) xdS=2Va.
S

Ako je r vektor polozaja taCke u prostoru, » konstantni jedini¢ni vektor

a ¢ zatvorena prostorna kriva, pokazati da je: n~f}g rxdr jednak dvo-
c

strukoj vrednosti povrSine ograniene projekcijom krive ¢ na ravan
nr=p, gde je pc R,

Transformisati krivolinijski integral fdr x a u povrsinski, ako je kriva ¢
<

ograniCena linija povrs$i. Ispitati sluCajeve

-—_ -

1°a=r 1 2° a=rxc, gde je ¢ konstantan vektor a r vektor poloZaja
tacke polja.

Izraziti preko ortova vektorsko polje 2=_c’xgrad u, ako je

- >

=i+j+7€

ol

u=arctg 1

z
]/x2+y2
IzraCunati fluks sledeih vektorskih polja:

A— (x—2 z)—;—i- (3z—4 x)7+ (5x+ y)7c), kroz spoljnu stranu piramide ¢ija
su temena (1, 0, 0); (0, 1, 0); (O, O, 1); (O, O, 0).

A =xy_i)+ yz7+ xz_[c, kroz spoljni deo sfere x2+ y2+2z2=1 koji pripada
prvom oktantu.
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A- x?+ 2 y?—zz, kroz spoljnu stranu sfere x2+4 y2+2z2=4,

A=yz i—xj—yz, kroz spoljnu stranu dela konusa x2+ y2=2z2 ograniGe-
nog ravnima z=0 1 z=1.

2=x2_;+ x7+ xz_lz, kroz deo spoljne strane rotacionog paraboloida y=
x2 + 22, koji pripada prvom oktantu i ogranien je ravni y=10<y<1).

2 22 .
A= x21+y2_]+22k kroz povr§ —+Z———, 0<z<b u pravcu spoljne
az a2 b
normale.
. i e— . C e ey .y
IzraCunati fluks sile a=—f}Tr0 kojom jedini¢no elektrostatiCko opte-
2

reenje u polju O dejstvuje na optereCenje e u tacki M sfere &iji je

centar u O a polupreénik R(_r.o= ort 51&7) kroz tu sfernu povrs.

Izradunati fluks vektora

a- 217(

i=1

47!'])

gde je e; konstanta a r; rastojanje tacke M; (izvora) od promenlj‘ve
talke M, kroz zatvorenu povr§ S, koja sadrZi tatke M;(i=1, 2, ..., n).

Dokazati da fluks vektora :2 kroz povr§ S, zadatu jednainom 7=

=_;(u, ) [(u, v) € D] iznosi

f/37d5=ff(Aﬁﬂi)md
ouou
s D

Koli¢ina toplote, koja proteée u polju temperature u za jedinicu vre-
mena kroz element povr$i dS, iznosi

dQ= —kngraduds,
gde je k koeficijent unutrasnje provodljivosti toplote a u jediniéni vek-
tor normale povr§i S. Odrediti koli¢inu toplote, koju akumulira telo V u

jedinici vremena. Koriste¢i brzinu porasta temperature, izve:ti jednadinu
koju zadovoljava temperatura tela (jednacina termoprovodljivosti).

Izradunati linijske integrale:
[Adr gde je A=xi+yj+(x+y—1)k

dok je ¢ deo prave izmedu tadaka (1, 1, 1) i (2, 3, 4).
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Xi+yj+zk
V}(x—l)+y(y—l)+z(z—l)’
c
taGaka (1, 1, 1), (4, 4, 4).

duz prave izmedu

/zd?, gde je A-

Nadi rad koji izvrsi sila:

A= (2a— y)_;+ ( y—a)—;‘, duz prvog luka cikloide
x=a(t —sint), y=a(l—cost).

A= x2_E+y7+ cos z_lzc, duZ zavojnice x=acost, y=asint, z=21 od tatke
t=0 do tacke t=in.

2
A= f (r)—; gde je f neprekidna funkcija duZ luka A4B.

Prvo direktno a zatim pomocu Stocesove formule izraunati cirkulaciju

vektorskog polja 2=y27—ﬂ7+ 22k du? konture ¢ koja se dobija pre-
sekom paraboloida x2+z2=1—y sa koordinatnim ravnima.

IzraCunati cirkulaciju sledeéih vektorskih polja:
A=xz i—y227+ xy;, duz zatvorene linije zz2=x2—y2+2a2, x2+y2=aqz2,

A=y?—xj+zk, duZ zatvorene linije X2+ y2+2z2=4, x2+y2=22 (z>0).

}

-

A=—yi+xj+c_l; (cER: 1° duZ kruga x2+y2=1, z=0; 2° duZ kruga
(x—2)2+y2=1, z=0.

§=V<arctgl) duZ konture c¢: 1° ako kontura ¢ ne obilazi Oz osu;
x

2° ako je obilazi.

Ravni stacionarni tok te¢nosti karakterile se vektorom brzine

w—u(x, y)7+ v (%, ¥)J-

Odrediti: 1° koli¢inu te€nosti koja protekne kroz zatvorenu konturu c,
koja ograniGava oblast D (gubitak te€nosti); 2° cirkulaciju vektora brzine
duZ konture ¢? Kakve uslove moraju zadovoljiti funkcije u i v, ako je
teCnost nestiljiva a tok bezvrtloZan?

Pokazati da je vektorsko polje a= f(r)T potencijalno i naéi njegov
potencijal.

Dato je vektorsko polje

Z=(y+z)7‘+(x+z)7+(x+y)7§.
Pokazati da je to polje potencijalno i nadi njegov potencijal.
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Ako polje brzina v ima potencijal ¢ pokazati da i polje vektora ubr-
zanja W ima potencijal i nadi taj potencijal.

Odrediti konstante a, b i ¢ tako da polje vektora

Z=(x+2 y+az)7+ (bx—3 y—z)7+ @Ax+cy+2 z)z

bude potencijalno i naéi njegov potencijal.

Ako je ¢ konstantan vektor, r vektor polozaja tacke u prostoru, r nje-
gov intenzitet, ispitati koja su od slede¢ih vektorskih polja

e i o—)—»—» — — 1 — > — — l —— -
1°(cr)r; 2°(cr)c; ¥ rec+r—(@cnr; 4 rc——(@cnrr
r
— potencijalna i naéi njihov potencijal.
Pokazati da je polje vektora
e
. r za r<a,
y= ]
—a’V (——) za r>a,
r

gde je a & R, neprekidno i potencijalno u celom prostoru. Naéi nepre-

kidan potencijal F(r) toga polja i izracunati f Vdr.
0

Pokazati da je vektorsko polje Z=f(r)7 salenoidalno ako je f(r)=

=_k;, gde je k£ neka konstanta.
r

Odrediti funkciju f(x) tako da polje vektora

A=feyit 22 fi-22%
1+ x2 1+ x2
bude solenoidalno uz dopunski uslov f(1) =% , zatim nacéi vektorski
potencijal.

Ispitati kakvo je polje A =r(_c> x—;) i naéi njegov potencijal.

Pokazati da polje vektora P (—r)——tz))x(;—Z) (Z i b su konstantni vek-

tori) ima vektorski potencijal W=rx [% (Z_Z) x?—% (Z x—l;)] .
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Pokazati da je polje X{l +yz, x(z—x) —(1 +xp)} lamelarno i salenoi-
dalno i naéi njegov vektorski potencijal.

—

Pokazati da je vektorsko polje A= % Laplaceovo i da je njegov poten-
r

cijal harmonijska funkcija, tj. da zadovoljava jednacinu

Jd’u  ou 02u=

= 0.
ox2 0dy? 0z

Odrediti najopstiju harmonijsku funkciju u (x, y) oblika

u(x, y)=ax3-+bx2y+cxy?+dy’
. .. .. . . . 0w ou . ov odu
a zatim naéi funkciju oblika V(x, y) za koju g —=—7+1 —=—:-
ox 0y 0y Ox
Najzad pokazati da se tako dobijenim funkcijama u i v, kompleksna
funkcija u(x, y)-+iv(x, y) mozZe predstaviti kao funkcija kompleksne
promenljive z.

Nadéi bar jedno salenoidalno polje Z=Z(x, ¥, 2) iz uslova f;d_.;= 20,
gde je L kontura d&etvorougla ABCD: A(2, —1, 8), B(12, —1, 8,
c(12,1,8), D(2, 1, 8).

Pokazati, ako je polje vektora A Laplaceovo da onda njegove koordi-
nate P, Q, i R moraju biti harmonijske funkcije.



	Glava IV - Višestruki i krivolinijski integrali

	§ 1. Dvojni integral
	§ 2. Izračunavanje površine ravnog lika pomoću dvojnog integrala
	§ 3. Izračunavanje zapremine pomoću dvojnog integrala
	§ 4. Izračunavanje površine površi
	§ 5. Primena dvojnog integrala u mehanici
	§ 6. Trojni i višestruki integrali
	§ 7. Izračunavanje zapremine pomoću trostrukog integrala
	§ 8. Primena trojnog integrala u mehanici
	§ 9. Krivolinijski integral

	§ 10. Primena krivolinijskog integrala

	§ 11. Površinski integral


	Glava V - Vektorska analiza i elementi teorije polja
	§ 1. Vektorska analiza
	§ 2. Elementi teorije polja


