SKALARNI PROIZVOD VEKTORA

— —

Definicija 1. Skalarni proizvod vektora a i b, u oznaci 5-5, je realan broj

a-b=1al-|b|-cose, gdje je @ ugao izmedu vektora aib.

Teorema 1. Svojstva skalarnog proizvoda su:
e a-b=b-a (zakon komutativnosti);
(zakon distributivnosti);
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e a-b=0 < a=0 v b=0 v ¢:90°(tj.vektoriaiBsuortogonaIni).
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Primijetimo da za vektore ortonormirane baze {i, J, k} vazi:
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Teorema 2. U ortonormiranoj bazi {i,],ﬁ}za vektore a = (X, ¥:,2,) i b= (X,,Y,,2,) vazi

s a-b=x-X+y Yy, +2-2,;
XX+ VY-Y,+7 -7
2

2,2, 2 2 . 2
\/Xl +y, +7 '\/X2+Y2+22

—

, @ je ugao izmedu vektora @ ib;

e COSQ=

ako su vektori a i b medusobno ortogonalni (aJ_B) t. @=90" tada je

[ ]
a-b=x-x,+vy,-y,+2,-z,=0.

-

b

=3, =< (5, 6) = % IzraGunati:

a) 56; b) ‘5—6‘; C) ‘3-5+2-5‘; d) (3-5+5)-(5—4-5).

Primjer 1. Neka je H=4,

-

a) a-b=al-b =06;

~cos<z>:4-3-cos£=4~3.1
3 2
b) [a-b =(@-b)-(a-b)=a-a-a-b-b-a+b-b=

=\é\2—2-5-6+\B\2=16—12+9=13 = |a-b|=i3;

©) [3-a+2.b =(3-a+2-b)-(3-a+2-b)=
=9.a-a+6-a-b+6-b-a+4-b-6=9a +12.a-b+4-Jp[ =
=9.16+12.6+4.-9=252 = \3-5+2-B\=@;



(3-a+b)-(b—-4-a)=3-a-b-12-a-a+b-b-4-b-a=

NSy \5\2 + \6\2 —_189,

Primjer 2. IzraCunati skalarni proizvod vektora a= (3L-5) i b= (2,4,3).
a-b=3-2+1-4+(-5)-3=-5.
Primjer 3. IzraGunati ugao izmedu vektora a= (341 i b= 143).

3.1+ (=4)-4+1-3 10 5
CoS ¢ = =——=

B+ (4?12 1P +47 432 260 13

5
= @=arccos(— E)

Primjer 4. Nac¢i vrijednost parametra m za koji su vektori a= (m,—-3,2) i b= (m-4,m,3)
ortogonalni.

alb = a-b=0 = m-M-4)+(-3)-m+2-3=0 =
=>m’-7-m+6=0 = m=1vm=6.

Primjer 5. Dati su vektori a=(21-2), b=(-131) i c=(314). Na¢i vektor X koji
zadovoljava uslove a-x= -2, b-x = 8, c-x=17.

Neka je X = (X,, X5, X3). 1z uslova dobijamo:

a-x=-2 2-% +1-X, +(=2) - X3 =2 2% + X, =2 X, =2
b-x=8 =CFD-X+3-%X+1-X,=8 = <—X%X +3-X,+X%X;=8
c-x=17 3-% +1-X, +4-%x, =17 3% +X, +4-x =17

Rjesavajuéi prethodni sistem dobijamo daje X, =1, X, =2, X, =3 j. X = 12,3).

Primjer 6. Data su tjemena trougla ABC: A(-1,-2,4), B(-4,-2,0) i C(3,-2,1). Izra¢unati duzine stranica
i uglove trougla.

1z koordinata tjemena trougla ABC slijedi da je:



AB=(-3,0,—-4), BC=(7,0,1, AC=(4,0-3) =
\E\:s, \@\:5\/5, \E‘:
AB-AC  (=3)-4+0-0+(-4)-(-3)

cosa=— —-= =0 = a=907
i
_ BA-BC _3:7+0-0+4:1 42 e
°°Sﬁ‘\ﬁ\.\ﬁ\‘ 5.502 2 =
CA-CB _(-4)-(-7)+0-0+3-(-1) 2 e
Cosy = ‘CA‘ ‘CB‘ 5.572 > = y=45"

VEKTORSKI PROIZVOD VEKTORA

Definicija 1. Vektorski proizvod vektora aib je vektor C u oznaci axb=c , Ciji je:

-

e intenzitet brojno jednak povrSini paralelograma konstruisanog nad vektorima a i b tj.

-

Cl=

-

axb|=|a-|b-sin @, gdje je @ ugao izmedu vektora a i b;

e pravac normalan na ravan odredenu vektorima a i b (t. cLa A cLb);

o smjer takav da vektori 5, b, c Obl‘aZUju desni triedar (tj. vektor c je usmjeren na onu stranu
ravni koju odreduju vektori a i b odaklese najkraca rotacija vektora a da bi se poklopio
sa pravcem i smjerom vektora b , vidi kao kretanje obrnuto u smjeru kretanja kazaljke na satu).

Sa slike i iz prethodne definicije dolazimo do sljedecih formula:

siw:ﬁ > n=ffl-sng p,m,e,ograma=\ax5\=\a\.\5\.sm¢;
’ P

= ‘5.‘ -h= ‘5_‘ . ‘6‘ -sing Ptfougla = % paralelog rama — ‘ax b‘ ‘a‘ ‘b‘ sing

P

parale log rama

Teorema 1. Svo;stva vektorskog proizvoda su:

o axb——bxa

. ax(b+c):axb+5x6;

o k-(axb)=(k-a)xb=ax(k-b), keR:



-

e axb=0 < a=0 v b=0 v a i b sukolinearni vektori.

Primijetimo da za vektore ortonormirane baze {I j,E} vazi:
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axb=|x, y, z |="" “li-|" lj+[t k.
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Primjer 1. Ako je H =3 ‘6‘ =4, p= 4(5, 6) = % . Izradunati:

a) |axpl: b) ‘(3'5+2‘5)x(2‘5—3-6)‘.
a) axﬁ=H-‘B‘-sin(p:3-4-sin%=6;
b)

(3-a+2-b)x(2-a-3-b)[=|6-axa—9-axb+4-bxa—6-bxb|=

=\—9-5x6—4-ax6\=\—13-5x6\=13-\éx6\=13-6=7&

Primjer 2. Ako je ‘5‘:3, ‘5‘:20, 5-5=BO.Izraéunati 5><B.
1z uslova
a-b=30 :)‘5‘-‘6‘-COS¢=30 :COS¢=ﬁ=%=% = ¢=060°, gdje je ¢ ugao izmedu
vektora aiB.
EXB:‘E-B-sin¢:3-2o-sin60°=3-20-§:30-\/§.

Primjer 3. Dati su vektori a= (2,3,-2), b= (3,1,2) . Izracunati:

a) axb: b) (a+b)x(a—b);
i j k
- 3 -2 - |12 =2 - |2 3 -
axb=2 3 -2/= -i- C ]+ k=
a) 1 2| 3 2 31,

=8:i+(-10)- j + (-7)-k=(8,-10,-7)



b) (a+b)x(a—b)=axa—axb+bxa—bxb=-2-axb=
=-2-(8,-10,-7) = (~16, 20,14) '

Primjer 4. Na¢i vektor c koji je normalan na vektore a= @1L-1) i b= (-5.11), ¢iji je intenzitet
jednak V14 .

Vektor ¢ je normalan na vektore a i b , pa zaklju¢ujemo da je on kolinearan sa vektorom axb.
Dakle,
i ]k
c=k-(axb)=k-:| 1 1 -1=k-(246)=(2-k4-k6-K). Kako je
-5 1

Za trazeni vektor C dobijamo dva rjesenja i to: C= @23 v C= (-1,-2,-3).
Primjer 5. IzraCunati povr$inu paralelograma konstruisanog nad vektorima a= (8,1,4)

b=(-321).

i
axb=| 8
-3

P =[axb|=/(=7)" + (-20)* +197 = /810 = 9+/10.

K
4= (~=7,-20,19),
1

N [ ——

Primjer 6. Na¢i povrSinu trougla ¢ija su tjemena A(2,-1,1), B(4,-2,3), C(1,2,-1) i duzinu visine
spustene iz tjemena C.

AB =(2,-1,2), AC =(-1,3,-2),

i ] k
ABxAC=|2 -1 2|=(-4,25), \E\:,/22+(-1)2+22=3
1 3 -2
R T——| 7 = 1 = 3

PA_E-\ABxAc\_?/(—@ +22 45 _EJT_E\/E,

_ 3

[AB] -, op 2:o45
P, = =h =—2= 2 =5.

A 2 C ‘AB‘ 3

Primjer 7. IzraCunati vrijednosti parametara m i n za koje su vektori a= (m1-1) i b= (2,2n,3)
kolinearni.



Vektori a = (m1-1) i b= (2,2n,3) su kolinearni vektori pa je njihov vektorski proizvod jednak
nula-vektoru.

i ] K
axb=0 = |m 1 -1=0 =

2 2n 3
= (3+2n,-3m-2,2mn-2)=(0,0,0) =
3+2n=0 ) 3
-3mM-2=0 = m=-—, n=-——.

3 2

2mn-2=0

MJESOVITI PROIZVOD VEKTORA

Definicija 1. MjeSoviti proizvod vektora @,b i C, uoznaci (axDb)-c, je realan broj.

Teorema 1. Svojstva mjesSovitog proizvoda vektora su:

e (axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b;

o (5x5)-6=a~(6x6);

e (axb)-c=—(axc)-b=—(bxa)-c=—(cCxh)-a;

e k-((axb)-c)=(k-(axb))-c=(axb)-(k-c), keR;
e ((@a+b)xc)-d=(axc)-d+(bxc)-d;

. (EXB).Ezo & g,Bi ¢ su komplanarni vektori.

Teorema2. U ortonormiranoj bazi {:]E} za vektore az(xl,yl,zl), Bz(xz,yz,zz)i

Xl yl Zl
C=(X;,Y3,2;) vazi: (axb)-c=x, Yy, Z,|.
X3 y3 Z3

Teorema 3.
e  Zapremina paralelopipeda konstruisanog nad vektorima a,b i C racuna se po formuli:

Vparalelopipeda = ‘(a x b) -C

-

e Zapremina tetraedra konstruisanog nad vektorima a,b i C raduna se po formuli:

1 - - -
v _g‘(axb)-c

tetraedra

Primjer 1. IzraCunati mjeSoviti proizvod vektora a= (1,2,-1), b= 2-13) i C= (2,1,4).

1 2 -
(axb)-c=[2 -1 3|=-15.
2 1 4

Primjer 2. Ispitati da li su vektori 56 i ¢ komplanarni, ako je:



a) a=(123), b=(-132), c=(-234);

b) a=(-213), b=(241), c=(-267).

12 3

a) (EXB)-E =-1 3 2|=15#0 = vektori 55 i ¢ nijesu komplanarni.
-2 3 4

-2 13

b) (5><5)-E= 2 4 1|=0 = vektori 5,5 i ¢ su komplanarni.

-2 6 7

Primjer 3. Ispitati da li tacke A(1,3,4), B(2,3,1), C(-3,1,0) i D(1,1,1) pripadaju jednoj ravni.
Treba ispitati da li su vektori AB =(1,0,-3), AC =(-4,-2,-4) i AD = (0,-2,-3) komplanarni.

1 0 -3
Kako je (ﬁxﬁ)-ﬁ:—4 -2 —4=-26+#0, to vektori ﬁ?; E AD nijesu
0 -2 -3

komplanarni, pa date tacke ne pripadaju istoj ravni.

Primjer 4. IzraCunati zapreminu paralelopipeda  konstruisanog nad  vektorima

a=(34-1), b=(-104), c=(132).

3 4 -
(axb)-c=|-1 0 4|=-9, vpam,elopipeda:‘(EXB)-E‘=|—9|=9.
13 2

Primjer 5. IzraCunati zapreminu tetraedra Cija su tjemena A(3,4,5), B(4,8,1), C(-1,2,2), D(-
2,1,3) i izraCunati duZzinu visine koja odgovara strani ABC.

AB=(1,4,-4), AC=(-4,-2,-3), AD=(-5-3-2);

1 4 -4
(ABxAC)-AD=|-4 -2 -3=15, =
5 -3 -2

175 ey 3 18
Vtetraedra =g‘(ABX AC) . AD‘=E;

Zapremina tetraedra jednaka je tre€ini proizvoda baze i odgovarajuce visine. Otuda je:

etraedra .

Pogc - H 3-V
Vtetraedra =D = H D~ t
3 PAABC
Iz prethodnog poglavlja znamo da je:
. i ]k
PAABCZE-‘E;’xTC, ABxAC=|1 4 —4|=(-201914), paje
-4 -2 -3



15

3.7 —
P _1\/ _20 2 192 142 _ 957 H _ 3’Vtetraedra _ 6 _ 15 _ 5 957
AABC_Z( )" +19° + =, 0= "5 “ T = .
AABC 957 V957 319
2

Primjer 6. Zapremina tetraedra je 5, a njena tri tjemena su tacke A(2,1,-1), B(3,0,1) i C(2,-1,3). Na¢i
Cetvrto tjeme tetracdra ako je poznato da se ono nalazi na Oy 0Si.

Tjeme D tetraedra ABCD nalazi se na Oy osi, pa su njegove koordinate D(0,k,0), k e R, pa je
AB=(1-12), AC=(0-24), AD=(-2k-11).

1 -1 2
(ABxAC)-AD=| 0 —2 4|=—4k+2,
-2 k-1 1

V,

tetraedra

=%-\(EXE)-E\=%-|—4I<+2|,
S druge strane zapremina tetraedra je 5, pa iz prethodne jednakosti dobijamo
%-|—4k+2|=5 = |-4k + 2| =30=>

= -4k+2=30 v -4k+2=-30 =>k=-7vk=8.
Dakle, Cetvrto tjeme tetraedra ABCD je D(0,-7,0) ili D(0,8,0).

Primjer 7. Tacke A(3,0,0), B(0,3,0), C(15,0), D(L1,4), 2 >0 su tjemena tetraedra.

a) Odrediti vrijednost parametra A tako da ivica AD bude uspravna na ravni odredenoj tackama B, C
iD.

b) Za tako nadenu vrijednost parametra izraGunati zapreminu tetraedra i vektor visine koja odgovara
strani ACD.

a) Primijetimo da je AD = (— 2.1, l), Eﬁ = (O,—4, /1), BD = (1,—2, A). Ivica AD je uspravna na ravni
odredenoj tatkama B, CiD, paje

ADLCDAADLBD = AD-CDAAD-BD =>A?=4=1=4%2.

Kako je A >0 trazena vrijednost je 4 =2.

b) A(3,0,0), B(0,3,0), C(150), D(112), paje

-3 30
. . - (ABxAC)-AD=|-2 5 0|=-18 =
AB =(-330), AC =(-25,0), AD=(-212), 21 2

V,

tetraedra

=1-‘(Exﬁ)-ﬁ‘=l-|—18|=3
6 6

Zapremina tetraedra jednaka je trecini proizvoda baze i odgovarajuce visine. Otuda je:
Vi _ PAACD -H B H. = 3'Vtetraedra .
tetraedra — B — !
3 I:)AACD
Iz prethodnog poglavlja znamo da je:

i k
PAACD=%"EXE, ACxAD=|-2 5 0 =(10,4,8), paje
-2 2



Pasc :l 10% +4° +8° Z&:\/E:&/g, Hg =3'Vtetraedra _ 3-3 3\/§'
2 2 Paaco 3-45 5

Jedini¢ni vektor visine H je

n = AC x AD _ (10,4,8) _[ 5 2 4 J pa  je vektor traZene visine
" [ACxAD| V180 (3535 3/5)

Hoop, o5 (5 2 4 _(ﬁfj
%" 5 13/5'3/5'3/5) \'5'5




