Nevena Mijajlovi¢

Racunarstvo i informacione tehnologije, PMF

Matematika 3

Nizovi



Niz je preslikavanje iz skupa prirodnih brojeva u neki skup X.

a:N— X J
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Niz je preslikavanje iz skupa prirodnih brojeva u neki skup X.

a:N— X J

Ako je X = R - brojni niz.

Umjesto a(1), a(2), ... piSemo ay, ao, . .. )

Niz obiljezavamo sa {a: n € N} ili {a} pen.
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o {1,1,1,...}
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz

@ {1,1,2,3,4,8,...}
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz

e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz
@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, .. . }
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz

@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . . } - niz koji teZi
broju
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz

@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . . } - niz koji teZi
broju

e {1,-2,3,-4,5 -6,...}
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz

@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . . } - niz koji teZi
broju

e {1,-2,3,-4,5 —6,...} - alternativni ili naizmjenicni niz
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz

@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . . } - niz koji teZi
broju

e {1,-2,3,-4,5 —6,...} - alternativni ili naizmjenicni niz

o {l:neN}
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz

@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . . } - niz koji teZi
broju

e {1,-2,3,-4,5 —6,...} - alternativni ili naizmjenicni niz

° {,17 : n € N} - niz reciprocnih vrijednosti prirodnih brojeva
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz

@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . . } - niz koji teZi
broju

e {1,-2,3,-4,5 —6,...} - alternativni ili naizmjenicni niz
° {,17 : n € N} - niz reciprocnih vrijednosti prirodnih brojeva

@ {n?:neN}
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@ {1,1,1,... }- konstantan ili stacionaran niz
e {1,1,2,3,4,8,...} - Fibonacijev niz

@ {3,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . . } - niz koji teZi
broju

e {1,-2,3,-4,5 —6,...} - alternativni ili naizmjenicni niz
° {,17 : n € N} - niz reciprocnih vrijednosti prirodnih brojeva

@ {n?: n e N} - niz kvadrata prirodnih brojeva
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Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.

@ Niz je ogranic¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.
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Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.
@ Niz je ogranic¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.

@ Niz je ograni¢en ododo ako postoji realan broj m takav da
za svako n € Nvazi a, > m.
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Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.
@ Niz je ogranic¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.

@ Niz je ograni¢en ododo ako postoji realan broj m takav da
za svako n € Nvazi a, > m.

@ Niz je ogranicen ako je ograni¢en i odozdo i odozgo.
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Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.
@ Niz je ogranic¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.

@ Niz je ograni¢en ododo ako postoji realan broj m takav da
za svako n € Nvazi a, > m.

@ Niz je ogranicen ako je ograni¢en i odozdo i odozgo.
@ Niz je neogranic¢en ako nije ogranicen.
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Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.
@ Niz je ogranic¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.

@ Niz je ograni¢en ododo ako postoji realan broj m takav da
za svako n € Nvazi a, > m.

@ Niz je ogranicen ako je ograni¢en i odozdo i odozgo.
@ Niz je neogranic¢en ako nije ogranicen.
@ Niz je rastuci ako je a,, 1 > a, za svako n € N.

Nevena Mijajlovi¢ Nizovi



Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.
@ Niz je ogranic¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.

@ Niz je ograni¢en ododo ako postoji realan broj m takav da
za svako n € Nvazi a, > m.

@ Niz je ogranicen ako je ograni¢en i odozdo i odozgo.
@ Niz je neogranic¢en ako nije ogranicen.

@ Niz je rastuci ako je a,, 1 > a, za svako n € N.

@ Niz je opadajuci ako je a1 < a, za svako n € N.
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Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.

Niz je ograni¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.

Niz je ograni¢en ododo ako postoji realan broj m takav da
za svako n € Nvazi a, > m.

Niz je ogranic¢en ako je ograni¢en i odozdo i odozgo.
Niz je neogranicen ako nije ogranicen.

Niz je rastuci ako je a,.1 > a, za svako n € N.

Niz je opadajuci ako je a,. 1 < a, za svako n € N.
Niz je monoton ako je rastudi ili opdajuci
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Osobine nizova

Neka je {an : n € N} brojni niz.

Niz je ograni¢en odogo ako postoji realan broj M takav da
za svako n € Nvazi a, < M.

Niz je ograni¢en ododo ako postoji realan broj m takav da
za svako n € Nvazi a, > m.

Niz je ogranic¢en ako je ograni¢en i odozdo i odozgo.
Niz je neogranicen ako nije ogranicen.

Niz je rastuci ako je a,.1 > a, za svako n € N.

Niz je opadajuci ako je a,. 1 < a, za svako n € N.
Niz je monoton ako je rastudi ili opdajuci

Niz je stacionaran ako je a, = const za svako n € N.

NEVERERVIE Y Nizovi



o Niz {1,2,3,4,...} je

Nizovi



@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.
@ Niz{-2,-4,-6,-8,...}]je
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.
@ Niz {-2,—4,-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono
opadajuci.
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.

@ Niz {-2,—4,-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono
opadajuci.

e Niz{1,——-1,1,-1,... } je
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.

@ Niz {-2,—4,-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono
opadajuci.

@ Niz{1,— —1,1,—1,...} je ograniCen i niti rastudi niti
opadajuci.
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.

@ Niz {-2,—4,-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono
opadajuci.

@ Niz{1,— —1,1,—1,...} je ograniCen i niti rastudi niti
opadajuci.

@ Niz{-3,-3,-3,-3,... }je
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.

@ Niz {-2,—4,-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono
opadajuci.

@ Niz{1,— —1,1,—1,...} je ograniCen i niti rastudi niti
opadajuci.

@ Niz {—3,-3,-3,-3,... } je stacionaran, pa je samim tim i
ogranicen.
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.
@ Niz {-2,—4,-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono

opadajuci.

@ Niz{1,— —1,1,—1,...} je ograniCen i niti rastudi niti
opadajuci.

@ Niz {—3,-3,-3,-3,... } je stacionaran, pa je samim tim i
ogranicen.

o Niz{1,5,3.1,...}je
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@ Niz {1,2,3,4,...} je ograniCen odozdo i monotono rastuci.
@ Niz {-2,—4,-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono

opadajuci.

@ Niz{1,— —1,1,—1,...} je ograniCen i niti rastudi niti
opadajuci.

@ Niz {—3,-3,-3,-3,... } je stacionaran, pa je samim tim i
ogramcen

@ Niz {1,1 5 3 ... } je ograniCen i monotono opadajudi.
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Niz {1,2,3,4,...} je ogranicen odozdo i monotono rastuci.
Niz {—2,—4,—-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono
opadajuci.

Niz {1,— —1,1,—1,...} je ograniCen i niti rastuéi niti
opadajuci.

Niz {-3,-3,-3,-3, ...} je stacionaran, pa je samim tim i
ogramcen

Niz {1, 1 5 3, 4, ... } je ograniCen i monotono opadajudi.
Niz {-1,1,-2,2,-3,3,... } je
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Niz {1,2,3,4,...} je ogranicen odozdo i monotono rastuci.
Niz {—2,—4,—-6,-8,...} je ograni¢en odozgo i monotono
opadajuci.

Niz {1,— —1,1,—1,...} je ograniCen i niti rastuéi niti
opadajuci.

Niz {-3,-3,-3,-3, ...} je stacionaran, pa je samim tim i
ogramcen

Niz {1, 1 5 3, 4, ... } je ograniCen i monotono opadajudi.

Niz {—1,1,-2,2,-3,3,... } je neograniCen i niti je rastuci
niti opadajuci.
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Aritmeticki niz
Niz {a, : n € N} je aritmetiCki akko postoji d € R tako da vazi
ant1 —an=4d

za svako n € N.
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Aritmeticki niz
Niz {a, : n € N} je aritmetiCki akko postoji d € R tako da vazi
ant1 —an=4d

za svako n € N.

Broj d je razlika ili diferencija aritmetickog niza.
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Aritmeticki niz
Niz {a, : n € N} je aritmetiCki akko postoji d € R tako da vazi
ant1 —an=4d

za svako n € N.

Broj d je razlika ili diferencija aritmetickog niza.

Iz ao — a1 = d slijedi
a =a+d.
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Aritmeticki niz
Niz {a, : n € N} je aritmetiCki akko postoji d € R tako da vazi
ant1 —an=4d

za svako n € N.

Broj d je razlika ili diferencija aritmetickog niza.

Iz ao — a1 = d slijedi
a =a+d.

as=a+d=a +d+d=a +2d
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Aritmeticki niz
Niz {a, : n € N} je aritmetiCki akko postoji d € R tako da vazi

ant1 —an=4d

za svako n € N.

Broj d je razlika ili diferencija aritmetickog niza.
Iz ao — a1 = d slijedi
a =ay+d.

as=a+d=a +d+d=a +2d

an=a+(n—-1)d J
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Primjeri aritmetickih nizova:
o {1,1,1,1,...}
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Primjeri aritmetickih nizova:
o {1,1,1,1,...}-a1=1,d=0;
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Primjeri aritmetickih nizova:
o {1,1,1,1,...}-a1=1,d=0;
@ {1,2,3,4,5,...}
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Primjeri aritmetickih nizova:
o {1,1,1,1,...}-a1=1,d=0;
@ {1,23,4,5,...}-a,=1,d=1;
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Primjeri aritmetickih nizova:
e {1,1,1,1,...}-a; =1,d =0;
@ {1,2,3,4,5,...}-a =1,d=1;
@ {3,1,-1,-3,-5,...}
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Primjeri aritmetickih nizova:
e {1,1,1,1,...}-a; =1,d =0;
@ {1,2,3,4,5,...}-a =1,d=1;
e {3,1,-1,-3,-5,...}-a =3,d = -2;
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Primjeri aritmetickih nizova:
e {1,1,1,1,...}-a; =1,d =0;
@ {1,2,3,4,5,...}-a =1,d=1;
e {3,1,-1,-3,-5,...}-a =3,d = -2;

0 {2,3,3%.4...}
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Primjeri aritmetickih nizova:
e {1,1,1,1,...}-a; =1,d =0;
@ {1,2,3,4,5,...}-a =1,d=1;
e {3,1,-1,-3,-5,...}-a =3,d = -2;

(*} {2,%73,%,4...}-31 :2’61:%v
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Primjeri aritmetickih nizova:
e {1,1,1,1,...}-a; =1,d =0;
@ {1,2,3,4,5,...}-a =1,d=1;
e {3,1,-1,-3,-5,...}-a =3,d = -2;

(*} {2,%73,%,4...}-31 :2’61:%v
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Zbir prvih n ¢lanova brojnog niza se obiljezava sa S,.

S = ag+a+a+---+ap +an
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Zbir prvih n ¢lanova brojnog niza se obiljezava sa S,.

S = ag+a+a+---+ap +an
= a1+a1+d+a1+2d+---+a1+(n—2)d+a1+(n—1)d
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Zbir prvih n ¢lanova brojnog niza se obiljezava sa S,.

S = ag+a+a+---+ap +an
a1+a1+d+a1+2d+---+a1+(n—2)d+a1+(n—1)d
= n-a+di+2+---+(n-2)+(n—-1))
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Zbir prvih n ¢lanova brojnog niza se obiljezava sa S,.

S = ag+a+a+---+ap +an
= a1+a1+d+a1+2d+---+a1+(n—2)d+a1+(n—1)d
= na+di+2+---+(n—-2)+(n-1))

(n—1)

n
= n-a+d 5
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Zbir prvih n ¢lanova brojnog niza se obiljezava sa S,.

S = ag+a+a+---+ap +an
= a1+a1+d+a1+2d+---+a1+(n—2)d+a1+(n—1)d
= na+di+2+---+(n—-2)+(n-1))

(n—1)

n
= n-a+d 5
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Primjer: Naci zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.
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Primjer: Naci zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.

Rjesenje: Najmaniji parni dvociferni broj je 10, a najveci
dvocifreni je 98.
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Primjer: Naci zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.

Rjesenje: Najmaniji parni dvociferni broj je 10, a najveci
dvocifreni je 98. Ukupno ih ima 45.
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Primjer: Naci zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.

Rjesenje: Najmaniji parni dvociferni broj je 10, a najveci
dvocifreni je 98. Ukupno ih ima 45.
To su brojevi: 10,12,14,...,96,98.
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Primjer: Naci zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.

Rjesenje: Najmanji parni dvociferni broj je 10, a najvedi
dvocifreni je 98. Ukupno ih ima 45.
To su brojevi: 10,12,14,...,96,98.
Razmak izmedju svaka dva uzastopna parna broja je 2.
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Primjer: Naci zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.

Rjesenje: Najmanji parni dvociferni broj je 10, a najvedi
dvocifreni je 98. Ukupno ih ima 45.

To su brojevi: 10,12,14,...,96,98.

Razmak izmedju svaka dva uzastopna parna broja je 2. Dakle
imamo aritmeticki niz.
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Primjer: Naci zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.

Rjesenje: Najmanji parni dvociferni broj je 10, a najvedi
dvocifreni je 98. Ukupno ih ima 45.

To su brojevi: 10,12,14,...,96,98.

Razmak izmedju svaka dva uzastopna parna broja je 2. Dakle
imamo aritmeticki niz. Tada je:

45 .44
2

10+12+14+- - +96+98 = 10-45+2. = 45041980 = 2430.
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Geometrijski niz

Niz {b, : n € N} je geometrijski akko postoji g € R tako da

vazi b
Zntl _

bn ¢

za svako n € N.
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Geometrijski niz

Niz {b, : n € N} je geometrijski akko postoji g € R tako da

vazi b
Zntl _

bn ¢

za svako n € N.

Broj g se naziva koli¢nik geometrijskog niza.
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Geometrijski niz

Niz {b, : n € N} je geometrijski akko postoji g € R tako da

vazi b
Zntl _

bn ¢

za svako n € N.

Broj g se naziva koli¢nik geometrijskog niza.
lz 2 = qslijedi
b =q- by.
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Geometrijski niz

Niz {b, : n € N} je geometrijski akko postoji g € R tako da

vazi b
Zntl _

bn ¢

za svako n € N.

Broj g se naziva koli¢nik geometrijskog niza.
lz 2 = qslijedi
b =q- by.

bs=q-b2=q-q-by=q° by
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Geometrijski niz

Niz {b, : n € N} je geometrijski akko postoji g € R tako da

vazi b
Zntl _

bn ¢

za svako n € N.

Broj g se naziva koli¢nik geometrijskog niza.
lz 2 = qslijedi
b =q- by.

by = qn_1b1 J
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9=1;
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9=1;
e {1,2,4,8,16,...}
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9=1;
@ {1,2,4,8,16,...}-by=1,g=2;
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9=1;
@ {1,2,4,8,16,...}-b; =1,9=2;
@ {-3,3,-3,3,-3,...}
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9g=1;
@ {1,2,4,816,...}-by=1,g=2;
@ {-3,3,-3,3,-3,...} -by =-3,g=—1;
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9g=1;
@ {1,2,4,816,...}-by=1,g=2;
@ {-3,3,-3,3,-3,...} -by =-3,g=—1;
° {421,535}
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9=1;
@ {1,2,4,8,16,...}-b; =1,9=2;
@ {-3,3,-3,3,-3,...} -by =-3,g=—1;
o {4215 1.5... -bi=4,q9=

=
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Primjeri geometrijskih nizova:
o {1,1,1,1,...}-by=1,9=1;
@ {1,2,4,8,16,...}-b; =1,9=2;
@ {-3,3,-3,3,-3,...} -by =-3,g=—1;
o {4215 1.5... -bi=4,q9=

=
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Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza

Sn = bi+by+by+--+bp + by
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Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza

Sh = bi+bo+bz+---+bp +bn
e b1+qb1+q2b1++q(n72)b1+q(n71)b1
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Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza

Sh = bi+bo+bz+---+bp +bn
e b1+qb1+q2b1++q(n72)b1+q(n71)b1
= b1(1+q+q2+.q(nf2)+q(nf1))
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Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza

Sn

by +bo+ bz + -4 bp, + bp
bi+q-bi+ q2 by + -~~+q(”*2)b1 + q(”*1)b1
bi(1+q+q°+-q" 2 + ")
1-q"
b11 g
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Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza

Sn

by +bo+ bz + -4 bp, + bp
bi+q-bi+ q2 b+ -+ q(”*z)b1 + q(”*1)b1
bi(1+q+q°+-q" 2 + ")
1-q"
b11 g

1_qg"
Sn = by C(’q
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Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza

S, = b1+b2+b3+...+bn1+bn
e b1+qb1+q2b1++q(n72)b1+q(n71)b1
= bi(1+q+ ¢ +-g"2 4 gn=")

_ 1-q"
= b -
_p 1"
S = byt J
Za |q| < 1, zbir svih Clanova beskonacnog geometrijskog niza
1
S=bi— J
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Primjer: Naci zbir prvih n ¢lanova niza {1,—-1,1,—1,... }.
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Primjer: Naci zbir prvih n ¢lanova niza {1,—-1,1,—1,... }.
Prvi ¢lan niza je 1, a g = —1. Dakle,

L R T
Sn=1- 1—(-1) 2 '
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Primjer: Naci zbir prvih n ¢lanova niza {1,—-1,1,—1,... }.

Prvi ¢lan niza je 1, a g = —1. Dakle,

A== A= (=1)n
Sn = 11—(1)_ 2

Zaparno n, S, =0, azaneparno S, = 1.

Primjer: Naci zbir prvih 10, kao i svih ¢lanova niza
{2,1,5,3,... 1.
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Primjer: Naci zbir prvih n ¢lanova niza {1,—-1,1,—1,... }.

Prvi ¢lan niza je 1, a g = —1. Dakle,

1= (=1)" 1=(=1)
=TTy T2

Zaparno n, S, =0, azaneparno S, = 1.

Primjer: Naci zbir prvih 10, kao i svih ¢lanova niza
{2,1,5,3,... 1.
Prvi ¢lan niza je by = 2, a g = . Dakle,

Sip =2 ﬂ—4(1fL)—4fi—3996
0TS T 1024’ ~ " 286 T
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Primjer: Naci zbir prvih n ¢lanova niza {1,—-1,1,—1,... }.

Prvi ¢lan niza je 1, a g = —1. Dakle,

1= (=1)" 1=(=1)
=TTy T2

Zaparno n, S, =0, azaneparno S, = 1.

Primjer: Naci zbir prvih 10, kao i svih ¢lanova niza
{2,1,5,3,... 1.
Prvi ¢lan niza je by = 2, a g = . Dakle,

S Zﬂ—4(1—L)—4—1——3996
0TS T 1024’ ~ " 286 T
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