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Granicna vrijednost niza

Primjer: ap = -5, n€ N.
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Primjer: ap = -5, n€ N.
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Granicna vrijednost niza

Primjer: ap = -5, n€ N.

il

1 2 3
Ay =5, =37, a3=g, 4=

@ Niz a, je rastuci
@ Niz a, je ograniCen
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Za veliko n € N, a,, se priblizava 1. Zaista,

1— = < e, zadovoljno veliko ne N
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Ovo zapisujemo sa

lim =1
n—oco N+ 1

Uopste, oznaka

lim a,=1L
n—oo

znaci da niz (ap) tezi L za dovoljno veliko n.

Defnicija graniCne vrijednosti niza

Konacan broj L je grani¢na vrijednost niza (a,) ako vazi

(Ve >0)(3ANeN)(Yn>N) |ap— Ll <e

KaZzemo da niz (an) tezi broju L i niz (a,) konvergira.
Zapisujemo sa a, — L (n — o) ili ¢eSce nIi_}m anp=L.

Za niz koji ne kovregira kazemo da divergira.

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Granicne vrijednosti



Nije bitno koliko mali interval (L — ¢, L + ¢) je izabran, uvijek
postoji N € N tako da svi elementi niza poCevsi od ay1 se
nalaze u tom intervalu.

a, as a; ag laN+l ay+2 \ ay ags as a, ag
i { ]
0 L—e L L+e

¥y
y=L+e
5
y=L—¢&
0l 12324 N n
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Primjeri konvergentnih nizova:

a, A

n
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Ako a, postaje vece kako se n povecava, tada koristimo oznaku
lim a, = cc.
n—oo

lim a, = oo znaci da za svaki pozitivni broj M postoji prirodan
n—oo

broj N takav da

ako n > Ntada a, > M.

Ako lim a, = o, tada je niz a, divergentan, ali na specijalan
n—oo
nacin. Kazemo da a,, divergira ka oo.

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Cne vrijednosti



Neka su nizovi a,, i b, konvergentni i ¢ konstanta. Tada vazi:
() (an+ bp) = lim a,+ lim by
n—oo n—oo

lim

n—oo

@ lim (ap—bp) = lim a,— lim b,
n—oo n—oo n—oo

@ lim ca,=c lim a,
n—oo n—oo

@ lim (apby) = lim a,- lim by,
n—oo n—oo n—oo
. a lim a L

o lim = """ akoje lim b, #0
n— o0 bn Ilmn—>oo bn n— o0

: : P :
° nll_)mooaﬁ: (nll_[r;oan) akop>0iap,>0
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Teorema o ukljestenju

Akojeap < b, <cpi lim a,= lim ¢, =L, tadaje lim b, = L.
n—oo n—oo n—oo
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Teorema o monotonom i ograniCenom nizu

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.
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Teorema o monotonom i ograniCenom nizu

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Primjer: Ispitati konvergenciju niza zadatog sa

1
31 == 2,an+‘| == §(an+6), n e N
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Teorema o monotonom i ograniCenom nizu

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Primjer: Ispitati konvergenciju niza zadatog sa

1
(an+6), neN.

a1 =2,ap11 = 5

Rjesenje: Odredimo prvih nekoliko ¢lanova: a; = 2, a» = 4,
a3 =5,a,=55,a5=5.75, ag =5.875, a; =5.9375...
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Teorema o monotonom i ograniCenom nizu

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Primjer: Ispitati konvergenciju niza zadatog sa

1
31 == 2,an+‘| == §(an + 6), n e N

Rjesenje: Odredimo prvih nekoliko ¢lanova: a; = 2, a» = 4,

a3 =5,a,=55,a5=5.75, ag =5.875, a; =5.9375...

Pocetnih nekoliko ¢lanova nam sugeriSe da je niz rastuéi.
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Teorema o monotonom i ograniCenom nizu

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Primjer: Ispitati konvergenciju niza zadatog sa

a=2,an1= %(an +6), neN.
Rjesenje: Odredimo prvih nekoliko ¢lanova: a; = 2, a> = 4,
a3 =5,a,=55,a5=5.75, ag =5.875, a; =5.9375...
Pocetnih nekoliko ¢lanova nam sugeriSe da je niz rastuéi.
Koriste¢i matematiCku indukciju dokazacemo da je ap 1 > ap
za svako n € N.

Doc. dr Nevena Mijajlovié



Teorema o monotonom i ograniCenom nizu

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Primjer: Ispitati konvergenciju niza zadatog sa

a=2,an1= %(an +6), neN.
Rjesenje: Odredimo prvih nekoliko ¢lanova: a; = 2, a> = 4,
a3 =5,a,=55,a5=5.75, ag =5.875, a; =5.9375...
Pocetnih nekoliko ¢lanova nam sugeriSe da je niz rastuéi.
Koriste¢i matematiCku indukciju dokazacemo da je ap 1 > ap
za svako n € N.

1. Zan=1,a, =4 > 2= a; - tatno tvrdjenje
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Teorema o monotonom i ograniCenom nizu

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Primjer: Ispitati konvergenciju niza zadatog sa

1
31 == 2,an+‘| == §(an+6), nec N

Rjesenje: Odredimo prvih nekoliko ¢lanova: a; = 2, a> = 4,
a3 =5,a,=55,a5=5.75, ag =5.875, a; =5.9375...
Pocetnih nekoliko ¢lanova nam sugeriSe da je niz rastuéi.
Koriste¢i matematiCku indukciju dokazacemo da je ap 1 > ap
za svako n € N.

1. Zan=1,a, =4 > 2= a; - tatno tvrdjenje

2. Pretpostavimo da je tvrdjenje taéno za n = k, tj.

aky1 > ak
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Tada je
ak+1+6>aK+6
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Tada je
ak+1+6>aK+6

1 1
5 (@1 +6) > 5(ak +6)
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Tada je
ak+1+6>aK+6

1 1
5 (@1 +6) > 5(ak +6)

k42 > k41
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Tada je
ak+1+6>aK+6

1 1
5 (@1 +6) > 5(ak +6)

k42 > k41

Dakle, an 1 > ap, za svako n € N, j. niz je rastuci.
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Tada je
ak+1+6>aK+6

1 1
5 (@1 +6) > 5(ak +6)

k42 > k41

Dakle, an 1 > ap, za svako n € N, j. niz je rastuci.

Pokazimo sada da je niz ogranicen.
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Tada je
ak+1+6>aK+6

1 1
5 (@1 +6) > 5(ak +6)

k42 > k41

Dakle, an 1 > ap, za svako n € N, j. niz je rastuci.

Pokazimo sada da je niz ograni¢en. Niz je rastuci, pa je
ograniCen odozdo sa a; = 2, {j.

a,>ay =2, vneN
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Tada je
ak+1+6>aK+6

1 1
5 (@1 +6) > 5(ak +6)

k42 > k41

Dakle, an 1 > ap, za svako n € N, j. niz je rastuci.

Pokazimo sada da je niz ograni¢en. Niz je rastuci, pa je
ograniCen odozdo sa a; = 2, {j.

a,>ay =2, vneN

Koriste¢i matemati¢ku indukciju, dokazacemo da je a, < 6, za
svako n € N.
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1. Zan=1, a; =2 < 6 - tatno tvrdjenje
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1. Zan=1, a; =2 < 6 - tatno tvrdjenje
2. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za n = k, .

ax <6
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1. Zan=1, a; =2 < 6 - tatno tvrdjenje
2. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za n = k, .

ax <6

ax+6<6+6
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1. Zan=1, a; =2 < 6 - tatno tvrdjenje
2. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za n = k, .

ax <6
ax+6<6+6
1(a +6)<1 12=6
2\ 7k 2 7
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1. Zan=1, a; =2 < 6 - tatno tvrdjenje
2. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za n = k, .

ax <6
ax+6<6+6
1(a +6)<1 12=6
2\ 2 T
Dakle,
ak1 <6
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1. Zan=1, a; =2 < 6 - tatno tvrdjenje
2. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za n = k, .

ax <6
ax+6<6+6
1(a +6)<1 12=6
2\ 2 T
Dakle,
ak1 <6

Niz (an) je monoton i ograniCen, pa je i konvergentan.
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1. Zan=1, a; =2 < 6 - tatno tvrdjenje
2. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za n = k, .

ax <6
ax+6<6+6
1(a +6)<1 12=6
2\ 2 7
Dakle,
ak1 <6

Niz (an) je monoton i ograniCen, pa je i konvergentan. Teorema
ne govori nista o grani¢noj vrijednosti niza, ali kako znamo da
postoji lim a, = L, koristeCi rekurentnu relaciju dobijamo

n—oo

1

. .1 . 1
L= n|me n+1 = n“amooi(an + 6) - 2 <n|L>mOO an+6) - E(L—i_ 6)

2
Dakle, L =6, . lim a,=6
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Primjer: a, = 1

Niz je opadajuci:

1 1 .
n<n+1=—->—— t.a,>a
<n+ n>n+1’J n n+1
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Primjer: a, = 1
Niz je opadajuci:

1 .
n<n+1l=->—— t.a,>a
+ n” nyi1 dén =

Niz je i ograni¢en, 0 < a, < 1

n>0:>1>0,zan21:>1§1:1
n n—1
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Primjer: a, = 1

Niz je opadajuci:

1 .
n<n+1l=->—— t.a,>a
+ n” nyi1 dén =

Niz je i ograni¢en, 0 < a, < 1

1 1
n>0:>1>0,zan21:>f§f:1
n n—1

Dakle, niz je konvergentan.

lim a, =0.
n—oo
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1. Ispitati konvergenciju sljedecih nizova:

a)
b)

an - n2
an == (_1 )n
_ n+2
an = 2p1q
3
_ [ 2n+1
n = (3n75)
apn=vVn¢+n-—n
a . (72)I7+3!7
n — (_2)n+1 +3ﬂ+1
Koristiti:
0
, 1
lim q" =
n— o0 +00
ne postoji

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢

ako —1<g<1
akog =1
ako g > 1
ako g < —1
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Granic¢na vrijednost funkcije

Primjer: f(x) = X2,
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Granic¢na vrijednost funkcije

Primjer: f(x) = 22 D(f) =R\ {1}
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Granic¢na vrijednost funkcije

Primjer: f(x) = X2 D(f) =R\ {1}

X
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Granic¢na vrijednost funkcije

Primjer: f(x) = X2 D(f) =R\ {1}

X

Y
o ____ s | ___ b ;\,\,\'C_,,,,
! 1 | -
| _ |
e f---s .

@ Kako se ponasa funkcija kad x — oo?
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Granic¢na vrijednost funkcije

Primjer: f(x) = X2 D(f) =R\ {1}

X

@ Kako se ponasa funkcija kad x — oo?

@ Kako god odabrali e—traku uvijek postoje neki brojevi
My, M> € R od kojih su nadalje sve vrijednosti u toj traci

oko 1.
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Definicija grani¢ne vrijednosti funkcije

Broj L nazivamo graniénom vrijednoscu ili limesom funkcije f
u tacki a ako za svako ¢ > 0 mozemo naci broj 6 > 0 takav da
iz |x —al < slijedi |f(x) —L| <€
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Definicija grani¢ne vrijednosti funkcije

Broj L nazivamo graniénom vrijednoscu ili limesom funkcije f
u tacki a ako za svako ¢ > 0 mozemo naci broj 6 > 0 takav da
iz |x —al < slijedi |f(x) —L| <€

PiSemo: limy_,4f(x) =L

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢



Definicija grani¢ne vrijednosti funkcije

Broj L nazivamo graniénom vrijednoscu ili limesom funkcije f
u tacki a ako za svako ¢ > 0 mozemo naci broj 6 > 0 takav da
iz |x —al < slijedi |f(x) —L| <€

PiSemo: limy_,4f(x) =L

Citamo: "Limes funkcije f(x), kad x teZi a, je L.”
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Definicija grani¢ne vrijednosti funkcije

Broj L nazivamo graniénom vrijednoscu ili limesom funkcije f
u tacki a ako za svako ¢ > 0 mozemo naci broj 6 > 0 takav da
iz |x —al < slijedi |f(x) —L| <€

PiSemo: limy_,4f(x) =L
Citamo: "Limes funkcije f(x), kad x teZi a, je L.”

Formula: (Ve >0)(36 >0) |x—a <d=|f(x)— Ll <e
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Pokazati da konstantana f(x) = ¢, x € R, ima limes ¢ kad
X — a.
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Pokazati da konstantana f(x) = ¢, x € R, ima limes ¢ kad
X — a.

Odaberimo ¢ > 0.
TraZzimo 6 > 0. |[f(x) — L| = |c — ¢| = 0 < . Dakle, nejednakosti
iz definicije vaZi za svako € > 0. MoZzemo uzetida je § = ¢,
¢ime je tvrdjenje dokazano.
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Definicija beskonacne grani¢ne vrijednosti u tacki

Definicija beskonacne grani¢ne vrijednosti u tacki
Granicna vrijednost funkcije f kada x — a je jednaka +oo i
pisemo

lim f(x) = +o0

X—a

ako

(VM eR)(F6>0) x—a <d=Fflx)>M

Simetri¢no se definiSe lim f(x) = —oc.
X—a

Ako je )I(gna |f(x)| = +oc tada se piSe )I(ana f(x) = cc i kaZe da je
funkcija f(x) beskonacno velika kada x — a.
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)I ]
{1\
/1N ) ¥=f(x) -
/ \ - \\ -
: ‘\ - a y
/ . P /
N ,/ Ny - . I // ;
0 a h x <
I‘ y=Tflx)
\_ . II
il
X—a




Definicija grani¢ne vrijednosti kada x — +oo

Realni broj L je grani¢na vrijednost funkcije f kada x — +oc ako

(Ve>0)EMeR) x>M=|f(x)-L|<¢

PiSemo: Ilim f(x)= L.
X—+00
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0 ako x <0

Primjer: f(x) = {1 ko x> 0

im f(x)=0, lim f(x)=1

x—0— x—0t
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Definicija lijeve grani¢ne vrijednosti funkcije

Broj L nazivamo lijevom granicnom vrijednoscu ili lijevim
limesom funkcije f u tacki a i piSemo

lim f(x)=1L

X—a—

ako za svako € > 0 mozemo nadi broj § > 0 takav da iz
x —a<dslijedi [f(x)—L| <e

Definicija desne grani¢ne vrijednosti funkcije

Broj L nazivamo desnom grani¢cnom vrijednoscu ili desnim
limesom funkcije f u tacki a i piSemo

lim f(x) =L

x—at

ako za svako ¢ > 0 mozemo naci broj 6 > 0 takav da iz
a—x < o slijedi |f(x) — L| < e
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¥y
—
e JL L fe)
0 \x — a x 0 a — X x
(@ lim f(x)=L (b) lim f(x)=L
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Ako funkcija ima lijevi i desni limes u nekoj tacki i oni su
jednaki, to je upravo i limes te funkcije za tu vrijednost
argumenta. Vazi i obrnuto.

imf(x) =L <= lim f(x)=L i lim f(x)=L

X—a X—a— x—at }

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Granicne vrijednosti



Svojstva granicnih vrijednosti funkcija
Pretpostavimo da grani¢ne vrijednosti )I(ana f(x) i lim g(x)

. . . . X_)a
postoje i da je ¢ konstanta. Tada vazi:

° Iim(f(x) +9(x)) = Iim f(x) +)I(igﬂag(x)
o Jm(1(x) ~ g0) = im 1(x) - Im g(x
o lm,ofl) = o m 1)

o lim ((x)g(x)) = lim f(x) - lim g(x)
f(x)  limy_af(x)

° ’I(iina (x)  limy5a9(x)’ Ak ’I(ig]ag(X) 7
® Jm{C0) = (Im 700" ne N

@ limc=c¢, Imx=a
X—a X—a
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