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U nauci i praksi Cesto se javljaju situacije u kojima postoji zavisnost
izmedju nekoliko realnih veli¢ina a, b, c, ... pri ¢emu je jedna od njih
potpuno odredjena vriednostima ostalih. U tom smislu dovoljno je
podsijetiti se sljede¢ih primjera.
(a) Zapremina kvadra sa stranicama duZine a,b i c izracunava se po
obrascu
V =abc

(b) Povrsina kvadra sa stranicama duZine a, b, c izra¢unava se po
formuli
P = 2(ab + ac + bc)

Obije formule daju vezu izmedju Cetiri realne promjenljive, pri éemu
su Vi P zavisno promjenljive, dok su a, b i c nezavisno promjenljive.
Navedeni primjeri jasno ukazuju na potrebu za prouc¢avanjem funkcija
viSe promjenljivih.
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Funkcije dvije promjenljive

@ Notacijay = f(x), gdje je f : R — R, sluzila nam je da iskazemo da
je promjenljiva y zavisna od jedne promjenljive x, tj. re¢i da je y
funkcija od x.

@ Domen ovakve funkcije f bio je skup realnih brojeva (ili neki
njegov podskup).

@ Mnoge veli¢ine mogu se posmatrati u zavisnosti o vise
promjenljivih, te su onda one funkcije viSe promjenljivih.
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e Naprimjer, zapremina kruznog cilindra je veli¢ina zavsina od
poluprecnika osnove cilindra r i njegove visine H, tj. V = 2nrH, pa
kaZemo da je V funkcija dvije promjenljive r i H.

@ Izaberemo li notaciju za ovu funkciju sa f, tadaje V = f(r, H), pa
imamo da je

F(r,H) =2nrH, (r>0,H >0).

@ Pri tome su ogranicenja na poluprecnik osnove r > 0 i visinu
H > 0 prirodni uslovi jer te veli¢ine ne mogu biti negativne, a ni
nule jer takav cilindar onda ne postoji.
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Funkcija dvije promjenljive
Ako svakom paru realnih brojeva (x, y) iz skupa D po nekom zakonu

ili pravilu f dodijelimo ta¢no jedan realan broj f(x,v), kazemo da je sa f
definisano preslikavanje ili funkcija sa D u R.

o Cesto pisemo z = f(x,y), kad Zelimo da eksplicitno izrazimo
vrijednost funkcije f u tacki (x,y).

@ Promjenljive x i y su nezavisno promjenljive a z je zavisno
promljenjiva.
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Domen funkcije dvije promjenljive je podskup skupa R?, a kodomen je
podskup od R.
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Ako je funkcija f zadata formulom i domen nije preciziran, tada je
domen funkcije f skup svih parova (x, y) za koje je izraz dobro
definisan realni broj.
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Primjer: Odredi domen sljedecih funkcija i vrijednost f(3, 2).

A/ X+y+1
@ f(x,y) = Y55
Izraz za f je dobro definisan kada je imenilac nije 0 i kada je potkorjena

veli¢ina nenegativna. Tada je domen funkcije f

D={(x,y) eR®:x+y+1>0,x#1}
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(b) f(x,y) = xIn(y* — x)

Kako je In(y? — x) definisano samo za y> — x > 0, zaklju¢ujemo da je
domen funkcije f
D= {(x,y) € R?: x < y*}

£(3,2) =3In(22—3) =3In1=0
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Grafik funkcije

Drugi nac¢in da opisemo funkciju dvije promjenljive je preko njenog
grafika.

e Kod proucavanja funkcije jedne promjenljive, y = f(x), svakom
smo paru (x,y) pridruzivali jednu tatku M(x, y) u realnoj ravni.
Skup svih takvih tacaka M, ¢inio je grafik funkcije f i on je bio
predstavljen kao kriva linija u ravni.

@ U slucaju kada posmatramo funkciju dvije promjenljive
z = f(x,y), grafik funkcije ¢e biti izrazen tatkama M(x, vy, z), dakle
u trodimenzionalnom prostoru. Pri tome vrijedi:

1. Svaka tacka grafika, M(x, y, z), ima apscisu (po x-osi) i ordinatu (po
y-osi) koje predstavljaju koordinate neke tacke X(x,y) iz domena
funkcije, i aplikatu (po z-osi) koja je jednaka vrijednosti funkcije u
tacki X(x,y).

2. Svaka tatka M(x,y, z) prostora za koju tacka X(x,y) pripada

domenu funkcije, a aplikata z je jednaka vrijednosti funkcije u tacki
X, pripada grafiku funkcije.
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Zaklju¢ujemo da je grafik funkcije slika njene oblasti definisanosti.

Ako je z = f(x,y) definisana u oblasti D C R?, njen grafik predstavlia
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Nekajef:D — R, D C R? Skup

nazivamo grafik funkcije f.

G= {(x,y,z) € RS 1z :f(x’y)}
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Primjer: f(x,y) = 2x2 + y?

f :R? = R (domen je R?)
Grafik funkcije f predstavlja skup uredjenih trojki (x,y,z) € R3, koje
zadovoljavaju jednakost

z=2x>+ 1%

Da bismo predstavili grafik ove funkcije u R?, koristimo ideju da
predstavljamo djelove tog grafika koji leZe iznad mreZe linija
paralelnih osama u xy-ravni. Npr., za jedno fiksirano x = xo, skup
tacaka koje zadovoljavaju jednacinu

z=2x5+y

predstavlja parabolu koja leZi iznad linije x = xp u xy-ravni. Na isti
nacin, ako fiksiramo y = yo, skup tacaka koje zadovoljavaju jednacinu
z = 2x2 + 13, je parabola koja leZi iznad linije y = yo. Ako istovremeno
nacrtamo vise tih parabola za razne x = x( i y = o, dobijamo mreZnu
predstavu te povrsi (grafika) i u ovom slucaju ta povrs je paraboloid.
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Primjeri jos nekih funkcija dvije promjenljive:

(@ fx, y) = (£ + 3y%)

o

(®) fx,y) = (2 + 3yYe =
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(c) f(x,y) =sinx+siny

= =3 = E £ Dar
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(@ flx,y) = o .
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Nivo linija

Kod funkcije dvije promjenljive z = f(x, y), drze¢i z fiksiranim, tj.
stavljajuéi f(x,y) = ¢, geometrijski to tumac¢imo kao presjecanje povrsi
f(x,y) saravni z = c.

Konturna linija
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U presjeku (crvena linija) dobijamo sve tacke povrsi f(x, y) &ija je
vrijednost (vrijednost zavisne promjenljive z) jednaka c i datu liniju
nazivamo konturna linija (kriva). Projektovanjem konturne linije u
xOy ravan dobijamo liniju koju nazivamo nivo linija (kriva). Ovo
mozemo zamisliti kao da figuru na slici gledamo iz neke “daleke”
tacke na z-osi. Ponavljajuci ovaj postupak za razne ¢, dobijamo
konturnu sliku grafa.

z
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Primjer: Neka je f : R? — R zadata sa f(x,y) = 4 — 2x2 — 12,

Za zadato c € R, skup tacaka koje zadovoljavaju jednakost
4-28% —y* =c¢

predstavlja nivo skup funkcije f.

@ Ako je ¢ > 4, taj skup je prazan jer bi u tom sluc¢aju imali da je
—2x% — y? > 0, §to oligledno nije moguée niti za jedno (x,y) € R?;

@ Za ¢ = 4 on se sastoji samo od jedne tacke, (0,0) (rjeSenje
jednacine —2x% — y? = 0 je samo jedna tacka (x,y) = (0,0));

@ Zac < 4 taj skup je elipsa sa centrom u koordinatnom pocetku, tj.
za svako ¢ < 4 nivo linija je predstavljena elipsom, $to je
prikazanao na donjoj slici za nekoliko razli¢itih nivoa (izborom
vrijednosti konstantec = —2,c = -1, c=ypic=1).
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(a) Pogled sa z-ose

(b) Nivo linije funkcije f(z,y) = 4—2z%—y?
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Funkcije tri ili viSe promjenljivih

Funkcija tri promjenljive f je pravilo po kome uredjenoj trojci (x,vy,z) iz
domena D C R? pridruZujemo realan broj oznacen sa f(x, y, z)

Primjer: Naci domen funkcije
f(x,y,z) =In(z —y) + xysinz.
Izraz In(z — y) + xy sin z je definisan za z — y > 0, pa je domen funkcije f

D={(x,y,z) €R®:z > y}.
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Veoma tesko je vizuelizovati funkciju od tri promjeljive preko grafika,
jer grafik takve funkcije se nalazi u 4-dimenzionom prostoru. Ipak,
moguce je predstaviti novo povrsi.

Primjer: f(x,y,z) = x* + 1% + 2%

Nivo povrsi su x? + 12 + 22 = ¢, gdje je ¢ > 0. Za razli¢ito ¢ formiramo
familiju koncentri¢nih sfera sa polupre¢nikom v/k.
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Pod realnom funkcijom n promjenljivih podrazumijevamo svako
preslikavanje f : D — R, d C R". Pri tome, za proizvoljno
X(x1,x2,...,%x,) € D piSemo

flx,x0,..0,x,) = yilif(X) = y.

Kako uredena n-torka oznacava tacku u n-dimenzionalnom
euklidskom prostoru, to éemo ¢esto funkciju f zvati funkcija tacke.
Funkcija koja svakoj tacki trodimenzionalnog prostora dodjeljuje
temperaturu u toj tacki, primjer je takve funkcije, ili funkcija koja
prikazuje bruto nacionalni dohodak neke drzave. U prvom slucaju
domen funkcije je trodimenzionalan, dok je u drugom slucaju, zbog
kompleksnosti pojma “bruto nacionalni dohodak”, mnogo veéih
dimenzija (npr. stotinu).
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