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Posmatrajmo funkcije:

: 2 2 2 2
A sin(x* + y) X —y
YY) =5 Wy =575
9 Y 2 2
x Y| -10| -05 | 02 0 0.2 0.5 1.0 x Y|l -10 | -05 | -02 0 0.2 0.5 1.0
—1.0 | 0455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0455 -1.0 0.000| 0.600| 0.923| 1.000 0.923| 0.600| 0.000
—0.5 | 0.759 | 0.959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759 —0.5 | —0.600| 0.000| 0.724| 1.000 0.724| 0.000 | —0.600
—0.2 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829 —0.2 |—0.923|—-0.724 | 0.000| 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0 0.841 | 0.990 | 1.000 1.000 | 0.990 | 0.841 0 |—1.000 [ —1.000 | —1.000 —1.000 | —1.000 | —1.000
0.2 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829 0.2 | -0923|-0.724| 0.000| 1.000 | 0.000 | —0.724 | —0.923
0.5 | 0.759 | 0.959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759 0.5 | —0.600| 0.000| 0.724| 1.000 0.724| 0.000 | —0.600
1.0 | 0455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455 10 | 0000| 0600 0923 1.000 0.923| 0.600| 0.000
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@ Oblast definisanosti funkcija f i g je

D = B*/{(0,0)}

@ Vrijednost funkcije f(x,y) se priblizava 1 kada se (x,y) priblizava

(0,0)
e Ali, za funkciju g(x, y) nije takva situacija

@ Naslu¢ujemo da vazi

: 2 2

o sin(x* + y°) _1
(xy)—(00)  ¥2 4 y?
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Definicija

Funkcija f(x, y) ima grani¢nu vrijednost u tacki (a, b) i piSemo

lim X
s f( Y) =

ako za svako € > 0 postoji 0 > 0 tako da

ako (x,y) € Di0 < \/(x —a)2 + (y — b)? < S tada [f(x,y) — L| <c.

Drugi zapis:
lim f(x,y)=L
x—a,y—b
ili

f(x,y) — Lkada (x,y) — (a,b)
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0 x 0 L-e L L+e z

Napomena:

° [f(x,y)— L| predstavlja rastojanje izmedju realnih brojeva f(x,y) i L

o /(x—a)? y b)? predstavlja rastojanje izmedju tatke (x,y) i
tacke (a,b) u R?
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@ Kod funkcija jedne realne promjenljive imamo da se x pribliZzava
tacki a samo sa lijeve ili desne strane. Tada smo pisali x — a~ i
x —at.

@ Kod funkcija dvije prmjenljive sitacija nije tako jednostavna (ima
mnogo nacina da (x,y) — (a,b), ponekad i beskona¢no mnogo )

e Ako funkcija f(x, y) ima grani¢nu vrijednost u tacki (a, b),
razumije se da ima i grani¢nu vrijednost po svakoj pravoj (krivoj)
koja sadrzi tatku (a, b), a ima neprazan presjek sa domenom
funkcije. Sta vie, ove grani¢ne vrijednosti istovetne su sa
grani¢nom vrijednosti funkcije f(x) u tacki (a, b).

@ Prema ovoj primjedbi jasno je da funkcija nema grani¢nu
vrijednost u tacki ako po dva razli¢ita pravca (po pravoj i krivoj ili
po dvije razlic¢ite krive) kroz datu tacku ima dvije razlicite
granicne vrijednosti.
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Ako f(x,y) — Ly kada (x,y) — (a,b) po krivoj Cq i f(x,y) — Lo kada
(x,y) = (a,b) po krivoj C; i ako je Ly # L, tada

lim  ne postoji.
(x,y)—(a,b) o ]

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Grani¢na vrijednost. Neprekidnost. Matematika 3 7/19



Primjer 1: Pokazati da

22—
im =
(xy)=(0.0) X2 + ¥
ne postoji.
Ovdje je f(x,y) = 54
jejef(x.y) = 25
Posmatrajmo duZ koordinatnih osa:
y x—osa: y = 0pa
i jef(x,0) = ;—i = 1za svako x # 0 i slijedi
f(x,y) — 1za (x,y) — (0,0) duZ x — ose
f=1
y—osa: x =0pajef(0,y) = %z =-1
za svako y # 01 slijedi

flx,y) = —1za(x,y) — (0,0) duzy — ose

Kako f ima 2 razli¢ita limesa duZz dvije razli¢ite prave, zaklju¢ujemo da
traZeni limes ne postoji. 0J
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Primjer 2: Da li postoji

lim L?
() —(0,0) X2 + >

Akojey =0, tadaf(x,0) = x2 =0, pa
f(x,y) = 0za (x,y) — (0,0) duz x — ose
Akojey =0, tadaf(0,y) = ——0 pa

f(x,y) = 0za (x,y) — (0,0) duZ y— ose

Iako smo dobili da su limesi duz
koordinatnih osa isti, ne znaci da postoji
limes funkcije f. Provjerimo za jos neki pravac, npr. duz prave y = x:

2 .
flxx) = #5 = 2 paje

f(x,y) = 0za (x,y) — (0,0) duz prave y = x,

odakle zaklju¢ujemo da %mz f(x,y) ne postoji. O
—(0
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Primjer 3: Da li postoji
2
m
(xy)=(0,0) X~ + Y
Neka je y = mx, prava koja prolazi kroz koordinatni pocetak. Tada je
x(mx)?  mPxO
x2 4+ (mx)t 14 m*a?

flxy) = flx,mx) =
pa vazi

f(x,y) — 0 kada (x,y) — (0,0) duz pravih y = mx.
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Ako (x,y) — (0,0) duz parabole x = y*:

4

2 .2 1
fley) =f"y) = m = 23;4 =5

pa vazi
flx.y) - 3 kada (x.) = (0.0) duzx = 2.

Dakle,
Xy

i
(x,y)lg(lo,O) 21t " ne postoji
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Teorema (svojstva)

Pretpostavimo da grani¢ne vrijednosti lim f(x,y)i lim g(x,y)
(xy)—=(a.b) (x.y)—(a,b)
postoje i da je ¢ realna konstanta. Tada vaZzi:

o lim (f(x,y)£g(x,y)= Llm f(x,y) + lim g(x,y)

(x.y)—(a,b) (xy)—(ab (xy)—(a,b)
e lim x,y)=c lim X
(x.y)—(a,b) flxy) = ()= (ab f( )
e lim x , lim X lim X
L. (f(x,y) - gx,y) = (?y)ﬁ(ﬂb)f Y) - L. g(x,y)
lim X
° floy) _ (xy)— >@nfy) akoje lim g(x,y) #0
(cy)—(ab) (X, y)  Himxy) () 8%, y) (x.y)—(a,b)
@ Ilim x=a, lim y=0b, Iim c¢=c
(x.y)—(a,b) (x.y)—(a,b) (x,y)—(a,b)

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Grani¢na vrijednost. Neprekidnost. Matematika 3 12 /19



2

Primjer 4: Na¢i  lim %
(xy)—(@ab) X* +y

U prethodnom primjeru smo vidjeli da moZe limes duZ svake prave da
bude isti, ali to nije dovoljno da grani¢na vrijednost postoji. Medjutim,
limes duZ parabola y = x? i x = 3 je takodje 0.

3x? 3xy

ako postoji.

Provjeravamo po definiciji da lije  lim -5 = =07
(x,y)—(a,b) X + y
Neka je ¢ > 0. Zelimo da nadjemo ¢ > 0 tako da
. / . .| 3x%y
1Z0< X2+]/2<5Sh]ed1 M_O'<€

Kako je x* < x% + 2 (jer je y* > 0), tada je % <1i

3x%y 3x2|y| A
x2+y2_0'_x2+2—3’y| 3[<3m<35—5

Za 0 = /3 dobili smo gornju nejednakost i zaklju¢ujemo da

2
lim XY =
(xy)—(ab) X2 + 12
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Primjer 5:

Izracunati

lim (%% — 3% + 3x + 2v).
(x,y)—>(1,2)( y y Y)

Kakoje f(x,y) = x>y® — x3y? + 3x + 2y polinomijalna funkcija, ona je
neprekidna na R? i limes nalazimo direktnom zamjenom:

Lim (%2 — Py? +3x +2y) = 11
e (172)( y y Y)
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Neprekidnost

Neprekidnost funkcija jedne realne promjenljive je bila relativno
jednostavno definisana: ako liin f(x) =f(a).
X—a
Definicija
Funkcija f : D — R dvije realne promjenljive je neprekidna u tacki
(a,b) ako
lim f(x,y) =f(a,b).

(x.y)—(a,b)

Funkcija f je neprekidna na D ako je neprekidna u svakoj tacki skupa
D.
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2 .0

7y2 neprekidna?

Primjer 6: Da li je funkcija f(x,y) = R

Funkcija f nije definisana u (0, 0), pa zbog toga nije ni neprekidna u toj
tacki.
Kako je f racionalna funkcija, ona je neprekidna na svom domenu koji

je

D= {(x,y) : (xvy) G (070)}
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Primjer 7: Neka je
x2_y2
g(x,y) — mu ako(x y) 7& ( )
0 ako(x,y) = (0,0)

Iako je g definisano u (0, 0), ¢ nije neprekidno jer

lim X
(x,y)— (0, O)g( )

ne postoji. U

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Grani¢na vrijednost. Neprekidnost. Matematika 3 17 /19



Primjer 8: Ispitati neprekidnost funkcije

_ [ B ako(x,y) #(0,0)
flay) = { 0 ! ako(x,y) = (0,0)

Funkcija f je neprekidna za svako (x,y) # (0, 0) jer je racionalna
funkcija. U primjeru 4 smo pokazali da

2
lim  f(x,y) = Xy

li 2T —0=£(0,0
(x.y)—(0,0) (x9)20.0) X2 + 12 f0.0)

pa zaklju¢ujemo da je funkcija f neprekidna i u tacki (0, 0), .
neprekidna je na R2.
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Funkcije tri ili viSe promjenljivih

Sve §to smo naveli za funkcije dvije promjenljive moZe se prosiriti na

funkcije tri ili viSe promjenljivih.
Oznaka

li =L
(x,y,z)lil}a,b,c)f(x7 Y, Z)

znaci da vrijednost f(x, vy, z) tezi L kada tacka (x,vy, z) tezi (a,b, c).
Kako je rastojanje dvije tacke (x,y,z) i (,b, c) u R? definisano sa
Vv (x —a)2 + (y — b)2 + (z — ¢)?, precizna definicija glasi: (Ve > 0)
(30 > 0) tako da

V=2 4 (b2 + (202 <6 = [f(xy.2) ~L| <e.

Funkcija f je neprekidna u tacki (a, b, c) ako

li _ bo).
oS 0y.2) =f(@.b0)
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