10

Primena izvoda

Lopitalovo pravilo

e Grani¢ne vrednosti mogu biti razli¢itog neodredenog tipa

O» 00 ”
"0 Y Moo 7V

9 9 oo 09 0»
0-00”, ;00 —00", ,1°7, 077, joo"”.

U ovim slu¢ajevima pogodno je primeniti Lopitalovo pravilo.

e Lopitalovo pravilo (teorema). Neka su funkcije f i g neprekidne u
nekoj okolini U tacke a i imaju izvod za sve x iz te okoline sem eventualno
u tacki a i vazi ¢’(z) # 0 za sve z € U \ {a}, gde je a broj ili simbol
beskonacnost{l] (a = £00).
Ako lim f(z) = limg(z) = 0 (ili lim f(x) = lim g(x) = o0) i pos-
Tr—ra T—ra Tr—ra Tr—ra

toji (konacna ili beskonacéna) grani¢na vrednost lim g :Eg, tada postoji i
r—a

lim £&) § vazi

z—a 9(@)

@) _ L f @)

lim —% = lim .
Pg@) g @)

e Pokazimo da se i ostali neodredeni izrazi mogu transformisati na oblike
,,%” ili ,227, koji su pogodni za primenu Lopitalovog pravila.

1° ,0-00”. Priizrac¢unavanju graniéne vrednosti lim (f1(z) - f2(z)), gde
r—a

je lim f1(z) =01 lim f3(z) = 0o, mozemo izraz fi(z)- f2(z) zapisati
T—a T—ra

H1(@)- fola) = 1)

fa(z)

na sledeéi nacin

i tako ga svesti na oblik ,,%”.

LAko je a = co(—o0) onda se pod okolinom U podrazumeva skup svih brojeva z tako da
jex > %(—x> %),zaneko£>0.
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2° oo —o0”. Pri izracunavanju lim (f1(z) — fa(z)), gde je lim fi(x) =
T—ra r—a

= lin%) f2(x) = 00, mozemo postupiti na sledeéi nacin:
r—r

Kako je
fa(z)
_ — 1_
Ao - o) = i) (1- 743
ako ﬁgig — 1 kada © — a, dobijamo sluéaj 1°. Ako ?Exg ne tezi ka
l(x%a),odnosno%%ooﬂi%%c,c;«él(x )onda
dobijamo odredene izraze ,,00 - 00” = 00 ili 00 (1 —¢)” =

3° 17 097, 00%”. Ti oblici se pomoéu jednakosti

[f1(2)]72(®) = ef2(®)In fi()

svode na slucaj 1°. Dakle, pri racunanju izraza lim fi(z)7>(*) prvo
r—a

ra¢unamo li_r>n fo(z)In f1(z).

e U zadacima ¢emo iznad znaka jednakosti uvek naznaciti o kom tipu granic¢ne

vrednosti se radi. Primena Lopitalovog pravila, odnosno koriséenje jed-
nakosti lim £& = lim £(2) ,
z—a 9() z—a 9 (%)

obelezavaéemo sa (L, 6) ili ( ,%) u zavis-

nosti od tipa grani¢ne vrednosti lim £ m) Citaocu se ostavlja da proveri
r—a

da li su uslovi za primenu ovog pravila zadovoljeni.
Tejlorova i Maklorenova formula

Neka je f neprekidna funkcija koja ima neprekidne sve izvode do izvoda
reda n na intervalu [a,b] i ima izvod reda n + 1 na intervalu (a,b). Tada
za x,xo € [a,b] vazi Tejlorova formula

gde je
"(g (n) z n
Tn(x) f($0)+f (500)(1’*350)+f ( 0)( 0)2+...+fn7(10)(1’—x0) ,

n+1
Ro(x) = L5 (@ — wo)™*,

e=x0+0-(r—29) 1 0<b<1

(drugim rec¢ima, ¢ je neka tacka izmedu zg i x).

Polinom T;, se naziva Tejlorov polinom stepena n za funkciju f u okolini
tacke xg, i kaze se da on aproksimira funkciju f u okolini tacke x( sa
greskom (ostatkom) R,,.

Kazemo da je, za svaku tacku z iz okoline tacke xg, vrednost f(x) funkcije
f u tacki x aproksimirana sa Ty, (), i pisemo f(z) = T, ().
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e Za zy = 0 dobija se Maklorenova
f(z) = My (2) + Ry (2), (10.2)

M, (x) = f(0) + f/(0) + 002 4 4 f<"><o> o,

()
Ro(z) = f(n+1)( ) +1’

gdejee=0-210<6 <1 (cjeizmedu 01 z).
e Prema Maklorenovoj formuli dobija se:

2 3 "

c _ “L r —
¢ = ldat o+ttt o+ Ra),
n+1 0
Rn@:m‘e ;
. x3 x5 i 2k—1
sinz = x—g-l-a—n-‘i‘(_l) W+R2k(x)’
(—1)k$2k+1
Rop(z) = Wcosﬁx;
a’j2 ZA 2k
cosr = 1-— o7 +E—---+(_1) (2k)! + Rop (),
(—1)k+1g2h+2
Ropg (@) = ~—p =gy cos 0
In(l+z) = _J;—2+x—3— +(—1)"‘1£+R()
n X = T B 3 n n\T),
R, (z) = (e
n (n+1)(1+0x)n+1’
n+1
R.(z) =
<n+1) 1+91. n+l—a”

(Napomena: (2) = def afa—1). (0‘ alazl).(a=ntl) () = def 1,meN, aeR)

n
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Zadaci

Lopitalovo pravilo

1. Izrac¢unati graniénu vrednost

. et —e " . tgx—=
a) lim . b) lim ——.
z—=0In(e —z) +z —1 =0 T — sinx
o) li arct'g 2z ' d) Tim sin(z — 1).
z—0 arcsin 5z z—1  Inz

Resenge.

Ove grani¢ne vrednosti su oblika ,,%” i mozemo direktno primeniti Lopi-

talovo pravilo.

T —e " €9 . e+ L

li 20) i et
2) a:lg%)ln(efx)erfl m%e%lw+1

20 e*(e—xz—1) e—1
tgr —x (L9 s — 1
b) lim 8L % o) i ce?a — -
z—0x —SInx z—0 1 —cosx
. (1—cosz)(14+cosz) . 1+cosx
= lim = lim =
z—0 (1 —cosx)cos? x =0 cos?x
1
tg2x (L,8 1T 2 2
c) Jim 82T (o) lim 22 Z 2
z—0 arcsin bx z—0 T 5 5
a) 1 sin(z — 1) (Lig) i cos(ai— 1) _
r—1 ln:]; r—1 >

2. Izracunati grani¢nu vrednost

a) lim —cosx-ln(x—a). b) lim ln—x
z—a In(e® — e®) z—o0 I
im (22 - 22 ' — e
c) il_r)%(x ew?). d) xgrjloo(x T-er2).
1 1
e) lim ( - — ) .
z—0 \sinz
Resenje.

U zadacima pod @) i b) imamo granicne vrednosti oblika ,,2”. Moze

se direktno primeniti Lopitalovo pravilo.
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cosz - In(x — a) In(z —a) (L,2)

a) lim ————————~ = limcosz - lim ———~ =
z—a In(e® — e®) z—a z—a ln(e® — e®)
1 1 x a )
. T—a . . er—e” (L,E)
=cosa- lim — =cosa- lim — - lim =
r—=a —— . e z—a et z—a T —a
et —e®
1 x
=cosa-— - lim — = cosa.
et xz—a
1
Inz (L, = 1 1
b) lim — =" lim —%— =—" lim — =0.
z—oo " z—o0 nrt—1 n xz—oo gh

¢) Pre primene Lopitalovog pravila, neodredeni izraz oblika ,0 - c0”
svodimo na oblik ,2>”.
1
5 1 (0o0) . e (L=) —

lim z° - e=? " =" lim
z—0 z—0 ol x—0 —

Grani¢ne vrednosti u zadacima pod d) i e) su oblika ,00 — c0”. Fak-
torizacijom taj oblik svodimo na ,,0-00” a zatim na oblik ,,5>”, nakon
¢ega primenjujemo Lopitalovo pravilo.

1
i wa) 29y ety (20 gy, 1€ (D)
I T —z? ) . .
T A w22 T (- =-1L
1 1 00—00 1 00"
e) lim< : —>( = )lim—-( = —1) (02:0)
z—0 \ SInx x z—0 T s x
N v A L) sinz —zcosx (L,3)
= hm —_— = hm — a
=0 z z—0 sin” x

COST — COST + xsinx
= lim - =0.
z—0 2sinxcosx

3. Izracunati grani¢nu vrednost

a) lim z°. b) lim 257 o) lim (ctez)T.
) gt b I ) i, (cte )
d) lim (ctgz)®=. e) lim z#-1. f) lim(3x+1)Ctgm.
z—0t r—1 x—0
Resenge.

a) Grani¢na vrednost je oblika ,0°”.
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Neka je lim 2 = A. Tada je
z—0t

<00 1 L,

InA=1In lim 2% = lim xlnx(oz) lim g( =)

rz—0+ z—0+ z—0t P
1

N —z) =0.
A ()

= lim
z—0t 7.’1672

Na osnovu toga je
mA=0 = A=¢"=1.

b) Grani¢na vrednost je oblika ,,0°”.

Neka je lim 2% = A. Tada je
(0-00)

z—0t
ST — Jim Inz®"® = lim sinz-Ilnzx
z—0t+

InA=In lim z
rz—0t

z—0t
2

sin“ x

8|~

_ Inz (L,2) . L
= lim —— = lim —*%——=— lim
z—0t ST z—0+ snZz COS T z—0t I - COST
sinx

— lim tgz - lim
z—0+t z—0t

=0-1=0.

T

Na osnovu toga je A,
mA=0 = A=¢"=1.

¢) Grani¢na vrednost je oblika ,00°”.

Neka je lim (ctgz)® = A. Tada imamo
z—0t
i : 0- . Inctgx (L,
A= lim (ctgz)® = lim zlnctgz = lim te (L,%)
z—0+ z—0+ o0+ 1
1 -1 5
— lim ctgz sin?x — lim :L’i _
=0+ —I% z—0t sinx - cosx
T x
= lim — - lim =
z—0+ sinT z—0+ cosx
Prema tome je
mhA=0 = A= 60 =1.

d) Graniéna vrednost je oblika ,00%”.

Neka je lim (ctgz)®s = A. Tada imamo
z—0t

. Inctgzx (L,

Inx N

InA =1 lim (ctgz)ms = 1
n n lim (ctga)? Jim

z—0t
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1 —1
. ctgz " sin?z . x
= lim gf:_ lim ———M = —1.
z—0t T r—0t SIN X - COST

Na osnovu toga je

1
mA=-1= A==,

e
e) Grani¢na vrednost je oblika ,1°°7.
Neka je lim 271 = A. Tada je
z—1
1 L2 1
InA = Inlim 271 = lim nr :0) Iim £ =1
rz—1 x—1 1 — 1 r—1 1

Prema tome je
mhA=1= A=e.

f) Grani¢na vrednost je oblika ,1°°7.
Neka je lim (3z + 1)%8® — A, Tada je
T—>

— In li ctge _ |; (o2:0)
InA=1In ili)r(t)(i%ﬂ? +1) ili)%(ctgmln(?)x +1))

3
@Bz 1) L) ) BT g

—0 —0 ——
r tgx r cos2 x

Prema tome je
mA=3 = A=¢.



Z.adaci za samostalni rad

1. Izracunati graniénu vrednost

e’ —1 In(sin ax)

lim ———. lim ————= .

@) 250 In(z +1) b) 250 In(sin bx) (a,5>0)

¢) lim x(e% - 1. d) lim (arcsin(z — a) - ctg (z — a)).
T—00 T—ra

Rezultat: a) 1. b) 1. ¢) 1. d) 1.

2. Izracunati grani¢nu vrednost

1 2x
a) iig%(lmx)%. b) lim <1+w) .

T—r 00

. ™ e
¢) lim (5 — arctg x) .

T—+00

Rezultat: a) e?. b) e2. )

o |~
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Ispitivanje funkcija

Kod ispitivanja funkcije, potrebno je uraditi sledece:
e Odrediti oblast definisanosti funkcije.
e Ispitati specijalna svojstva (parnost, neparnost, periodi¢nost).
e Odrediti nule i znak.
e Odrediti intervale monotonostili ekstremne tacke.

— Uslovi monotonosti.

Neka je D CR i f: D — R neprekidna funkcija na intervalu [a, b].
Ako za svako = € (a,b) C D, f'(x) postoji i
f/(z) > 0, onda je funkcija f rastuéa
> 0, onda je funkcija f neopadajuca
onda je funkcija f konstantna
onda je funkcija f nerastuca
onda je funkcija f opadajuca
na (a,b).
— Neka je f definisana u nekoj okolini zy u kojoj dostize ekstremnu
vrednost. Tada ili f’(xg) ne postoji ili je f'(xg) = 0.
Tacke domena funkcije u kojima f’(z) ne postoji ili f/(z) = 0, nazi-
vamo kritiénim tac¢kama i one predstavljaju mogucée tacke u kojima
funkcija dostize ekstremnu vrednost.

AvAN
coo

— Neka je f neprekidna u xg. Neka je f diferencijabilna funkcija u
nekoj okolini U tacke xg, osim eventualno u tacki xg.
Ako je f'(x) >0zax € UN(—o0,z0) 1 f'(x) <0 za
x € UN(xg,+0), onda funkcija u tacki ¢y ima lokalni maksimum.
Ako je f'(x) >0 zax € UN (xg,+00) i f'(x) <0 za
x € UN(—o00,xp), onda funkcija u tacki z¢ ima lokalni minimum.

! Definicija monotonosti i ekstremne vrednosti funkcije moze se videti u [3].

249
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Drugim recima i ne tako precizno, ako f’(x) menja znak kada x
prolazi kroz xg, onda je to tacka u kojoj funkcija dostize ekstremnu
vrednost.

e QOdrediti konveksnost i prevojne tacke.

— Neka funkcija f : (a,b) — R ima drugi izvod na (a,b). f(z) je
konkavna (konveksna) na (a,b) ako i samo ako je f”(z) > 0
(f"(z) <0) za z € (a,b).

Neka je f definisana u nekoj okolini U tacke zg i u toj tacki ima
konacan ili beskona¢an prvi izvod i neprekidna je. Tacka (zq, f(z0))
naziva se prevojnom tackom grafika funkcije f, ako je f konveksna
(konkavna) na skupu {z € U| ¢ > xo} i konkavna (konveksna) na
skupu {x € U| x < z¢}.

Neka funkcija f ima prvi izvod u nekoj okolini U tacke xg i ima drugi
izvod u U\ {zo}. Ako f”(x) menja znak pri prolazu argumenta kroz
tacku xg, onda je (zo, f(xo)) prevojna tacka grafika funkcije f.

Neka funkcija f u zp ima sve izvode zakljuéno sa n-tim(n > 2) pri
cemu je
f®(20) =0, za k=1,2,...,n—1 i
() #0
Ako je n = 2k (k € N), onda funkcija ima ekstrem u tacki xg 1 to za
f0(x0) >0, lokalni minimum;
f(x0) <0, lokalni maksimum.

Ako jen =2k + 1 (k € N) onda je z¢ prevojna tacka.

e Nadi asimptote.

— Prava x = zq je vertikalna asimptota grafika funkcije ako je

lim f(z) =200 ili lim f(z)= +oc.

r—xot T—T0~

— Prava y = kz + n je kosa asimptota grafika funkcije ako postoje

ke Rin < R tako da je

N G _
ili
lim @:k i lim (f(z)—kx)=n.
T——00 I T——00
Specijalno za k = 0 dobija se prava y = n, koja je paralelna sa x-osom
i naziva se horizontalna asimptota.

e Odrediti ostale specifi¢nosti grafika.
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e Nacrtati grafik.

Zadaci

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
flz) =

x
2 -1

Resenge.

e Domen funkcije f je D = R\ {1,—1}, jer deljenje sa nulom nije
definisano, pa mora da vazi

2—1#40 o z#1 A x#-1.

e Funkcija je neparna, jer vazi

f(=z) =

—T - T -
(-1 22-1

— ().
Dakle, grafik funkcije f je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.
e Nula funkcije f je x = 0. Znak funkcije je prikazan u tablici.

(—o0,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,4o0)
f(z) - + - +

e Prvi izvod funkcije je
2
fooN z¢+1
fiz) = @ z e R\ {1,-1}.
Vidimo da je f/(z) < 0 za svako x € R\ {1, —1}, a to znaci da je f
opadajuca na ¢itavom domenu D.
e Drugi izvod funkcije je

~ 2x(2® +3)

f"(x) e reR\{l,-1}

f"(x) =0zaxz =0. Tacka A(0,0) je moguca prevojna tacka. Odred-
imo znak drugog izvoda:
ffx)>0 e (@>0A22-1>0)V (<0 A 22 -1<0) &
s xe(l,+00) V x e (—1,0).

Dakle, funkcija je konkavna (~—) na skupu (—1,0)U (1, c0), a konvek-
sna (—) na skupu (—oo, —1)U(0,1) i tacka A(0,0) je prevojna tacka
grafika funkcije f.
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e Asimptote.

Kako je lim %= =+4o0c0i lim %= = —o0
a1+ T01 a—1- T 1 ’
ikakoje lim —*= =+4o0c0i lim —*—= = -0
g1+ 2771 g——1- T 1 ’
to su prave x = 1 i x = —1 vertikalne asimptote funkcije f.

Kako je

lim =0
r—+o0o ,732 —1 ’

to je prava y = 0, tj. xz-osa horizontalna asimptota funkcije.

11 0 1 x
-10

Slika 11.1: Grafik funkcije f(x) L

=z

2. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

Resenje.

e Domen funkcije f je D =R\ {-2}.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.
e Lako se vidi da je tacka x = 1 jedina nula funkcije f.

Odredimo znak funkcije.

(—00,-2) | (=2,1) | (1,400)
f(@) - - +
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e Prvi izvod funkcije f je
(x — 1)%2(z +8)

fle) =

Nule prvog izvoda su z = 1 i x = —8 a to su ujedno i kriti¢ne tacke.

x e D.

Odredimo znak prvog izvoda, odnosno monotonost funkcije.

(_007_8) (_87_2) (_271) (1’+OO)
f'(z) + - + +
f(x) / hY /" /
Iz tablice se moze zakljuciti da u tacki z = —8 funkcija ima lokalni
maksimum, A(—8, —8l). Tatka z = 1 nije ekstremna tacka.

e Drugi izvod funkcije f je

54(x — 1)
11 _
O

f"(z) =0 za z =1, to je tacka P(1,0) moguéa prevojna tacka
grafika funkcije f.

r€e€D.

Odredimo znak drugog izvoda, odnosno koveksnost funkcije.

(—o0,—2) (—2,1) (1, 4+00)
O - +

f(x) | konveksna (—~) | konveksna (—) | konkavna (-—)

Sada mozemo zakljuciti da je tacka P(1,0) prevojna tacka grafika

funkcije f.
e Asimptote.
Funkcija f nije definisana u tacki + = —2 i kako
(z = 1)?

)

im ——= =
r——2 (fE + 2)2
to je prava x = —2 vertikalna asimptota funkcije f.

Funkcija f nema horizotalnu asimptotu, jer je

(z—1)° @1
im =400 1 lim =
T—+00 (,I’ + 2)2 T——00 (;L‘ + 2)2

Funkcija f ima kosu asimptotu y = x — 7, jer je

T ) B N )

= = 1 1
z—doo z—too x(x + 2)2 !
o o (z—1)° _
n=lim (f(z) = kz) = lim (W —r)=
72 e
~ fim Tr"—r—1 .



254 11. ISPITIVANJE FUNKCIJA

y
-8 42 P y=* R
[0 +— x"
/
/ -81/4
A

Slika 11.2: Grafik funkcije f(z) = % .

3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije:

f(@) = /(2% = 9)%.

Resenge.

e Da bi kvadratni koren bio definisan, mora da vazi
(2293 >0 & 22 -9>0 < |z| >3,

odnosno domen funkcije D = (—o0, —3] U [3, +00).

e Funkcija je parna, zaista

fl=a) = V((=2)? = 93 = V(22 - 9)% = f(2).

Dakle, grafik funkcije je simetrican u odnosu na y-osu.

e Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
°—9=0 & r=3iliz=-3.
Nule su dakle u tackama z =3 ix = —3.

Posto je kvadratni koren nenegativna funkcija na domenu, nije tesko
videti da je funkcija f nenegativna tj. f(x) > 0 za svako x € D.

e Prvi izvod funkcije f je

F(@) = S~ 9)

Nl

2x =3xV/22 -9, x € D.

Odredi¢emo nule prvog izvoda:

f(2)=0 & 3z2v22-9=0 & (z=0iliz=3iliz = -3).
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Sledi da su kriticne tacke z = 3 i x = —3 (nulu smo iskljucili, jer
0¢ D).

Sada ¢emo odrediti znak prvog izvoda, odnosno monotonost:

(—OO, _3) (3a +OO)
f'(x) - +
f(x) N /
Lako je zakljuciti da su tacke A(—3,0) i B(3,0) lokalni minimumi
date funkcije.

e Drugi izvod funkcije f je

1 1
f(z) =3+2%2— 9+3x§(x2—9)_% 20 = 3v/22 — 94327 ———,

2 -9

222 — 9
H.’L‘=3-77
(=) Nz

Odredi¢emo nule drugog izvoda

xz € D\ {-3,3}.

3
"2)=0 & 226> -9=0 & 2=+—¢D.
[ () 7 ¢
Dakle, funkcija nema prevojnih tacaka, f”(xz) > 0 za svako x €
D\ {-3,3}, odnosno f(x) je konkavna () na skupu (—oo, —3) U
(3, +00).

v

Slika 11.3: Grafik funkcije f(z) = /(2 —9)3 .

e Asimptote.

Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je neprekidna u svim tackama
domena.

Funkcija nema kosu asimptotu, jer je

/(2 _ 03
k= lim M = +00.
r—+o0 x
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Funkcija nema ni kosu ni horizontalnu asimptotu, jer je

lim /(22 —9)3 = +o0.
z—Foo

e Odredi¢emo jos ugao « koji tangenta grafika funkcije f zaklapa sa
pozitivnim delom z-ose u tacki x = 3 (z = —3).

tga=f'(3)=0 = a=0.

4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(a) =2 /(e + 1.

Resenge.

e Domen funkcije f je D = R.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije.
fx)=0 < (x=0 VvV z+1=0)
dakle, x = 0 i z = —1 su nule funkcije.

Znajuéi da je (v + 1)% > 0 za svako x € D, jasno je da je f(z) <0
za z € (—00,0) 1 f(x) > 0zax € (0,+00).

e Prvi izvod funkcije f je

5+ 3

f(x) = W? z € D\ {-1}

Nule prvog izvoda:
3
f(z)=0 & 5z+3=0 & T=—

Kako f’(—1) ne postoji, sledi dasuz = —1ixz = f% kriti¢cne tacke
funkcije.

Odredimo znak prvog izvoda.

(—OO,—l) (_17_%) (—%,+OO)
N - .
f(x) / N\ /
Funkcija ima lokalni maksimum u tacki x = —1, A(—1,0) i lokalni

minimum u tacki z = -2, B(—2, f(-2)), f(-2) ~ —0.33.
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e Drugi izvod funkcije f je

102 + 12

f(x) = ma

Odredi¢emo nule drugog izvoda:

zeD\{-1}.

6
f//(x):() o 106 +12=0 < x:_g_

, . o _ 6
Moguce prevojne tacke su x = —z

Znak drugog izvoda:

ix=-—1.

(-00,—%) (—5.—1)

(=1, +00)

/() -

+

_|_

f(x) | konveksna (—~) | konkavna (—)

konkavna (~—)

Sada mozemo zakljuciti da je tacaka P(—2, f(—2)) prevojna tacka

grafika funkcije f, f(—g) ~ —0.41.

A
Y

A -3/5

v

Slika 11.4: Grafik funkcije f(z) = z/(z + 1) .

e Asimptote.

Funkcija je definisana i neprekidna nad skupom R, te zbog toga nema

vertikalnu asimptotu.

Funkcija f nema horizotalnu asimptotu jer je

lim f(z)= lim zV/(z+1)? = to0.

r—+oo r—+oo

Funkcija f nema kosu asimptotu, zato sto je

r—too I r—+oo x

r—too

v (z+1)2 = 4o0.
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5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

1

fl@)=ze=2.

Resenge.

e Domen funkcije f je D =R\ {2}.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nula funkcije f je x = 0. Odredi¢emo znak funkcije.

(—O0,0) (0a2) (27 +OO)
fx) — + +

e Prvi izvod fukcije f je

2
Io) — priy o ST+
f($)_e ($—2)2

, e R\ {2}

Odredimo nule prvog izvoda:
flx)=0 & 2> -bx+4=0cx=1V =4

Kritiéne tacke funkcije f su x = 11 x = 4. Znak prvog izvoda i
monotonost funkcije je prikazana u tablici.

(—o00,1) | (1,2) | (2,4) | (4,+0)
f'(x) + - - +
f(@) a N\ N\ /

Dakle, f monotono raste na skupu (—oo,1) U (4, +00), a monotono
opada na skupu (1,2) U (2,4).

e Drugi izvod funkcije je

i) = prts . DT 8
f (x)—e (.’I,'—2)4,

z e R\ {2}

f"(z) =0 za x = §. Analizirajmo znak drugog izvoda.

(—OO,%) (%»2) (27+OO)
[ () - + +
f(x) | konveksna (—) | konkavna (~—) | konkavna (—)

Sada mozemo zakljuciti da je prevojna tacka grafika funkcije f je
P(3, %e% ).

Moze se ekstremna vrednost odrediti i preko drugog izvoda pa ¢emo
u ovom zadatku to uraditi.
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4e

Slika 11.5: Grafik funkcije f(z) =z - e 7 .

f"(1) = =2 <0, tako da u tacki A(1,1) funkcija ima lokalni maksi-
mum.

f’(4) = 3\/e > 0, tako da u tacki B(4,4y/e) funkcija ima lokalni
minimum.

e Asimptote.

Kako je

. 1
lim zer—2 = 400,
rz—2t

prava x = 2 je vertikalna asimptota funkcije f. Sa druge strane vazi

. 1
lim ze=—2 =0
r—2~

§to znaci da kad  — 2~ grafik funkcije se ,priblizava” tacki (2,0).

Kako je

lim zxe*2 =400 i lim zes2 = —o0,
T—>+00 T——00

to funkcija nema horizontalnih asimptota.

Kako je

z—+oo r—+oo
= = 2
. ex—2 — . ex—2 — xr —
= lim T = lim T =1,
r—+oo = r—+too — T
T z—2
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to je prava
y=z+1

kosa asimptota funkcije f kada x — +oc.

6. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
f@)=la+1]e s,

Resenge.

e Domen funkcije f je D =R\ {0}.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije:
flz)=0 & 24+1=0 & z=1.

Jasno je da f(z) > 0 za svako x € D.

e Posto je
(x—l—l)e’%, x>—-1,x#0
fl) =3 —(z+1)e 7, x< -1
0, r=—1

lako se dobija prvi izvod,

1
e F (1+25Y),  z>-1,z#0
=] U .
—e" = (1+£m2), r<—1
Ispitajmo postojanje prvog izvoda u tacki x = —1. Odredimo levi
izvod

1 1
lim f'(x)= lim —e = (1—1—96—2 >:e

r——1— z——1—

a zatim, desni izvod

1 1
lim f'(z)= lim e = (l—i-x—z ):_e

r——1* z——1+ x
Kao sto vidimo levi i desni izvodi u tacki x = —1 nisu jednaki, a to
znaci da ne postoji prvi izvod u x = —1.

Odredimo nule prvog izvoda.

z+1
22

f/(:c)0<:><1+ OAz%le#0)©
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2 +z+1
®7

= =0, # -1, z #0.

Kako je 22 + 2 4+ 1 # 0 za svako = € R, sledi da prvi izvod nema
nula. Jedina kriti¢cna tacka je x = —1.

Odredimo znak prvog izvoda:

(—OO,—l) (_150) (Oa +OO)
f'(z) - + +
f(z) Y /! /
Sada mozemo zakljuciti da je tacka x = —1 lokalni minimum funkcije
f, na grafiku to je tacka A(—1,0).
e Drugi izvod funkcije f je
-1 /241
e = (=2 , z>-1,z#0
f/l(x) = _E —4r+>1
—e77 (), z< -1

f"(z) =0 & z =1, tako da je to, moguca prevojna tacka.

Odredimo znak drugog izvoda:

(*00771) (*170) (Oal) (17+OO)
@[ - + + =
konveksna | konkavna | konkavna | konveksna
f(z) (—~) (—) (=) (~)
Drugi izvod menja znak prolazeéi kroz tacke x = —1 i x = 1. Samo

je tacka xz = 1 prevojna tacka funkcije, P(1, %), zato §to prvi izvod
ne postoji u tacki x = —1.

2/e

Slika 11.6: Grafik funkcije f(z) = |z + 1]e™= .
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e Asimptote.
Funkcija f nije definisana u tacki x = 0 i kako je

lm |z +1e” s = 400
z—0~

to je prava xz = 0 vertikalna asimptota funkcije f. A sa druge strane

je
lim |z+1]e ¥ =1-0=0. (11.1)
x—0+
Funkcija f nema horizontalnu asimptotu, jer je
- z+1
lim \x+1|67'1: lim J: = 400
r— 400 xr—+00 ez

lim |z + 1 eF = +o00.
T—r—00

Kose asimptote.

e~ # -
T N i 0 LI <1+e >::L

r—+o0 xT r—+o0 X
—x—1e =
k‘g = lim ( z )6 = —1,
T——00 T
ny = lim [(m—i— 1)efTl — x} =1+ lim a:(e_% -1) =
r—+00 r—+00
-3 -1 —sp2
—14 lim S =14 lim T —1-1=0,
T——+00 > r—+o00 —I
ew —1
ne = lim [(79: — 1)67% +x} =-14+ lim —F—=
r——00 T— —00 -
= —1+1=0.
Dakle, imamo dve kose asimptote
1 =z (kadaz — 4+00) 1 ya=—2 (kadax — —o0).

e Kako vazi (|11.1)), odredi¢emo jos ugao « izmedu tangente funkcije f
kada x — 07 i pozitivnog dela z-ose

1 +1
= lim f(z)= lim e * (1+ 2 — —0.
tga= i )=l (147 = o=
7. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
rz+3
=1 .
fl@) =T

Resenge.
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e Funkcija f je definisana za ££3 > 0. Domen date funkcije je

11—z
D= (-3,1).
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije f se odreduju resavanjem jednacine ”f%rg = 1, odakle

sledi da je nula funkcije x = —1. Odredimo znak funkcije.

(-3,-1) | (-1,1)
f(x) - +

e Prvi izvod funkcije f je

Prvi izvod nema nula.

Lako se moze videti da je f'(x) > 0 za svako x € D, a to znaci da je
funkcija monotono rastuca na ¢itavom domenu D.

Ekstremnih tacaka ne moze biti.

e Drugi izvod funkcije f je

/ _ 8r + 8
@)= mmra oy ©€P

Odredimo znak drugog izvoda:
f'(x) >0 & 8x+8>0 AxeD & ze(-1,1),

odnosno,
["(z) <0 & ze(-3,-1).

Dakle, funkcija f je konkavna (~—) na intervalu (—1,1),a konveksna
(—~) na intervalu (-3, —1).
Tacka P(—1,0) je prevojna tacka grafika funkcije f.

e Asimptote.

Funkcija f ima dve vertikalne asimptote x = —3 i = 1, jer je
3 3
lim lnm+ =—oc0 i lim lnx+ = +o00.
z——31 1—x z—1— 11—z

Funkcija nema kosu asimptotu, posto je domen funkcije interval (—3, 1),
tako da argument x ne moze da tezi ka 400 ili —oo, §to je potrebno
za postojanje kose asimptote.



264 11. ISPITIVANJE FUNKCIJA

I

P
-B -1 0 1
-5

v

Slika 11.7: Grafik funkcije f(z) = In 22

l—x °
8. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(z) = sin*z — 2sinz + §

Resenje.

e Domen funkcije f je D = R.

e Funkcija f je periodi¢na sa osnovnim periodom 7 (vazi f(x + ) =
= f(x), € D). Zato je dovoljno da je posmatramo na intervalu
[0, 7].

e Nule funkcije f se odrede iz f(x) = 0, odnosno
.4 .2 3
sin“x — 2sin“x + - =0,
uvedemo smenu ¢ = sinz. Dakle, imamo jedna¢inu

3
t2 -2+ = =0
+ 4
Cija su reSenja t; = % ity = % Posto sin’x # %, reSenja dobijamo iz
sin’z = 1, odnosno sinz = g Nule fukcije f na z € [0,7] suz = 7§
iz = ?jf.
Odredimo znak funkcije.

[+

(4.0 | CF,m)
f(x) + — +

SE
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B C
Y
o)
N Py B
)
/2 »
0] Zz 5, @ X
6 6ﬁ
A

Slika 11.8: Grafik funkcije f(z) = sinz — 2sin*z + 3 .

e Prvi izvod funkcije f je
f'(x) = —4sinz - cos®z, € D.
Nule prvog izvoda se dobijaju iz
—4sinz-cos®z =0 < sinz =0 V cosz = 0.

Iz ovoga sledi da su tacke z = 0, x = 7 i x = § nule prvog izvoda na
posmatranom intervalu, ujedno i sve kriti¢ne tacke.

Odredimo znak prvog izvoda.

’ﬂ-)

(SIE

(
fz) | - +
fl@) | /
Funkcija ima lokalni minimum u tacki A(F, —i) i lokalne maksimume
u tackama B(0, 2) i C(m, 2).
e Drugi izvod funkcije f je

f"(x) = —4cos*z <1 — 351112:r> , €D\ {g}

cos2x

Funkcija je konkavna ako je f”(x) > 0, odnosno ako je

-1 1
1-3tg?2<0 & —(=>tgr> = &

V3 V3

@336151
66 )

Funkcija je konveksna ako je f”(x) < 0, odnosno za

r e (0,5)U (5%, 7). Iz prethodna dva razmatranja da se zakljuciti

da su Pi(%,2) i P,(3F, 2) prevojne tacke funkcije f.
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e Asimptote.

Funkcija je definisana i neprekidna nad R, te nema vertikalnih asimp-
tota.

Funkcija f nema kosu asimptotu, jer n ne postoji:

3
i — indz — 9gin2 2y
n=_lim f(z) L Jm (sinz — 2sin“z + 4)

9. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = x + arcsin T

Resenje.

e Domen funkcije f odredujemo iz uslova

1z toga sledi
—1-22<22 A1+2?>22 & (2+1)?>0A (1-2)2>0,

Sto je zadovoljeno za svako x € R. Dakle, domen funkcije f je D = R.

e Funkcija je neparna. Zaista,

-2 2
f(—z) = —x + arcsin ?;:2 = —z — arcsin 1_1_722 = —f(z),
Tako da je dovoljno ispitati tu funkciju samo za = > 0.
o Iz
flz)=0 < :c—l—arcsini =0 =0
N 1+22 -
sledi da je = 0 jedina nula funkcije f.
e Prvi izvod funkcije je
1 2(1+2?%) — 2z -2z 2(1 — 22
fl(a) =1+ A )22 SPFUNE Cluk 5 S )2.
] _ 4a? (1+ x2) (1+2?)]1 — 22|
(14+22)2

Vidimo da f’ nije definisana u = 1. Oslobodimo se znaka apsolutne

vrednosti,
1+-—2,, 0<z<l1
f(a) = { o

- 2
-1
T x> 1.

f'(x) > 0 za svako x € R\ {1}. Sto znaci da funkcija f raste za
svako x € R™, a zbog neparnosti i nad celim R. Ekstremnih tacaka
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nema. Ispitajmo jo§ levu i desnu graniénu vrednost od f’ u tacki
=1,

2
1+ 22

. ! _ . _ _ .
xlg?Jr fi(z) = zlir{h <1 > =0, o5 =arctg0=0,

z—1- 1 1+ 22
a1 1 ag su odgovarajuéi uglovi koje tangente grafika u tacki x = 1
zaklapaju sa pozitivnim delom z-ose. Ovi podaci omoguéavaju pre-
ciznije crtanje grafika funkcije. Primetimo da u tacki x = 1 funkcija
f je neprekidna ali nije diferencijabilna.

2
lim f'(z) = lim (1 + ) =2, a9 =arctg2 ~ 63.43°.

A
y
1+7W/2 \14$
E >
=i 0 1 X
-1-m/2

Slika 11.9: Grafik funkcije f(x) = x + arcsin 1_2&2 .

e Drugi izvod funkcije je

4z
7(z) = { ~ s 0S@<]

el r>1L

Analizirajmo znak drugog izvoda:
(0,1) (1, +00)
[ (x) - +

f(z) | konveksna (—) | konkavna ()

Tacka P(0,0) je jedina prevojna tacka grafika funkcije. U tackama
x=11ix = —1 prvi izvod ne postoji te ne mogu biti prevojne tacke,
iako drugi izvod menja znak prolazeéi kroz te tacke.

e Asimptote.
Kako je f neprekidna nad D = R, vertikalnih asimptota nema.

Ispitajmo postojanje kose asimptote,

: 2x
arcsin
k= tim 1 — g <1+1”2>=1+0=1,
X

rz—+oo I z—+o0
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n = Tgrjltloo(f(x) —kz) = Tl}gloo(x + arcsin o7 ) =

= lim arcsin 1 =0.

z—+o00 + x2

Dakle, prava y = = je kosa asimptota.

10. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

1
f(x) = arctg <1 + > .
x
Resenje.
e Domen funkcije f je D =R\ {0}.

e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
1 1
arctg (1—1—) =0 1+—-=0%& 2+1=0.
x x

Dakle, x = —1 je nula funkcije.

1
T >0 &

1
f(z) >0 < 1+E>O<:>

& (x>0 VvV z<-1) & zx€(—00,—1)U(0,+00).

Prikazimo to u tablici:

(—o0,—1) | (—=1,0) | (0, +o0)
f(x) + = +

e Prvi izvod funkcije f je

.o 1 -1 -1
fle) = T+ (1+1)2 22 222420+1
Diskriminanta od 222 + 22 +1=0jea? —dac =4 -8 = -4 < 0i
a = 2, te sledi da je trinom 22% + 2z +1 > 0 za savko x € D. To
znaci da je f'(x) < 0 za svako z € D, tj. f(x) monotono opada nad
¢itavim domenom D. Ekstremnih vrednosti nema.
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e Drugi izvod funkcije f je

4x + 2

@)= —"2 _ zeD.

(222 + 22+ 1)%’

Nule drugog izvoda:

ff2)=0 & 42+42=0 & z=

Dakle, x = —% je jedina nula drugog izvoda i moguca prevojna tacka.

Odredi¢emo znak drugog izvoda:

D [ L0 [ @i
1 (x) — + +
f(z) | konveksna (—~) | konkavna (~—) | konkavna (~—)

P(—1,—%) je prevojna tacka grafika funkcije.

y

Nﬂ;jk:

A
ﬂ\
4

-1/2 >
-7 0 x
_x
P 1
I
2

Slika 11.10: Grafik funkcije f(x) = arctg (1 + %) .

e Asimptote.

Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je

. 1 T
lim arctg (1+— ) =+=
x

z—0t 2

x—0~

. 1 T
lim arctg (1 + ) =——.
T 2

Ispitacemo da li funkcija ima horizontalnu asimptotu. Iz

li te (141) =7
Jm aretg (142 ) = 5

(11.2)

(11.3)
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sledi da je prava y = 7 horizontalna asimptota funkcije f.

e Kako vazi ((11.2) i (11.3)), odredi¢emo jos ugao « koji tangenta grafika

funkcije f kada z — 0

tga = lim f'(z)=

x—0F

es0t 222 + 20 +1

zaklapa sa pozitivnim delom x-ose.

—1 s
=-1=a=——.
“T7y

Z.adaci za samostalni rad

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f, ako je

@) f(z) = 22:21 '
.’,EB
0 fla) =/

e) f(x) =i .e ",
g)f(m)zln(x—i— x2+1) .

i) f(z) = arccos (;m?) .

2

0 f() = D02
I2

D s =

f)f(ﬂf):em
sin «

NI = 5 s

J) f(x) = arctg (e”) —ln< M) :
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Grafici funkcija:
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