Glava 6. INTEGRALI

6.1. NEODREDENI INTEGRAL

| pefinicija neodredenog integrala

keija f(x) definisana na nekom (kona¢nom ili beskonaénom) intervalu (a,b).
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jcija 1. Funkciju F(x) nazivamo primitivhom funkcijom za funkciju f(x) na intervalu
F’(x)-f(x) za svako xe (a,b).
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Primjer 1. Funkciyja F(x)= x*+x+1, xeR je primitivna funkcija za funkeiju
“";_;f-}.f.a. i #1, jer je F'(x)=f(x) za svako xeR. Funkcija F(x)=-cosx+2x+3, xeR je
| mfimkm]u f(x)=sinx+2, jer je F'(x)=f(x) za svako xeR.

% svojstava primitivne funkcije:

Je F(x) primitivna funkcija za funkciju f(x) , tada je i svaka funkcija F(x) + C,
¥ C proizvoljna realna konstanta, primitivna funkcija za funkciju f(x) .
WF(X) 1 G(K) primitivne funkcije za funkciju f(x), tada je F(x)-G(x)=C, gdje je C

unkcija f(X) neprekidna na intervalu (a,b), tada na (a,b) postoji primitivna funkcyja,
FOF (=1, (1),
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,,,, SWP svih prlnutwmh funk(:l_]a za funkcuu f(x) naziva se neodrem
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_-;_ cije f(x). Oznaka J f(x)dx (&ita se: ” integral ef od X de iks").
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‘*‘"“ nitivna funkcija za funkciju f(x), tada je If(X)ﬁ
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- b) Osnovna svoijsty
) neodredenog Integrala
L de(X) =F(x)+C, ARE Jf(x)dx =f(x)dx. 3 Iaf(x)d J‘
< A=0f(x)dx , gep
4, I(f(X)+g(X))dx= Jf(x)dX+ I g(x)dx , :
5. Ako je jf(x)dx=F(x)+c, tada je [f o
] I (ax+b)dx--;-F((ax+b)+C,gdjejea¢0,
C) Tablica prostijih integrala
:}: s Kn?f-l E : 4 I
1' jO'dx_—_C; 2. J‘}{ndx— pe +C ] H-Tt—l, X.>O, *
B E
13 IgzlanHC, X # 0, 4 fardn=g—te, a>0 azl ( [eld=e’+C)
k. L X Ina
| 2. jsin xdx =—cosx+C 6. |cosxdx =sinx+C,
8 i =tgx+C, x#—+kn ,keZ. 8. J- d}; = —ctgx+C, x#km, keZ,
1 % 2 sin” X

10. J.‘/i%:z =&I'CSiIlX+C,'J(l<L
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Primjer 3. Na¢i |(2x+3)°dx . Uvedimo smjenu 2x + 3 = t . Tada je 2dx=dt, odnosno

dt L #
dx = > Poslije ovih smjena dati integral ima oblik tablicnog integrala: : It Sdt = -I-'-t-i-l-C =
2 2 6

(2x +3)° :
12

+C, gdje je C proizvoljna konstanta,
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limo uputstvo za nalaZenje | |
| axz +bx+cC

‘Neka ie a<0. Tada se dati integral svodi na integral oblika |———===arcsinx+C.

Razmotraju se dva

dx i
svodi na integral oblika I ,/—2 , gdje je AeR.

dx
Jax2+bx+c

je rijesio Ojler smjenom Gy g xz+l=t2+x2—2tx,

B st dx)=0 . tdi—tdx-—xdi=0, tdx=(t-x)dt ,~ =Gt

E=X

: Sada je I_\_/__cl;x__: %-t--—*lnt+C- ln(x+1/x2+kj+c. Slijedi,

Jﬂ(x+w/x2+7tj+c . Specijalno, I . =]n(x+\/1+x2]+C.

x2+1

e
i x2 —4x +3 £ —6x+9 X~ +2X+5

RjeSenje. a) Kako je x? —4x+3=(x—1)(x-3), to je - 1 BP Lo ,gdjesuAiB
¥ " ..‘ | G '_4X.+3 X"l X""3

)] ’"‘ odrediti. Dalje je A(x—3)+B(x—1)=1, odnosno A = —é— 1 B = % . Slijedi,

1. Ix=3

5
e k3 ""2-[—]11‘;;—1,+1n’x—3l]+c=“2-1n x—1

s

+

| ; | % 2 '-—;{_——5+c . Uvesti smjenu x—3=t,

R el . Uvedimo smjenu t—%—l- Tada je dx=2dt
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A i B, zadatak se svodi na: I ; X e A [_dx dx i
;- ax“ +bx+c¢c a X=X, +B ;‘:;;JZD:O Sada je e
X=X, paje ax’ +bxte=(x-x,) | Slijed; _[ = ~ = ji'-‘-__ sC il 3

-x,)? t* x-x, T P

X=X, =t. 3. D<0. Ovaj slucaj se rieSava svodenjem na tabliéni integral I = arc tgx +C |
[+x° ] =

Primjer 7. Naci: a) |sin” xdx, b) [cos®xdx, ¢) [cos’ xdx, d) |sin5xcosxdx . | “rE

(R

B . 5 1 -cos2x In 2
RjeSenje. a) |sin xdxzj - ax = x_sm4 BV Smjena t=2x. b) ; 511;21+C'

-

5
¢) |cos’ xdx = jc:c:r,s"1 X Cos xdx = I(l—-sm x) cos xdx =(t=sinx)= J.(l t°)%dt =

L ; T gRte S S

I==1"+—t° +C=Ccos X —=CO0S"> X +—COS
3 5 3 5

B
v
N »

':-'; d) Naéi |sin 5x cos xdx . Kako je sin5X cosx = %(Sin 4x +sin6x), to je Isin 5x cos xdx =

IM41+51n6x)dx_—-é-cos4x—%cosﬁx+c
“*ﬁjtl er 8. Nadi: a) J.\/az —x2dx (a>0). “ I

h
1
"- :

=Y €. a) Uvedimo smjenu x=asin t (ili x=acost). Tada je I ~xldx= W

i

| e
q “l'n**mﬂdtn a J.cosz tdt = (x=asint , dx=acostd) a ! o -4
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[ Ly \
L RSN X
) E‘)H&m]el le* cosxdx . Tadaje 1= J.e cos xdx = du=e"dx —e* sin x — fex sin xdx =
b dv = cosdx 2
\ V=sinx

B =g smx—(—e COS X + _[e" COS xdx)ze" (sinx+cosx)—-I+2C. Slijedi,
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) f 2 i .
1= x»Jx2+a2+a ln(x+ X +aZJ +C . Specijalno, I l+x7dx =

iﬁ'f 2
u. ;?Ii-.

‘x'l+x2 +ln(x+w}1+x2) +C.

R 7] L[ |
Ex X' —a” —a’ ln(x+ x*—a") +C. c) =] X a’ —x* +a’ arcsin = |+
i 2 % il a_

Napomena 4. Formula za parcijalnu integraciju se koristi za izraunavanje:

. 8. X B e
3 jx e dx , jx sin xdx . J‘x”c:osxdx, fx" In xdx ,

- Kod primjene ove metode integracije postavlja se pitanje: Sta uzeti za u, a §ta za dv u
*-:-;_;___I___._gralu‘? Odgovor nije jednoznatan. Obi¢no se za u uzima onaj ¢inilac koji
.renaran]em uprostiti, pri ¢emu se vodi racuna da se preostali dio koji ¢ini dv

aliti. Tako se u integralu jx f(x)dx, gdje je f(x)=sinx, cosx, a"...  uzima

1dv=f(x)dx. Ako je f(x)=Inx, arcsinx, arctgx..., tada je u=f(x) i dv = x "dx.

R e ™o rs . - b dx .
~ frimjer 10. Naci rekurentnu formulu za izra¢unavanje j dx ,neNin>l.

(1+x2)"

e 1, = _[ — . Tadaje I, = J"‘

I+x2 2 f(l-i‘;
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