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koeficijenti polinoma realni bm:ievi. Tada se
o-kompleksnih brojeva, tj. ako je X; =0 +p;

Neka su
a konjugovan
h:},:a—Bi. Kako je (X—X;)(x~-x,)=

¢) Korijeni kompleksni 1 raz]iéi_ti.
kompleksne nule javljaju u parovim
jedna nula, tada )e druga nula |
(K"l'l): +[31 =x* _2ox+a’ +|3”‘1 =x” +px+(q,t0)€
Px)  Mix+N;, i\AZHNE o
+ 2 4 p,X+Q;
d) Korijeni kﬁz(;)eks:i 1:12:;;(11\11 . Nxeka j[;-a +gi nula polinoma Q(x) visestrukosti p. Tada je

~ o.—PBi takode nula polinoma Q(x) visestrukosti p. Sada je

M_x+N
ek P(x) MI-K+N1 T R ST VN P : P ria
; ._h,,.“,..’''l''"!l""""""""""7""= R 4 v )P

= i
" By o
L S R e L TLA1T
- - =Ty ~
t A %r rg,,]'- e W
'-I-"' .t =

racionalne funkcije. Kako je

R 1= (x°—x+1)(x"+x+1).
" ‘..'-

b

(A+ C)x3 +(A+B-C+ D)x”
_I:_:::. A+B+C-D=0, B+D=l.
| Xx+1 " X

. -

a integrale od racionalnih
) " funkcija, se smjenom
g 2dt

i 2
1+t
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[Kk—l ,xk] izabennmo po

nazivamo
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na odsjecku [a,b], tada graniéna vrijednost (1)
a [a.b] niti od izbora tataka §, iz odsjedka [1
k- *"‘L] 23

32 vrijednost (1) kaZemo da je integrabilna na Odsjedky |
llmeéku {a,b] je i integrabilna na tom odsiedky a,b)

g h
jecku [a.b] i f(x)20 za xe [a.b), tada jﬂudx

mcenog osom Ox, pravama x=a i x=b i Jykon
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b b ( x \
11. If(x)dx < Ilf(x)\dx. 12. If(t)dt = f(x)
a a \ 4 y,

—

7a integraciju parnih ili neparnih funkcija, sa simetriénim u odnosu na nulu granicama
integracije, Vazl.

iy i
LN
i

r’

220 a ' ‘o
u I S s | 2Jf (x)dx, ako je f(x) parna funkcija |
-3

0, ako je f(x)neparna funkcija

=t ] "I " - 4 ~n c
o e —.l'*- L
> hpa Eoil v

licova (I. Newton, G. W. Leibniz) formula

4

Ll g
.: s o
¥,

L L o — .

r e ol —
g 12
e -

T A
Sl
u i
bt
© e
i

bnicova formula).

bs 3
e dx
(—3sinx)dx, ©) I -

l:{ - X

7
Trat

[a,b] uvedena

"':_J_:, T
i '-ﬁ_;-?.."-. | -
d @'(t) neprekidne na
_— . BTy
e

B |
.r_--
¥
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; B
If(x)dx " jf((p(t))(p' ()dt .

a o

(Ovu formulu nazivamo formulom smjene promjenljivih u odredenom integraly)
v

Primjer 2. Nact:

. [sinx=t,cosxdx = dt ]

] L B ’
i et - "\ b i P i
R e Ul e

._ > 2
x=| x=0=>1t=0 = .[(1 -7 )dt =
2 t=1 ) o :

El -'I‘
s
P 1.1

et
f . {'..
hly

dt ﬂ
B = I = arctgb —arct4 = arctg0.08.

X 2
4t + 1

¥
.

186 — arct4 = arctg0.08 ).
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| 5 B, ) 19
:{l;‘ﬁ- K KO Jﬁ COSX2>2COS X Za x E | - , Et_

jxﬁdx, jer je x° <x® zaxe [1,10].
-

3
Primier 5. Ne izratunavajuci integral I(x *~5x+4)dx odrediti njegov znak.

.ﬂ‘*: Kako_]e X -5x+4 <0 zaxe[2,3], to je I(x -3x +4)dx <0.

."r'r
I

toda parcijalne integracije

-' mkeije u(x) i v(x) imaju neprekidne izvode na odsjecku [a,b], tada je
% b b

j.ud\;:u-v E = j.VdU :
Ovu formulu nazivamo formulom paFCIJ jalne integracije u odredenom mtegralu)
L™ 3
.
ar 6. Nadi: a) jxe_x dx ;. b) Ilﬂ(}{ +4)dx , C) I » @) I 4
3 1 +x°
" _, Re. 0 0 0
ele :a) Ixe'“dx =—xe | + Ie—x dx =
1 S’ i, a3
o i (2 20 S
2 % o Jon-s [-25 |- m
s = x In(4+x2)|° - I_ dx= 61In2 I e
il ( 10 4+x° \ 0 % hoke

i i
’ § & J 5 I |
q ‘I‘I“PL. ;;g I' “'!’ ” F ,
A | X -
T"‘ﬁq— _r W 4 b | :
¥ ' I- .-‘_

e
'H-',- e g .
c i y
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)

R G
iy = lim ff.(x)dx+ lim jf(x)dx
|fxdx; H__n

e '- sizvolinji realni bm] (obic¢no je c-O)

0l S b
arctgx| |+ lim | arctg
a—>—oo &) b 0

yral 1 v ste nazivamo konvergentnim, ako postoji kom '-?'

o

€ 1 _J .'-’-_E_*-:n'-_' : €S f ) Stran,l _]edﬂak{)stl Ako ta graména Vﬂlm

Inaui j; ; ggalu [a,b) pri ¢emu u ta&ki K.=b m

integral od neogran éeﬁa funkcije (I1 vrste) defin \ a
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b b
If'(x)dx= lim  |f(x)dx+ lim If(x)dx.

x—e—>+) £—+0
d C+E

6.3. PRIMJENE ODREDPENOG INTEGRALA
U GEOMETRIJI

'!L I-f- i = v - i
~ a) IzraCunavanje povrsine ravnih figura

o
s

‘wmavanje povrina ravnih figura zasnovano je na geometrijskom smislu odredenog

i Povriina krivolinijskog trapeza, ogranienog sa gornje strane grafikom funkcije y=f(x)
(f(x)20), sa lijeve i desne strane pravama x=a i x=b, odozdo odsje¢kom [a,b] ose Ox (sl 1)
izratunava se po formuli

(1)

- Ako je f(x)<0 za xe [a,b], tada je

b
S = _[f(x)dx .

... _.\‘. r
.r- Sy

b

(1) (2) mogu se objediniti u jednu formulu
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b
S = J.(fz (x)—1, (x))dx :

’ ._Ll q'

-y

--L"l

| \ko je krivolinijski trapez ograméen krivom x=0(y), pravama y=c, y=q j O"ds‘]eé
Cy (sl 3), tada se njegova povrSina racuna po formuli

S = le(y)dy—

"1”

povrsina trapeza racuna po formuli
t5

S ]y(t)x'(t)dt,

mm tit, l]eseﬂjajednacma a=x(t;)i b=x(t,).

el = |
b)Y——-;x +3K+61y*5x"—1+1, C)}"=X3—3xi

e. a) Presjecne tacke datih krivih su:(—-1,1) i (1, 1). Saglasno
7

slici 4 imamo da je

'1,

. ;-ff-z_j_f-_-fm..f)dx?

J 1.7

-2- By '—2—-J . Saglasnn slict 5 imamo dﬂ]ﬂ

=2), (0,0), (2,2). Saglasno slici 6 ima 10d
&
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b) Izra¢unavanje duzine luka krive

Neka je u ravni zadata kriva jednac¢inom y=f(x) ili x=¢(y). Na krivoj su izabrane dvije tacke
A(ac)iB(b,d). Duzina L luka kn ve od tacke A do tacke B rac¢una se po formuli

= j\[lJr(y‘)zdx ih L= j\h*"(f)zd}f-

C

d
X =30 t, <t<t,,tadase duZina luka

Ako je kriva zadata parametarskim jednacinama {y = y(1) YR

e h‘ﬁe raéuna po formuli

- N (x)? (O)+(y) (B

S
Pl'iﬂliEl‘ 3. Naci obim l(Il.lLIllCB po]uprecmka R.

e §imo u parame:t
Jﬁ Jednaginu kruZnice X oy R* napi

y—-Rsmt 0<t<2m. Neka je L obim da:u

‘[JR sin? t+R ¢
0

..-l

-'L g
c I w e 4
Nosu na koo '1 oordinatne ose imamo da je L=

= i
1 h-ql L

4. Naéi duZinu luka krive ¥~
avanje duZine trazenog 1!

'| ,|'-=_ a

\ & 2 a .. - An
| t _ B y_ y(x) Pr%mﬂ 511!&‘-1 ol ¥
. ,,:'. '..”. -I:'. . Ry A ﬂ } |'l' gt '.

.

. s e J—— = = I': :. |I
. ¥ A ﬂ J t g .L_I .I:_':r L .|. :r_l' g L - L 1
§ 'ir' L L e, [ o ! } I
. e Trll .' I!I . I '.‘I . I|. ilql Il"' : | i |

't
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