
Једначина са раздвојеним промјенљивим  
 
Једначина облика )()( ygxfy   се решава интеграцијом послије свођења на облик 

dxxf
yg

dy
)(

)(
  

примјер:            xx eyye  )1( ;  1)0( y  

решење:  
)1( x

x

e

e
yy


  ; dx

e

e
ydy

x

x

)1( 
 ; Ce

y x  )1ln(
2

2

 

1)0(y  Ce )1ln(
2

1 0  2ln
2

1
C 2ln21)1ln(2  xey  

Једначина облика )( cbyaxfy   се смјеном )(xzcbyax   своди на )(zf
b

az



 

тј на )(zbfaz   што је једначина са раздвојеним промјенљивим. 

 

примјер:            22)( ryyx   

решење:  
2

2

)( yx

r
y


  ;      dx

yx

r
dy

2

2

)( 
 ,      dxrdyyx 22)(   

смјена )(xzyx  ; )(1 xzy  ; 
2

2

1
z

r
z  ; dxdz

zr

z


 22

2

    Интеграцијом се добија 

Cx
r

z
arctg

r
rz 

12 ;  Cx
r

yx
rarctgyx 


  

r

Cy
rtgyx


  

 

Хомогена једначина 
 
Једначина облика ),( yxfy   гдје је ),( yxf  хомогена функција ( тј. функција која 

задовољава услов ),(),( yxfttytxf k  ) се може записати у облику )(
x

y
Fy  . Смјеном 

)(xz
x

y
  тј zxzy   ј-на добија облик )(zFzxz   тј. 

x

dx

zzF

dz


)(
 и може се 

решавати као ј-на са раздвојеним промјенљивим. Евентуална сингуларна решења се 
могу добити из услова 0)(  zzF . 

 

примјер:            yyxyx  22  

решење:  
x

y

x

y
y  2)(1  ; смјена )(xz

x

y
 ; zxzy  ; zzzxz  21 ; 

dx
z

dz


 21
, Cxz lnlnarcsin  ;   Cxz lnsin . Опште решење је Cxxy lnsin . 

Вршимо провјеру да ли 01 2  z  даје сингуларна решења. xyz  1  a то јесу 

решења, и не могу се добити ни за једну вриједност константе из општег решења па 
представљају сингуларна решења. 
 
примјер:            Наћи једначину фамилије кривих код којих свака тангента сијече 
ординатну осу у тачки подједнако удаљеној од додирне тачке и координатног 
почетка.  
решење:  Нека су: );( yxM  - додирна тачка; );0( A  - тачка пресјека са 

ординатном осом; )0;0(O  - координатни почетак. Услов који треба да буде задовољен  
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је );();( OAdMAd  , тј. 

2222 )0()00()()0(   yx . 

Вриједност   одређујемо из једначине 

тангенте )( xXyyY   и услова да тачка 

);0( A  припада тангенти. Када умјесто 

координата произвољне тачке тангенте );( YXT  

ставимо );0( A  добијамо )0( xyy  , тј. 

yxy  . Из 222 )(   yx   добијамо 
222222 2 yxyxyyyxx  . Добијена 

једначина има облик: 
xy

xy
y

2

22 
 , тј. 

 
xy

xy
y

2

1
2


  па је решавамо смјеном )(xz
x

y
 ; zxzy  . 

z

z
zxz

2

12 
 ; 

x

dx
dz

z

z


1

2
2

; Cxz lnln)1ln( 2  ; Cxz  )1( 2 ; Cx
x

y
 )1(

2

2

; Cxyx  )( 22 . 

Тражена фамилија кривих је фамилија кружница са центром на x  оси које пролазе 

кроз координатни почетак. 
 

Једначина облика )(
222

111

cybxa

cybxa
fy




  се своди на хомогену на следећи начин:  

 Ако систем једначина 








0

0

222

111

cybxa

cybxa
 има јединствено решење 













y

x
 уводе 

се нови аргумент и нова функција смјенама 












vy

ux
 гдје је )(uvv  . 

 Ако систем нема јединствено решење ( тј. ако је 
2

1

2

1

b

b

a

a
 ) користи се смјена 

)(11 xzybxa   

 

примјер:            
143

132






yx

yx
y  

решење:  








0143

0132

yx

yx
 има јединствено решење 









1

1

y

x
 па се уводе нови 

аргумент u  и нова  функција )(uvv   смјенама 








1

1

vy

ux
 .       







143

132

yx

yx

dx

dy

1)1(4)1(3

1)1(3)1(2






vu

vu

du

dv
 

u

v
u

v

du

dv

43

32





 ; смјена )(uz
u

v
 ; zuzv  ;

z

z
zuz

43

32




 ; 

z

zzz
zu

43

3243 2




 ; 

du
u

dz
zz

z 2

132

43
2





; Cuzz lnln2)132ln( 2  ; 

2

2 132
u

C
zz  . Опште решење је 

  Cx
x

y

x

y


















 22 11
1

1
3)

1

1
(2 . 
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примјер:            
122

1






yx

yx
y  

решење:  








0122

01

yx

yx
 нема решење па се смјеном )(xzyx  уводи нова 

функција )(xzz  . Опште решење: Cxyxyx  2ln322 . Сингуларно: xy  . 

 
примјер:            0)1(23  xyyx  

решење:   Cyxx  )123)(1(   

 

Квазихомогена једначина се некада може свести на хомогену смјеном zy  . 

 

Примјер:         
1

2
22

3




yx

xy
y  

Решење:       zy  ; zzy  1 ; 
1

2
22

3
1









zx

xz
zz ; послије множења са 

1

1
z

 

добија се 
1132

32
 







zzx

xz
z . Ако постоји   тако да збир експонената свих чланова 

који учествују у једначини буде једнак једначина ће бити хомогена. Ако такво   не 

постоји једначина се не може свести на хомогену тј. не може се решавати на овај 

начин. У овом случају треба да буде 113231    а то је еквивалентно 

систему од двије једначине са једном непознатом: 








131

13231




 који може имати 

или немати решење. Овај систем има решење 1  па се ова једначина може 

свести на хомогену смјеном 1 zy . Добијамо 
242

32







zzx

xz
z  што послије 

множења бројиоца и имениоца са 
2

4

x

z
 даје 

2)(1

2

x

z
x

z

z



  што јесте хомогена једначина 

која се даље решава смјеном )(xu
x

z
 . Опште решење је Cx

yx

xy


122
. 

Примјер:     xydxdyxy  )3( 24  

Решење:      послије одређивања 
2

1
  добија се опште решење 642 Cyyx  . 

Примјер:     0)33()( 253  dyxyydxyx  

Решење:      послије одређивања 
3

1
  добија се опште решење 

                     Cxy
x

y
arctg ln)ln(

2

1 26
3

  
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Линеарна једначина 
 
Једначина облика 0)()(  xyxfy   се може решавати тако што  

 Решење тражимо у облику производа )()( xvxuy   при чему се једна од 

непознатих функција одабере тако да једначина по преосталој непознатој 
функцији буде што једноставнија. 

 Примијенимо формулу 





  


dxexCey
dxxfdxxf )()(

)(  

 

Примјер:     022
2

 xxexyy  

Решење:      )()( xvxuy   даје 022
2

 xxexuvvuvu   тј. 02)2(
2

 xxexvvuvu . 

Ако функцију )(xv  одредимо тако да буде 02  xvv  тј. 
2xev   добијамо 

02
22

  xx xeeu  тј. Cxu  2  па је опште решење 
2

)( 2 xeCxy   

 
Примјер:     Површина троугла образованог радијус вектором произвољне тачке 
криве, тангентом у тој тачки и апсцисном осом једнака је 2. Наћи једначину те криве 
ако она пролази кроз тачку (1;2).  
 
Решење:      Једначина тангенте има облик )(: xXyyYt   гдје су ),( yx  

координате додирне тачке а ),( YX  координате 

произвољне тачке тангенте. Задати троугао 
означимо са OAM  гдје су тачке : )0,0(O  - 

координатни почетак; )0,(A  - пресјек тангенте 

и апсцисне осе; ),( yxM  - додирна тачка 

тангенте и криве. Из услова tA  добијамо 

)(0 xyy    тј. 
y

y
x


  . Услов за 

површину троугла 2
2


y
POAM


 тј. 4y  даје 

диференцијалну једначину која одговара фамилији кривих које задовољавају дати 

услов. Из 4)( 


 y
y

y
x  добијамо једначину 

4

2




xy

y

dx

dy
. Ако у тој једначини 

замијенимо улоге аргумента и функције тј. ако је третирамо као једначину по 

непознатој функцији )(yxx   добијамо линеарну једначину 0
41

2


y
x

y
x y  која има 

решење 












 



 



dye
y

Cex y

dy

y

dy

2

4
 тј. 










2

2

y
Cyx  . Из општег решења и задатог 

услова добијамо  2)1(y 









22

2
21 C  тј. 0C  па је партикуларно решење 

x
y

2
  

Примјер:     У базену се налази 100л раствора који садржи 10кг соли. У базен утиче 
5л воде у минути, а истом брзином раствор истиче у други столитарски базен који је 
у почетку напуњен чистом водом. Вишак течности из њега се прелива. Послије 
колико времена ће количина соли у другом базену достићи максимум и колики ће он 
бити?  
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Решење:      Количина соли у првом базену ће се за мали временски интервал t  

смањити за дио који директно пропорционално зависи од дужине интервала, 
количине воде која притиче у базен, и количине соли која се у том тренутку налази у 
базену, а обратно пропорционално од величине базена. Ако са )(tx  означимо 

количину соли у првом базену тада ће бити 
100

)(5
)()(

txt
txttx


   тј.  

20

)()()( tx

t

txttx





. Гранична вриједност кад 0t  даје нам диференцијалну 

једначину 
20

)(
)(

tx
tx   која има опште решење 20)( tCetx  . Из почетног услова 

10)0( x  добија се 10C  па је 2010)( tetx  . Ако са )(ty  означимо количину соли у 

другом базену тада ће промјена за временски интервал t  бити 

100

)(5

100

)(5
)()(

tyttxt
tytty





   тј.  

20

)(

20

)()()( tytx

t

tytty





. Гранична вриједност 

кад 0t  даје нам диференцијалну једначину 0
2

1

20

)(
)( 20  te

ty
ty  која има опште 

решење 






 



 



dteeCey
dttdt

202020

2

1
 тј. 












tCey

t

2

1
20 . Из почетног услова 0)0( y  

добија се 0C  па је 
2

20tte
y



 . Како је )
20

1(
2

20 te
y

t




 то је 68.3
10

)20(max 
e

yy  

тј. Максимална количина соли у другом базену ће бити 3.68кг послије 20 минута.  
 

Бернулијева једначина 
 

Једначина облика }1,0{;0)()(  nyxyxfy n се смјеном nyxz  1)(  своди на 

линеарну на следећи начин: nn yyxyxfy  0)()(    

                                          0)()( 1   xyxfyy nn   ; nyxz  1)( ; yynxz n  )1()(           

                                         0)()(
1





xzxf

n

z
  

                                         0)()1()()1(  xnzxfnz   

примјер:            0ln2  xyyyx  

решење: 0
ln1 12  

x

x
y

x
yy  ; 1 yz ; yyz  2 ; 0

ln1


x

x
z

x
z ;  

0
ln1


x

x
z

x
z ; ]

ln
[ 









dxe
x

x
Cez x

dx

x

dx

 ]ln[
2

x

dx
xCx ]

1ln
[

x

x
Cx


  тј. 

1ln  xCxz ;  
1ln

1




xCx
y . 

примјер:              yyxyyx  )ln2( 2  

решење: Обзиром да облик 
xyyx

y

dx

dy




ln2 2
није погодан за решавање можемо 

замијенити улоге независне промјенљиве и функције тј. прећи на облик 

y

xyyx

dy

dx 


ln2 2

;  0)ln2(
1 2  xyx
y

x y . Једначина сада има облик 

Бернулијеве: 0)()( 2  xyxyfxy    
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0)ln2(
1 12   yx
y

xx y ;  1)(  xyz  ; xxz  2  ; 0)ln2(
1

 yz
y

z ; 

0)ln2(
1

 yz
y

z ; ]ln2[ dyeyCez y

dy

y

dy








  ]ln[ 2 yCy  ; 
x

z
1

 ; ]ln[
1 2 yCy
x

  

]ln[1 2 yCxy  . 

примјер:        0sinsincoscos 2  yyxyy   ,  2)0( y . 

решење: Послије смјене zy sin  једначина добија облик 0cos 2  xzzz ; 

0cos12   xzzz ; смјена 1)(  zxu  даје 0cos  xuu  ; ]cos[ dxexCeu
dxdx  


 

]cos[   dxxeCe xx ;  ]
2

cossin
[

xexe
Ceu

xx
x 

   
2

cossin xx
Ce x 

   

2

cossin

1

xx
Ce

z
x 





 ; 

2

cossin

1
sin

xx
Ce

y
x 





;  
xxCe

y
x cossin2

2
arcsin





. За 

партикуларно решење имамо: 
12

2
arcsin

2 


C


; 

12

2
1




C
; 

xxe
y

x cossin3

2
arcsin





. 

примјери за вјежбање: 

022 33  xyyaxy ; решење: 122 ])5.0([
2  xaCey x  

 


