
 
 

Једначина са тоталним диференцијалом 
 
Ако је у једначини 0),(),(  dyyxQdxyxP  лијева страна диференцијал функције 

),( yxU  тј. ако је dyyxQdxyxPdU ),(),(   тада је решење CyxU ),( . Услов који 

треба да буде задовољен да би једначина била са тоталним диференцијалом је 

x

Q

y

P









. Ако је услов задовољен треба одредити непознату функцију ),( yxU када су 

познати њени парцијални изводи: 
)(),(;),(

)(),(),(

ydxyxP
yy

U
yxQ

y

U

ydxyxPUyxP
x

U




























  

                                   )(),(),( ydxyxP
y

yxQ 



  ; 


 dxyxP

y
yxQy ),(),()( ;         

                                       


 dydxyxP

y
yxQy )),(),(()(  

                                           


 dydxyxP

y
yxQdxyxPU )),(),((),(  

опште решење је: CyxU ),( . 

примјер: Ријешити диф. ј-ну: 
yyxa

xyxa
y

)(

)(
22

22




 . 

решење: Једначина се може записати у облику: 

0)()( 2222  ydyyxaxdxayx  ,тј. 0QdyPdx  Како је задовољен услов 

x

Q
xy

y

P









2  имамо једначину са тоталним диференцијалом чиме се задатак своди 

на налажење функције ),( yxUU   када су познати њени парцијални изводи. Из 

axxyx
x

U




 23  имамо )(
224

2224

y
axyxx

U  . Како је  )(2 yyx
y

U





 и 

истовремено из једначине ayyxy
y

U




 23  то је ayyy  3)( ;
24

)(
24 ayy

y  ; 

24224

242224 ayyaxyxx
U  . Опште решење је 

424224

242224 Cayyaxyxx
  тј 

Cyxayx  )(2)( 22222 . 

примјер:  0)()( 3223  dyyyxdxxyx  

решење: xy
y

xyx

y

P
2

)( 23










; xy

x

yyx

x

Q
2

)( 32










 

)()(
24

)( 2
224

23 yyx
y

U
y

yxx
Uxyx

x

U
 









 

4
)()()()(

4
3232 y

yyyyyx
y

U
yyx

y

U










  

424

4224 yyxx
U   па је опште решење: C

yyxx


424

4224

. 
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Интеграциони множитељ 
 

Ако код једначине 0),(),(  dyyxQdxyxP  није задовољен услов 
x

Q

y

P









 можемо 

покушати да множењем једначине неком функцијом ),( yx   добијемо једначину 

0),(),(  dyyxQdxyxP   код које ће услов бити задовољен. Овдје ћемо размотрити 

само најједноставније облике функције ),( yx  , коју називамо интеграциони 

множитељ, који дозвољавају њено лако налажење.  

Нека је )(x  . Тада из 
x

Q

y

P








 
 добијамо 

x

Q

dx

d
Q

y

P












   то јест 

dx

d
Q

x

Q

y

P 
 









)( . Добијену једнакост 



d
dx

Q

x

Q

y

P











 можемо интегралити ако је 

члан уз dx  функција која зависи само од x . То представља услов за постојање 

интеграционог множитеља )(x   и истовремено даје начин за његово 

одређивање. 

Слично се из једнакости 


d
dy

P

y

P

x

Q











 може добити интеграциони множитељ 

)(y   ако је члан уз dy  функција која зависи само од y .  

примјер:            02)( 2  xydydxyx  

решење: Једначина није једначина са тоталним диференцијалом јер је y
y

P
2




 и 

y
x

Q
2




. Како је 

xxy

yy

Q

x

Q

y

P

2

2

22
















 то из dx
Q

x

Q

y

P

d 












 можемо одредити 

функцију )(x   као интеграциони множитељ која ј-ну своди на ј-ну са тоталним 

диференцијалом.  dx
x

d 2




  xln2ln  

2

1

x
 . Послије множења: 

02)
1

(
2

2

 dy
x

y
dx

x

y

x
 па је 

x

Q

x

y

y

P









2

2
 чиме се задатак своди на налажење 

функције ),( yxUU   када су познати њени парцијални изводи. Из 
2

21

x

y

xx

U





 

имамо )(ln
2

y
x

y
xU  . Како је  )(

2
y

x

y

y

U





 и истовремено из једначине 

x

y

y

U 2





 то је 0)(  y . 

x

y
xU

2

ln    Опште решење је C
x

y
x 

2

ln . 

примјер:  Ријешити диф. ј-ну: 
223 xyxy

xy
y


 .     

решење: 0)( 223  dyxyxyxydx .    Како је x
y

P





 и xxy

x

Q
22 




 тада је 

y

y

xy

xxxy

P

y

P

x

Q

3222 














 па из dy
P

y

P

x

Q

d 












 можемо одредити функцију 

)(y   као интеграциони множитељ која ј-ну своди на ј-ну са тоталним 
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диференцијалом. 


 dy
y

yd 32




  yy ln32ln  

3

2

y

e y

 . Послије множења: 

0
32

223

22



 dy

ye

xyxy
dx

ye

x
yy

 па је 
x

Q

ye

yx

y

P
y 










32

)1(2
 чиме се задатак своди на 

налажење функције ),( yxUU   када су познати њени парцијални изводи. Из 

22 ye

x

x

U
y





 имамо )(

2 22

2

y
ye

x
U

y
 . Како је  )(

4

44
42

2
2 y

ye

yy
x

y

U
y








 и 

истовремено из једначине 
32

223

ye

xyxy

y

U
y







 то је yey 2)(   па је 

2
)(

2 ye
y



 . 

yy eye

x
U

222

2

2

1

2
  . Опште решење је C

ye

yx
y




22

22

2
. Због множења са

3

2

y

e y

  вршимо 

провјеру да ли је 0y  решење. Очигледно јесте, и не може се добити ни за једну 

вриједност константе из општег решења па представља сингуларно решење. 
 
примјери за вјежбање:  

0)22()522( 32  dyxxdxyyx ; Carctgxxy 52 . 

 
У ситуацијама када се не може одредити интеграциони множитељ као 

функција само једне промјенљиве можемо покушати, зависно од облика функција 

),( yxP  и ),( yxQ  да одредимо множитељ у облику )( yx    или )( 22 yx   ... 

примјер: 0)()3( 2  yxyyxyx . 

решење: Из 0)3()1(  dyxyxdxxyy  имамо 12 



xy

y

P
, 32 



xy

x

Q
. Како не 

постоји интеграциони множитељ као функција само једне промјенљиве тражимо, 
обзиром на облик функција ),( yxP  и ),( yxQ  функцију )(xy  . Ако означимо xyt   

тада је ));(()( yxtt   . Из 
x

Q

y

P








 
 добијамо 

x
Q

x

Q

y
P

y

P


















 



 . Како је 

y
dt

d

x

t

dt

d

x












 и x

dt

d

y

t

dt

d

y












  то је y

dt

d
Q

x

Q
x

dt

d
P

y

P 



 









. Из  

y

P

x

Q
y

dt

d
Qx

dt

d
P









 


 тј.  dt

QyPx

y

P

x

Q

d
















 закључујемо да ако је )(tF

QyPx

y

P

x

Q













 

онда постоји интеграциони множитељ )(xy  . Овдје је 

)3()1(

1232

















xyxyxyxy

xyxy

QyPx

y

P

x

Q

 па имамо dt
xy

d

2

2





 тј. 

t

dtd 





 . Послије 

одређивања множитеља 
t

1
  тј. 

xy

1
  добија се једначина 0

31






dy

y

xy
dx

x

xy
 

код које је 1




y

P
, 1




x

Q
. Опште решење једначине се може записати у облику  

.ln 3 Cxyxy   Осим тога, због множења са 
xy

1
  имамо и сингуларно решење 0y . 

(Задатак се може ријешити и смјеном zy   ) 
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примјер: ријешити 0)54()23( 22  dyyxyxdxyyx  знајући да је 

интеграциони множитељ облика )( 2yx   . 

решење: смјена 2yxz   даје )(z   па из 
x

Q

y

P








 
 добијамо 

x

Q

x
Q

y
P

y

P






















 . Како је 

dz

d

x

z

dz

d

x












 и y

dz

d

y

z

dz

d

y
2












  то је  

)41()54(2)23()22( 22 y
dz

d
yxyxy

dz

d
yyxy  




)2241()54246( 232 yyyxyxyyxy
dz

d
 


; )21()22( 32 yxyyxy

dz

d
 


 

)21()21)(( 2 yyyx
dz

d
 


 ; 

2yx

dzd







 ; 

z

dzd





 интеграцијом добијамо z  то 

јест 2yx  . Послије множења добијамо 

0)5464()2423( 432224322  dyyxyxyyxxdxyyxyxyx

x

Q
yyxyx

y

P








 32 4682  па добијена једначина јесте са тоталним 

диференцијалом. Из 4322 2423 yyxyxyx
x

U





 имамо 

)(22 432223 yxyxyyxyxxU  . Како је  )(464 3222 yxyxyyxx
y

U





 и 

истовремено из једначине 43222 5464 yxyxyyxx
y

U





 то је 45)( yy   , 

5)( yy  , 5432223 22 yxyxyyxyxxU    Опште решење је 

Cyxyxyyxyxx  5432223 22 . 

 

примјер: ријешити 03)2()2( 233  dyyyxdxyx   

решење: 26y
y

P





, 26y

x

Q





. Једначина није са тоталним диференцијалом и не 

постоји интеграциони множитељ као функција само једне промјенљиве. Обзиром на 
облик функција ),( yxP  и ),( yxQ  функцију );( yx   можемо тражити у неком од 

облика )( 3yx    или )( 3yx    или )2( 3yx   ...  Ако постоји множитељ 

који на неки начин зависи од x  и 3y , да не би нагађали какав је тај облик можемо га 

потражити као  )( 3byax   . Ако означимо 3byaxt   тада је ));(()( yxtt   . 

Из 
x

Q

y

P








 
 добијамо 

x
Q

x

Q

y
P

y

P


















 



 . Како је a

dt

d

x

t

dt

d

x












 и 

23by
dt

d

y

t

dt

d

y












  то је a

dt

d
Q

x

Q
by

dt

d
P

y

P 



 








 23 . Из  

)()3( 2

y

P

x

Q

dt

d
QabyP









 


 тј.  dt

QabyP

y

P

x

Q

d













23


 закључујемо да ако је 

)()(
3
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