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MATEMATIKA III

-materijal za pripremu ispita-



Materiagl je namijenjen studentima II godine Elektrotehnickog fakulteta u Podgorici i
bice postavljen na sajt tog fakulteta. Materijal se sastoji od cetiri cjeline-glave. Medutim,
za ispit iz Matematike I1I vezane su samo II i III glava. Iz tih razloga, u tim glavama,
uz teorijska razmatranja, dati su primjert, a na kraju svake od ove dvije glave dato je po
dvadesetak zadataka za samostalni rad. Vijerujemo da na osnovu ovog materijala studenti
mogu sagledati kako moZe izgledati ispit 1z ovog predmeta i mogu pripremiti dio ispita na
koji se ovaj materijal odnosi. Prisustvo ostalog materijala vezano je za nase namgere da
uradimo udzbenik za studente II godine tehnickih fakulteta. Dakle, meterijal predstavlja
i prou (grubu) verziju tog udzbenika. Svjesni smo da u uw materiajlu postoji greske (od
najjednostavnijih stamparskih do sloZenih i bitnih). Kako nam je cilj da u udzbeniku
uklonimo ako ne sve greske a ono vecinu njih, bicemo zahvalni svakom ko nam na greske
u ovom materijalu ukaZe.



FUNKCIJE VISE PROMJENLJIVIH

U ovoj glavi izucavacemo funkcije vise promjenljivih. U programu Matematike na
Elektrotehnickom fakultetu osnovni pojmovi vezani za funkcije vise promjenljivih izuca-
vaju se na prvoj godini studija. Dio gradiva ovdje ponavljamo prosto da bi se knjiga mogla
¢itati samostalno. Dakle, u ovom dijelu ’emo definisati grani¢nu vrijednost, neprekidnost
i izvod funkcija vise promjenljivih i preslikavanja koja su definisana na skupovima iz pro-
stora R"™ sa vrijednostima u R™. Prethodno ¢emo, medutim, izuciti skupove na kojima
te funkcije treba da budu definisane. Prisjetimo se kako je za izucavanje funkcija jedne
promjenljive bilo korisno i prosto neophodno da se dobro izuc¢i realna prava, odnsono skup
realnih brojeva.

Prostor R"

Za pocetak ¢emo posmatrati uredene n-torke (z',z?,...,z") realnih brojeva. Skup
svih ovakvih n-torki oznaci¢emo sa R™. Podvucimo da je u posmatranim n-torkama
svaka od komponenti z', 22, ..., 2" realan broj. Nas ée, posebno kada budemo govorili
o mogucnostima primjene, zanimati slucajevi n = 2 i n = 3. Veéina ¢injenica ¢e ovdje
biti izlozena u opstem obliku, a mnogi dobro poznati rezulatati koji se odnose na skup
realnih brojeva i na funkcije jedne promjenljive, pojavljivace se kao specijalni slucajevi
naSih razmatranja za n = 1.

S obzirom na moguc¢nost da se svakom realnom broju pridruzi tacka na pravoj, da
se svaki par realnih brojeva poistovjeti sa tackom u ravni, da se uredena trojka realnih
brojeva poistovjeti sa tackom u prostoru, mi ¢emo uredene n-torke nazivati tackama u
R™. Pri tome ¢emo n-torke oznacavati (uglavnom) malim slovima latinske azbuke. Treba
napomenuti i da éemo, kada god predemo na slucaj n = 2 koordinate, umjesto sa x!, 22,
oznacavati sa x,y, dok ¢emo u slucaju n = 3 koordinate oznacavati sa z,y, z. Koriséenje
istih oznaka za razlic¢ite objekte ipak nece izazivati zabunu, jer ¢e iz konteksta biti jasno
o ¢emu se tacno radi.

Sabiranje n-torki (tacaka u R™) i mnoZenje n-torki realnim brojem definisimo na sledeci
nacin:

zbir tacaka x = (z',22,... 2" iy = (y', 9% ..., y") jetatka z = x+y = (' +y', 2%+
Z/2, o 73371 _i_yn)’

proizvod n-torke (tacke u R™)z = (x',2?%,...,2") i realnog broja A je n-torka Az :=
Az, Ax?, ... ).

Mi ¢emo i ubuduce koristiti znak ":="kada Zelimo da veli¢inu na lijevoj strani jed-

nakosti definiSemo formulom koja stoji na desnoj strani jednakosti. Nije tesko provjeriti
da je, uz tako definisane operacije sabiranja i mnozenja realnim brojem, R"™ vektorski
(linearni) prostor. Zbog toga ¢emo tacke prostora (uredene n-torke) ponekad nazivati
vektorima. Dimenzija prostora jednaka je m. Bazu ¢ine vektori ey = (1,0,...,0),e5 =
(0,1,...,0),...,e, =(0,...,0,1), §to se lako provjerava. Pri tome se o¢igledno za tacku
(vektor) z = (z',2?,...,2™) moZe pisati x = x'e; + x?es + - - - + a™e,. Dalje, u prostoru
R" se definiSe skalarni proizvod : ako je z = (z!',2%,...,2"),y = (y',%°,...,9"), onda je
skalarni proizvod
(z,y) = o'y' + 2%y + -+ 2"yY"

To je u skladu sa formulama za skalarni proizvod u trodimenzionom prostoru vektora-
orjentisanih duzi. Pored toga, svakom vektoru x € R"™ pridruzuje se njegova duzina ili



norma.

Rastojanje p izmedu tacaka x = (z', 2%, ..., 2") iy = (y', 9>, ...,y") iz R" definiSe se

formulom:

) = /(z, 2) = (z)2 + (@)% + - + (2")?)2.

plz,y) =z —y| = V(a' —y")? + (22 — 22 + - + (2" — y")2.

Lako se dokazuje da za duzine vektora iz prostora R" odnosno za rastojanje tacaka iz R"
vaze sledece ¢injenice :

1) |z|>0; la) p(z,y) > 0;

2) |z|=0&2=0; 2a) p(z,y) =0< x=y;

3) [Az| = |A|z|, gdje A € R; 3a) p(z,y) = p(y, x);

4) |z +yl < |z +[yl; 4a) p(z,y) < p(x,2) + ply, 2).

Za nejednakosti 4) i 4a) kazemo da su nejednakosti trougla. U vezi sa ¢injenicom
da je na skupu R™ definisana funkcija koja svakom vektoru x pridruzuje njegovu normu,
pri ¢emu su ispunjeni uslovi 1),2),3)i4), kazemo da je prostor R™ normiran. Dalje, na
Dekartovom proizvodu R™ x R"™ definisana je funkcija p-rastojanje tacaka (ili, kako se to
Cesto kaze, metrika) sa svojstvima la) — 4a), pa kazemo da je R"™ meticki prostor. Primi-
jetimo da je metrika definisana posredstvom prethodno definisane norme. U prostoru R"
moguce je, medutim, i normu, pa i rastojanje definisati na drugi nac¢in. Naprimjer, normu
(duzinu) vektora z = (x',...2") i rastojanje tacaka z = (z!,...,2") iy = (y',...,y")
mozemo definisati formulama.:

T mae = max{z!, 2 ... 2")(norma na)R"

Pmaz(T,y) = max{|zt — y!|, [2* — 3?|,..., 2" — y,|)(rastojanje na) R"

Lako se provjerava da i ovako definisana norma i ovako definisano rastojanje imaju svojstva
1)-4) odnosno 1a)-4a). U prostoru R™ se ¢esto razmatraju i norma i rastojanje koje ¢emo
oznacavati sa |- | 1 p1 a koje se definisu formulama

ey = 2] + ||+ + [, pr(e ) = o — 0| [ = [ g
Sto se odnosa uvedenih rastojanaja tice , nije tesko dokazati da vazi

-1
12 p(x,Y) < Pmaz(®,y) < p(z,y) < pr(e,y) < np(x,y).

Postoje i drugi nacini definicije rastojanja tacaka, medu njima i oni koji nijesu povezani
ni sa kakvom normom. Za nas ¢e osnovno rastojanje biti rastojanje

p(x,y) — \/($1 _ y1)2 + (xQ _ y2)2 R (xn _ yn>2‘



§2 Otvoreni i zatvoreni skupovi u R"

Definicija 1.Ako je tacka a € R™ i r pozitivan realan broj onda éemo za skup tacaka
{z € R": p(z,a) < r} re¢i da je zatvorena kugla uw R™ sa centrom u tacki a poluprecnikom
r. Istovremeno éemo za skup {x € R" : p(x,a) < r} govoriti da je otvorena kugla u R" sa
centrom u tacki a i poluprecnikom r i oznacavati ga sa K(a,r).

Definicija 2.Za niz (x,) tacaka iz R™ kaZemo da konvergira ka tacki a € R" ako niz
realnih brojeva p(x,,a) konvergira ka nuli, odnosno ako za svako € > 0 postoji ng tako da
je za svako n > ng p(x,,a) < e.

Drugacije, niz (xy) konvergira ka tacki a € R™ ako za svako € > 0 postoji indeks kg
tako da svi ¢lanovi niza pocevsi od kg + 1 leze u otvorenoj kugli sa centrom u tacki a i
poluprec¢nikom e.

Primijetimo da kada posmatramo niz (xj) tacaka iz R", onda mi zapravo imamo
posla sa n nizova realnih brojeva (z1),...,(x?). Ako niz () konvergira ka tacki a =
(a',...,a"), onda za € > 0 postoji ky tako da je za k > kg

p(xkaa) = \/(xk — Cll)Q + (.’I)i — (12)2 + .. ('TZ _ an)Q < €.

Odavde (vidi relaciju (1)) slijedi da je za k > kolzj — a'| < €, 27 — a®| < ¢€,..., |z} —
a"| < €, a to znadi da nizovi realnih brojeva (x}),..., (%) konvergiraju ka brojevima
at,...,a". Nije tesko zakljuciti da vazi i obrnuto tvrdenje: ako nizovi realnih brojeva
(71), ... (2}) konvergiraju redom ka brojevima a',... a", onda za ¢ > 0 postoji broj
ki tako da je za k > ki|z) — a'| < £. Slitno, postoje ks,....k, tako da je za k >
ki lop —a® + | < £, za k > ky, |2} — a®| < £. Neka je (24) niz tacaka iz R", gdje
je xp = (x3,...,2%) i a = (a*,...,a"). Tada, na osnovu relacije (1), slijedi da je za
k> ko == max{ky,...,kn}, p(wx,a) <n-< = e Toznadi da niz (7;) konvergira ka tacki
a.

Definicija 3.Za tacku a € R" kaZemo da je granicna tacka skupa A C R™ ako u svakoj
kugli K (a,€) sa centrom u tacki a i poluprecnikom € > 0, postoji bar jedna tacka x € A i
bar jedna tacka y & A.

Definicija 4.Tacka a je tacka nagomolavanja skupa A ako u svakoj kugli K(a,€) sa
centrom u tacki a i poluprecnikom € > 0 postoji bar jedna tacka x € A razlicita od a.

Definicija 5.Za tacku a € R" kaZemo da je unutrasnja tacka skupa A ako postoji
otvorena kugla K(a,€),e > 0, tako da je K(a,€) C A.

Skup svih grani¢nih tac¢aka skupa A oznac¢avamo sa F'r A.

Dalje, skup C1 A := AU Fr A zovemo zatvaranjem skupa A. Skup unutrasnjih tacaka
skupa A oznacavamo sa int A.

Definicija 6.Za skup A C R™ kaZemo da je zatvoren ako Fr A C A.

Definicija 7.Za skup A C R™ kazZemo da je otvoren ako je A = int A.

Definicija 8.Svaki otvoreni skup O(a) koji sadrzi tacku a zovemo okolina tacke a.

Lako se dokazuje sledeé¢i teorema.:

Teorema 1.Sledeci uslovi su ekvivalentni:

a) Skup A je zatvoren;

b) A=CIlA;

c) Ako je (x,,) niz tacaka iz skupa A koji konvergira ka tacki a onda a € A.

d) Skup A°:= R™\A je otvoren.



Dokaz gornjih tvrdenja ne¢emo izvoditi-to prepustamo citaocu.

Lako se provjerava da je, naprimjer, skup K(a,r) = {z € R" : p(x,a) < r} otvoren
dok su skupovi K (a,z) = {x € R" : p(z,a) < r}( zatvorena kugla) i S(a,r) = {z € R" :
p(x,a) = r} (sfera) zatvoreni. takode se lako dokazuje da su skupovi () i R™ istovremeno
i zatvoreni i otvoreni. To su jedini takvi skupovi u R".

Nije tesko zakljuciti da je a grani¢na tacka skupa A ako i samo ako postoji niz tacaka
(x,,) iz skupa A koji konvergira ka a.

Definicija 9.S5kup A C R" je ogranicen ako postoji kugla K(0,r) koja sadrzi skup A.

Teorema 2. (Bolcano-Vajerstrasova teorema).Ako je niz (x,,) tacaka iz R™ ogranicen
onda postoji njegov podniz koji je konvergentan.

Dokaz teoreme ostavljamo Citaocu. Za dokaz se, inac¢e, moze koristiti Bolcano-Vajerstrasova
teorema za niz realnih brojeva i ¢injenica da je niz tacaka iz R"™ konvergentan ako i samo
ako su konvergentni odgovarjuéi nizovi komponenata.

Definicija 10. Skup A C R" je kompaktan ako savki niz (x,) tacaka iz A sadrzi
podniz (x,,) koji konvergira ka tacki koja pripada skupu A.

Teorema 3.Neka je A C R™. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

a) A je kompaktan skup;

b) Iz svakog pokrivaca skupa A otvorenim podskupovima moZe se izdvojiti konacan
potpokrivac ;

c) A je zatvoren i ogranicen skup.

Napomenimo da familija {A, : o € I} obrazuje pokriva¢ skupa A ako je A C |J,; Aa-

Dokaz teoreme se sustinski ne razlikuje od dokaza odgovarajuce teoreme za skupove
iZ R( takozvana Hajne-Borelova teorema).

Definicija 11.Skup A C R" je povezan ako za svake dvije tacke ag @ ay iz skupa A
postoji neprekidno preslikavange ¢ : [0,1] — R™ tako da je ¢(0) = ag, p(1) = a; i p(t) € A
za svako t € [0, 1].

Primijetimo da je grafik preslikavanja ¢ : [0, 1] — R™ kriva u R", tako da moZemo reéi
da je skup povezan ako za svake dvije tacke iz tog skupa postoji kriva koja ih spaja i lezi
u skupu.

Definicija 12.Za skup koji je otvoren i povezan kaZemo da je oblast. Zatvarangje oblasti
se naziva zatvorena oblast.



§3 Granicna vrijednost i neprekidnost preslikavanja

Definicija 1.Neka je A C R", f : A — R™ preslikavanje definisano na A i a tacka
nagomilavanja skupa A. Tacka b € R™ je graniéna vrijednost (granicna vrijednsot) funkcije
f kada x — a,x € A ako za svako € > 0 postoji 6 tako da za svako v € K(a,d)NA, f(x) €
K (b,e). Tada pisemo

b= Alalzl’lim f<x>

Primijetimo da je kao specijalan sluc¢aj naSe definicije obuhvacen i pojam granic¢ne
vrijednosti realne funkcije vise promjenljivih.

Vazi sledece tvrdnje:

Teorema 1.Tacka b € R™ je granicna vrijednost preslikavanja f : A — R™ kada
x — a,x € A ako i samo ako za svaki niz (x,) tacaka iz A niz tacaka (f(x,) konvergira
ka b.

Dokaz formulisane teoreme je vrlo jednostavan i prepustamo ga c¢itaocu.

[stovremerno sa grani¢nom vrijednoséu preslikavanja u skladu sa definicijom 1 mogu

se posmatrati i uzastopne granisne vrijednosti istog preslikavanja. Neka je a = (a',...,a")

tacka nagomilavanja skupa Ai f : A — R". Pretpostavimo da postoji limgi_,,1 f(x!, ... 2") =
g(z?, ..., 2"), za neki skup A’ tacaka (x...,2") iz prostora R"~!. Ako je a’ = (da?,...,a")

tacka nagomilavanja skupa A’ onda se moZe posmatrati lim,z_,,2 g(z?, ..., 2") = lim,2_,q2 limg 1 f

it.d. Nakraju ¢emo dobiti takozvanu uzastopnu grani¢nu vrijednost limgn_yqn - - - limg2 42 limg1 41
Jasno je da se u definuiciji uzastopne grani¢ne vrijednosti redosljed konvergencija x* — a*

moze izmijeniti i da za jednu te istu tacku a mozemo posmatrati n! uzastopnih grani¢nih
vrijednosti. Prirodno se postavljaju sledeca pitanja: Da li su sve uzastopne grani¢ne vri-
jednostii jednake? Ako su sve uzastopne grani¢ne vrijednosti jednake b, da li odatle slijedi
idajelimgs, . f(z) = b7 Dali iz relacije lim g5, f(z) = b slijedi da je vrijednost slijedi

da su sve uzastopne grani¢ne vrijednostri jednake? Odgovori na postavljena pitanja su, u

opstem slucaju, negativni. To pokazuju i sledeéi primjeri.

Primjer 1. Za funkciju f(z,y) = %,lim(w)_)(o,o)f(x,y) ne postoji (pokazatil!),
dok je lim,_,olim,_,o f(z,y) = limy_,o lim,_,o f(z,y) = 0.

Primjer 2. Za funkciju f(z,y) = x - siné,limyﬁo lim, o f(z,y) ne postoji dok je u
isto vrijeme lim, ¢ lim,_,o f(z,y) = lim, o lim,_,o f(z,y) = 0.

Uoc¢imo da se zadavanjem preslikavanja f : A — R™ svakoj tacki x € A pridruzuje m-
torka f(x) = (fi(x),..., fm(x)) realnih brojeva fi(x),..., fm(z). To znaci da je zadavanje
preslikavanje f : A — R™ ekvivalentno sa zadavanjem m-torke (fi,..., f,) funkcija
fit A — R,i=1,...,m. Kako je konvergencija u R™ ekvivalentna konvergenciji po
komponentama, to vazi sledece tvrdenje :

Teorema 1.Tacka b = (b',...,0") € R™ je granicna vrijednost preslikavanja f =
(fi,-o oy fm) : A= R™ kada x — a,x € A ako i samo ako su brojevi b, ... b™ granicne
vrigednosti funkcija fi : A — R, ..., fm: A —= R kada x — a,x € A.

Definicija 3.Preslikavanje f : A — R™ je neprekidno u tacki a € A ako za svako
€ > 0 postoji § tako da za svako x € K(a,0) N A, f(x) € K(f(a),e€).

Iz definicije slijedi da ako tacka a € A nije tacka nagomilavanja skupa A (tada kazemo
da je a izolovana tacka skupa A onda je funkcija f : A — R™ neprekidna u a. Ako je a
tacka nagomilavanja skupa A onda vazi sledeci kriterijum neprekidnosti:



Teorema 2.Neka je a € A tacka nagomilavanja skupa A C R™. Tada je funkcija
f:A— R™ neprekidna u tacki a ako i samo ako je limas, ., f(z) = f(a).

Dokaz teoreme je vrlo jednostavan.

I za neprekidnost funkcije vazi tvrdenje analogno tvrdenju teoreme 1.

Teorema 3. Preslikavange f = (f1,..., fm) : A — R™ je neprekidno u tacki a € A ako
i samo ako su fi : A— R,..., fin: A — R neprekdne u a € A.

Teorema 4.a) Neka su preslikavanja f : A — R™ i g : A — R™ neprekidna u tacki
a € A. Tada je za sve a, f € R, preslikavanje aof + Bg neprekidno u a.

b) Neka je AC R*",BC R™ f:A— R™ g: B — R, pri ¢emu je B2 f(A). Ako je
preslikavanje [ neprekidno u tacki a € A a preslikavanje g neprekidno u tacki b = f(a),
tada je kompozicija h = go f : A — R' neprekidno preslikavanje u tacki a.

Dokaz. Dokazacemo samo tvrdenje b). Neke je € > 0. Zbog neprekidnosti preslika-
vanja g u tacki b postoji d; tako da je za svako y € K(b,d1) N B g(y) € K(g(b),¢e) =
K(h(a),e). Dalje, zbog neprekidnosti funkcije f u tacki a postoji d tako da ako je
x € K(a,0) N A, onda f(x) € K(f(a),01) N B = K(b,61) N B. Slijedi da je za svako
x € K(a,0)NAh(x) =g(f(z) € K(h(a),e).

Definicija 4. Preslikavanje f : A — R™ je neprekidno na skupu A ako je f neprekidno
u svakoj tacki skupa A.

Za neprekidna preslikavanja vaze sledec¢a trvrdenja :

Teorema 5.Ako je A C R"™ kompaktan skup i ako je f : A — R™ neprekidno presli-
kavanje onda je i f(A) C R™ kompaktan skup.

Dokaz. Neka je (yx),yr = f(zx) niz tacaka iz skupa f(A). Uo€imo niz (zy). Zbog
kompaktnosti skupa A, postoji podniz (zy,) niza (x;) koji konvergira ka tacki zo € A.
Medjutim, tada, zbog neprekidnosti preslikavanja f podniz (yg,) konvergira ka f(zq) €
f(A). Dakle, f(A) je kompaktan skup.

Teorema 6.Ako je A C R" povezan skup i ako je f : A — R" neprekidno preslikavanje
onda je i f(A) C R" povezan skup.

Dokaz. Neka su by = f(ap) i by = f(a1),a0,a1 € A, tacke iz skupa B = f(A).
Tada, zbog povezanosti skupa A, postoji neprekidno preslikavanje ¢ : [0,1] — R", tako
da je ¢(0) = ag, (1) = a;. Medjutim, tada je preslikavanje ¢ = fo e : [0,1] — R™,
kao kompozicija neprekidnih preslikavanja, neprekidno preslikavanje, pri ¢emu je 1(0) =
f((0)) = flag) = bo, ¥(1) = f(p(1)) = f(a1) = b1 i za svako t € [0,1],4(t) = f(p(1)) €
f(A). Dakle, f(A) je povezan skup.

Teorema 7 .Ako je A C R™ kompaktan skup i f : A — R neprekidna funkcija onda je
f ogranicena na A, i postoje tacke ag € A i ay € A tako da je f(ag) = max{f(z) :xz € A}
i f(a1) = min{f(x):x € A}.

Dokaz. Na osnovu teoreme 5 slijedi da je f(A) ograni¢en skup, odnosno postoji
kugla K(0,7) koja sadrzi skup f(A). No, to znadi da je za svako x € A, |f(z)| < r.
Dalje, skup f(A) je kompaktan, dakle i zatvoren. Odatle slijedi da sup f(A) € f(A) i
inf f(A) € f(A), odakle slijedi tvrdenje teoreme.

Teorema 8.Ako je A C R" oblast, f : A — R neprekidna funkcija i ako postoje tacke
ag € A iay € A tako da je f(ag) = by € R, f(a1) = by € R, tada za svaki realan broj b
izmedu by i by postoji tacka a € A tako da je f(a) =b.

Dokaz. Na osnovu teoreme 7 slijedi da je f(A) povezan skup u R, odnosno da je f(A)
interval. To znaci da ako by 1 b; pripadaju skupu f(A) onda i broj b koji je izmedu by i by



pripada f(A).

Definicija 5.Za preslikavanje f : A — R™ kaZemo da je ravnomgerno neprekidno na
A ako za svako € > 0 postoji § tako da za svako x',x” € A za koje je p(a',x) < € vaZi
p(F(@), (7)) < €.

Ako je preslikavanje ravnomjerno neprekidno na A tada je ono, ocigledno neprekidno
na A. Da preslikavanje koje je neprekidno na skupu ne mora biti ravnomgjerno neprekidno
pokazugje sledeci prost primjer: Funkcija f(x) = x* je meprekidna na R ali nije ravno-
myjerno neprekidna na tom skupu.

Teorema 9. (Kantorova teorema).Ako je skup A C R" kompaktan a funkcija f : A —
R™ neprekidna na A onda je f ravnomjerno nerprekidna na A.

Dokaz. Pretpostavimo da f nije ravnomjerno neprekidno na A. Tada postoji ¢ >
0 tako da za svako k postoje tacke xp 1 2 iz skupa A za koje je p(xg,zr) < % i
p(f(zy), f(zr)) > €. 1z niza (zx) mozemo izdvojiti podniz (zy,) koji konvergira ka =y € A.
Tada vazi

1
p(Zkl,fL'()) < p(Zk“Z'kl) + p<xk17x0> < k_l + p(xwa))

odakle slijedi da zy, — zo. Zbog neprekidnosti funkcije f imamo da je f(zx,) — f(zo) i
f(xr,) = f(zo) Sto je kontradiktorno sa p(f(zx,), f(xk,)) > €. Teorema je dokazana.



§5 Diferencijabilna presklikavanja

Definicija 1. Neka je D C R" oblast i ¢ : D — R". Ako je a = (a',...,a") tacka iz
oblasti D, h = (h',... h") tako da a +h € D. Ako se razlika ¢(a + h) — ¢(a) moZe pisati
u obliku A(h)+ |h|-w(h), gdje je A: R™ — R™ linearno preslikavanje a R7w(h) — 0 kada
h — 0, onda kazemo da je funkcija (preslikavanje) ¢ diferencijabilno u tacki a.

Za preslikavanje A kazemo tada da je izvod preslikavanja ¢ u tacki a i piSemo A =
¢'(a).

Zadatak. U definiciji izvoda figuriSe |h| i uslov w(h) — 0 kada h — 0. Pokazati da
niti pojam diferencijabilnosti niti pojam izvoda ne zavise od toga o kakavoj se tu normi
radi.

Primijetimo da nasa definicija obuhvata i slu¢ajeve n = 1 I m = 1. Razmotrimo
posebno slucaj m = 1. Tada imamo posla sa realnom funkcijom n promjenljivih. Linearno
preslikavanje a tada ima oblik Ah = \h! +- - -+ N\, A", pa relacija pomoc¢u koje se definige
diferencijabilnost glasi

fla' +n, .. a"+h") = fla',...,a") + \Mh 4 AR | R w(h),

pri ¢emu w(h) — 0 kada h — 0.
Postavljajuci h/ = 0 za j # i, dobijamo da je \; = % = 0, f(a) i—ti parcijalni izvod
funkcije f u tacki a. Zakljucak je da vazi sledeca.

Teorema 1.Ako je funkcija f : D — R diferencijabilna u tacki a onda postoje parci-
jalni izvodi te funkcije u istoj tacki i vazi formula

f(@)h =0 f(a)h' + -+ duf(a)h".

S druge strane, funkcija f(z,y) = (xy)% ima parcijalne izvode u tacki (0,0) : 9, f(0,0) =
02f(0,0) = 0 ali nije diferencijabilna.

U vezi sa ovim pitanjem vazi:

Teorema 2.Neka je D C R"™ oblast 1 f : D — R. Ako postoje parcijlani izvodi
OLf,...,0uf unekoj okolini tacke a € D i ako su ti parcijalni izvodi neprekidni v a, onda
je funkcija f diferencijabilna u a.

Dokaz ove znacajne teoreme neéemo izvoditi - on bi ¢itaocima trebao da bude poznat
iz ranijih kurseva Matematike.

Pretpostavimo sada da je ¢ : D — R™, gdje je m > 1. Ako sve ispiSemo u koordinatnoj
formi onda ¢emo imati

90<x> = SD(:EI’ s 7xn) = (901(.@1, s 7xn>7¢2($17 R 7xn)7 .- '7907)1(3717 s 7mn)7

o(at+h)—p(a) = (p1(a*+h', ... a"+h")—pi(a', ..., a"), ..., (on(a'+RY, ... a"+R")—pn(at, ... a
Ah+|h|-w(h) = (a h* + - Fa,h™, ... g h' 4 - Famnh™) ++ (AW (R), . . ., |RJw™(h)) =
(ap k' + -+ ap,h" + |hwt (), . .. @bt + - 4 apnh™) + [Rlw™).

Ovo je ekvivalentno sa

901(011 + hlv s 7an + hn) - 901(0’17 s 7a’n> = <allh1 + 4+ alnhn) + ‘h‘wl(h)y



<pm(a1 +ht .+ h") — cpm(al, nat) = (amlhl + o 4 amah”) + |h|Jw™(h),

pri ¢emu wgh) —0,...,wy,(h) — 0 kada h — 0.
U gornjim formulama su zapisani uslovi iz definicije diferencijabilnosti i definicije iz-
voda funkcija @1, ..., ¢y, Pri tome su a;; parcijalni izvodi funkcije ¢; u tacki a :

dpr(at,. .. a") " :&pm(al,...,a”)
Ozl T dz™

a11 =

Odavde slijedi

Teorema 3.Preslikavanje o = (91,92, ..., om) : D — R™ je diferencijabilno u tacki
a € D ako i samo ako su odgovarajuca komponentna preslikavanja ¢; : D — R,i =
1,...,m diferenicijabilna u istoj tacki.

Tada o¢igledno postoje parcijalni izvodi 0;p;(a) a izvod ¢'(a) preslikavanja ¢ u tacki a
je linearno preslikavanje koje se u standardnoj bazi reprezentuje matricom formata m xn

O¢1(a) 0¢1(a)
Ox! T Oz
O¢1(a) 0¢1(a)
Ozl te oz
Ipm(a) 9¢m(a)
Ozl co Oz

. . . . . y D(1,en,
Ova matrica se naziva Jakobijevom matricom i ponekad se oznacava sa ](j“’zglc’l—’m’f;). Sa-

svim je prirodno da se izvod preslikavanja ¢ poistovjec¢uje sa Jakobijevom matricom u
odgovarajucoj tacki, onako kako se i inace u linearnoj algebri linearni operator poistovje-
¢uje sa svojom matricom.

Utvrdimo nekoliko svojstava diferencijabilnih preslikavanja i njihovih izvoda.

Teorema 4.Ako je funkcija f : D — R™ diferencijabilna u tacki a € D onda je f
neprekidna u a.

Teorema 5.Ako su funkcije f : D — R™ i g: D' — R diferencijabilne u tacki a € D
1 ako su o i B proizvolyni realni brojevi, onda je i funkcija h = af + Bg difertencijabilna
ua i h'(a)=af(a)+ B4 (a).

Dokazi gornjh teroema su jednostavni i ostavljmo ¢itaocu da ih sam izvede.

Teorema 6.Neka su D C R" i D' C R™ oblasti i f: D — R",g: D' — R" funkcije
definisane na tim oblastima, takve da je D' O f(D). Ako je funkcija f diferencijabilna u
tacki a € D a funkcija g diferenicijabilna u tacki b = f(a) onda je funkcija F = go f :
D — R" diferencijabilna u tacki a i pri tome je F'(a) = ¢'(b) o f'(a).

Dokaz. Iz diferenicijabilnosti funkcije f slijedi da je F(a + h) = g(f(a + h)) =
9(f(a) + F'(@h+ | b | wi(h) = g(b+ k), gdie je b = f(a),k = f(@)h+ | b | wi(h). Pri
tome wy(h) — 0 kada A — 0. Primijetimo da i je % < W% + wy(h) ogranicena velic¢ina
kada h — 0 i da dakle & — 0 kada h — 0. Dalje, zbog diferencijabilnosti funkcije g,
imamo

g(b+ k) = g(b) + g (D)k + [klwa(k) = g(b) + ¢'(0) f'(a)h + g'(b) | b [ wi(h)+ | K | wa(k).



Kada h — 0 tada i wa(k) = wa(f'(a)h+ | b | wi(h)) — 0. Tako daobijamo da je
Fa+h) =g(f(a) +¢'(0)(f(a)h)+ | h [ w(h) = F(a) + Ah+ [ h | w(h),

gdje je A = ¢'(b) o f'(a) linearni operator (matrica tog operatora je proizvod matrica ¢'(b)
i f'(a))a|h|wh)=47¢gb)]|h|w(h)+ | k| w(k). Treba dokazati jos da je w(h) — 0
kada h — 0. Imamo da je

w(h) = ¢'(b)wi(h) + (%wg(k) — 0 kada h — 0.
Teorema je dokazana.

Nas ¢e u drugoj glavi posebno interesovati preslikavanja ¢ : D — R", gdje je D C
R™, koja su diferenicajabilna u svakoj tacki skupa D i koja imaju svojstvo da su svi
parcijalni izvodi koji ¢ine Jakobijevu matricu ¢’ neprekidne funkcije na D. Za takva
preslikavanja ¢emo govoriti da pripadaju klasi C*(D), ili da su neprekidno-diferencijabilna
na D. Specijalno ¢emo izdvojiti klasu takozvanih difeomorfnih preslikavanja.

Definicija 3.Za preslikavanje ¢ : D — D', gdje su D C R" i D' C R"™ otvoreni
skupovi, kazemo da je difeomorfizam ako je bijektivno i ako p € C*(D) a =t € CY(D').



IT GLAVA
VISESTRUKI INTEGRALI

U ovom poglavlju ¢emo definisati integral funkcije f : A — R, koja je definisana na
skupu A C R™. Nas ¢e posebno interesovati slucajevi n = 2 in = 3, ali ¢emo definiciju in-
tegrala dati u opStem slucaju. Povremeno ¢emo komentarisati i slu¢aj n = 1, kao poseban
(a od ranije poznat) sluc¢aj nasih opstih razmatranja. Kao §to je povrsina krivolinijskog
trapeza geometrijska interpretacija integrala funkcije jedne promjenljive tako zapremina
krivolinijskog kvadra moze sluziti kao geometrijska interpretacija integrala funkcija dvije
promjenljive. Kao ilustracija integrala funkcije od tri promjenljive moze posluziti masa
nehomogenog tijela. U definicajama i u izvodenju zakljuc¢aka mi ¢emo ove interpretacije
integrala ¢esto naglasavati. U pocetku ¢emo pretpostaviti da je A paralelepiped u R™. To
znali da ¢e A biti interval za n = 1, pravougaonik za n = 2 i kvadar za n = 3. Kasnije
¢emo nasa razmatranja prirodno proSiriti i na neke druge skupove.

§1. Interval u R". Mjera intervala. Podjela intervala

Pretpostavaimo da su a = (a',a?,...,a") i b = (b',b%,...,0") tacke u R" i da je
at <ba? <, ...,a" < b

Definicija 1.Skup {z = (z',...,2") € R" : o' < 2! < b',...,a" < 2™ < 0"}
nazivamo intervalom ili paralelepipedom u R™.

Pored termina "paralelepiped u R™"ili interval u R™"kao sinonime ¢emo koristiti i
termine "n-dimenzionalni paralelepipped"i "n-dimenzionalni interval". Paralelepiped I u
R" koji je odreden tackama a = (a',a?,...,a") 1 b= (b',b% ...,b") mozemo zapisati kao
Dekartov proizvod jednodimenzionalnih intervala: I = [a',d'] x --- X [a™,b"]. Ponekad
¢emo taj paralelepiped oznacavati sa [a,b]. Jasno je da se, za n = 1, pojam intervala
iz definicije 1 poklapa sa pojmom zatvorenog intervala (odsjecka, segmenta) na realnoj
pravoj. Interval {(z,y) € R? : a' <z <b',a® <y < b*} u R? je (zatvoreni) pravougaonik
a interval {(z,y,2) € R? : a' < x < b a® <y? < V% a® < 2 < bP} u R je (zatvoreni)
kvadar (v.sliku).

Definicija 2.Mjera n-dimenzonog paralelepipeda I = [a',b'] x -+ x [a™,b"] je broj
u(l) = (b — al) - (0" — a®).

Za n = 1, mjera intervala je njegova duZina, za n = 2 mjera pravougaonika je njegova
povrsina a za n = 3 mjera kvadra je njegova zapremina.

Istaknimo jo§ jednom da se i u ovoj definiciji pretpostavlja da je a* < b za i =
1,2,...,n. Odatle slijedi da je u(I) > 0ida je u(I) = 0 ako i samo ako je a’ = b’ za barem
jedno i € {1,...,n}. Dalje, ako su I,;,..., I} intervali u R" i akoje [ = [y Uly--- U
onda je pu(I) < p(ly) + -+ p(ly). Pri tome je u(I) = p(ly) + - - - + p(ly) ako i samo ako
nikoja dva intervala I; i I; nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka. Formulisna tvrdenja
se dokazuju jednostavno i dokaze ostavljamo ¢itaocu, kao vjezbu.

Za izgradnju pojma integrala potrebno je, slicno kao kod jednodimenzionalnih inte-
grala, definisati podjele intervala u n-dimenzionom prostoru. Podjela jednodimenzionog
intervala [a,b] se definiSe tako Sto se zadaju tacke xg,x1,...,x, tako da je a = xy <
x1 < --- <z =b, a zatim se za intervale [xo, z1], ..., [rr_1, x| kaZe da obrazuju podjelu
intervala [a, b], odredenu tackama xy, ..., x.

Definicija 3.Ako je I = [a',b'] x -+ x [a", b"] n-dimenzioni interval i ako se koordi-
natni jednodimenzionalni intervali [a*,b'], ... [a™, b"] podijele redom na ky, ..., k, inter-



vala, onda su Dekartovi proizvodi oblika [y, B1] X -+« X [, Bu] (ima ih k = ky ko -+ ky,)
gdje su [aq, Bi], -+, [an, Bn] intervali podjele koordinatnih intervala [a*,b'], - - -, [a™, 0], pri
cemu je [ay, B1] C [at,bY], -+, [am, Ba] C [a™, 0], n-dimenzioni intervali I, I, ..., I}, koji
nemaju zajednickih unutrasnjth tacaka v ¢ija je unija interval I. Tada se kaZe da inter-
vali Iy, Is, . .., Iy obrazuju podjelu intervala I i da je ta podjela inducirana (realizovana,
podstaknuta) odgovarajucim podjelama koordinatnih intervala (vidi sliku 1).
Definicija 4.Ako je P = {11, ..., I} podjela intervala I onda broj A\(P) = max;<,<i diam(1;),
gdje je diam(A) := sup{|z — y| : x,y € A}, zovemo dijametar ili parametar podjele P.
Definicija 5.Ako je P = {I1,..., Iy} podjela intervala I a &,...,& tacke takve da
& € Lyi=1,...,k, reéi éemo da par (P;€) obrazuje podjelu P intervala I sa izabranim
(markiranim) tackama & = {&1, ..., &}

§2. Integral funkcije definisane na intervalu I C R"

Pretpostavimo da je I n-dimenzionalni interval i da f : I — R realna funkcija
definisana na I. Neka je P = {Iy,..., Iy} podjela intervala I sa markiranim tacakama

€= (&,...,&). Sumu k

zovemo integralana suma funkcije [ za podJelu (P, €). Jasno je da suma o(f, P,£) zavisi
i od intrvala I, ali mi to u oznakama neé¢emo posebno naglasavati, jer je ta zavisnost
posredno iskazana zadavanjem podjele P. Primijetimo da ako je pu(I) = 0, onda je i mjera
svakog podeonog intervala jednaka 0, pa jeio(f, P,&) = 0. Mi ¢emo u daljem, ako posebno
nije drugacije naglaseno, pretpostavljati da je p(I) > 0.

Ako funkcija f nije ogranicena sa gornje (donje) strane onda za svaki realan broj a i za
svaku podjelu P intervala I postoji izbor tacaka £ tako da je o(f, P,£) > a, (o(f, P,§) < a
. Ako je funkcija f ograni¢ena i ako je (Vo € I)m < f(x) < M, onda je, o¢igledno, za
svaku podjelu P i svaki izbor tacaka & m - u(l) < o(f, P,§) < M - u(I).

Zajedno sa sumom o( f, P,£) posmatra¢emo i sume

P) = Zsz(Iz) S(f,P)= ZMW(I)

gdje je m; = inf{f(z) : « € I}, M; = sup{f(z) : x € L;}. Sume s(f, P) i S(f,p) zovemo
donja i gornja integralna suma funkcije f za podjelu P. One ocigledno ne zavise od izbora
tacaka . Za svako i € {1,2,...,k} vazi: m; < f(&) < M;. Odavde slijedi da je
s(f,P)<o(f,P&) <S(f,P), zasvaku podjelu P i svaki izbor tacaka . Ako je funkcija
f ogranicena sa gornje strane i ako je f(x) < M za svako z € I, onda je M; < M i
S(f,P) < M-u(I). Dakle, tada je broj S(f, P) kona¢an za svaku podjelu P. Ako funkcija
f nije ogranicena sa gornje strane onda za svaku podjelu P intervala I postoji interval I;
tako da je M; = +oo. Odavde slijedi da je tada S(f, P) = +oc. Sli¢ni zakljucci vaze i za
donje integralne sume: ako je funkcija f ograni¢ena sa donje strane (f(x) > m), onda je
broj s(f, P) konacan i s(f, P) > m- u(I). Ako funkcija f nije ograni¢ena sa donje strane,
onda je za svaku podjelu P s(f, P) = —oo. Odnos integralne sume i gornje i donje sume
preciznije se regulise u slede¢em tvrdenju:



Lema 1.s(f, P) = infe o(f, P,§), S(f, P) = sups o(f, P,§).

Dokaz. Ako je u(I) = 0, onda su sve sume jednake nuli i tada nemamo $ta dokazivati.
Pretpostavimo, zato, da je u(l) > 0. Dokazac¢emo samo dio tvrdenja koji se odnosi na
gornju sumu. Za donju sumu dokaz je simetrican. Ako funkcija f nije ograni¢ena sa gonje
strane onda su obje strane u jednakosti S(f, P) = sup, o(f, P, {) jednake +o0 i jednakost
je tatna. Neka je funkcija f ograniCena sa gornje strane i neka je e > 0 zadato. Tada
postoji izbor tacaka & = (&1, ..., &) tako da je f(&) < M; < f(&) + m, 1=1,2,... k.
Mnoze¢i ove nejednakosti sa p(I;) i sabirajuéi ih, dobijamo da je o(f, P,§) < S(f, P) <
o(f,p,§) + e Odavde slijedi da je S(f, P) = sup, o(f, P, §).

Definicija 1.Broj J je graniéna vrijednost integralnih suma o(f, P,§) kada dijametar
podjele A\(P) — 0, ako za svako € > 0 postoji § tako da za svaku podjelu P ¢iji je dijametar
ANP) <dwazio(f,P,§) — TJ| <e.

Tada pisemo limypyoo(f, P,§) = J.

Definicija 2.Za funkciju f : I — R kaZemo da je integrabilna na intervalu I ako
postogi realan broj J tako da je limyyy oo (f, P,§) = J.

Za broj J kaZemo tada da je integral funkcije f na intervalu I.

Za integral funkcije f na intervalu I koristimo sledece oznake: [ f, [ f(z)dz, a kada ze-
limo da naglasimo da se radi o integralu funkcije n promjenljivih na n-dimenzionom inter-
valu, onda pisemo [, f(z', 2%, ... 2")da'dz? - - - dx", odnosno [ ---; [ f(a!, 2?, ... a")dzx da? - - - do

Dakle, definiciju integrala funkcije f : I — R mozemo iskazati slede¢om relacijom

= 1i P 2
/f A(ly)goa(f, 3
gdje znak ":="oznacava jednakost po definiciji.

U vezi sa terminima integrabilnost i intergral funkcije treba napomenuti da postoje i
drugaciji pristupi i definicije ovih pojmova. Zbog toga se kaze da se ovdje radi o integera-
bilnosti i integralu po Rimanu (Riemann) odnosno o Riman-integrabilnosti i Rimanovom
integralu funkcije. Klasu funkcija integrabilnih na I oznaci¢emo sa R([).

Postavi¢emo i prvo pitanje: koje sve funkcije pripadaju klasi R(/)? Djelimic¢an odgo-
vor na ovo pitanje pruza sledeca teorema .

Teorema 1.Ako je funkcija f : I — R integrabilna na I onda je ona ogranicena na
1stom intervalu.

Ako sa B(I) ozna¢imo klasu funkcija ograni¢enih na I (Sto je i inaCe uobicajena
oznaka), onda iskaz teoreme moZemo zapisati i na sledec¢i nacin: R(I) C B([).

Dokaz. Neka funkcija f : I — R nije ogranicena i neka je S realan broj, e = 11
a = § + 1. Za svaku podjelu P postoji izbor tacaka ¢ tako da je o(f, P,§) > a. Tada
je lo(f, P,§) = S| = o(f,P,§) =S > 1 = €. To znadi da broj S ne moze biti grani¢na
vrijednost integralnih suma. Odavde slijedi da funkcija f nije integrabilna. To dalje znaci
da je skup integrabilnih funkcija podskup skupa ogranic¢enih funkcija.

Slede¢i primjer pokazuje da je skup R([I) pravi dio skupa B([).

Primjer 1. Neka je I =[0,1] x [0,1] i



Funkcija koja je ovdje definisana je dobro poznata Dirihleova funkcija. (@ je skup ra-
cionalnih brojeva). Dirihleova funkcija je, ofigledno, ograni¢ena. Za svaku podjelu P
kvadrata I mozemo napraviti takav izbor tacaka ¢ tako da su koordinate svake od njih
racionalne ali moZzemo napraviti i izbor £ tako da su koordinate svake tacke iracionalne.
Tada je o(f,P,§) = 1 i o(f,P,{) = 0. Ako je ¢ = 3 i S proizvoljan broj, onda je
lo(f, P,&) — S| +|S —o(f,P,&)| > |o(f, P,&) —o(f,P,{')| =1, pa je bar jedan od sabi-
raka |o(f, P,§) — S| i|o(f, P,§') — S| vedi od £, odnosno veci od e. Ne postoji granicna
vrijednost inetgralnih suma, pa dakle Dirihleova funkcija nije integrabilna.

Primjer 2. Neka je funkcija f(x) = ¢, gdje je ¢ konstanta. Tada je za svaku podjelu
P isvaki izbor tacaka &, o(f, P,&) = CZ?:l p(I;) = cp(I). Graniéna vrijednost integralnih
suma jednaka je cu(I) odnosno [ f =c- u([).

Pitanju integrabilnosti vrati¢emo se kasnije. A sada ponovo razmotrimo donje i gornje
sume. Vidjeli smo da ako funkcija f nije ograni¢ena onda su ili gornje ili donje sume
beskonac¢ne. Zato ¢emo u daljim razmatranjima pretpostaviti da je funkcija f : I — R
ograni¢ena na I. Ako je m < f(x) < M za svako z € I, onda je za svaku podjelu
Pmu(l) < s(f,P) <S(f,P) < Mu(I). Odavde slijedi da je skup svih donjih suma (to
je poskup skupa realnih brojeva) koje se dobijaju tako §to se prave sve mogucée podjele
P, ogranicen. Slican zakljucak, naravno, vazi i za skup svih gornjih suma. A ograniceni
skupovi brojeva u R imaju i infimum i supremum. Zato je sledec¢a definicija korektna, bar
za ogranicene funkcije.

Definicija 3. a) Supremum skupa svih mogucih donjih suma s(f, P) zovemo donji
integral funkcije f na skupu I;

b) Infimum skupa svih moguéih donjih suma S(f, P) zovemo gornji integral funkcije f
na skupu 1. L

Donji i gornji integral funkcije f na skupu I oznacavacemo sa [ f 1 [ f, uz koris¢enje
i drugih oznaka sli¢nih onima za integral. Definiciju donjeg, odnosno gornjeg integrala
mozemo zapisati na sledeéi nacin:

ﬁ:: Sl}l)ps(f,P);/f = ir};fS(f,P).

Dosadasnje pojmove i konstrukcije ilustrova¢emo na nekoliko primjera.
Primjer 3. Neka je I = [a,b] jednodimenzioni interval i f : [ — R nenegativna
funkcija. Neka je interval I podijeljen tackama xq, o, ..., Ty, pri ¢emu je a = xg < 1 <
- < x = b. Proizvodi M;u(1;) = M;(z; — xj_1) je povrsina pravougaonika. Na slici
la) Srafirano je predstavljena povrsina koja odgovara gornjoj sumi. Sli¢no se geometrijski
interpretira donja suma (slika 1b) i integralna suma o(f, P, &) (slika 1c). Posmatrajmo Sta
se deSava kada se napravi nova podjela intervala I, dodavanjem novih podeonih tacaka
(slike 2a, 2b i 2¢). Gornja suma se smanjila, donja uvecala a integralna suma se ne razlikuje
mnogo od gornje i donje sume ni pri jednom izboru tacaka &. Kad se dijametar podjele
(maksimalna duzina x; — x;_; priblizava ka nuli (bar geometrijska intuicija tako govori)
integralne sume ¢e konvergirati ka povrsini krivolinijskog trapeza ograni¢enog odsjeckom
la,b], pravama = = a i © = b te grafikom funkcije y = f(x). Zapravo, mi povrsinu
krivolinijskog trapeza i definiSemo pomocu integrala. I govori¢emo da krivolinijski trapez
ima povrsinu ako je funkcija f integrabilna. Sto se tice gornjih suma, svaka od njih je
veca od povrsine krivolinijskog trapeza. Infimum svih donjih suma takode ne moze biti



veca od iste povrSine. Sli¢no, donje sume su manje od povrSine krivolinijskog trapeza,
pa je takav i supremum donjih suma. Geometrijska intuicija nam govori da bi mozemo
ocekivati da ¢e supremum donjih suma (dakle donji integral) biti jednak infimumu gornjih
suma (gornjem integralu).

Primjer 4. Neka je I = [a,b] X [c,d] pravougaonik i f : [ — R nenegativna funk-
cija. Kako bismo mogli definisati zapreminu krivog kvadara ograni¢enog pravougaonikom
I, ravnima © = a,x = b,y = ¢,y = d i povrdi z = f(x,y)? Ako je P = {L,...,I;} a
¢ ={&, ..., &} odgovarajuéi izbor tacaka, onda su sabirci f(&;)u(I;), m;u(1;), M;u(1;) za-
premine kvadara. Integralna suma o(f, P,£) bi mogla biti jedna aproksimacija zapremine
krivolinijskog kvadra. Sli¢no kao u prethodnom primjeru, donja suma s(f, P) i gornja
suma S(f, P) su takode aproksimacije zapremine krivolinijskog kvadra, pri ¢emu je svaka
donja suma manja a gornja veca od te zapremine. Sitnijom podjelom pravougaonika I,
sume o(f, P,€), s(f, P)iS(f, P) bolje aproksimiraju zapreminu krivog kvadra. Zapreminu
krivog kvadra ¢emo definisati kao grani¢nu vrijednost integralnih suma, dakle kao integral
funkcije f. S druge strane oc¢ekujemo da ¢e supremum svih donjih suma i infimum svih
gornjih suma biti jednaki istoj zapremini.

Primjer 4. Posmatrajmo materijalni kvadar I C R" i postavimo pitanje odredivanja
mase tog tijela. Pretpostavimo da je gustina definisana funkcijom f : I — R. Podijelimo
kvadar na intervale I, I, ..., I, i izaberimo tacke & € [1,& € Ir,..., & € I,. Ako
pretpostavimo da su dijametri intervala dovoljno mali i da se gustina mijenja neprekidno,
onda se dio skoncentrisan u intervalu I; moZe smatrati skoro homogenim, a njegova masa
iznosi priblizno f(&;)u(1;). Integralna suma o(f, P, ) aproksimira masu i mi zapravo masu
i definiSemo kao grani¢nu vrijednost integralnih suma odnosno kao integral gustine f.
Dalje, donje i gornje sume aproksimiraju istu masu ali tako da je svaka donja suma manja
a gornja vec¢a od mase tijela. Sitnjenjem podjela donje sume se uvecavaju a gornje rastu.
Izgleda logi¢no da ¢e supremum donjih, odnosno infimum gornjih suma biti jednaki masi
tijela odnosno integralu gustine. Naravno,opet pod pretpostavkom da je funkcija gustine
integrabilna na [.

Na sasvim slican nacin se pokazuje da se i koli¢ina naelektrisanja rasporedenog po
kvadru I C R" racuna kao [ ¢(z)dz, gdje je ¢ funkcija gustine naelektrisanja.

Interpretacije pojma integrala koje smo razmotrili u ovim primjerima mogu nam po-
moc¢i da bolje razumijemo tvrdenja, konstrukcije i dokaze koji slijede.

Podjele intervala u R" se realizuje tako $to se prethodno podijele koordinatni intervali
pa se prave Dekartovi proizvodi ovih podeonih koordinatnih intervala. Ako je na taj nacin
realizovana podjela P = {I1,I,,..., I} i ako skupu ta¢aka pomocu kojih su dijeljeni
koordinatni intervali, dodaju nove podeone tacke onda ¢e neki od intervala Iy, I, ..., I}
biti podijljeni na vise intervala. Za novu podjelu koja je nasatala na opisani nac¢in kazermo
da je nastale usitnjavanjem podjele P ili da je sitnija od podjele P.

Lema 2.Neka je f: I — R funkcija definisana na intervalu I C R"
a) Ako su P i Q podjele intervala I i ako je podjela Q) nastala usitnjavanjem podjele
P onda vaZe sledece relacije:

s(f, P) < s(f,Q) < 5(f,Q) < 5(f,Q).
b) Ako su P i Q) dvije proizvoljne podjele intervala I onda je s(f, P) < S(f, Q).



¢) Postoje donji i gornji integral funkcije f na intervalu I i

£§7f-

Dokaz. tvrdenja a) i b) vaZe i ako funkcija f nije ograniena. No, to, za nas, nije
vazan slucaj i mi ¢emo u daljem podrazumijevati da je funkcija f ograni¢ena osim ako
eksplicitno ne istaknemo da funkcija f moze biti i neogranic¢ena.

U tvrdenju a) srednja nejednakost s(f, Q) < S(f, Q) je ve¢ ranije isticana i dokazivana.
Dokazimo prvu nejednakost: s(f, P) < s(f, Q). Uo¢imo da ako je A C B onda je infp f <
inf4 f. Odavde slijedi da ako je interval I; podijeljen na intervale I , I,, ..., I;, onda je
my = inf;, f <inf; f za 7 =1,2,...p. To dalje znaci da je

myp(D) = my(p(l, + -+ p(ly,) < mgp(ly) + -+ my,p(l,).

Mozemo izvesti zakljuc¢ak da ako je prelaskom sa podjele P na sitniju podjelu ) izvrSena
podjela intervala I;, onda se u donjoj integralnoj sumi onaj dio koji se odnosi na interval
I; ili uvecao ili ostao isti. Dakle, sitnjenjem se i donja suma ili uveca ili ostane ista.
Dokazana je i prva nejednakost (1). Sto se tife trece nejednakosti ona se dokazuje na
slican nacin. Uodi se da ako je A C B onda je supg f(z) > sup, f. Odavde se zakljucuje
da ako se sa podjele P prede na sitniju podjelu () onda ¢e se gornja suma ili smanjiti ili
ostati ista. tvrdenje a) je dokazano.

b) Neka su P i @ dvije podjele intervala I. One su proizvedene podjelama koordinatnih
odsjecaka. Ako koordinatne odsjecke sada podijelimo tako Sto objedinimo sve podeone
tacke na koordinatnim odsjec¢cima pomocu kojih su konstruisane podjele P i (), pa pomocu
tih podeonih tacka konstruiSemo novu podjelu R (v.sl.), onda ¢e podjela R biti sitnija i od
podjele P od podjele Q. Slijedi (koriste¢i svojstvo a)) da je s(f, P) < s(f,R) < S(f,R) <
S(f,Q). tvrdenje b) je dokazano.

c) Kako je ranije primec¢eno a i iz dokazanog slijedi da ako je P podjela intervala
I, onda je mu(l) < s(f,P) < S(f,P) < Mp(I), gdje su m i M realni brojevi takvi
da je m < f(x) < M za svako x € I. Skupovi svih moguéih donjih i svih moguéih
gornjih suma su ogranic¢eni pa postoje sup s(f, P) i inf S(f, P). Iz relacije dokazane u
b) a prema definiciji supremuma slijedi da je za svaku podjelu @ sups(f, P) < S(f,Q).
Odavde, prema definiciji infimuma imamo da je sup s(f, P) < inf S(f, @), odnosno | ; f<
overline [, f.

Ustanovimo konac¢no vezu izmedu integrala s jedne strane i gornjeg i donjeg integrala
s druge strane. Ono §to smo u primjerima mogli naslutiti sada mozemo dokazati u opstem
slucaju.

Teorema 2.Neka je funkcija f : I — R integrabilna na I. Tada je

/f=7f=1f-

Dokaz. Iz pretpostavke o integrabilnosti slijedi da je funkcija f ogranicena i da postoje
njen donji i gornji integral. Neka je ¢ > 0. Postoji podjela P tako da je za svaki izbor



tacaka & = (&1,....&) [ f—e < o(f,P,&) < [ f+e. Naosnovu leme 1 0 odnosu integralne
i donje gornje sume, slijedi da postoji podjela P [, f —e < s(f,P) < S(f,P) < [, [ +e.
Odavde slijedi da je supremum svih donjih suma (donji integral) veéi ili jednak od [, f—e
i da je infimum svih gornjih suma (gornji integral) manji ili jednak od [, f 4+ e. Tako se

dobija da je L
/If—€§£§/1f§/1f+e.
fi-[nsei[nse

Kako ove relacije vaze za svako € > 0, 1 kako ne postoji pozitivan broj koji je manji ili
jednak od svakog drugog pozitivnog broja, to

Dokaza¢emo da vazi i obrnuto tvrdenje: ako su gornji i donji integral jednaki onda
je funkcija integrabilna. Da bismo taj dokaz izveli prethodno ¢emo dokazati nekoliko
pomo¢nih tvrdenja o gornjim odnosno donjim sumama.

Odavde slijedi da je

Teorema 3.Neka je funkcija f : I — R ogranicena. Ako je [f = [f onda je funkcija
f integrabillna na I.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da je grani¢na vrijednost gornjih suma kada dijametar
podjele tezi nuli jednaka gornjem integralu. Primijetimo da ako je sup; f = inf; f f, onda
je funkcija f konstanta, sve gornje sume sujednake i njihova grani¢na vrijednost jednaka
je gornjem integralu. Pretpostavimo da je sup; f > inf; f. Uo¢imo Sta se desava kada se
podeonim tackama neke podjele P’ doda jo$ jedna tacka. Neki intervali stare podjele se
dijele na po dva intervala. Neka je P” nova podjela. Ocijenimo razliku S(f, P')—S(f, P”).
Ova razlika je, ocigledno, nenegativna. Dalje, kada racunamo ovu razliku, onda ¢e se
sabirci koji odgovaraju intervalima podjele P’ koji nijesu dijeljeni poniStiti. Za ostale
sabirke razlika se moze ocijeniti tako $to se prethodno uoci da su svi supremumi M; koji
se pojavljuju u bilo kojoj podjeli manji ili jednaki od broja M = sup; f a vedi ili jednaki
od m = inf; f. Ako sa >." oznacimo sumu po indeksima koji odgovaraju intervalima
zahvac¢enim podjelom, imac¢emo da je

!
(M —m) Z,u(]j) < (M — m)A(P') diam(I)" .
Ako se doda m novih tacaka onda ¢emo imati
0<S(f,P)—S(f, P) < (M —m)m\P)diam(I)" .

Neka je sada € > 0. Iz definicije gornjeg integrala slijedi da postoji podjela () intervala
I tako da je S(f,Q) < [,f + 5. Razmotrimo podjelu P &iji je dijametar A\(P) < 6 =

m”_l), gdje je ¢ broj podeonih ta¢aka pomocu kojih je proizvedena podjela



Q. Neka je R podjela intervala I koja se dobija na taj nac¢in §to se objedine podeone tacke
koordinatnih intervala podjela P i (). Podjela R je usitnjenje i podjele P i podjele @ i
njen dijametar A(R) je manji od §. Pri tome je S(f,R) < S(f,Q) < [, f+ §. Ocijenimo
razliku S(f, P)—S(f, R). Podjelu R ¢emo posmatrati kao usitnjenje podjele P dodavanjem
tacaka podjele ). Novih podeonih ta¢aka ima najvise ¢q. Tada je S(f, P)—s(f, R) < (M —
m)g\(P) diam(I)n — 1. Kako je A(P) < d onda je S(f,P) — S(f,R) < 2% Odavde
slijedi da je 0 < S(f, P)— [, f < e. Dokazali smo, dakle, da ako je dijametar podjele A(P)
manji od ¢ onda je razlika izmedu gornjeg integrala i odgovarajuée gornje sume manja
od e. To znaci da je [, f = limyp)0 S(f, P). Na slican nacin se dokazuje i odgovarajuce
tvrdenje o donjem integralu. Vratimo se sada na dokaz teoreme. Pretpostavljamo da su
gornji i donji integral jednaki. Pri tome je s(f, P) < o(f, P,§) < S(f, P). Gornja i donja
suma konvergiraju istoj grani¢noj vrijednosti J. To znaci da ako za svako € > 0 postoji
d tako da ako je A\(P) < § onda interval (J — ¢, J + €) sadrzi i s(f, P) i S(f, P). Broj
o(f, P,€) se nalazi izmedu ova gornje i donje sume, pa za A(P) < ¢ interval (J — €, J +€)
sadrzi integralnu sumu o(f, P,£) bez obzira na izbor tac¢aka £. Teorema je dokazana.

§3. Klasa integrabilnih funkcija

Iz prethodnih razmatranja slijedi da se integral moze definisati na dva ekvivalentna
nacina: kao grani¢nu vrijednost integralnih suma odnosno posredstvom gornjih i donjih
suma i gornjeg i donjeg integrala. To nam omogucava da u dokazima koja slijede nekada
koristimo jedan a nekada drugi pristup. Ranije smo vidjeli da postoje funkcije koje su
integrabilne ali i one koje nijesu integrabilne (Dirihleova funkcija). Ovdje ¢emo preciznije
opisati klasu funkcija integrabilnih na intervalu.

Teorema 1.Ogranicena funkcija f : I — R je integrabilna ako i samo ako za svako
e > 0 postoji podjela P intervala I tako da je S(f, P) — s(f, P) < e.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f integrabilna. Tada su donji i gornji integral
jednaki. Ozna¢imo sa J oba ova integrala. Neka je ¢ > 0. Tada postoji podjela P’
intervala I tako da je S(f, P') < J + 5 i postoji podjela P” tako da je s(f, P") > J — 5.
To znadi da je razlika 0 < S(f, P") — s(f, P) < e. Ako se prede na novu podjelu P koja
je sitnija i od podjele P’ i od podjele P”, gornja suma se ne moze uvecati a donja se ne
moze smanjiti, niti gornja suma moze postati manja od donje. Zbog toga ¢emo imati da
je S(f7P>_S(f7P) <€

Neka je sada € > 0 i neka je za neku podjelu P, S(f, P) — s(f, P) < e. Primijetimo
da, prema definiciji gornjeg i donjeg integrala, vazi sledeca nejednakost s(f, P) < [ f <
fIfSSf, P). Zbogtogacevamtlogff—ffSS f,P)—s(f,P) <e. Kakotovam
za svako € > 0, slijedi da je [, f = [, f, pa je funkcija f integrabilna na I.

Primjer 1. Posmatrajmo funkciju f(z,y) = = + v, (z,y) € [0,1] x [0,1]. Na osnovu
interpretacije integrala kao zapremine koja je data u jednom primjeru iz prethodnog
paragrafa, mozemo ocekivati da je nasa funkcija integrabilna i da integral iznosi je € > 0
in = [2/¢] + 1. Podijelimo svaki od koordinatnih intervala na po n djelova (v. sliku).
Povrsina svakog intervala podjele (a ima ih n ) iznosi # Na mtervalu podjele ¢ija su

tt]emenau(Z fl),(i—kn,j)( L4 )( +1 ]+ =) vazi: M(”)———F +n’m(w) _+]

n

Za takvu podjelu P je S(f, ) s(f, P) = Z’-f’ Ll = 2 < ¢ Odavde slijedi da

=0 j=0 nnZ
je funkcija f integrabilna. Ako Zelimo da izracunamo integral onda to moZzemo uraditi na



sledeéi nacin :

NP 55> TS Syt
Lo, n=1) nin—1), n-1

Dalje je S(f, P) = =1 + 2. Odavde slijedi da je integral funkcije jednak 1.

Gornja teorema, iako daje dovoljan i neophodan uslov za integrabilnost, nije dovoljno
operativna. Ipak, ona pruza moguénost da se formulisu i dokazu novi, operativniji, krite-
rijumi integrabilnosti. Mi ¢emo dokazati slede¢u teoremu

Teorema 2.Svaka funkcija koja je neprekidna na I je integrabilna na I.

Dokaz. Ako skup svih funkcija koje su neprekidne na I oznac¢imo sa C([), onda
tvrdenje mozemo zapisati kratko: C(I) C R(I).

Za dokaz teoreme ¢emo koristiti Kantorovu (Cantor) teoremu: ako je funkcija f ne-
prekidna na zatvorenom i ograni¢enom skupu onda je f ravnomjerno neprekidna na tom
skupu. Neka je sada € > 0 i neka je ¢; = ﬁ Zbog ravnomjerne neprekidnosti funk-
cije f postoji broj 6 = 0(e;) tako da kad je rastojanje izmedu dvije tacke manje od §
onda se vrijednosti funkcije u tim tacakama razlikuju za manje od €: |2/ — 2 < § &
|f(2) — f(2”)] < €;. Neka je P = {I1,..., I} podjela ¢iji je dijametar A(P) manji od
0. Funkcija f na svakom od podeonih intervala I,..., I; dostiZze svoju najvecéu i svoju
najmanju vrijednost. Zbog toga je za svako i My —m; = f(x;) — f(y;) < 1. Odavde
dalje slijedi da je S(f, P) — s(f, P) = >_(M; — m;)u(Il;) < eu(I) = €. Prema prethodnoj
teoremi odavde slijedi da je funkcija f integrabilna na I.

Prirodno je postaviti pitanje : da li se klasa integrabilnih funkcija poklapa sa klasom
neprekidnih funkcija. Odgovor je negativan. Recimo ako bismo u primjeru 1 napravili
izmjenu funkcije f u tacki (3,3) i postavili f(3,3) = 0, (u ostalim tacakama funkciju
definiSemo, kao i ranije, formulom f(x,y) = x + y, onda bi funkcija f u toj tacki imala
prekid, ali bi bila integrabilna. Naime, u razlici S(f, P) — s(f, P) promijenio bi se samo
jedan sabirak. On bi se medutim mnozio sa # i razlika bi mogla postati dovoljno mala na
racun dovoljno velikog broja podeonih tacaka. Nije tesko dokazati da ako je skup tacaka
prekida konacan, funkcija je neprekidna. Sasvim precizno, pitanje integrabilnosti resava
znamenita Lebegova (Lebesgue) teorema. Za njenu formulaciju potrebno je uvesti jedan
novi pojam.

Definicija 1.Za skup A C R" kaZemo da je mjere nula ako za svako € > 0 postoje
n-dimenzioni intervali Iy, I, . .. tako da je A C ;o Li 1Y ooy (1) < €.

Postoje i drugaciji nacini definisanja skupa mjere nula. Zato se za skupove koji su
mjere nula u smislu prethodne definicije kaze da su Lebegove mjere nula ili da su mjere
nula u smislu Lebegove definicije. U sledec¢oj definiciji ¢emo reéi kada za skup kazemo da
je Zordanove mjere nula.

Definicija 2.Za skup A C R" kazemo da je Zordanove mjere nula ako za svako € > 0
postoje n-dimenzioni intervali Iy, I, ..., I tako da je A C Ule I i Zle wu(ly) < e.

Primijetimo da ako su A, As, ... skupovi Lebegove mjere nula onda je i skup A =
U:2, A; Lebegove mjere nula. Zaista, ako je € > 0, onda se skup A; moZe pokriti nizom



intervala Iy, I1o, ... ¢iji je zbir mjera manji od 5, skup A se moZe pokriti nizom inter-
vala Ip1, I, ... Ciji je zbir mjera manji od 7 itd. Skup A je pokriven nizom intervala
Iy, Lo, Iy, . .. v ciji je zbir mjera manji od § + § + -+ = €. Skup A je dakle mjere nula.

Ocigledno je da ako je skup A Zordanove mjere nula onda je on i Lebegove mjere nula.
Nije tesko zakljuciti i da je svaki konacan skup Zordanove, dakle i Lebegove mjere nula.
S druge strane, skup svih tacaka kvadrata [0, 1] x [0, 1] ¢ije su koordinate racionalne (a
koji ocigledno nije konacan) takode je Lebegove mjere nula ali nije Zordanove mjere nula
(Dokazati!). Dokazimo jo$ jedno tvrdenje koje se odnosi na skupove mjere nula.

Lema 1.Neka je A C R™ kompaktan skup Lebegove mjere nula. Tada je skup A mjere
nula i u smislu Zordanove definicije.

Dokaz. Podsjetimo se da se za skup A C R"™ kaze da je kompaktan ako se iz svakog
niza (ry) tacaka skupa A moze izdvojiti podniz koji konvergira ka nekoj tacki iz skupa
A. Dobro je poznato da je skup kompaktan ako i samo ako se iz svake familije otvorenih
skupova koja sadrzi skup A moze izdvojiti kona¢na podfamilija koja opet sadrzi skup A.
Poslije ovih napomena mozemo pristupiti dokazu teoreme. Pokaza¢emo da se, za svako
€ > 0 skup A moze pokriti kona¢nim brojem intervala ¢iji je zbir mjera manji od €. Naime,
neka je skup A pokriven intervalima I, I, ... tako da je > u(l;) < §. Neka su Jy, Js, . ..

intervali sa istim centrima kao i intervali I, I5, ... ¢ije su kordinatni odsje¢ci pomnozeni
sa A. Tada je Y p(J;) = A" > p(l;). Ako je A > 1 onda unutrasnjosti intervala Jy,, Jo, . ..
pokrivaju skup A. Iz ovog pokriva¢a mozemo izdvojiti konacan pokriva¢ Ji1, Jio, . . ., Jrm,

¢iji ¢e zbir mjera biti manji od A\"5. Ako je A" < 2, onda ¢e skup A biti pokriven sa
kona¢no mnogo intrvala €iji je zbir mjera manji od €. To znaci da je skup A mjere nula
u smislu Zordanove definicije.

Teorema 3. (Lebegova teorema).Ogranicena funkcija f : I — R je integrabilna
na I ako i samo ako je njen skup tacaka prekida mjere nula.

Dokaz teoreme je dosta slozen. Za njegovo izlaganje potrebno je uvesti neke nove
pojmove.
Definicija 3. Oscilacija funkcije f : A — R na skupu B C A je broj

w(f, B) = sup{|f(z') = f(«”)] : ', 27 € B}.

Lako je pokazati da se oscilacija funkcije na skupu moze definisati i formulom w(f, B) =
sup{f(z) : z € B} —inf{f(x) : x € B}. Primijetimo da za svaku podjelu P = {I, ..., I}
intervala I vazi jednakost: S(f, P) — s(f, P) = St w(f, L) (L)

Definicija 4.Oscilacija funkcije f : A — R u tacki xg € A je broj w(f,zo) =
limw(f, Sa(zo,9)), gdje je Sa(zo,0) ={x € A:|x —xo| < d}.

Nije tesko zakljuciti da je funkcija f neprekidna u tacki 29 ako i samo ako je w(f, z¢) =
0.

Predimo na dokaz teoreme.

Pretpostavimo da je funkcija f integrabilna na I. Oznac¢imo sa B skup tacaka prekida
funkcije f na I. Primijetimo da je B = J._, B, gdje je B1L = {r € A: w(f,z) > %
Pokaza¢emo da je svaki od skupova Bi Lebegove mjere nula. DokaZimo prvo da su
skupovi oblika B, = {z € I : w(f,z) > rn}(r > () zatvoreni. Neka je C' = R"\B, iz €C.
Razlikova¢emo dvije moguénosti. Prva je da x ¢ I. Tada postoji okolina S(z) tacke x



koja nema zajednickih tacaka sa I, pa ta okolina nema zajednickih tacaka ni sa B,(C I),
odnosno S(z) C C. Dakle, z je unutrasnja tacka skupa C'. Druga mogucnost je da = € I.
Tada je w(f,x) < €, pa postoji & > 0 tako da je w(f,Sa(x,d)) < e. Neka je J otvoreni
interval ¢iji je centar tacka x a koji se sadrzi u S(z, ). Tada, za svako y € J postoji §; > 0
tako da S(y,d01) C J C S(x,0). Odavde slijedi da je za svako y € J,w(f,y) < € , odnosno
J C C = R™\B,. To znaéi da je x opet unutrasnja tacka skupa C. Sve u svemu skup C' je
otvoren, odnosno skup B, je zatvoren. Skupovi B1i su ograniceni. Posto smo dokazali da
su oni zatvoreni slijedi da su kompaktni. Kako je funkeija f integrabilna na I, to za svako
€ > 0 isvako m € N postoji podjela P, intervala I tako da je S(f, Pyn) — s(f, Pn) < =
Oznacimo sa P, skup onih intervala iz skupa P, koji imaju zajednickih tacaka sa skupom
B 1. Skup intervala P,,; pokriva skup B 1, pri ¢emu je oscilacija funkcije f na svakom od

ovih intervala veéa ili jednaka od L: w(f,I;) > L, za svako I; € P,,;. Zbir o mjera svih
m ) m’ J
intervala iz familije P,,; moZemo ocijeniti na sledeéi nacin:

0= Z :u([]) < Z w(f? Ij)m/ub(lj) < Z w(f’ Ij)m/ub(lj) = mS(fv Pm>_s<fv Pm) <e€

I;€Pm1 I;ePp I;ePn,

Odavde slijedi da je skup B1 Zordanove mjere nula, pa je on i Lebegove mjere nula. Unija
B=DBU B% u---u Bi U™ niza ovakvih skupova je takode skup mjere nula. tvrdenje
teoreme u jednom pravcu je dokazano.

Pretpostavimo sada da je skup B tacaka prekida funkcije f Lebegove mjere nula.
Za € > 0 ozna¢imo sa B, skup svih tacaka intervala I u kojima je w(f,z) > e. Tada
je Be € B, pa je i skup B. Lebegove mjere nula. Kako smo ranije ve¢ utvrdili skup
B, je kompaktan pa je B, Zordanove mjere nula. Postoje dakle intervali I, ..., I, €ji
je zbir mjera manji od € a koji pokrivaju skup B.. Neka je P = {.J;,...,J;} podjela
intervala I koja je nastala tako Sto su za podeone tacke na koordinatnim intervalima
izabrana projekcije svih tjemena intervala Iy, ..., I;. Neka je |f(x) < M,z € I. Tada je
w(f, i) <2M i) w(f, L)u(l;) < 2Me. Dalje, ako je J; interval iz podjele P tako da je
J;N B, =0, onda je w(f,z) < € za svako = € J;. Pokazimo da tada postoji takva podjela
{Jj1, ..., Jjs} intervala J; za koju je > w(f, J;,)u(J;) < en(J;). Zaista, za svako x € J;
postoji otvoreni interval J, sa centrom u x tako da je w(f, J;) < e. Familija {J, : x € J;}
svih takvih otvorenih intervala pokriva zatvoreni interval J;. Zbog kompaktnosti intervala
J; iz ovog pokrivaca mozemo izdvojiti konacana potpokrivac I;,, ..., I; . Napravimo sada
podjelu P; intervala J; na intervale J; ,...,J; tako da se svaki od njih sadrzi u nekom
od intervala Ij,...,I;,. Tada je w(f,J;) < €,...,w(f,J;,) < e. Odavde slijedi da
je S(f, P;) — s(f, Py) = > w(f, Jj,)u(J;,) < eu(J;). Ako je P = {L4,...,L,} podjela
intervala [ izvedena tako da su koordinatni intervali dijeljeni pomocu projekcija tjemena
intervala J;,, ..., J;, iintervala Iy,..., I, onda je

S(f,P) = s(f, P) =Y w(f, Lu(L) = Y w(f, L)u(L) + > > w(f, Ju(];) <

<2Me+ ) ep(J;) < e(u(I) + 2M).

Odavde slijedi da je funkcija f integrabilna na I. Teorema je dokazana.
Istaknimo jos jednom da Lebegova teorema sasvim i reklo bi se na idealan nacin resava
pitanje integrabilnosti funkcije.



§4. Raynanje integrala

Definicija integrala je konstruktivna-slijedeé¢i tu definiciju mozemo cak racunati in-
tegrale pojedinih funkcija, kao $to smo to i radili u jednom primjeru. U slucaju da je
rac¢unanje grani¢ne vrijednosti integralnih suma dovoljno komplikovano mozemo utvrditi
barem pribliznu vrijednost integrala. Medutim, za ra¢unanje integrala funkcija jedne pro-
mjenljive, veoma se dobro moze koristiti veza izmedu integrala i izvoda koju ustanovljava
Njutn-Lajbnicova formula. Da li se ista formula moze koristiti i za racunanje integrala
funkcija vise promjenljivih? Odgovor na ovo pitanje daje sledeca teorema.

Teorema 1. (Fubinijeva teorema).Neka su I i J intervali v R" i R™. Ako je
funkcija f : I x J — R integrabilna na I x J onda postoje i integrali f1<fJ fdy)dzx i
[} fdx)dy, oni su jednaki integralu [, f.

Dokaz. Teorema dakle govori o tome kako se, naprimjer, integral funkcije dvije pro-
mjenljive moze svesti na uzastopnu integraciju funkcija jedne promjenljive. Ilustracije
radi, za integral iz primjera 1 iz prethodnog paragrafa, uz koris¢enje Fubinijeve teoreme,
imamo

1 1 1 1 1 1
// (fﬁ+y)dxdy=/(/ (z +y)dx)d ::/(—+y)dy:—+—:1.
0.11x[0,1] o Jo 0 2 22

Prije nego sto izlozimo precizan dokaz teoreme, da¢emo geometrijske argumente za tvr-
denje teoreme. Posmatrajmo zadatak izra¢unavanja zapremine tijela ograni¢enog ravnima
r=axr=by=cy=d,z=0,z= f(z,y), gdje je f: I =a,b] X [c,d] — R neprekidna
i nenegativna funkcija. Oznacimo sa V(s) zapreminu onog dijela tijela od ravni x = a
do ravni = s. Primijetimo da je V(a) = 0. Na§ zadatak je da izracunamo V'(b). Geo-
metrijska interpretacija dvostrukog integrala nam govori da je V(b) = [, [ f(z,y)dzdy.
Oznacimo sa S(s) povrsinu presjeka ravni = s i posmatranog tijela. Za zapreminu onog
dijela tijela koje se nalazi izmdu ravni x = s i x = s+ h, koji je kriva prizma, vazi sledeca
formula : V(s+h)—V(s) = S(s)h. Odavde, dijelec¢i jednacini sa h i pustajuéi da h — 0,
dobijamo limy, o w = S(s), odnosno V'(s) = S(s) i V(s) = [* S(x)dx. Medutim,
S(x) je povrsina krivolinijskog trapeza (v. sliku) i iznosi S(z) = fcdf(at,y)dy. Odavde
slijedi da je V(b) = f: S(z)dr = fab(fcdf(w, y)dy)dx, odnosno

/I / f(@,y)dedy = / b< / df(x,y)dy)dx.

Na slican nacin se moze pokazati da je

/I/f(ﬂﬁ,y)dxdy = /Cd(/ab f(x,y)dx)dy.

U vezi sa izlozenom arhgumentacijom, jasno je da ona stoji samo za dvostruke inte-
grale. Teorema, dakle, pruza moguc¢nost da se izracunavanje dvostrukog integrala direktno
prevede na uzastopno racunanje dva jednostruka integrala, a uzastopnom primjenom ove
teoreme moze se racunanje n—dimenzionog integrala svesti na uzastopnih n jednodimen-
zionalnih integrala.



Poslije ovih napomena izloziéemo strog dokaz teoreme. Neka je P podjela intervala
I x J. Ona je inducirana podjelama koordinatnih intervala a ove podjele su inducirale i
podjele P i P” intervla I i J. Svaki interval I, ; iz podjele P je Dekartov proizvod I; x .J;
nekih intervala I; 1 J; iz podjela P’ 1 P”. Prema tome je n+m-dimenziona mjera intervala
I; ; jednaka proizvodu n-dimenzione mjere intervala /; i m-dimenzione mjere intervala J;
o p(Liy) = p(Li)p(J;. Koristedd svojstva infimuma infa.p f(z,y) < infa(infp f(z,y)),
infimum zbira vedi je ili jednak od zbira infimuma i sli¢na svojstva supremuma, dobijamo

P):Zzljrxlgjf(x,y p(l; x J;) memefxy J;))p(L;)

Za svako fiksirani x € I, unutra$nja suma (suma po j) G(z) je donja suma funkcije
F(y) = f(x,y). Tako moZzemo napisati

<mec = s(G, P') <Zsqu o)L = S(G, P). 1
Dalje imamo

G(z) = mef(xy <Zsupfxy p(J;) = H(z).

J

Nejednakost (1) mozemo (koristeci svojstva supremuma) produZiti sa

Zsqu <ZZSqu Jip(l;) <

Z ZISI}J) [l y)u(ls x J;) = S(f, P).

Zbog pretpostavke o integrabilnosti funkcije f, grani¢ne vrijednosti suma s(f, P) i S(f, P)
kada A(P) — 0 jednake su integralu funkcije f na intervalu I x J. Iz jednakosti (1) sli-
jedi da ¢e se i grani¢ne vrijednosti suma s(G, P’) i S(G, P’) konvergirati istoj grani¢noj
vrijednosti-integralu funkcije f na I x J. Ako je sada ¢ > 0 onda ¢ée postojati broj o
tako da kada je dijametar podjele intervala I; x J; onda se niti gornja suma niti do-
nja suma ne razlikuju od integrala za vise od e. Ako je sada P’ podjela intervala [
¢iji je dijametar manji od g i ako se napravi podjela intervala J ¢iji je dijametar ta-
kode manji od € onda ¢e dijametar tako generisane podjele intervala I x J biti manji
od (5 s(G, P"iS(G, P’ )seod [ [, f(z,y)drdy ne mogu razlikovati za vise od €. Znadi,
f x)dr = f f 1 (z,y)dxdy. Slicno zaklju¢ujemo da je i funkcija H (z) integrabilna na
i da je njen integral jednak f f[><J T y)dxdy Medutim, G(x ) je donja a H(x) gornja
suma funkcije f(x,y) pa je G(x) < f flz,y)dy < h(z ffoydy<H( )
za svako x € I. Konstruisuéi gornje i donJe Sume za funkcije g i h i uporedujudi ih sa
donjim i gornjim sumama funkcija G i H zaklju¢icemo da su i ove funkcije integrabilne

na I i da su odgovarajuéi integrali jednaki f[fo f(z,y)dzdy. Moze se dogoditi da za neko
x € I bude g(z) < h(x). Medutim, skup takvih tacaka je mjere 0. Ako se pretpostavi da



su ove dvije funkcije jednake za svako x € I, t.j. ako pretpostavimo da za svako x € [
postoji [ f(x,y)dy, onda vazi jednakost ffli z,y)dxdy = [,([, f(z,y)dx)dy. Slitno

se dokazuje da je [ [, f(z,y)dzdy = [,([, f(z,y)dz)dy.
Zadatak 1. Izracunati a ff[O,l]x[O,l] xydxdy; b ffo 0102 (m + y)dxdy.
Primjer 2. Ocijeni¢emo da li je [ =€ f[O, 1] x [0,1] = oy dwdy manja ili veca d 1.
—— 1+wy+(a¢y) ot (zy) > 1oy

Slijedi da je

]—//01 01 dxdy>//01 x [0, 1]( 1+xydxdy—1+//0 1x[0, 1]zydxdy > 1.

DalJe primijetimo da je [ = ) Off[() 1] x [0, 1](zy)"dzdy = >"07, (nH)Q <1+
Z:,o 1 n(n+1) <2

U sljedeé¢em primjeru rijesi¢emo jedan kombinatorni zadatak, a u rjeSenju ¢e se neo-
¢ekivano pojaviti dvostruki integral i integral kompleksne funkcije.

Primjer 3. Dokaza¢emo da ako je pravougaonik P, poplo¢an manjim pravougaoni-
cima sa svosjtvom da je duzina jedne stranice svakog od tih pravougaonika cijeli broj, ima
isto svojstvo, tj. da je i duzina jedne njegove stranice prirodan broj. Oznac¢imo sa II skup
svih pravougaonika koji poplocavaju dati pravougaonik P. Posmatrajmo integral

b d
I = / / 2@ drdy = / > dx / e*™dy = 0.
[a,b] X [e,d] a c

Odavde, sabirajuci sve ove integrale dobijamo da je integral € f P e?™ @+ drdy = 0. No,
ako je P = [A, B] x C, D tada odavde slijedi da je ff e?™® = ( ili fé) er™dy = 0. U

prvom slucaju je ﬁ[eQmB —e?™4] = 0, a to s obzirom na periodi¢nost funkcije e?*® znaci

da je B — A cio broj. Analogno se analizira moguc¢nost féj e?™dy = 0, i dobija da je tada
D — (' cio broj. Dakle pravougaonik P ima stranicu ¢ija je duzina prirodan broj.
Primjer 4. Dokazacemo da za neprekidnu funkciju f vazi nejednakost f b f(x)dz)?

b-a f f?(x)dz. U tom cilju posmatracemo dvostruki integral [ = ff[a o () —
f ( ))Qd:cdy i napisati kao uzastopne integrale. Imamo

o<1 | /[a,b]x[a,b](f (a8 )2 (S )y = | i / ' Pla)dy-2 / o / @)y -
2//[a,b]x[a,b] fz(w)dm_Z//[a,b]x[a’b] F)](y) = 2/: dx /ab f2(x)dy—2 /abf(a:)dx /abf(y)dy -

a odavde slijedi nejednakost

([ 1ewr <0 [ P

Primjer 5. Izracuna¢emo dvostruki integral I = ffD(2x2 + 3y?)dxdy, gdje je D =
{(z,y) : 0 <2 <2,—-1 <y < 1}. Prema teoremi o svodjenju dvostrukog integrala na



uzastopne integrale imamo:



§5. Definicija integrala na proizvoljnom skupu

I iz primjera u kojima je data geometrijska interpretacija integrala jasno je da bi se na
slican na¢in mogao definisati integral funkcije definisane na skupu koji nije pravougaonik.
Recimo, ako se zeli posredstvom integrala racunati zapremina lopte onda treba definisati
integral funkcije definisane na krugu. Najbolje bi bilo da definicija integrala bude opsta,
t.j. da vazi za proizvoljan podskup prostora R". No, trebalo bi obezbijediti da, po toj
definiciji, klasa integrabilnih funkcija ne bude suviSe uska. Kao minimum trebalo bi da
bar konstante budu integrabilne. Kako stvari stoje sa nasim zahtjevima pokazace sledeci
primjer.

Primjer 1. Neka je A skup svih tacaka iz kvadrata [0, 1] x [0, 1] ¢ije su obje koordinate
racionalne. Neka je f(z,y) = 1 za svako (z,y) € A. Ako bismo integral konstruisali na
slican nacin-podjelom skupa A onda bismo imali da su, za fiksiranu podjelu P, integralna
suma, donja suma i gornja suma jednake zbiru povrsina tih djelova skupa A, odnosno
povrsini skupa A, naravno pod pretpostavkom da o povrsini tih skupova moze biti rijeci.
Ako bi dakle nas skup A imao povrSinu onda bi integral naSe funkcije bio jednak toj
povrsini. A sada imamo pitanje : da li nas skup ima povrSinu? Mi ¢emo se u definiciji
integrala ograniciti na skupove koji imaju povrsinu ako je n = 2 odnosno zapreminu ako
je n = 3, ili uopste na skupove koji imaju mjeru u R". Zelimo, za sada, da izvedemo samo
jedan zakljucak: ne¢emo moci definisati integral po bilo kom skupu. Zato ¢emo posebno
izdvojiti familiju skupova iz R™ (za te skupove ¢emo govoriti da su dopustivi skupovi i
definisati integral funkcije definisane na nekom skupu iz te familije. Ta familija skupova
¢e sadrzati sve intervale u R™ ali i joS neke skupove. Garantovace se da ¢e konstantne
funkcije biti integrabilne na svakom skupu iz te familije. Prije nego Sto damo definiciju
dopustivih skupova, podsjetimo sa da za tacku a kazemo da je grani¢na tacka skupa A ako
svaka okolina te tacke sadrzi bar jednu tacku skupa A i bar jednu tacku koja ne pripada
skupu A. Sve grani¢ne tacke skupa A obrazuju granicu skupa A, koju ozna¢avamo sa 0A
ili 9(A).

Definicija 1.Za skup A C R" kaZemo da je dopustiv ako je ogranicen i ako je skup
0A Lebegove mjere nula.

Primjer 2. Neka je A C R" ogranicen skup i neka su Iy, ..., I} intervali koji nemaju
zajednickih unutra$njih tacaka, pri ¢emu unija tih skupova sadrzi skup A. Zbir mjera tih
intervala je pozitivan relan broj koji naravno zavisi od izbora intervala Iy,..., Ix. Skup S
svih tako dobijenih brojeva je ogranic¢en sa donje strane brojem nula, pa postoji infimum
tog skupa. Taj infimum zovemo gornja (spoljasnja) mjerom skupa A i oznacavamo sa
w*(A). S druge strane, ako su Iy,..., I intervali koji nemaju zajednickih unutrasnjih
tacaka i takvih da svaki od njih lezi u A, onda je zbir mjera tih intervala nenegativan broj
koji je manji od mjere bilo kog intervla I koji sadrzi skup A. Skup s svih tako dobijenih
brojeva je ogranicen odozgo, pa postoji njegov supremum, koji zovemo donja (unutrasnja)
mjera skupa A. Unutradnju mjera skupa A ozna¢avamo sa p.(A). Jasno je da je u.(A) <
p*(A). Ako je pu.(A) = u*(A), onda kazemo da je skup A mjerljiv (po Zordanu), a
spoljasnju odnosno unutra$nju mjeru skupa A zovemo prosto (Zordanova) mjera skupa
A. Mjeru skupa A ozna¢avamo sa p(A). Ako je n = 1, onda mjeru skupa zovemo duzina
skupa, za n = 2 mjeru skupa zovemo povrsinom, a za n = 3 zapreminom skupa. Ponovimo
jos jednom da svaki ograni¢en skup ima svoju unutrasnju i svoju spoljasnju mjeru, koje
se medutim mog razlikovati. Ako je, naprimjer A = {(x,y) € R*: x € Q,y € Q}, onda je



pi(A) =0 a p*(A) = 1.

Primjer 3. Neka je A ponovo dopustiv skup i neka je I interval koji sadrzi skup A i
Xa funkcija definisana na I, pri ¢emu je ya(z) = lzaz € Aiyxa(z) =0zaz e\ A
Ako je P ={14,..., I} podjela intervala I onda je M;(x4 = 1) ako odgovarajuéi interval
I; ima barem jednu zajednicku tacku sa skupom A a 0 za one intervale koji nemaju
zajednickih tacaka sa skupom A. S druge strane, s(f, P) je jednako 1 na intervalima
koji su sadrzani u skupu A a 0 na ostalim intervalima. Razlika S(f, P) — s(f, P) ¢e biti
jednaka sumi mjera onih intervala podjele P koji imaju barem jednu tacku iz skupa A i
barem jednu tacku iz skupa B = I\ A. Neka je € > 0 i neka su J;, Js, ..., J; intervali
¢iji je ukupni zbir mjera manji od € a koji pokrivaju 9(A). Neka je I interval koji sadrzi
i skup A i intervale Jy,Js,...,J, i neka je podjela P intervala I napravljena tako Sto
su za podeone tacke na koordinatnim intervalima izabrane projekcije tjemena intervala
Ji, Ja, ..., Ji. Intervali podjele P koji sadrze granicu 9(A) su sadrzani u Jy, Jo, ..., Ji.
Slijedi da razlika S(f, P) — s(f, P) nije ve¢a od sume mjera intervala Ji, ..., Ji, odnosno
ova suma je manja od e. Dakle, karakteristicna funkcija skupa A je integrabilna na I.
Svaka gornja suma jednaka je zbiru mjera nekih intervla koji sadrze skup A a svaka donja
suma jednaka je zbiru mjera intervala koji su sadrzani u A. Skup svih donjih suma je
ogranicen sa gornje strane i postoji supremum ovog skupa. Taj supremum je, ocigledno,
jednak donjoj (unutrasnjoj) Zordanovoj mjeri p.(A) skupa A. Skup gornjih suma je
takode ogranicen i postoji infimum skupa, koji je jednak gornjoj (spoljasnjoj) mjeri u*(A)
skupa A. Jasno je da je unutrasnja mjera zapravo donji integral a spoljasnja mjera gornji
integral funkcije f(x) = 1,2 € A. Dakle, dopustivi skupovi su mjerljivi u Zordanovom
smislu. Vazi, oc¢igledno i obrnuto: ako je skup mjerljiv u Zordanovom smislu, onda je on
dopustiv. Posto su grani¢ne vrijednosti donjih i gornjih suma jednake medusobno i pri
tome jednake integralu f 1 1, zakljucujemo da se za dopustive skupove ;(A) jednaka f 4 L

Dokaza¢emo nekoliko svojstava granice skupa, a zatim é¢emo utvrditi i nekoliko svoj-
stava familije dopustivih skupova.

Teoremal.a) 0A je zatvoren skup.

b) 0(AUB) C0(A)UI(B).

c) 0(ANB) CI(A)UI(B).

d) 9(A\B) C 9(A) U9(B).

Dokaz. Dokazimo tvrdenje a). Neka je (zx) niz tacaka iz A koji konvrgira ka tacki z.
Dokazimo da je x grani¢na tacka skupa A. Posmatrajmo proizvoljnu okolinu O(zx) tacke
x. Bar jedna tacka niza () - oznacimo je sa wy, -lezi u ovoj okolini a tacka zy, pripada
skupu 0A. Posmatrajmo okolinu O(zy,) tacke xy, koja je dio okoline O(z). Ona sadrzi
bar jednu tacku - oznacimo je sa y - iz skupa A i bar jednu tacku - oznacimo je sa z- koja
ne lezi u A. To znaci da okolina O(z) sadrzi i tacke iz skupa A i tacke koje ne pripadaju
skupu A. To znaci da je x grani¢na tacka skupa A, odnosno da je skup A zatvoren.
tvrdenje a) je dokazano.

Za dokaz tvrdenja b) uo¢imo tacku x koja pripada granici skupa AU B. Neka je O(x)
okolina tacke x. Ta okolina sadrzi bar jednu tacku iz skupa A ili bar jednu tacku iz skupa
B. Odredenosti radi pretpostavimo da O(z) sadrzi tacku iz skupa B. Dalje, ista okolina
sadrzi bar jednu tacku koja je van skupa A U B. Specijalno, O(x) sadrzi bar jednu tacku
koja ne pripada skupu B. Sve ovo znac¢i da x € 9B, odnosno x € 0A U dB. Sli¢no se
dokazuju tvrdenja c) i d).



Direktna posledica prethodne teoreme je

Teorema 2.Ako su A i B dopustivi skupovi onda su i skupovi AU B, AN BiA\B
dopustivi.

Osnovna ideja za definisanje integrala na skupu A sastoji se u tome da se napravi
produZenje funkcije f na neki interval koji sadrzi skup A, pa da se zatim integrabilnost
i integral na skupu A definiSe kao integral tog produzenja funkcije f na intervalu. Da
bismo preciznije izlozili ideju, uveséemo nove, inace opste prihvacene oznake.

Pretpostavimo sada da je A dopustiv skup i da je funkcija f : A — R definisana na
A. Neka su i J intervali u R" koji sadrze skup A neka su

flx), x€ A flx), x€A
ff(x):{o, rel\A - )= {o, reJ\A

Pogodno je i uobicajeno funkcija f; i f; pisati posredstvom karakteristicne funkcije. Pod-

sjetimo da funkciju
(z) = 1, €A
XA\T) = 0, fL‘gA )

definisanu na nekom skupu koji sadrzi skup A nazivamo karakteristicna funkcija skupa
A. Ako pretpostavimo da je naSa funkcija definisana i van skupa A, onda funkcije f; i f;
mozemo zapisati u obliku proizvoda f(x)xa(x) s tim $to je prva (f;) funkcija definisana
na [ a druga (f;) na J. Mi ¢emo koristiti razne oznake za funkcije koje budemo razmatrali,
ne precizirajuci uvijek oblasti definisanosti, zbog toga sto ¢e iz konteksta biti jasno o ¢emu
se tu radi.

Dakle, vazi sledece tvrdenje.

Lema 1. Neka sul v J dva mtervala koja sadrZe skup A. Tada, ako postoji jedan od
integrala f] -x — A(x)dx i fJ xa(x)dx, onda postoji i drugi i oni su jednaki.

Dokaz. Mozemo tvrdenje kratko zaplsati na sledeci nacin: [, f(x)xa(z)de = [, f(x)xa(z)dz,
pri cemu se podrazumijeva da jednakost vazi i u smislu da jedan od ova dva integrala po-
stoji ako i samo ako postoji drugi. Dokaz é¢emo inace izvesti tako Sto ¢emo zajedno
sa intervalima I i J posmatrati i interval K = I N J. Tada je K C I. Neka postoji
f[ x)dx. Neka je € > 0. Tada postop 0 tako da za svaku podjelu P intervala [
¢iji je dljametar manji od §, vazi | [, f(z) - xa(x)dz — o(f, P,§)| < e. Neka je Q podjela
intervala K ¢iji je dijametar manji od 5 Ta podjela je napravljena podjelama koordi-
natnih intervala intervala K. Dodajuéi, eventualno, nove podeone tacke na koordinatnim
odsje¢cima tako da se dobije podjela intervala I ¢iji je dijametar manji od ¢ (dovoljno je
da podeone tacke na istom podeonom odsjecku budu udaljene za manje od % imacemo
podjelu intervala I ¢iji je dijametar manji od d. Integralna suma U(fK,QT: €) jednaka
je integralnoj sumi o(fr, P, &), (jer su novi sabirci koji se tu pojavljuju jednaki nuli),
pa je | [ f(@)xa(x)dz — o(f,Q,&)| < ¢, §to znadi da je funkcija f(z)xa(z) integrabilna
na K i integrali funkcija faxa na I i na K su jednaki. Obrnuto, neka je funkcija fx
integrabilna na K. Kako je {s(fx,P)} C {s(fr,P)} i {S(fx,P)} C {S(fx,P)}, to je
[fx < [fi <[ fr <[ [f. Odavde slijedi da ako su donji i gornji integral funkcije fxa
jednaki onda su i donji gornji integral funkcije f na A. Time je dokazano da integrali
f] fxai fJ fxa postoje ili ne postoje zajedno.




Definicija 2.Integral funkcije f : A — R koja je definisana na dopustivom skupu
A C R" definise se formulom
-]
A I

gdje je I interval u R" koji sadrzi skup A.

Razmatranja koja smo izvrsili u prethodnoj teoremi pokazuju da je definicija korektna
- izraz na desnoj strani znaka ":="ne zavisi od izbora intervala I. Prirodno je da, sagla-
sano sa ovom definicijom, za funkciju f kazemo da je integrabilna na A ako je funkcija
fr integrabilna na intervalu I O A. takode treba napomenuti da se i donji i gornji in-
tegral funkcije koja je definisana na dopustivom skupu mogu definisati na slican nacin.
Smatramo, medutim, da nema potrebe da se ponavljaju mnogi detalji o vezi gornjeg i
donjeg integrala i integrala. Sve se to, naravno radi na slican nac¢in kao kod integrala na
intervalu.

Ako je A dopustiv skup, f: A — R funkcija definisana na A i C' skup tacaka prekida
funkcije f, onda za svaki interval I koji sadrzi skup A i za skup C7 tacaka prekida funkcije
fr na skupu I vazi: C C C; C C'UO(A). Ve¢ smo ranije istakli da je unija dva skupa
mjere nula skup mjere nula. Slijedi da vazi sledece tvrdenje:

Teorema 3. (Lebegova teorema)Funkcija f : A — R je integrablna na A ako i
samo ako je skup tacaka prekida te funkcije na skupu A skup mjere nula.

Uobicejeno da se umjesto skup tacaka prekida funkcije na skupu A je skup mjere
nula"govori "funkcija je neprekidna skoro svuda na A".

Primjer 4. Neka je A dopustiv skup i neka je funkcija f : A — R jednaka nuli
skoro svuda na A. Takva funkcija ne mora biti integrabilna na A -Dirihleova funkcija je
jednaka nuli skoro svuda na [0, 1] x [0, 1] ali nije integrabilana na tom skupu. Medutim,
ako se pretpostavi da je f i integrbilna na A onda je njen integral na skupu A jednak
nuli. Zaista, neka je J interval koji sadrzi skup A i neka je F': J — R funkcija koja je
jednaka nuli na J\A i jednaka funkciji f na A. Tada je F' integrabilna na J i jednaka je
nuli skoro svuda na J. Neka je S = f] F(= fA f). Tada za svako € > 0 postoji 0 tako da
za podjele P intervala J, ¢iji je dijametar manji od § vazi: |o(F, P,§) — S| < € za svaki
izbor tacaka . Medutim, zbog toga sto je funkcija F' jednaka nuli skoro svuda na J, skup
tacaka & = {&1,...,&} se moZe izabrati tako da je F'(§) = --- = F(&) = 0, pa je tada i
o(F, P,&) =0. To znadi da je |S| < €, odakle slijedi da je S = 0.

Primjer 5. Neka je A C R™ dopustiv skup. Prema Lebegovoj teoremi, funkcija
f(z) =1 je integarbilna na A. Ta ¢injenica se, medutim, moze i direktno utvrditi. Skup
J(A) je zatvoren i ogranicen, dakle kompaktan. Ovaj skup se, za svako € > 0, moze pokriti
sa kona¢no mnogo intervala ¢iji je zbir mjera manji od e. Neka je I interval koji sadrzi
skup A. Ako je P = {Iy,...,I;} podjela intervala I onda je M; = 1 ako odgovarajuci
interval I; ima barem jednu zajednicku tacku sa skupom A a 0 za one intervale koji nemaju
zajednickih tacaka sa skupom A. S druge strane, s(f, P) je jednaka 1 na intervalima koji
su sadrzani u skupu A a 0 na ostalim intervalima. Razlika S(f, P) — s(f, P) ¢e biti
jednaka sumi mjera onih paralelepipeda podjele P koji imaju barem jednu tacku iz skupa
A i barem jednu tacku iz skupa B = I'\ A. Neka je € > 01 ako su Jj, Js, ..., Jy intervali ¢iji
je ukupni zbir mjera manji od € a koji pokrivaju 9(A), a I interval koji sadrzi intervale
Ji,Jo, ... Jg. Neka je dalje podjela P intervala I napravljena tako S$to su za podeone
tacke na koordinatnim intervalima izabrane projekcije tjemena intervala .Ji, Js, ..., J.



Intervali podjele P koji sadrze granicu 0(A) su sadrzani u Ji, Jo, ..., Jg. Slijedi da je
razlika S(f, P) — s(f, P) manja od sume mjera intervala Ji, ..., Jg, odnosno manja od e.
Dakle, karakteristi¢na funkcija skupa A je integrabilna na I. Svaka gornja suma jednaka je
zbiru mjera onih intervala podjele koji sadrze barem jednu tacku skupa A a svaka donja
suma jednaka je zbiru mjera intervala koji su sadrzani u A. Skup svih donjih suma je
ogranicen sa gornje strane i postoji supremum ovog skupa. Taj supremum oznacavamo sa
1+ (A) 1 zovemo donjom (unutrasnjom) Zordanovom mjerom skupa. Skup gornjih suma je
takode ograni¢en i postoji infimum skupa. Taj infimum nazivamo gornjom (spoljasnjom )
mjerom skupa A. Spoljasnju mjeru oznacavamao sa p*(A). Ako su unutrasnja i spoljasnja
mjera skupa A jednake onda kazemo da je skup A mjerljiv u Zordanovom smislu a svaku
od ovih mjera zovemo mjera skupa A. Zan =1 Zordanova mjera se zove duzina skupa,
zan = 2 povrSinom, za n = 3 zapreminom. Jasno je da je unutrasnja mjera zapravo donji
integral a spoljasnja mjera gornji integral funkcije f(x) = 1,2 € A. Posto su grani¢ne
vrijednosti ovih suma jednake medusobno i pri tome jednake integralu [ 4 1, zakljuc¢ujemo
da je, za dopustive skupove, 1(A) jednaka kao f 4 1. Dakle, dopustivi skupovi su mjerljivi
u Zordanovom smislu. Vazi, o€igledno, i obrnuto: ako je skup mjerljiv u Zordanovom
smislu, onda je on dopustiv.

Posto smo definisali integral na dopustivom skupu mozemo, kao posledicu Fubinijeve
teoreme, izvesti formula za ra¢unanje integrala po nekim dopustivim skupovima uzastop-
nim racunanjem integrala na skupu manje dimenzije.

Teorema 4.Neka je D C R"! dopustiv skup i o1 : D — R,y : D — R funkcije
definisane na skupu D, pri cemo je o1(x) < po(x), Yo € D. Ako je A = {(z,y) € DX R :
v1(z) <y < @o(x).} dopustiv skup (tada kaZemo da je skup A elementaran u odnosu na
Tp-osu) i f € R(A), onda je

SOQ(m)Lpl(z)f(xay)dy)dx'(l)
/f(w,y)dfvdyz/(/
A D

Dokaz. Neka je I = J X [a,b] interval koji sadrzi skup A, pri ¢emu je J interval u
R"! koji sadrzi skup D. Uz oznake koje smo ranije uveli imamo da je

/Af(l‘,y)dIdyZ/If(x,y)-XA(x,y)dxdyZXI(/abf(I,y)-x(l’,y)dy)dx- 2

Unutrasnji integral je jednostruki integral a za svako x € D podintegralna funkcija jednaka
je nuli ako je y > po(x) ili y < p1(x). Zbog toga je

b p2(z)
/f(l‘,y)-xA(x,y)dy=/ f(z,y) - xalz,y)dy.
a 1(2)

Dalje imamo da je f(z,y)xa(z,y) = f(z,y)xp(z) za svako x € D, p1(z) < y < ¢o(x).
Zbog toga je
p2(z)

w2 (x)
/ £ 9)xa(, )y = xo(a) / £z, y)dy.

1(z) e1(z)



Ako dobijenu relaciju uvrstimo u formulu (2), dobi¢emo

| 1oty = | () / e y)dy)d = / K / " o)y,

1(2) 1(z)

Zadatak 3. Dokazati da ako je skup D dopustiv (mjerljiv po Zordanu) a funkcije
©1 1 @2 neprekidne na D, takve da je p1(z,y) < ¢a(x,y),V(x,y) € D, onda je i skup
A={(z,y,2): (z,y) € D,p1(x,y) < z < ¢o(x,y)} dopustiv. dopustiv.

Primjer 6. IzveS¢emo formulu za racunanje povriine kruga K = {(x,y) € R? :
2?2 + y* < r?}. Prema Fubinjevoj teoremi, polovina povrsine iznosi (vidi sliku)

2

/ /dxdy = / Va2 —ride = / pcos pd(sin @) = r? - / cos? pdp = %
K _r 0 0

Odavde slijedi da je povrsina kruga jednaka 7r?.]

Primjer 7. Izrauna’ cemo integral [ [, z—jdxdy ako je D oblast ogranic¢ena linijama
y:x,yzi,xzz

Prvo odredimo tacke presjeka (nacrtati sliku). O blast integracije je figura koju ¢emo
nazvati krivolinijskim toruglom sa tjemenima A(1,1), B(2,3),C(2,2) pri ¢emu su AB i
BC duzi a AB dio luka krive Zadatak. (Kavaljerijev princip) Dokazati sledece tvrdenje:
Ako su A i B dva tijela u R? mjerljiva po Zordanu. Neka je A, = {(z,y,2) € A: z=c¢} i
B.={(x,y,z) € B: z = ¢} presjeci tijela A i B ravni z = ¢. Dokazati da ako su skupovi
A 1 B, mjerlivi i imaju jednake povrsine za svako ¢ € R, onda tijela A 1 B imaju jednake
zapremine. (Kavaljerijev princip se koristi za izracunavanje zapremina tijela u R®. Sli¢an
princip se, medutim, moze formulisati i za prostor R".

Zadatak. Izracunati zapreminu lopte B = {z = (2',...,2") € R" : (z')> +--- +
(am)? <12},

Zadatak. Izra¢unati zapreminu tijela V = {z = (z*,...,2") € R* : 2! > 0,...">
0,2 +---+ 2" < a}.

Zadatak. Neka je A dopustiv skup mjere nula. Dokazati da je svaka funkcija inte-
grabilnana Ai [, f = 0.

Primjer 8. Izracunacemo integral I = f f prydrdy, gd je D oblast ogrnaicena kri-
Vima:ryzlix—&—y:%.

Prvo odredimo presje¢ne tacke krivih, tj rijeSimo sistem jednacina: zy =1,z +y = g
(skicirati grafike). Presjecne tacke su A(3,2) i B(2, 3). Sada imamo da je

2 g—m 1 2 5 ) 1
I:/%dx[ ydy:§/1[2$(<§_x) —P)dx:

1 [? 25z | 165
— = 5?43 — Dder = — — In2.
Q/P( g o e o e =g -

Primjer 9. Izratunacemo integral I = [ [ [, zdrdydzzdzdydz gdjeje A lopta x* +
y2—|—z2 <1,z>0.



Imamo da je

1— xz—y
I—/ dx/ / zdz =
1 1 Vi—z? 2 1
—/ dx/ (1—x2—y2)dy:—/ (1—x2)d:r:z.
2J4 —V1-a2 3./ 4

Primjer 10. Izra¢unacemo integral I = [ [, y*dxdy gdje je A skup ogranicen linijama
V=x,y=x—2.

Oblast A (skicirati sliku) je elementarna u odnosu na osu Oz: A = {(z,y): -1 <y <
22<x <y+2}. Sada je

2 yt2 2 16 1 8 1. 32 1 63
1:/ dy/ deIZ/ VW ly+2-y)dy=—F -T2+ - % - =
—1 y2 -1

Primjer 11. Izraunacemo integral I = [ [ [, zdzdydz, gdje je A tetraedar ogranicen
ravnima r +y+ 2z =a,xr =0,y =0,z = 0.
Imamo da je (skicirati oblast integracije)

I_/ dw/ dy/ zdz—/ dm/ (a=r—y )Zdy:
/daz/a—az— :6/O(a—m)3d$:£.

& 6. Osnovna svojstva integrala

Na osnovu definicije integrala i geometrijske i fizicke interpretacije mozemo ocekivati
da ¢e i integral funkcije vise promjenljivih imati svojstva koja su veé¢ izuCena i dobro
poznata kada se radi o integralu funkcije jedne promjenljive: integral zbira ¢e biti jednak
zbiru integrala, integral po uniji skupova koji nemaju zajednickih tacaka jednak je zbiru
integrala po skupovima koji ¢ine uniju i sli¢no. Precizira¢emo i dokazatai odgovarajuca
svojstva.

Teorema 1.Neka je A dopustiv skup, f: A— R,g: A— R.
a) Ako je funkcija f integrabilna na A i aR onda je i funkcija o - f integrabilna na A

1 vazi jednakost:
/ a-f=« / f
A

b) Ako su funkcije f i g integrabilne na A onda je i funkcija f + g integrabilna na A
i vazi jednakost [,(f+9) = [, [+ [, 9

Iskazi a) i b) zajedno govore da je skup R(A) funkcija integrabilnih na A linearni
prostor nad poljem realnih brojeva a da je preslikavanje f : R(A) — R koje svakoj inte-
grabilnoj funkciji f € R(A) pridruzuje njen integral [, f na skupu A, linerani funkcional.

Dokaz. Dokazimo da je tvrdenje ta¢no kada je skup A interval u R". Tada je, za
svaku podjelu P i za svaki izbor tacaka &,

O—(Oé'f7P7€):Oé'O_<f7P7€)7 U(f—Fg,P,g)ZU(f,P,f>+O'<g,P,§)



Mogli bismo reé¢i da odavde slijedi da je i

Ml]%io"(f +g,P¢§) = A(léﬁio"”’ Pg) + A(léﬁio"@’ P.¢)

li P& =a li P ).
)\(ér)goa(aﬂ L €) O‘A(};ﬁio"(f’ &)

To je naravno tac¢no, ali posto se ovdje radi o novom i drugacijem pojmu grani¢ne vri-
jednosti u odnosu na grani¢nu vrijednost niza i grani¢nu vrijednost funkcije, mi é¢emo
odgovarajuca tvrdenja ipak dokazati, iako ¢e dokazi biti sasvim slican dokazima odgova-
rajué¢ih tvrdenja koja se odnose na grani¢ne vrijednosti niza funkcije. Krenimo redom.
Ako je @ = 0 onda je za svaku podjelu P i svaki izbor tacaka &, o(a - f, P,£) = 0, pa su
obje strane jednakosti iz tvrdenja a) jednake nuli. Pretpostavimo da je a # 0. Neka je
e > 0. Tada postoji 0 > 0 tako da za svaku podjelu P ¢iji je dijametar A(P) manji od §
vazi
(PO~ [ flca=5
A |af

Za svaku takvu podjelu vazi
ota-£.P.8=a [ fl=laotr, PO =a [ fl=lallotr, P~ [ fl<<aa=e

To tacno znaci da je [ paf =« / 41 f- Ako je A proizvoljan dopustiv skup onda, uvodeci
u razmatrnje interval J O A i funkciju F, koja se poklapa sa funkcijom f na skupu A i
koja je jednaka 0 na J\ A, koristeéi definiciju integrala po dopustivom skupu A dobijamo

Jar=[ar=a[Fr-a];

tvrdenje a) je dokazano. tvrdenje b) se dokazuje na sli¢an nacin: ako je A interval, onda
za zadato € > 0 postoji d tako da za podjele P ¢iji je dijametar A\(P) < ¢, vazi

’J(f’P’g)_/I;f’<§a |O_<g7P7§)_/Ag‘<§
Kako je
o(f+9. PO =0 PO~ [ g
A
to je

’0(f+97pvf)_/Af—/AQ|S|U(f7P,§)—/Af\Jr\U(Q,P,f)—/Ag\<§+2:e.

Time je tvrdenje b) za intervale dokazano. Prelaz na dopustive skupove se vrsi kao u
dokazu tvrdenja a). Teorema je dokazana.

Teorema 2.a) Ako je funkcija f : A — R integrabilna na skupu A i ako je B C A
dopustiv skup onda je f integrabilna na B;



b) Ako je A dopustiv skup Lebegove mjere nula i ako je f : A — R ogranicena funkcija
definisana na A, onda je fA f=0.

c) Ako je funkcija f koja je definisana na uniji skupova A i B, integrabilna na svakom
od ovih skupova, onda je funkcija f integrabilna i na skupovima AU B i na AN B. Ako
je, pored toga, (AN B) =0, onda je

/Af@)dUU:/Af(x)dx+/Bf(x)dx.

Dokaz. a) tvrdenje a) slijedi direktno iz Lebegove teoreme, jer je skup tacaka prekida
funkcije f na skupu B dio skupa tacaka prekida funkcije f na skupu A. Bez koris¢enja
dokaz se moze izvesti na slede¢i na¢in: neka je € > 0. Pretpostavimo da je |f(z)] < M
za r € A. Tada postoje intervali Jy,...,J; ¢ija unija sadrzi granicu skupa B i takvi da
w(Jr) + -+ pu(Ji) < 33- Neka je J interval koji sadrzi i intervale Jy,...,J; i skup
A. Neka su dalje f4 i fp funkcije definisane na J pri ¢emu je fa(z) = f(z) za = €
A fa(x) =0zaxz e J\A1 fg(x) = f(z) zax € B, fg(r) =0 za x € J\B. Dokazimo
integrabilnost funkcije fp na skupu J. Napravimo podjelu P intervala J tako da vazi:
S(fa, P) — s(fa, P) = > (Ma, — ma,)u(l;) < 5. Posmatrajmo podjelu @ intervala .J
koja nastaje usitnjenjem podjele P na taj nacin Sto se podeonim tackama kojima je
definisana podjela P dodaju i tacke na koordinatnim intervalima kojima su definisani
intervali Jy, ..., J;. Tada je S(fa, Q) — s(fa,Q) < S(fa, P) — s(fa, P) < 5. Posmatrajmo
razliku S(f4, P) — s(fa, P). Odgovarajuéu sumu podijelimo na dva dijela: prvi dio >’ ¢e
¢initi sabirci koji odgovaraju onim intervalima podjele ) ¢ija je unija jednaka J; U...UJ,
a drugi dio > 7 ostali sabirci. Pri tome je za sabirke iz prve grupe Mp, — mp, < 2M,
paje Y. < 2M(u(Jy) + -+ 4 p() < 2M 75 < &. Sto se sume 3.7 tice sabirci oblika
(Mp, —mp,)p(J;) suili jednaki nuli (ako odgovarajuéi interval J; nema zajednickih tac¢aka
sa skupom B) ili je jednak (M4, —ma,)u(J;) ako interval J; lezi u B. Zbog toga je > " <
S(fa,Q) — 5(f4,Q) < &. Tako dobijamo da je S(fu, Q) — s(f5,Q) = S+ ¥ <5+ =€,
pa je dakle funkcija fp integrabilna na J, odnosno , funkcija f je integrabilna na B.

b) Zajedno sa funkcijom f posmatracemo i funkcije g(z) = m,h(z) = M,z € A.
Primijetimo da iz pretpostavke da je skup A Lebegove mjere nula, slijedi da ne postoji
interval pozitivne mjere koji lezi u cjelosti u skupu A. Zbog toga ¢ée za svaku podjelu
P = {L,...,I;} intervala I koji sadrzi skup A, biti m;(xa) = 0 za i = 1,...,k, pa
je s(xa, P) = > m;u(A;) = 0, gdje je xa funkcija definisana na I tako Sto je posta-
vljeno xa(z) = 1 zax € A1 xa(z) = 0za xz € I\A. To znadi da je donji integral
fAXAd:c = 0. Zbog integrabilnosti funkcije y 4(z) = 1 na skupu A, slijedi da i gornje sume
S(xa,P) — 0 kada A(P) = 0, pa je [, 1-dx = pu(A). Skup A je dopustiv pa je njegova
(Zordanova) mjera ju(A) = J,1-dz = 0. Dalje je s(ga,P) = m - s(xa,P),S(ga,P) =
m - S(xa, P),s(ha, P) = m-s(xa, P),S(ha, P) = m-S(xa, P). Odavde slijedi da sume
s(ga, P),S(ga, P),s(ha, P),S(ha, P) konvergiraju ka 0 kada dijametar podjela tezi ka
nuli, odnosno, da je [m-de =m-u(A) =0, [ M -de = M - u(A) = 0. Sume s(fa, P)
i S(fa, P) mozemo jednostavno ocijeniti sa s(ga, P) < s(fa, P) < S(fa,P) < S(ga, P),
odakle slijedi da i one konvergiraju ka nuli kada A(P) — 0. To zna¢i da je funkcija f
integrabilna na A i daje [, f(z)dx = 0, to je i trebalo dokazati.

c¢) Prema pretpostavci, A i B su dopustivi skupovi, pa su i skupovi C = AU B i



D = AN B dopustivi. Na osnovu tvrdenja a) i pretpostavke da je f integrabilna na A
slijedi da je f integrabilna na A N B. Neka je I interval koji sadrzi skup C'i fo : [ — R
funkcija koja je jednaka nuli na I'\C'i jednaka funkciji f na C. Tada je, $to je lako prvjeriti,
fo(x) = fa(x)+ fp(x) — fp(z). Iz pretpostavke o integrabilnosti funkcije f na skupovima
A i B i tvrdenja a), slijedi da su funkcije f4, fp i fp integrabilne na intervalu I, pa je i
funkcija fo integrabilna na I, odnosno funkcija f je integrabilna na C. Dalje, iz gornje
formule slijedi i formula

[ fest@e = [ gas@ie+ [ fa@iie = [ ol

AUBf(x)dx: /A f(x)dx + /B flz)dz — - f(x)dz

Specijalno, ako je u(A N B) = 0, onda je, prema tvrdenju b), poslednji integral jednak
nuli, odakle slijedi tvrdenje teoreme.

odnosno

Teorema 3. Pretpostavimo da je A dopustiv skup.

a) Ako je funkcija f integrabilna na A, onda je i funkcija |f| integrabilna na A i vazi:
| [, flx)dz] < [, |f(z)|dz.

b) Ako je funkcija f integrabilna na A ako je f(x) > 0 za svako x € A, onda je
fA x)dx > 0.

c) Ako su funkcije f i g integrabilne na A i ako je f(x) < g(x) za svako x € A, onda
je [, f(x)dz < [, g(x)

d) Ak:o je funkczya f mtegmbilna, na A i ako je m < f(x) < M za svako x € A, onda
jem - u(A) < [, f(x)de < M - p(A).

e) Ako je funkcwa f integrabilna na A i ako je m = infyeq f(x), M = sup,c, f(2),
onda postoji realan broj 0 € [m, M] tako da je [, f(x)dx =6 - u(A).

f) Ako je funkcija f € R(A) nenegativna na A ako je [, f(x)dz =0, onda je f(x) =
skoro svuda na A.

g) Ako je funkcz’ja f meprekidna na Ai ako je skup A povezan, onda postoji tackan € A
tako da je [, f(x)dx = f(n) - p(A).

h) Ako su funkcije f i g integmbz’lne na A i ako je m < f(z) < M za svako x € A,
onda je m [ g(x)dx < [, f(z)g(x)dz < M [ g(x)

Dokaz. Dokaze svih tvrdenja ¢emo izvesti samo za intervale ; da tvrdenja vaze i za
druge dopustive skupove izvodi se na nacin koji smo demonstrirali u dokazu prethodne
teoreme, tako da taj postupak sada neé¢emo ponavljati.

a) Iz relacije

||a<f,P,5>—|/Af| < |a<f,P,f>—/Af|

slijedi da ako integralne sume o( f, P, {) konvergiraju ka [, f, onda njihovi moduli |o(f, P, §)|
konvergiraju ka | fA f|. Primijetimo da je za dvije proizvoljne tacke x i y iz skupa B na
kojem je funkcija f definisana vazi : |f(z)| — |f(y)| < |[f(z) — f(y)|. Ako fiksiramo y
i posmatramo one z iz B u kojima je f(z) > f(y), dobicemo da je sup{|f(z)| : = €
B} —|f(y)| <sup{f(z):z € B} — f(y). Dalje, prelaze¢i na infimum po y € B, dobijamo
da je sup{|f(z)| : * € B} —inf{|f(z)| : € B} < sup{f(x) : x € B} —inf{f(x) :



x € B}. Zbog toga ¢e za svaku podjelu P = {Iy,..., I} na svakom intervalu I; vaziti :
M;(1f]) — my(|f]) < M;(f) —m;(f). Zbog toga, za svaku podjelu P vazi :

S(If1,P) = s(f], P) < S(f, P) = s(f, P).

Odavde i na osnovu osnovne teoreme o integrabilnosti, slijedi da ako je funkcija f inte-
grabilna na I onda je i funkcija | f| integrabilna na /. Dalje imamo da je za svaku podjelu
P i za svaki izbor tacaka &

o(|f], P.&) =D 1f(&)ull) = 1> f(&)u(L) = o(f, P,S).

Veé smo utvrdili da postoje grani¢ne vrijednosti integralnih suma o(|f|, P,£) i o(f, P,€)
kada dijametar podjela tezi ka nuli. Iz gornje relacije slijedi da je

limo(|f], P,€) > lim|o(f, P, €)|,

odnosno [, |f| > | [, fl. 8to je i trebalo dokazati.

b) O¢igledno da za nenegativnu funkciju f, za svaku podjelu P svaki izbor tacaka &
, vazi o(f, P,§) > 0. Ako je funkcija f joS i integrabilna onda ¢e odavde slijediti da je i
[, f=lima(f P& >0.

¢) tvrdenje je posledica teoreme 1 i tvrdenja b).

d) Iz relacije m < f(z) < M i tvrdenja c) Slljedl daje [,mdz < [, f(x)dz < [, Mdz.
Kako je ranije objasnjeno, [, mdx = mu(A), [, Mdx = Mu(A) i, korlstec1 tvrdenje c)
izvodimo tvrdenje d).

e) Ako je u(A) = 0 onda je [, f(z)dz = 0 a za svako 6 € [m, M],0u(A) = 0, pa je
IA f(x)dx

m(A)
nalazi izmedu m i M, odnosno ovaj koli¢nik je jednak nekom 6 € [m, M]. Odavde slijedi
tvrdenje e).

f) Pretpostavimo da je I interval u R™ i da funkcija f : I — R zadovoljava uslove:
f > 0nalI; f[ f(z)dz = 0. Prema Lebegovoj teoremi skup tacaka prekida funkcije f je
skup mjere nula. Neka je a tacka neprekidnosti funkcije f. Ako je f(a) = ¢ > 0, onda
postoji interval J C I, tako da je f > £ na skupu J. Koriste¢i tvrdenje a) zaklju¢ujemo da
je tada [, f(x)dx = fJ r)dx + f[ S f(x)dz > §p(J) > 0, Sto je suprotno pretpostavci.
Ako je A pr01zvolJan dopustlv skup, onda se tvrdenje moze izvesti tako Sto ¢e se tvrdenje
koje smo upravo dokazali primijeniti na funkciju f, koja je definisana na nekom intervalu
I koji sadrzi skup A, uzimajuéi u obzir da je u(0A) = 0.

g) Ako je u(A) = 0 onda su i lijeva i desna strana jednakosti iz tvrdenja g) jednake nuli
i tvrdenje je tacno. Pretpostavimo da je u(A) > 0. Tada je, zbog neprekidnosti, funkcije
f, f(A) povezan skup u R. Kako je inf f(z) = m < f(x) < M = sup f(x), f(A) je
interval i (m, M) C f(A) C [m, M]. A sada primijenimo tvrdenje g). Ako je § € (m, M),
onda postoji £ € A, tako da je f(§) = 6 i tvrdenje je tatno. Ako je & = m, onda je
L4 (f( m)dz = 0. Kako je f(z) —m > 0, to je f(z) — m = 0 skoro svuda na A, pa
opet postop 5 € A tako da je f(&) = m(=0).

h) Primijetimo odmah da, koriste¢i Lebegovu teoremu i uocavajuéi da za skup tacaka
prekida Cf, funkcije f - g vazi Cy, C Cf U Cy, iz pretpostavki o integrabilnosti funkcija f
i g slijedi integrabilnost funkcije f-g. Dalje, tvrdenje slijedi direktno iz relacije m - g(x) <

dakle tvrdenje tacno. Ako je u(A) > 0, onda se, na osnovu tvrdenja d), razlomak



f(z) - g(z) < M - g(x) (svojstvo linearnosti integrala koje je formulisano u teoremi 1 i
svojstvo monotonosti c).

Primjer 1. Izréunati integral I = [ [ [.(z + y + 2)dzdydz gdje je V tetraedar
ograncen ravnima x =0,y =0,z =0,z +y + 2 = a.

Integral moZemo racunati na sljedeé¢i nacin: (skicirati oblast integracije) da je

[:/ dx/ dy/ x+y+zdz—// / (x +y+ 2)dz.
0 0 0

i dobiti rezutat I = 83 MozZemo takodje primijetiti da je I = I, + 1o + I3, gdje je
L[ [ [, zdedydz, I, = [ [ [, ydedydz, Is = [ [ [,, zdzdydz. Pri tome je 001geldno I, =
Iy = I3, a integral I3 smo racunali u prethodnom paragrafu. Imali smo I3 = 7, pa je
-

Primjer 2. Izracunacemo integral I = [ [, adzdy, gdje je D = {(z,y) : 2z <
2 +y* <9}

Primijetimo da je oblast integracije nekoncentri¢ni prsten (nacrtati skicu). Oznacimo
sa C) krug 22 + y? < 9 a sa Oy krug 2% + y*> < 2z. Tada je D = C} \ Cy. Tada je

I:// :cda:dy—// xdxdy = 11 — .
C1 CQ
3 \/ 9—y2
]1 = / dy/ :L’dl‘ - 0,
-3 /92

jer je integral po promjenjljivoj z integral neparne funkcije po simetricnom (u onosu na
nulu) odsjecku.
Dalje je

Pri tome je

1 1+4/1-42 1
[2:/ dy/ xdxz/ V1—y?dy =m.
-1 1-4/1-42 -1

Dakle, I:_ll—lzz—

Primjer 3. Izracunacemo integral I, = [ fG(erZy)dxdy, gdje je G oblast ogranic¢ena
limijjama y = z,y = 22,y = a,y = 2a,a > 0.

Oblast integracije je trapez ¢ija su tjemena A(%,a), B(a,a), C(3a,3a), D(3, 3a).

Imamo da je

3a y 3a 2
g2 g2 111 _ 13
I = d o)dx = Y Yy Loyty = Ddy = == (274% —
/a y/m(fH y)dx /a{(2 8)+ y(y ]y 83(7a a’ 15 ¢

Integral mozemo izracunati tako Sto ¢emo oblast integracije G dopuniti trouglovima
G dija su tjemena A, D, E(§,3a) i G Cija su tjemena (B, F'(a,3a),C do pravougaonika
IT ¢ija su tjemena A, F,C, E. Pri tome je

I, = //(w + 2y)dzdy,
I



% 3a
I, = // (x + 2y)dzdy = / dm/ (x + 2y)dy
G4 % 2x

3a T
L= [ [+
3a/2 Ja
pajeI:[1—12—13.

Primjer 3. Promjenom redosljeda promjenljivih izracunac¢emo integral I = fol dx fxl 1 —y2dy
U racunanju integrala postupi¢emo tako tako sto ¢emo integraliti po promjenljivoj y, pa
zatim po promjenljivoj z, postoje teskoce ve¢ u rac¢unanju prvog integrala. Promjenom
redosljeda uzastopnih integrala, imamo da je

1 Y 1 9
]:/ / \4/1—y2dx:/ \4/1—y2ydy:g.
o Jo 0



§4. Zamjena promjenljivih

Prisjetimo se formule [ f(x)dz = [ f(p(t)) - ¢'(t)dt za zamjenu promjenljivih kod
integrala funkcije jedne promjenljive, koja naravno vazi pod odredenim uslovima. Nas
prirodan cilj je da izvedemo sli¢nu formulu za visestruke integrale. U toj formuli ¢e se
pojaviti i determinanta Jakobijeve matrice. Da bismo objasnili to pojavljivanje determi-
namnte, potrebno je prethodno izuciti geometrijski smisao determinante.

§Geometrijsko znacenje determinante.

Ako je A matrica formata 2 x 2, onda svaka njena kolona moze predstavljati ko-
ordinate nekog vektora u fiksiranoj bazi, recimo u bazi e; = (1,0),e; = (0,1). Ako
matrica reprezentuje linearno preslikavanje onda su u prvoj koloni matrice napisane kor-
dinate vektora A(e;) a u drugoj koordinate vektora A(es), sve to u bazi ey, ey : A(ey) =
ajie1 + ages, A(es) = ajger + agses. Povrina paralelograma II konstruisanog nad vekto-
rima A(e;), A(ez) jednaka je |A(er)|-| ort1(A(e2), gdje ort1(A(ez)) oznadva vektor visine iz
kraja vektora A(ey) na A(ey). Lako je izracunati da je ovaj proizvod jednak duzini vektor-
skog proizvoda vektora A(e;) i A(ey) i da iznosi |aj1az0 — ajoas |, a to je tacno apsolutna
vrijednost determinante matrice A. Determinanta je pozitivna ako je ugao « od vektora
A(ey) do vektora A(ey), u smjeru suprotnom kretanju kazaljke na satu manji od 180° (a
veéi od nule naravno; u protivnom je (za 180" < o < 360°) determinana negativna. Za
detrminantu kazemo da je orjentisana povrsina paralelograma II.

Ako je A matrica formata 3 x 3 onda se njene kolone mogu posmatrati kao koor-
dinate vektora A(e;), A(e2), A(es), gdje je e = (1,0,0),ea = (0,1,0),e3 = (0,0,1).
Determinata det A matrice A jednaka je mjeSovitom proizvodu vektora A(e;), A(e2) i
A(es), ili, kako se to kaze, orjentisanoj zapremini paralelepipeda koji je odreden vekto-
rima A(e;), A(es), A(es). Zapremina paralelepipeda Il se mozZe izrac¢unati kao proizvod
|A(e1)| - orti(A(ea)) - orta(A(es)), gdje je orta(A(es)) vektor visine iz kraja vektora A(es)
na ravan odredenu vektorima A(e;) i A(ez). Ona je tacno jednaka apsolutnoj vrijednosti
determinante det A.

U prostoru R™ zapremina n-dimenzionog paralelepipeda II koji je odreden vekto-
rima ay,...,a,,(II = {oqa; + -+ apa, : 0 < ap < 1,...,0 < «, < 1}) definige
se formulom V(II) = |ay| - |ortyas|---|ort,—1 a,|, gdje ortyax,; oznalava vektor vi-
sine iz kraja vektora aj na potprostor odreden vektorima ai,as,---,a,. U kursevima
lenerne algebre se pokazuje da je tako definisana zapremina ta¢no jednaka apsolutnoj
vrijednosti determinante ¢ije su kolone koordinate vektora aq,...,a,. Ako se determi-
nanta veze za linearno preslikavanje koje se reprezentuje matricom A, onda se kolone
matrice mogu interpretirati kao koordinatae vektora A(e;),..., A(e,) a determinata ma-
trice A kao orjentisana zapremina n-dimenzionog paralelepipeda II odredenog vektorima
A(er), ..., A(en). Mjera u(IT) paralelepipeda IT jednaka je apsolutnoj vrijednosti determi-
nante matrice A. Ako je sada B : R" — R" linearni operator onda je slika II' = B(II)
takode paralelepiped. Lako je dokazati da ako je b; = B(a;),i = 1,...,n, onda je
' ={ahy + - +ayb, : 0 <y <1,...,0 <, < 1}. Da bismo izra¢unali mjeru
u(IT") paralelepipeda IT" primijetimo da je b; = B(a;) = B((A(e;)). Ako je C' kompozicija
preslikavanja B i A, onda je dakle, b; = C'(e;),7 = 1,...n. Zbog toga je pu(Il') = | det C.
Kako je det C' = det A-det B i det A = u(11), zaklju¢ujemo da je p(Il') = p(I) - det B. Ako

je u(IT) # 0, onda je det B = % Determinanta matrice (linearnog preslikavanja) daje



odnos mjera paralelepipeda slike i paralelepipeda originala. Dokazimo jedno opstije tvrde-
nje koje je vazno za izvodene formule za zamjenu promjenljivih kod viSestrukog integrala.
Naime, vazi sledeca teorema

Teorema 1.Neka je A C R" dopustiv skup i T : R — R"™ linearno preslikavangje.
Tada je i slika T(A) C R"™ skupa A dopustiv skup i u(T'(A) = det T - u(A).

Dokaz. Za pocetak razmotrimo slucaj det T = 0. Tada je slika T'(R") prostora R"
pravi potprostor prostora R", pa je B = T(A) C T(R™), u(B) = 0 i tvrdenje je ta¢no.
Neka je detT # 0. Tada je preslikavanje T invertibilno, preslikavanje T~! je takode
linearno i A = T~1(B). Preslikavanja T i T 'otvorene skupove slikaju u otvorene skupove
(dokazati!). Odavde slijedi da je 0B = T(0A). Neka je € > 01 e = . Tada se
skup 0A moze pokriti intervalima Iy, ..., I} ¢iji je ukupni zbir mjera manji od ¢;. Tada
paralelepipedi T'(I),...,T(I;) pokrivaju granicu 0B, a mjera skupa T'(I;) jednaka je
wu(1;) - det A. Zbir ovih mjera jednak je |det T - >  pu(l;) < € - |det T = e. Odavde slijedi
da je u(0B) = 0. Skup B je, dakle, dopustiv. Posmatrajmo sada pokrivanje skupa A
intervalima Jy,...,J; ¢ji je ukupni zbir mjera manji od u(A) + e. Kako je slika T'(J;)
intervala .J; paralelepiped ¢ija je mjera | det A|- (1), to je zbir mjera ovih paralelepipeda
manji od |det T|- (u(A)+¢€1) = |det T|- u(A) +e. Dakle, u(B) < det A- u(T') + €. Kako je
€ > 0 proizvoljno, to je u(B) < det A-u(A). Ako su Ky, ..., K, intrvali koji leze u A i ako
je zbir njihovih mjera > u(K;) > pu(A) — €. Zbog toga je zbir mjera paralelepipeda T'(K;)
ve'iod |detT - (u(A)—€) = detT - u(A) —e. Odavde slijedi da je u(B) > det T - u(E) — ¢
i u(B)>detT - pu(A). Ukupno, imamo da je u(B) = det T - u(A).

6.2. Zamjena promjenljivih

Da bismo dosli do formule za zamjenu promjenljivih, za pocetak ¢emo pretpostaviti
da se smjena vrsi posredstovom regularnog linearnog preslikavanja (matrice) 7. Neka
je A interval i neka se na$ zadatak sastoji u tome da se izracuna [, f(z)dz po skupu
B = T(A), koji je dopustiv. Tada podjela P = {I;,...,I;} intervala A inducira pod-
jelu T(Iy),.. {T(I3),...,T(Iy)} paralelepipeda B = T(A). Pri tome je [, f(z)dz =
> fT( L) f(z)dz. Ako je f neprekidna onda, prema teoremi o srednjoj vrijednosti, slijedi
da je fT(IZ_ f(x)dx = f(x)pu(T(1;)), gdje z; € T(I;). Pri tome je u(T(1;)) = p(L;)|det T i
x; =T(t;),t; € I;. Tako dobijamo jednakost

/B f()de = |det TI Y F(T @)L,

Suma na desnoj strani konvergira ka | det T [,(T'(t))dt. Iz gornjih razmatranja naslucu-
jemo da vazi sledec¢a teorema

Teorema 2.Neka je A C R™ dopustiv skup i T : R — R™ linearno preslikavange. Ako
je funkcija f : B =T(A) — R je integrabilna na B onda je funkcija f oT integrabilna na
A i tada je fT(A)f: |detT|- [, foT.

Dokaz. U teoremi 1 dokazano je da ako je A dopustiv skup tada je B = T'(A) dopustiv
i 1(T(A)) = |detT|-pu(A). Neka je f integrabilna na B. Dokazimo integrabilnost funkcije
f oT na skupu A. Ako je detT = 0, onda slika T'(A) lezi u potprostoru prostora R"
¢ija je dimenzija manja od n. Tada je i u(T'(A)) = 0, pa je tada i cijelo tvrdene teoreme
tacno-i na jednoj i na drugoj strani jednakosti stoji nula. Neka je det T # 0. Ozna¢imo



sa D C B skup tacaka prekida funkcije f na skupu B. Neka je D' = T71(D) C A.
Pokrijmo skup D intervalima Iy, I, ... ¢ija je ukupna mjera manja od €; = €| det T. Tada

je skup D’ prekriven paralelepipedima T!(I;), T~1(Iy),. .., ¢ije su mjere \Zng)l’ “;g%, .

pa je u(D') < > ﬁgi%l < Tz Ako je tacka t € A\D’ onda je T'(t) = = € B\D.
Linearno preslikavanje T je neprekidno, funkcija f je neprekidna u tacki x = T'(t), pa je
i kompozicija F' = fo A (F(t) = f((T(t)) neprekidna u tacki t. Time je dokazano da
je skup tacaka prekida funkcije F' na skupu A mjere nula. Odavde slijedi integrabilnost
funkcije F' na skupu A.

Dokazimo da je fB f= fA foT|detT. Neka je J interval koji sadrzi skup Aig:J — R
funkcija koja se poklapa sa funkcijom f o T na skupu A a jednaka je nuli van skupa A.
Posmatrajmo dalje funkciju h : T(J) — R koja je jednaka f na skupu B i jednaka nuli

Ako je P ={Ji,...,Ji} podjela intervala J onda ¢e ona inducirati podjelu paralelepipeda
T'(J) na paralelepipede {T'(Jy),...,T(J;)}. Tada je

/T(J)h Z/(Lh > 0u(T(T) = O Ji)| det T),

gdje je 6; € [m;, M;],m; = inf{h(x) : = € T(J;)},M; = sup{h(z) : = € T(J;)}. Pri-
mijetimo odmah da je za t € J g(t) = f(T(t)) = f(x) = h(x),x € T(J), odakle
slijedi daje m; = inf{g(z) : * € J;},M; = sup{g(x) : v € J;}. Nekajee > 01i
€1 = e tT| Zbog integrabilnisti funkcije f o T na skupu A slijedi da je funkcija g inte-
grabilna na skupu J, pa postoji broj § > 0 takav da kada je dijametar podjele manji
odéva21\fJg—sg, P)| < e,| ;9 —S(g,P)| < e, gdje je s(g, P) = > m; - pu(Jy)
i S(g,P) = Y. M, - pu(J;). Fiksirajmo jednu takvu podjelu P. Uo¢imo da je suma
S 0:u(J;) € [s(g, P),S(g, P)]. Zbog toga je | [,9 — > 0:iu(Ji)] < e1,a odavde slijedi
daje [, gldetT| — |detT| > 0;1(J;) < €1 - |det T| = e. No, to zapravo znaci da je

|/Jg~|detT—/Bf|=|[4(foT)~|detT\—/lgf|<e,

odakle slijedi da je [,(foT)-|detT| = [, f, ili preciznije

/A (F(T(t)dt - | det T| = /B F(w)dz

Posmatrajmo sada preslikavanje ¢ : D — R", gdje je D oblast u R". Ako je presli-
kavanje ¢ diferencijabilno u tacki a € D onda je p(a + h) — ¢(a) = ¢'(a)h + |h|w(h)
Preslikavanjem ¢ paralelepiped IT C R™ ¢e se preslikati u krivolinijski paralelepiped ¢(I1),
dok je ¢'(a)(I) = II" takode paralelepiped. Pri tome vazi p(Il') = det ¢'(a) - p(I1). Ako
je dijametar paralelepipeda IT dovoljno mali onda je i mjera u(p(Il)) priblizno jednaka
mjeri | det ¢'(a)|p(I1) (vidi sliku). Slican zakljuc¢ak vazi i ako je II = A dopustiv skup. I




tada je, kako je ranije dokazano, u(Il') = |det ¢'(a)| - p(II) a mjera skupa p(A) moze se
ra¢unati priblizno po formuli p(p(A)) ~ |det ¢'(a)| - p(I1).

Vratimo se ponovo pitanju zamjene promjenljivih kod viSestrukih integrala. Kako
do¢i do odgovarajuce formule? Neka je D skup u R", f € R(D) a ¢ : D' — D funkcija
definisina na D’ C R". Da li se tada integracija po skupu D moZe zamijeniti integra-
cijom po D'? Pretpostavimo da je D' = [ interval a ¢ dovoljno dobro"preslikavanje.
Ako je P = {I4,...,1;} podjela intervala I onda je {©(l),...,¢(Ix)} podjela skupa
D. Tada je [, f(z)dz = Z?Zl fs@(fj) f(z)dz. Po teoremi o srednjoj vrijednosti slijedi da

je fso(lj) flz)de = f(&)ule(;)), gdje je f(&) = f(p(t;)). Ako je ¢ linearno preslikavanje
tada je (geometrijsko znacenje determinante) u(@(1;)) = | det p|p(I;). Tako dobijamo da je
2521 f(p(fj) f(x)dx = Zle f(p(75))| det ¢'|. No, s desne strane jednakosti stoji integralna
suma jedne nove funkcije. U grani¢nom procesu dobijamo da je

[ sarie= [ sew)ldet s ola

To je ta formula. Uo¢imo sli¢nost u nacinu izvodenja ove formule i formule iz teoreme 2.

Sada ¢emo precizirati uslove pod kojima formula vazi i izvesti dokaz. Formulisa¢emo
jos nekoliko rezultata koji su vezani za postavljena pitanja. Prethodno é¢emo dokazati
nekoliko pomo¢nih tvrdenja.

Lema 1.Neka su D i D' oblasti u R, G' C D', pri éemu je 0G' C D'. Ako je p : D' —
D difemorfizam, onda za granicu 0p(G') skupa 0p(G') vazi jednakost: 0p(G') = p(0G").

Dokaz. Neka je a € dp(G') C D. Tada je a = p(d’),d’ = ¢~ (a) € D'. Imamo tri
mogucnosti: a € intG',a’ € int(G°),a’ € 0G'. Ako @’ € intG’, onda postoji okolina
O(d’) koja lezi u G'. Zbog neprekidnosti preslikavanja ¢, tada postoji okolina O(a) C D
tacke a takva da je o= 1(O(a)) C O(a’'). Odavde slijedi i da O(a) C ¢(G"). Dobili smo
kontadikciju. Sasvim sli¢no se odbacuje i moguénost da o’ € int(G'™). Ostaje da @’ € 0G,
odnosno a € p(0G").

Lema 2.Ako su D i D' oblasti u R"™ i ako je I C D' kocka a ¢ : D' — D difemorfizam,
onda vaci nejedankost: p*(p(I)) < k™u(I), gdje je sa p* Zordanova spoljasnja mjera skupa
w(I) i gdje je k konstanta ¢ije je znacenje precizirano u dokazu leme.

Dokaz. Neka je

I={z=@G'. ., 2" eR" :a' —r<a'<a'+r,...,a"—r<zx<ad +r}
Oznacimo sa @1, ..., ¢, komponente preslikavanja ¢. To su funkcije definisane na skupu
D’ sa vrijednostima u R. Tada iz Tejlorove formule slijedi da je

e1() — p1(a) = ipr(a+ b1z — @) (@' — a) + -+~ + Dpr(a+ iz — @))(a" — o)

on() — pula) = Oron(a+0,(z —a))(x' —a') + - + Oupn(a + O, (x — a))(z™ — a™).

Ocijenimo rastojanja ¢1(z) — p1(a)l, ..., |en(x) — @,(a)|. Primijetimo da je

o1(2) = er(a)] < |Ovpi(a+0i(x — a))lla’ —a'| + -+ |Oupr(a + Oi(x — a))[|a" — a"| <



mjaxmj — | Y |0spi(a+0i(z —a))| <> |Oipi(a+ bi(z — a))l,

[en(2) = en(a)l < 101pn(a+ Ou(z —a))llz’ —a'|+ -+ |Onpn(a+ On(x — a))[l2" — a"| <
T —d aL n Qn - < 01 0 - .
max |¢’ —a IZ:I pn(a+0n(z = a))l _T;I pi(a+01(z —a))

Zasvako x € I ozna¢imo maksimalnu od suma ), |0;01(x)], >, [Oip2(2)|, ..., >, |0ipn(2)|
sa |¢'(x)|maz- Ova funkcija je ograni¢ena na I a njenu najveéu vrijednost na skupu I ozna-
¢icemo sa k. Ako jos p(x) ozna¢imo sa y, onda iz formula koje smo napisali slijedi da je

' —e1(a)] < kr,.. |y" = en(a)] < k.

To zna¢i da se svaka tacka slike () intervala I ¢ije su sve stranice jednake 2r nalazi
unutar intervala ¢ije su sve stranice jednake 2kr. Spoljasnja Zordanova mjera skupa o([)
manja je ili jednaka od k™ - (2r)" = k" u(I).

Lema 3.Ako je A C D' skup Zordanove mjere nula i ¢ : D' — D difeomorfizam
oblasti D' na oblast D, onda je i p(A) skup Zordanove mjere nula.

Dokaz. tvrdenje je direktna posledica prethodne leme. Neka je € > 0. Sa k oznac¢imo
maksimum funkcije |¢'(2)|mas (v. dokaz prethodne leme) na skupu B koji sadrzi skup A.
Ako skup A prekrijemo intervalima—n-dimenzionim kockama ¢ija je ukupna mjera manja
od 3%, onda cCe slika ©(A) biti prekrivena skupovima koji su sadrzani u intervalima ¢ija je
ukupna mjera manja % = € . Odavde slijedi tvrdenje.

Lema 4.A4ko je A’ C D’ dopustiv skup 1 ¢ : D' — D difeomorfizam oblasti D' na
oblast D, onda je i o(A’) dopustiv skup.

Dokaz. Prema pretpostavci, granica dA’ skupa A’ je Zordanove mjere nula. Na
osnovu leme 2 slijedi da je ¢(0A’) granica skupa ¢(A’), ¢ija je mjera, na osnovu leme 3,
skup Zordanove mjere nula. Dakle ¢(A") je dopustiv skup.

Lema 5.Neka su D’ i D oblasti u R" i A C D. Ako je skup tacaka prekida funkcije
f:+A— R mjere nula i ¢ : D' — D difeomorfizam oblasti D' na oblast D, onda je i skup
tacaka prekida funkcije f o - | det ' | mjere nula.

Dokaz. Funkcija ¢’ je neprekidna prema uslovu, pa je i det ¢’ neprekidna na D’.
Zbog toga je dovoljno dokazati da je skup P’ tacaka prekida funkcije (f o ¢) mjere nula.
Neka je P skup tacaka prekida funkcije f. Dokazimo da je ¢(P’) C P, odnosno da je
P C ¢ 1(P). Ako z € P i ako jet = ¢~ (), onda je kompozicija f o ¢ neprekidna u
tacki ¢, odnosno ¢t € P'. To znaci da x € ¢(P'), odnosno da ¢(P') C P i P’ C ¢ }(P).
Skup P je prema pretpostavci mjere nula, ¢! je difeomorfizam, pa je, na osnovu leme 3
skup P’ mjere nula.

Dokazimo jos jednu lemu koju é¢emo kasnije koristiti za izvodenje dokaza glavne teo-
reme.

Lema 6.Neka su D' i D oblasti u R" i ¢ : D' — D difeomorfizam. Ako je A C D’
dopustiv skup tada je p(p(A)) < [, | det¢'(x) | da.

Dokaz. Na osnovu leme 4 slijedi da je ¢(A) C D dopustiv skup. Ako je I C D'n-
domenzionalna kocka a T : R"™ — R"™ regularan linearni operaor, tada je u(T'A) =
| det T~|u(A). Ako specijalno postavimo A = (1), dobi¢emo da je u(T (1)) = ﬁu(gp([)).
Ako sa k; ozna¢imo najveéu vrijednost funkcije |1/ ()| mar na skupu C, gdje je p = T o,



(primijetimo da je tada ¢/(z) = T~'¢/(x)), onda ¢emo na osnovu leme 2, imati sledecu
ocjenu:

plp(l)) < [det T| (k)" p(1).

Neka je J dalje interval koji sadrzi skup A i neka je P = {I3,..., I} podjela intervala
J. Ozna¢imo sa Aj uniju onih intervala iz podjele P koji leze u A. Tako je A, C A. U
svakom od intervala I; izaberimo po jednu tacku x;. Neka to bude tacka u kojoj det ()
dostize najmanju vrijednost. Postavljajuéi T' = ¢'(z;) imamo da je

(L) < | det ¢ (z;)| max(|[' ()] 70 () lmao)" (1),

pri ¢emu se maksimum rac¢una na skupu [;. Zbog ravnomjerne neprekidnosti funk-
cije |[¢'(2)]7'¢/ (%) |max na skupu A, imamo da je za dovoljno mali dijametar podjele
P, max(|[¢’(2)] 7'/ (2)|maz)™ < 1 + €. Tako dobijamo da je za takve podjele P

pu(e(L;) < [ det ¢ (:)(1 + €)pu(L)-

Sabirajuci poslednje nejednakosti po svim ¢ koji odgovaraju skupovima koji uc¢estvuju u
izgradnji skupa Aj, dobijamo da je

p(p(An) < (14 €)Y | det & (zi)u(1;).

%

Suma koja stoji na desnoj strani ove nejednakosti konvergira ka [, | det ¢'(z)|dz. S druge
strane, lijeva strana nejednakosti konvergira ka 1(p(A)). Kako je e > 0 proizvoljno, odavde
slijedi da je

H(e(A) < [ |det (@)l

Lema je dokazana.
Kona¢no ¢emo formulisati i glavni rezultat.

Teorema 3.Neka su D i D zatvorene oblasti u R™ i @ : D' — D difeomorfizam. Ako
je funkcija f : D' — R integrabilna na D onda je funkcija f o p|det¢'| integrabilna na

D' i vazi formula
/f=/ (f o g)ldet |
D D’

Dokaz. A) Za pocetak dokazimo tvrdenje uz dopunsku pretpostavku da funkcija f
nenegativna na D. Neka je J interval koji sadrzi skup D. U podjeli P = {J,...,J;}
intervala J izdvojmo samo one intervale koji potpuno leze u D. Ozna¢imo ¢ *(.J;) sa A;.
Za svaki od skupova G vazi (v. lemu 6)

H(e (A7) = ul(Jy) < / det ' (2)|dz.

J

Mnozeci obje strane nejdnakosti sa m; i sabiraju¢i dobijene nejednakosti dobijamo

S mgu(5) < Somy [ Jdet ).



S druge strane, po teoremi o srednjoj vrijednosti, imamo da je
|, fetndet s @lae = fo() [ 1aet @
Zbog toga je
my [ Jdet@lds < s [ detd@lde < [ (et det oa)do

j Aj

odakle slijedi da je

> mu(d; <Z/ flo(z))] det ¢'(z)|dx

Lijeva strana ove nejedankosti konvergira ka donjem integralu funkcije f na skupu D, koji
je jednak integralu [ p f- Posto skupovi A; leze u D' i poSto oni nemju zajednickih unutra-
snjih tacaka, zaklju¢ujemo da suma na desnoj strani nije veca od [, f(¢(x))| det @' (z)|dz.
Ukupno, slijedi da je

/Df(y)dy < . flp(x))| det @' (z)|dx.

A sada promijenimo uloge skupova D i D’. Ako posmatramo funkciju g(x) = f(p(z))| det ¢'(x)]
i preslikavanje 1 (y) = ¢ '(y),y € D, dobi¢emo

| sz = [ sotandaet@lis < [ gl detldy -

| vl det @)l dete) (ldy =
Lﬂﬂ@m«(»M( s = [ 7wy

Ukupno, za nenegativnu funkciju f vazi jednakost:

/Dlg(l’)dxz/Df(y)dy

B) Pretpostavimo da funkcija f nije nenegativna na D. Iz njene neprekidnosti, slijedi
da je ona ogranicena. Neka jem < f(z) < M,z € D. Rezultat koji smo dobili primijenimo
na funkciju h(z) = f(z) — m. Ona je nenegativna, pa vazi:

[ wtdy= [ nigta) et ¢ @)l

Lijeva strana jednaka je [ f(y)dy—mu(D) adesna [,, f(¢(x))| det @' (z)|dz—m [, | det ' (z)|dx.
Ranije je pokazano da je [, ] det @' (z)|dx = pu(p(D") = ¢(D), pa iz gornje relacije slijedi
tvrdenje teoreme.

Dajemo jos jednu formulaciju teoreme o zamjeni promjenljivih.



Teorema 4.Neka su D' i D oblasti uw R™ i ¢ : D' — D difeomorfizam. Ako je A C D
dopustiv skup cije zatvaranje leZi u D, onda je funkcija f : A — R integrabilna na ¢(A)
ako i samo ako je (f o g)|det ¢'| integrabilna na A i tada je

[O(A)f:A(fOQ)\det@'\,

tvrdenja ostaju na snazi ako je ¢ 1 — 1 na int A a det ¢’ # 0. Ako f € R(p(D)), onda
vazi i gornja formula. U vezi sa ¢injenicom da kod smjene promjenljivih moze biti narusena
obostrana jednozncnost preslikavanja ¢ pomocu kog se vrsi smjena, formulisa¢emo jos
jednu teoremu.

Teorema 5.Neka su D' i D dopustivi skupovi i neka je ¢ : D' — D takvo preslikavanje
za koje postoje skupovi 8" C D' i S C D mjere nula, tako da ¢ preslikava difeomorfno i sa
ogranicenim Jakobijanom D'\S" na D\S. Tada f € R(D) < (f o p)|det ¢'| € R(D'\S")

7 VazZ1;
/f:/ (f o @) det ).
D D\S’

Ako je pored veli¢ina det ' definisana i ogranicena na D' onda u poslednoj formuli mozZemo
integralitt po D.

Formulisimo jos jednu vaznu teoremu koja se odnosi na razmatrana pitanja, odnosno
koja govori o tome u kojoj mjeri moze biti narusen uslov det ¢'(x) # 0.

Teorema 6. (Sardova teorema).Neka je D zatvorena ogranicena dopustiva oblast
u R™ a funkcija ¢ ima u D neprekidne parcijalne izvode prvog reda po svim promjenljivim.
Neka je A= {x € D :dety¢'(x) =0}. Tada je p(A) skup mjere nula.

U primjerima koji slijede iliustrova¢emo moguénosti primjene gornjih formula.

Primjer 1. (Polarne koordinate.) Svakom paru (¢, p) pridruzujemo par g(p, ¢) =
(x,y), pri ¢emu je x = pcosy,y = psiny. Gornje formule se mogu posmatrati kao
veza izmedu Dekartovih koordinata x i y i takozvanih polarnih koordinata p i ¢, gdje se
polozaj tacke odreduje na taj nacin $to se fiksira jedna tacka (pol) i jedna orjentisana
poluprava (polarna osa) pa se sa p oznaéi rastojanje tacke do pola a sa ¢ ugao izmedu
vektora polozaja te tacke i polarne ose. Ako se pol poklopi sa koordinatnim pocetkom
a polarna osa sa x-osom onda su Dekartove i polarne koordinate vezane gornjim formu-
lama. MoZemo, medutim, reé¢i da je gornjim formulama definisano preslikavanje polutrake
{(p,¢) : p>0,0 < ¢ < 2r} naravan {(z,y) : ¢ € R,y € R}. Preslikavanje ¢ je bijek-
tivno, ako se izuzme odsjecak p = 0,0 < ¢ < 27 koji se inace slika u tacku (0,0). A
oba ova skupa su sa stanovista integracije zanemarljiva-to su skupovi mjere nula. Mo-
Zemo posmatrati i inverzno preslikavanje ¢! koje skup {(z,y) : (z,y) € R*}\{(0,0)}
slika u {(p,¢) : p > 0,0 < ¢ < 27}. Pri tome je Jakobijeva matrica preslikavanja
(p,0) = g(psp) = (x = pcosp,y = psinp) jednaka

cos —psing

sing pcosp ’
dok je Jakobijeva determinanta detg'(p,) = p # 0 kad god je p # 0. Uzimajuéi u
obzir da su uslovi osnovne teoreme o zamjeni promjenljivih naruSeni samo na skupu



mjere nula, mozemo zakljuciti da ako je funkcija f(z,y) integrabilna na kruznom isjecku
kruga K = {(z,y) € R* : 2% + y* < r?} onda je funkcija F(p,p) = f(pcosp, psing)p
integrabilna na pravougaoniku P = {(p, ) : p > 0,a < ¢ < } i vazi sledeca formula

//If(l’,y)d:ﬁdy://ij(PCOS<PaPSin<P)Pde80:/Or(p/aﬁf(pcosgo,pSin(p)dgp)dp,

U gornjoj formuli je pretpostavka o tome da je I kruzni isjecak, bila vazna samo u tom
smislu da se na desnoj strani dobije integracija po pravougaoniku. Formula

//g<A) fw,y)dedy = //Af(pcos , psin o) pdpdp

ima opstiji znacaj-ona vazi kad god je A dopustiv skup.

Primjer 2. (Cilindricke koordinate.) Polozaj tacke u prostoru se takode moze
odredivati pomocé¢u Dekartovih koordinata z,y, z, ali je to moguée raditi i u cilindric-
kom sistemu koordinata (p, ¢, z), gdje treca koordinata (z-koordinata) ima isto znacenje
kao u Dekartovom sistemu, dok su prve dvije polarne koordinate pomocu kojih se odre-
duje polozaj projekcije tacke na horizontalnu (p, ¢) ravan. Otuda veze x = pcos,y =
psing, z = z. Mozemo, medutim, gornje relacije posmatrati kao formule pomoc¢u kojih
se odreduje preslikavanje (p, ¢,2) — g(p, v, z) = (pcosp, psin g, z) definisano na skupu
D ={(p,,2): p>0,0<¢ < 2wz € R}. Slika g(D) je skup R*\{(x,0,z) : > 0}. Pri
tome je Jakobijeva matrica preslikavanja g jednaka

cosp —psing 0
sing pcosp 0 |,
0 01

a njena determinanta det ¢'(p, ¢, z) jednaka je pi g : D — (D) je difeomorfizam. Ako je
A dopustv skup u prostoru promjenljivih (p, ¢, z) onda je ¥(A) dopustiv skup u prostoru
promjenljivih (x,y, z) i vazi formula

/// f(w,y,z)dwdydz:///f(pcow,psinw)pdpdwdz-
g(A) A

Naime, uslovi iz osnovne teoreme o zamjeni promjenljivih mogu biti naruseni samo na
skupu koji je zanemarljiv. Specijalno, ako je funkcija f integrabilna na cilindru C' =
{(x,y,2) : 22 +y*> < 7?,a < z < b} onda je funkcija g(p, ¢, 2) = f(pcosp, psiny, 2)
integrabilna na skupu K = {(p, »,2) : 0 < p < R,0 < ¢ < 27,a < z < b} i vazi jednakost

///Cf(x,y,z)da:dydz = /ab(/or( 0% f(pcosp, psingp, 2)de)pdp)dz.

Primjer 3. (Sferne koordinate.) Polozaj tacke u prostoru se opisuje tako Sto se
fiksira jedna tacka (pol koji se oznacava sa O), orjentisana ravan koja sadrzi pol (ekvato-
rijalna ravan koju ¢emo oznacavati sa II) i osa koja prolazi kroz pol i koja je normalna
na ekvatorijalnu ravan (zenitna osa koja se oznacava sa Oz). U ravni II bira se osa koja
prolazi kroz pol (polarna osa koju oznacavamo sa Ox). Sve to zajedno €ini sferni sistem



koordinata (ili polarni sistem koordinata u prostoru). Polozaj tatke M u prostoru se
odreduje pomocu rastojanja p te tacke do pola, (0 < p), uglom ¢ od polarne ose Ox do
poluprave OM’, gdje je M’ ortogonalna projekcija tacke M na polarnu ravan (0 < ¢ < 27)
i uglom 6 od zenitne ose do poluprave OM (0 < 6 < 7). Veza izmedu Dekartovih i sfernih
koordinata uspostavlja se formulama x = pcosysiné,y = psinpsinf, z = pcosf. Iste
formule definiSu preslikavanje g : g(p, p,0) = (pcos@sind, psin psinb, pcosf). Pri tome
Jakobijeva matrica

cospsinf —psinpsing  pcospcosd
g (p,p,0) = | sinpsind pcospsing  psinpcosfd |,
cos 0 —psinf

a determinanta ove matrice je det ¢'(p, p,0) = p*sinf. Ako je D' = {(p,¢,0) : 0 < p,0 <
p<2m0<f<7tiD={(x,y,2) € RBPN\{(2,0,2) € R*: 2 >0},ondajeg: D — D
difeomorfizam. Ako je A proizvoljan dopustiv skup onda je i skup g(A) dopustiv, uslovi
iz teoreme o zamjeni promjenljivih su naruseni najvise na skupu koji je zanemarljiv, pa
vazi formula

/// f(x,y,z)dxdydz:///f(pcosgosin&,psingosin@,pcos@)pQsin@dpdcpd@.
9(4) A

Specijalno, zapremina V lopte K = {(z,y,2) € R®: 22 + 4> + 22 < r?} se moZe izracunati
na sledeé¢i nacin:

r 2 T 3
V:///dxdydz:/// p%in@dpdgpd@:/(/ /p2Sin9d9>dgp)dp:4r us
K ' o Jo Jo 3

Primjer 4. (Sferne koordinate u R™). U prostoru R" zamjena promjenljivih se
moZe vrsiti pomocu takozvanih sfernih koordinata u R". Tada je g(p,0i,...,0,-1) =
(x', 2%, ..., 2") pri Germu je

' = psin®; sinf, - - -sinb,_q,

% = pcosfysinfy---sind, 1,

2" ' = pcosB,_ssinf,_,

x" = pcosb, 1.

Dobija se da je det ¢'(p, 01, ...0,_1) = p" ' sinfysin®fs - - -sin" 2 6,_,. Pokac¢imo kako se
primjenom gornjih formula ra¢una zapremina V(K,) kugle K, poluprecnika r u R™. U
sfernim kordinatama kugla K, se opisuje sa K, = {(p,01,...,0,_1) : 0 < p < 70 <
012m,0 < 0y < m,...,0 < 60,1 < 7}. Na osnovu teoreme o zamjeni promjenljivih i
formule za Jakobijevu determinantu imamo

p 27 T I
V(K,) :/0 Pn_ldl)/o del/o sin92d92---/0 sin""%0, 1db,_, =



n

2 n iy s
il / Sin Oydfy - - - / sin™ 20, ,db, ..
0 0

Izvedimo formule za integrale I}, = foﬂ sin® pdp,k =1,...,n—1. Imamo daje I, = 2,1, =
5. Dalje je

Ik:/ sin® pdyp = —/ sin* ! wd(cos ) = (k—l)/ sin* 2 ¢ cos? pdp = (k—1)I_o—(k—1)I}.
0 0 0

Odavde slijedi da je I, = Ik,g%n, odnosno

(2m — 1) (2m)!

2m =T T o T T )

To znaci da je

(2m)!!

(2m — 1N
] = 4;(7 .
PV Homi) (2m + D!

(2m)!!

Gornje formule, koristec¢i I'-funkciju, mozemo zapisati u obliku

ey
Specijalno, zan = 2in = 3 dobijamo dobro poznate formule V (K,) = mr? i V(K3) = 4’;’“ .
Primjer 5. Nekaje D' = [0, 1] x[—27, 27|, D = ¢(D'), gdje je p(x,y) = (e” cosy, €” siny).
Tada je D = {(u,v) € R*: 1 < u® +v? < ¢e*}. Pri tome je det ¢/(x,y) = €** # 0. Posma-
trajmo funkciju f(u,v) = 1. Ona je naskupu D integrabilnai [ [, f(u,v)dudv = w(e*—1).
Dalje, primjenjujuéi Fubinijevu teoremu imamo da je [ fD, f(e* cosy, e”siny)y' (x,y)dedy ==
f fD, e dady = 4m fol e*dy = 2m(e? — 1).
Dobili smo rezultate koji nijesu u skladu sa formulom za zamjenu promjenljivih. Koji
od uslova odgovarajucée teoreme nije ispunjen?
Zadatak. Dokazati jednakost (Dirihleova formula):

/;:0 . /:O :;f (v')dz'da® - --de" = ﬁ /O (o= 2 (o)

Primjer 4. Izracunacemo povrsinu S elipse %5 -+ U 7z = 1. U tom cilju izracunacemo
povrsinu onog dijela elipse koji se nalzi u prvom kvadrantu. Odgavoarajuéi integral je

2
dxdy.
// bQ|<1xy>0xy

Uvedimo smjenu (uopstene polarne koordinate) z = apcosp,y = bpsinp,0 < p < 1,0 <
© < 3. Jakobijan je jednak J = abp, pa je

w/2 1 1
I= d bpdp = ab— =
/O ‘P/Oapp a227




paje S =4I = abr.

Primjer 5. Izracunaéemo integral I = f f prydzdy, gdje je D oblast ogrnaicena
krivim: y* = x,y? = 2z, y%, y = =. Uvedimo nove promjenljive u, v: u = y— ,v=xy. Tada
se ogranic¢enja transformisu u 1 S u<2,1<wv<2 Pritomejex = ul/3w 2/3 Y = ul/3pl/3,
Jakobijan ovog preslikavanja

pa je

1_/ du/ —dv——ln2(4—1):—



§7 Primjena integrala

O moguénostima primjene govorili smo ve¢ kod definicije integrala. Opsta primedba
je da je kod primjene integrala vazno ustvari kako se definiSe neka velizina. Kada kazemo
da se integral moze primijeniti za izrac¢unavanje zapremine ili mase tijela mi zapravo
posredstvom integrala i definiSemo ove velizine. S druge strane, nije tesko uociti prakti¢no
istu shemu primjene integrala za izrazavanje razlizitih velicina. Ovdje ¢emo tu zajednizku
shemu precizno istac¢i. Pretpostaviécemo da je D oblast u R™ (za nas su vazni jedino
slucajevin = 1,n = 2 i n = 3) i posmatra¢emo familiju D dopustivih podskupova skupa
D. Neka je F': D — R funkcija definisana na familiji D ¢ija svojstva ¢emo kasnije istadi.
Naglasimo da su argumenti funkcije F' podskupovi skupa D. Prvo svojstvo koje trazimo
da bude ispunjeno je svojstvo aditivnosti. Ranije je dokazano da ako su A i B elementi
familije D onda je A|J B iz iste familije. Zahtjev aditivnosti se sastoji u tome da ako je
skup AN B mjere nula onda je F(A|J B) = F(A) + F(B). Primijetimo da odavde slijedi
da je, u opstem slucaju, F(A|JB) = F(A) + F(B) — F(AN B). Drugo svojstvo ¢emo
nazvati svojstvom diferencijabilnosti peslikavanja F' po mjeri. Naime, za svaku tacku x
oblasti D posmatracemo zatvorene oblasti II(z) koje leze u D i sadrze tacku z. Redi
¢emo da funkcija F' ima izvod po mjeri (izvod po povrsini ako je n = 2 odnosno izvod po
zapremini ako je n = 3) ili da ima gustinu f(z) u tacki x ako za svako ¢ > 0 postoji d
tako da kad god je diam Il < 0 onda je ]F(H(m)) f(z)| < e. Pretpostavicemo dakle da je

p((z))
funkcija F' takva da u svakoj tacki x iz oblasti D postoji njen izvod po mjeri (odnosno

njena gustina) f(x). Pisacemo tada f(x) = 8?5“’) i specijalno f(z) = p?lft(;)” ako je D
interval u R, f(x) = 81:;(;) akoje D C R?1i f(x) = 35‘(/3”) ako je D C R3.

Pitanje koje postavljmo je: da li postoje aditivne funkcije Zija je gustina zadata funk-
cija i ako postoje kako ih na¢i? Razmotrimo jedan primjer.

Neka je funkcija f neprekidna u D i neka je za A € D G(A) = [, f. Fiksirajmo tacku
x € D i posmatrajmo proizvoljnu oblast O(x) koja sadrzitacku x. Tada je fo(m) f=
w(O(x))f(€),€ € O(z). Ako diam(O(z)) — 0 onda tacka £ — x i, zbog neprekidnosti

funkcije f u tacki x, koli¢nik 5((8((;”)))) = M(fg(&))) konvergira ka f(x). Dalje, ako su A C D i
B C D dopustivi skupovi takvi da je njihov presjek skup mjere nula onda je, kako je ranije
dokazano [, o f = [, f+[5 [, odnosno, G(A|J B) = G(A)+G(B). Sve u svemu, funkcija
D>A— | 4 f je aditivna i ima izvod po mjeri, odnosno ima gustinu. Neka je sada F'
takode aditivna funkcija skupa ¢iji je izvod po mjeri jednak istoj funkciji f definisanoj
na skupu D. Njihova razlika & = F — G je funkcija oblasti koja ima svojstvo da je
g—i = 0 1 koja je takode aditivna. Dokazimo da je & = 0. O¢igledno je da ako je p(A) =0
onda je i®(A) = F(A) = 0. Neka je, naprimjer, ®(A) < 0, pri ¢emu je A dopustiv
i zatvoren skup. Tada je Zordanova mjera p(A) skupa A pozitivna i % < a <0,
odnosno ®(A) < au(A). Neka je I interval koji sadrzi skup A. Podijelimo interval [
na (zatvorene) intervale I, ..., I tako da je diam I; < %. Neka je A; = ANI,i=
1,...,k. Za bar jedan od tih skupova (oznazimo ga sa Aq)) vazi: ®(An) < ap(Aw).
(U protivnom bismo imali da je za svako ¢ ®(I;) > au(l;), pa bismo, sabirajuéi ove

relacije dobili da je ®(A) > au(A), Sto je suprotno petpostavci.) Sa odgovarajucim [y
diam I (1)

postupimo na isti na¢in. Dobi¢emo interval I(;y €iji je dijametar diam o) <
i skup Ap) = AN Iy za koji je ®(Ag)) < a - pu(Aw)). Produzavajucéi ovaj postupak



dobijamo niz zatvorenih ogranicenih skupova (A() ¢iji dijametri teze ka nuli a od kojih
svaki lezi u prethodnom. Prema Kantorovoj teoremi svi ovi skupovi imaju zajednicku

tacku zo. Prema pretpostavci, postoji lim HAr) (rg) = 0, a na osnovu konstrukcije

n(Ax)
i(( A:)) < a < 0. Kontradikcija. Na slican na¢in negira se moguénost

®(A) > 0. Slijedi da je (A) = 0. Ako je skup A dopustiv ali nije zatvoren onda mozemo
posmatrati skup B = A U 0A koji je zatvoren i takode dopustiv. Za ovaj skup vazi:
0=®(B) =d(A) + @(814) (A) Dakle, za svaki dopustivi skup A € D, ®(A) = 0,
odakle slijedi da je F'(A) = = [, f

To je formula koju smo htJ611 da dokazemo i to je formula na koju ¢emo se oslanjati
kada budemo govorili o nekim mogué¢nostima primjene integrala.

imamo da je lim

§Primjeri primjene integrala.

Primjer 1. Definicija povrine S(A) (dvodimenzione Zordanove mjere) dopustivog
skupa A u R? se, kako smo ve¢ ranije vidjeli, poklapa sa definicijom integrala funkcije
f(z,y) =1,(2,y) € R? : S(A) = [ [,dzdy. U tom smislu se moze govoriti da se dvo-
dimenzioni integral moze koristiti za izrazunavanje povrsSine skupa. Na sasvim isti nacin
se trostruki integral moZe koristiti za izrazunavnje zapremine (trodimenzione Zordanove
mjere) skupa A : V(A) = [ [ [, dzdydz. Kao posledicu ovih formula, koristeci definiciju
integrala na skupu, mozemo izvesti i formule koje su nam i inace od ranije poznate. Neka je
[ : [a,b] = R nenegativna neprekidna funkcija i neka je A = {(z,y) € R*> :a <2 <b,0 <
y < f(x)}. Povrsina P(A) skupa A se moze rac¢unati po formuli P(A) = fab(fof(x) dy)dx =
fab f(x)dz. Sli¢no, ako je A = {(z,y,2) € R® : (z,y) € D,0 < 2 < f(z,y} gdje je D
dopustiva oblast u R? a f : D — R nenegativna i neprekidna funkcija, onda se zapremina
V(A) skupa A moze izrazunati koris¢enjem formule za svodenje integrala [ [ [, dzdydz

na uzastopne integrale: V(A) = [ fD(fOf(m’y) dz)dzdy = [ [, f(x,y)dzdy.

Primjer 2. Vratimo se jo§ jednom zadatku izra¢unavanja povrsine skupa A =
{(r,y) e R®:a <2 <b,0<y< f(z)}. Ako sa S([a,]) oznacimo onaj dio povrsi koji
lezi iznad odsjecka [«, 5] onda nije tesko vidjeti da ako odsjezi [«, 5] i [a, 8] nemaju zajed-
nickih unutrasnjih tazaka onda je S([a, f]U[a1, B1]) = S([e, B])+S([ou, £1]). Funkcija S je,
dakle, aditivna. S druge strane, imamo da je min f(¢)-(f—a) < S([o, £]) < max f(t)-(5—
a). Slijedi da je S([O"BD — f( ) ako 8 —a — 0 a odsjecak [, f] sadrzi tacku x. Tako dobi-

jamo da je S([« f 6 t)dt. Opet na slican na¢in mozemo doc¢i do formula za zapre-
minu skupa A {(:E Y, 2) G R3 ‘(x,y) € D,0 <z < f(x,y)}, gdje je funkcija f nenega-
tivna ograniZena i neprekidna na D. Ako je M = (z,y) tacka iz skupa D, onda je za svaki
zatvorenu dopustivu oblast E kojilezi u D, min f(x,y)-u(E) < V(E) < max f(z,y) -u(E).
(Ovdje je sa V(E) ozna¢ena zapremina onog dijela skupa A koji lezi iznad E a minimum
i maksimum funkcije f se takode racunaju na skupu E). 1z ove relacije, zbog pretposta-
vljene neprekidnosti funkeije f, slijedi da je (E) — f(x,y) kada diam £ — 0, E' > (x,y).
Aditivnost funkcije F' dokazujemo na Slede(n nacin. Neka su A i B podskupovi skupa D
koji pripadaju familiji D. Tada je o¢igledno, V(AUB) = V(A) + V(B) — V(AnB). Skup
C = AN B je dopustiv a ako pretpostavimo da je njegova mjera p(C') jednaka nuli, onda
se on moze pokriti sistemom intervala J, ..., Ji ¢iji je zbir povrSina manji ili jednak od
1+, gdje je K broj koji zadovoljava uslov: V(z,y) € Df(z,y) < K. Tada imamo da je

V(J;) < K - pu(J;). Odavde slijedi da je V(C) < >V (J;) < Y Kp(J;) < & =€ To



zapravo zna¢i da je V(C) = 0. Time je dokazano da je funkcija V aditivna. Ukupno,
imamo da je V(A) = [, f(x,y)dzdy, $to smo i htjeli da dokazemo.

Primjer 3. Ponovo razmotrimo zadatak izrazunavanja mase tijela. Neka je, dakle,
D C R3 oblast po kojoj je rasporedena masa. Ako svakom dijelu A C D pridruzimo m(A)-
masu tog dijela onda je ocigledno funkcija m aditivna funkcija oblasti. Dalje, grani¢na
vrijednost koli¢nika % kada diam A — 0, A 5 N, je, prema definiciji, jednaka je gustini
mase u tacki M. Ako gustinu mase u tacki M oznazimo sa p(M) i ako pretpostavimo da
je funkcija p neprekidna, onda je m(A) = [ [ [, p(z,y, z)dzdydz i, specijalno, m(D) =
I | [, p(x,y,z)dedydz. Ako je D C R* oblast u ravni po kojoj je rasporedena masa
Cija je (povrsinska) gustina u tacki M (koja se definiSe kao graniZna vrijednost koli¢nika
% kada diam A — 0, u(A) > 0, M € A) jednaka p(M), gdje je p neprekidna funkcija
definisana na D, onda je m(D) = [ [, p(x, y)dzdy.

Primjer 4. U mehanici se staticki momenti mase m koja je koncentrisana u tacki sa
koordinatama (&, ym) u odnosu na x i y-osu rac¢unaju po formulam M, = m-y, M, = m-z.
Ako su u ravni rasporedene mase my, ..., my redom u tackama M;(x1,41),. .., Mg(zk, yx)
onda se statististicki momenti ovog sistema u odnosu na koordinatne ose, kao S$to je
poznato iz kursa fizike, racunaju po formulama M, = my, + - - - + mpyr, My = miz; +
-+« 4+ myxy. Odavde slijedi da se koordinate (z.,y.) centra mase (teziste) cijelog sistema
ra¢unaju po formulama

S g

Zf:l mi Zf:1 mi

Nas cilj je da odredimo staticke momente i koordinate centra mase rasporedene po za-
tvorenoj oblasti D C R?. Za odredivanje momenta M, uo¢imo zatvorenu oblast A C D.
Primijetimo da za moment M,(A) vaZe ocjene: miny - minp(z,y) - P(A) < M,(A) <
max y-max p(z, y)- P(A), pri ¢emu se minimum i maksimum rac¢unaju na skupu A. Odavde
slijedi da je lim 2= — o . p(z,y) i da je M, = M(D) = [ Jp yp(z,y)drdy. Na sasvim

P(A)
sli can nacin dobijamo da je M, = M,(D) = [ [, zp(x,y)dzdy. Koordinate z,y. centra
teze dobijamo iz uslova M, = m - y., My =m -z, : 2. = Mﬁyc = M,

gdjejem = [ fD p(x,y, z)drdydz. Na slican nacin izvode se formule za koordinate centra
mase tijela, pod pretpostavkom da je gustina mase p(z,y, z) neprekidna na D

_ fffD xp(x,y, 2)drdydz _ ffnyp(x,y,z)dxdydz o fffD zp(z,y, z)dxdydz

c C

m m m

Le

U oba sluzaja, postavljajuéi p = 1, dobijamo formule za geometrijsko teziste figure u R?
odnosno tijela u R3.

Primjer 5. U fizici se moment inercije materijalne tacke mase m u odnosu na osu
s koja je na rastojanju d od mase racuna po formuli I, = md?. Na isti nac¢in se rac¢una
moment inercije u oodnosu na taccku O : Ip = md?. U mnogom ponavljaju¢i postupak
iz prethodnog primjera mozemo izvesti formule za moment inercije mase rasporedene po
zatvorenoj oblasti D C R3 pretpostavljajuci da je gustina mase p(z,y, z) neprekidna :

L[ [ [ w2ty adsiydz, 1,= [ [ [ @+ a2ptep.2)dodyi
D D



IZ:///D(m2+y2)p(x,y,z)dxdydz.

Sli¢ne formule se mogu ispisati i ako se pitanje postavi za momente inercije mase raspo-
redene po oblasti D C R3.
Primjer 6. Poznato je da se u fizici gravitaciona sila G materijalne tacke A mase

m ratuna po formuli G = 227 gdje je ¥ = AM. Opet ponavljajuéi postupak koji smo
3 8dje ] Jja) J

demonstrirali u prethodnim primjerima mozemo izvesti formule za gravitacionu silu G (M)
tacki M (Ziji je vektor polozaja 7) mase rasporedene po zatvorenoj oblasti D C R3
pretpostavljajuci da je gustina mase p(z,y, z) neprekidna:

///7,01: Y,z = dwdydz
T'()’

odnosno komponente G, G, G, vektora gravitacione sile G (M) se ra¢unaju po formulama

Gzz/// 9, — dadyds,
Iy ey prpmon g PR

Y—"%Y
G, = LY, dxdydz,
Y ///Dvp(wyZ)($—$0)2+(y—yo)2+(2—20)2 Y
zZ — 20
GZ: / x7 72 dZ‘d dZ
IR e e pery e el

Primjer 7. Odredi¢cemo koordinte (z.,.) tezista polukruga K : z* + 3> < a? y > 0.
Mozemo smatrati da je to homogena povrs gustine p(z,y) = 1. Tada je masa brojno
jednak povrsini S = “27“ Ocigledno je z. = 0, sto se potvrdjuje jednostavnim rac¢unom

2
xC:T//a:dxdy——// xdx:O.
a*m
) a \/mydyzﬁ ffa%ffa(aQ—a:z)da::‘l—[‘IBW
yc:T//ydxdy:/ dx/ .
a K —a 0

§8 Kriva i povrs. Novi primjeri primjene integrala
A) Kriva.

U primjerima koji slijede govori se o primjeni integrala u zadacima koji su vezani za
krive i povrsi. PoSto ¢e nam i u sledec¢oj glavi biti vazno da u vezi sa ovim pojmovima
imamo sasvim ¢istu i jasnu situaciju, to ¢emo ovdje detaljnije raspraviti ove pojmove.

Definicija 1.Preslikavanje ¢ : [a,b] — R" koje je naprekidno nazivamo parametrizo-
vanom krivom u R™.

Definicija 2.Ako je ¢ : [a,b] — R™ parametrizovana kriva onda za skup ¢([a,b]) =
{p(t) : t € [a,b]} kaZemo da je kriva ili da je nosac parametrizovane krive, a tacke p(a)

Dalje je



i p(b) pocetak odnosno kraj te krive. Ako je p(a) = ¢(b) onda za krivu kaZemo da je
zatvorena.
Ubudu’ ce éemo ¢emo umjesto parametrizovana kriva govoriti prosto kriva, a iz kon-
teksta ¢e biti jasno da li se radi o pramaetriovanoj krivoj ili o njenom nosacu.
Definicija 3.Za krivu ¢ : [a,b] — R™ koji nije zatvorena kaZemo da je prosta ako je
preslikavanje ¢ : [a,b] — R™ injektivno, tj. ako je (Yi1,ts € [a,b](t1 # t2 & (o(t1) #
olt2))

Definicija 4.Za zatvorenu krivu ¢ : [a,b] — R™ kaZemo da je prosta zatvorena kriva
ako je preslikavanje ¢ injektivno na [a,b) tj. ako (Vt1,ts € [a,b)(t1 # to < (o(t1) # @(t2)).
Sledeé¢i primjer pokazuje da razli¢iti parametrizovane krive mogu imati iste nosace.

Primjer 1. Parametrizovane krive p(t) = (t,v/1 —t2,0),t € [—1,1],4(t) = (cost,sint,0),t €
[0, 7] i n(t) = (cos2mt,sin2wt,0),¢ € [0, 1] imaju isti nosac-to je polukruznica polupreé-
nika 1 sa centrom u koordinatnom pocetku O(0,0,0) koji leZi u gornjoj poluravni ravni
Oxy. Pogetak parametrizovane krive o : [—1,1] — R? je tacka A = (—1,0,0) a kraj tacka
B = (1,0,0), dok je tatka B pocetak a tacka A kraj krivih ¢.[0, 7] — R?in: [0,27| — R

Definicija 5.Kriva o(t) = (z(t),y(t),z(t)),t € [a,b] je glatka (reqularna) ako su
funkcije x(t),y(t), z(t) diferencijabilne, njihovi izvodi neprekidni na (a,b) a za za svako
t € [a, bl (t) = (2/(t),y'(t), 2 (t)) # (0,0,0) za svako t € (a,b).

U vezi sa krivom ¢ : [a,b] — R3, ¢(t) = (z(t), y(t), 2(t)) posmatra¢emo i preslikavanje
@ koje svakoj tacki ¢ € [a,b] pridruzuje vektor G(t) = () - i + y(t) - j + 2(t) - k. Pret-
postavljajuci da je kriva ¢ glatka, tj. da postoje 2'(t),y'(t), 2'(t), sa ¢'(t) oznacavatemo
vektor @' (£)i + 3/ ()7 + 2/ (t)k. Ako je My = ¢(to) tatka koja pripada krivoj v = ¢([a, b]),
onda vektor

G(to+h) —@(to)  x(to+h) —x(te)-  y(to+h) —yl(te)» , 2(to +h) — 2(t) »
Y = Y 1+ b 7+ ’ k

moZemo interpretirati kao vektor srednje brzine na intervalu [to, to + h|. Tada je

F(t) = lim P(to + h) — B(to)

m h = x/(to)z‘*‘ y/(toj+ Z’(to)E

vektor brzine u trenutku tg. Mozemo dati i geometrijsku interpretaciju vektora w
kao vektora koji je kolinearan sa vektorom ¢ija je pocetna tacka My = ¢(ty) a krajnja
tactka M = p(to+ h). I tacka My i tactka M pripadaju krivoj . Grani¢ni polozaj vektora
MoM kada h — 0 (a to je vektor J(tg)) je polozaj vektora-tangente na krivu v u tacki
My = ¢(ty). Vektor %Tgl(to) je jedini¢ni vektor tangente krive v = ¢([a,b]) u tacki
M = p(to).

Primijetimo da ako je ¢ : [a,b] — R? parametrizovana kriv, tada su poznate pocetna i
krajnja tacka krive v = ¢([a, b]), 1 viSe od toga, tada je odreden i redosled (ili poredak) svih
ostalih tacaka na krivoj v: ako su A i B tacke sa krive v = ([a, b]) i ako jet; == o }(A4) <
ty = ¢ (B), onda ¢emo redi da je tatka A ispred tacke B. KaZemo da prametrizacija
krive put odreduje orjentaciju krive.

O orjentaciji glatke krive v mozemo govoriti i na drugi nac¢in. U svakoj tacki M
te krive mozemo postaviti tangentu-pravu koja prolazi kroz M i ¢iji je vektor pravca
vektor tangente f(M ). Tu pravu, kao i svaku drugu, mozemo orjentisati. U principu mi



mozemo sasvim slobodno birati orijentaciju tangente u svakoj tacki krive. Interesantni su
medutim samo takozvani neprekidni izbori orijentacija tangenti, tj. one orijentacije koje se
dobijaju prenoSenjem orijentacije (poretka) sa skupa R pomocu glatkih parametrizacija.
Naime, za krivu 7 postoji glatka parametrizacija, ¢ : [a,b] — R? &iji je nosa¢ . Vektor
T(p(t)) = % definiSe i orjentaciju tangente u tacki ¢(t). Prema pretpostavci funkeija
T je neprekidna (kao funkcija promjenljive ¢ € [a,b]) i zadavanjem neprekidnog polja
tangenti T definisanog u tackama krive v mi zapravo zadajemo orjentaciju krive . Dakle,
za svaku glatku parametrizaciju krive v prirodno se veze neprekidna orijentacija te krive.

Ako se promijeni parametrizacija krive 7y, odnosno ako je kriva y i : [¢,d] — R? para-
metrizacija krive 7, onda funkcija « : [¢,d] — [a, b] definisana formulom a(7) = ¢! (¥ (7))
(vidi sliku ) uspostavlja vezu izmedu ove dvije parametrizacije. Kazemo da je o« funk-
cija prelaza sa parametrizacije ¢ na parametrizaciju ¢ = ¢ o @ odnosno da je « funkcija
zamjene parametra. Primijetimo odmah da kad god je zadana glatka parametrizacija
¢ : [a,b] — R? krive 7, onda izborom funkcije-bijekcije a : [c, d] — [a, b] koja je diferenci-
jabilna na (¢, d), ¢iji je izvod neprekidan na (¢, d) i za koju je o/(t) # 0 za svako t € [¢, d],
mozemo definisati novu glatku parametrizaciju ¢ : [¢,d] — R® &iji se nosa¢ poklapa sa
nosacem puta ¢ : dovoljno je postaviti ¢ (7) = ¢(a(7)), odnosno ) = ¢ o . Za parame-
trizaciju 1) kazemo da je nastala iz parametrizacije ¢ zamjenom parametra posredstvom
funkcije a. Kako god da smo dogli do veze ¢ = poc, imamo da je ¢/ (1) = ¢'(a(71)) -/ (T).
Ako smo imali dvije razli¢ite glatke parametrizacije ¢iji je zajednic¢ki nosac¢ kriva v, onda
¢emo imati da je funkcija o/ neprekidna na (¢, d) i /(1) # 0 za svako 7 € (¢, d).. Jedini¢ni
vektor tangente u tacki M = (1) = ¢(t), gdje je t = a(7), jednak je

- _1;’(7') _ (,5’(6%7’))@’(7’)) :T:,O(M)CY,(T)
G Peme@) =)

Primijetimo da je, zbog neprekidnosti funkcije o' i pretpostavke da je o/ # 0, o stalnog

znaka na (c,d). Zato, ako sgnd/(1) = @:% ozna¢imo sa €(7) imamo da je €(7) = 1 za

svako 7 € [¢,d] ili €(7) = —1 za svako 7 € [¢,d]. U prvom slucaju je Ty,(M) = T,(M)
a u drugom fw(M ) = ~T »(M). U prvom slucaju jedini¢ni tangentni vektori odredjeni
parametrizacijama ¢ i v se poklapaju i te parametrizacije zadaju istu orijentaciju dok su
u drugom slucaju suprotne i zadaju razliCite orijentacije.

Skup svih glatkih parametrizacija krive v mozemo podijeliti u dvije klase na sledec¢i
nacin: parametrizacije 1 ivarphis pripadaju istoj klasi ako se prelaz sa jedne na drugu
parametrizaciju vrsi posredstvom funkcije « ¢iji je izvod o pozitivan a razli¢itim klasama
ako je izvod funkcije prelaza negativan. Svaka od ove dvije klase parametrizacija zadaje
jednu orijentaciju krive v. Za dvije parametrizacije iz iste klase kazemo da su ekvivalentne.
Nije tesko utvrditi da je ekvivalentnost parametrizacija relacija ekvivalencije. Istaknimo
jo$ jednom da glatka kriva ima samo dvije orijentacije. Jednu od njih, ako to Zelimo,
mozemo zvati pozitivnom a drugu negativnom. Orjentacija krive se moze zadati tako Sto
se ona opiSe geometrijski. Tada je potrebno naé¢i parametrizaciju krive koja definiSe istu
orjentaciju, odnosno koja je saglasna sa orjentacijom.

Definicija 6.Parametrizovana kriva ¢ : [a,b] — R™ je dio po dio glatka ako se odsje-
éak [a,b] moZe podijeliti na konacno mnogo odsjecaka [ag, a1, a1, asl, ..., [ak_1,ag], a0 =



a,ap = b, tako da je restrikcija ¢; : [ai—1,a;] — R", @i(t) = p(t),t € [a;—1,a;],i =
1,2,...,k, glatka. Za odgovarajucu krivu tada kaZemo da je dio po dio glatka kriva.

Dio po dio glatku krivu 7 koja se sastoji od glatkih djelova 1, ..., v orijentiSemo tako
sto redom orjentisemo glatke djelove 71, ..., v tako da ako je tacka B; kraj krive 7; onda
je ta tacka pocetak krive ;1.

Definicija 7.Kontura je dio po dio glatka zatvorena kriva koja lezi u ravni.

Primjer 2. Primijetimo da vektor brzine regualrne krive ¢, koji je u tacki ¢ jednak
P(t) zavisi od parametrizacije te krive; promjenom parametriacije tj. zamjenom para-
metra posredstvom funkcije o dobija se parametrizacija ¢ : [c,d] — R2, ¢iji je vektor
brizine jednak ¢*(t) = (o/(t)¢'(a(t)). Dakle, vektor brzine krive zavisi od parametriza-
cije. Kazemo da vektorsko polje nije geopmetrisjko svojstvo krive. S druge starne, ako
su ¢ : [a,b] - R¥ipsi:[c,d — R? ekvivalentne parametrizacije krive, tada za jedini¢ne
tangentne vektore T MOR! ﬁ,(a(t)) te krive vazi

7o) _ o) -
YO ()] o) () 7

~

a jednacina tangentne prave u tacki (xo, y0) = (x(to), y(to)) je

Y—1%Y _ T — o
Y (to) ' (to

Dakle, jedini¢ni tangentni vekltor krive, ne zavisi od parametrizacije ako te parametriza-
cije definiSu istu orijentaciju krive. Tada ni tangentna prava krive ne zavisi od parametri-
zacije, 1 kazemo da su jedini¢ni tangentni vektor i tangentna prava gometrijska svojstva
krive.

Primjer 3. Ako je kriva u ravni R?, zadata kao grafik funkcije y = f(x),z € [a,b
tada je moZzemo predstaviti parametarski sa p(t) = (x(t),y(t)), gdje je z(t) = y(t)
f(t), 1 vektor tangente f(xo,yo) te krive u tacki (xo,yo = f(x0)) je vektor 7 + f'(x0)]
jednacina tangentne parve je y — yo = f(xo)(x — z0).

Primjer 4. Ako je pak kriva zadata implicitno jednacinom F(z,y) = 0, i ako je
F(xg,y0) = 0, pri ¢emu je 05 F(x¢,yo) # 0, tada se ta kriva u okolini tacke (x¢, yo) moze
predstaviti u obliku y = g(x), tako da je F(z,g(x)) = 0 u okolini tav cke zy. Pri tome
je O1F(xo,y0) + OoF (x0,y0)9'(z0) = 0 odakle slijedi da se jednacina tangente u tacki

(x0,%0) koja glasi y — yo = ¢'(wo)(z — x), zamjenom ¢'(zg) sa —%, dobijamo

— e

jednac¢inu tangentne prave na krivu zadatu sa F(z,y) = 0 u tacki (zo,y0) koja glasi
O F (o, yo)(x — wo) + Oa(0, o) (Y — Yo) = 0.

Vratimo se pitanjima primjene integrala.

Primjer 5. Neka je ¢ : [a,b] — R® glatka kriva. Tada je za svako t € [a,b] p(t) =
(x(t),y(t), z(t)). Postavljamo zadatak izra¢unavanja duzine te krive. Akosa l([«, ]) ozna-
¢imo duZinu onog dijela koji odgovara intervalu [«, 8], onda ako su l[ay, 51] 1 [ag, Bo] inter-
vali koji nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka, onda je I([aq, 81]U[a, £1]) = U([aq, B1]) +
I([ag, Bo]. Nismo definisali precizno duzinu krive, ali je formula koju smo napisali u skladu
sa naSom intuitivnom predstavom o duzini krive. Iz mehanicke interpretacije zakljucu-

jemo da je inf{|v(t) : t € [a,b]} - (B — ) < ([a, B]) < sup{|v(t)| : t € [a,b]} - (B — ).



Odavde slijedi da vazi: liml([gaf”z}) = v(t), gdje se limes ra¢una kada f —a — 0 at € [a, S].

Ukupno, prema opstoj shemi, imamo da je

8
H([ev, B]) =/ V(@ ()2 + (v (8)2 + (2/(¢))2dt.

[staknimo jos jednom da je formula dobijena oslanjanjem na mehanicku interpretaciju
i interpretaciju vektora (z/(t),y/(t), 2'(t)) kao vektora brzine. Ako u vezi sa istom situ-
acijom pretpostavimo da je na krivoj v = ¢([a,b]) € R"™ (¢ je glatka parametrizacija)
rasporedena masa ¢ija je (linijska) gustina u tacki M (koja se definiSe kao grani¢na vri-
7?((5) kada diam(s) — 0, M € s) jednaka p(M). Pretpostavimo da je
funkcija p neprekidna. Ako sa m([a, f]) ozna¢imo masu dijela krive ¢([a, §]) € v, onda
na osnovu fizicke interpretacije slijedi da je

min{p(p(t)) : t € [a, B]}H([a, B]) < m([ev, b]) < max{p(p(t)) : ¢ € [ev, B]}I([a, b]).

Ako je M = ¢(t) € ~ fiksirana tacka, onda ¢e iz gornje relacije slijediti da koli¢nik
77(([556}})) — p(p(t) = p(M) kada f —a — 0,t € [a, f]. Dalje, na osnovu formula koje smo
izveli kod izracunavanja duzine krive imamo da je
m(lo, 8) _ milla, 8) U, 8)

ﬁ — l([av B] B -«

(1) - B ()] = pla(t), y(t), 2())V/ (@ ()2 + (' (1))? + (2'(1))?.
Jasno je da je funkcija m definisana na familiji segmenata [, 5] C [a, b], aditivna. Njena
gustina u tacki ¢ € [a,b] jednaka je p(¢(t)) - |¢(t)]. Slijedi da je

jednost koli¢nika

= ple(t)) - [U(t)] =

8
m(lev, 5]) =/ pla(t), y(t), () V/ (@' (£)? + (y' (1) + (2'(t))%dt

U vezi sa duzinom krive linije, napomenimo da se od svih moguéih parametrizacija glatke
krive v posebno istic¢e takozvana prirodna parametrizacija. Ako kriva ~ nije zatvorena,
onda ¢emo uo¢iti jednu krajnju tacku (oznazimo je sa A) krive «y, proglasiti je po¢etnom i
sa [(M) oznaciti duzinu dijela AM krive . Ako je | duzina krive v onda ¢e put 7 : [0,1] —
R3, gdje je m(s) = I71(s) ona tatka M na krivoj 7 za koju je [(M) = s. Parametrizacija
7 je prirodna parametrizacija krive . Ako je ¢ : [a,b] — R? glatka parametrizacija iste
krive v i ako je p(a) = A, onda se prelaz sa parametrizacije ¢ na prirodnu parametrizaciju
moze izvrsiti tako $to se definiSe novi parametar s = a(t) = l(¢(t)) = fj | (T)|dT. Tada
jer=goald(t) =) >0,|7(s)] =1, Tx(n(s)) = 7(s), §o se lako provjerava.
Primjer 2. Razmotrimo jo§ jedan zadatak u vezi sa glatkom krivom ¢ : [a,b] — R3.
Pretpostavimo da je u nekoj oblasti D koja sadrzi krivu v = ¢([a, b]) (ili bar na samoj
krivoj 7) definisano polje sila F'. Dakle, u svakoj tacki M definisana je sila F (M). Ako
je sila konstantna na pravoliniskom odsjecku odredenom nekim vektorom 3, rad sile se
racuna po formuli A = F - § = |F||5] cos(F, §). Izves¢emo formule za izradunavanje rada
sile F na putu ¢ : [a,b] — BbbR3. Pretpostaviéemo da je polje F neprekidno. Odsjesku
[, B] pridruzimo broj A([a, B]) koji je jednak radu sile na dijelu ¢ : [o, 8] — R® date



krive. Uo¢imo da je projekcija vektora ﬁ(M) =
krivu v u tacki M = ¢(t) jednak |[F(M)| - cos(
zadataka slijedi da je

min{|F(ip(t))] cos(E(io(t)), T((1)) : t € e, Bli([a, B]) <

max{| F(p(t))] cos(F(p(1)), T(p(t)) : t € [ B[, B]).

Ako fiksiramo tacku M = ¢(t) i posmatramo grani¢ni proces gdje f — a — 0,t € [o, ],
odavde i iz ranije izvedenih relacija dobijamo da

Ao, B) _ Ao, B]) e, B])
f-a  Uaf) B-a

—

[ ()] cos(E((1), T(e(t)) - [5(t)] = F(p(t)) - 9(t) = F(p(t)) - & (0)-

Nasa funkcija A definisana na familiji pododsje¢aka odsjecka [a, b] ocigledno je aditivna.

F(p(t)) na vektor tangente T(M) na
A(M), T(M)). 1z fizicke interpretacije

Njen izvod po mjeri (njena gustina) u tacki ¢ iznosi ﬁ(ap( ) . gB( ) Tako Zakljuéujemo da
se rad sile F na putu ¢ moze ra¢unati po formuli A([« f F '(t)dt, odnosno

Ala, b)) = / Flo(t) - & (t)dt.

Sto se ti¢e formule za gustinu (izvod po duzini) mogli smo postupiti na slede¢i nacin.
Fiksira se tacka ¢t € (a,b) 1 posmatraju odsjecci [a, §] koji sadrze tacku ¢. Uocimo tacke
o(a) 1 ¢(B) koje pripadaju krivoj 7. Rad na putu koji spaja tacke ¢(a) i ¢(f) iznosi
EF(p(t)) - ¢(5) - d(e) = F(p(t) - Z(€)(B — a). Ako i lijevu i desnu stranu podijelimo sa
(8 —a) i ako se interval [«, 5] steze na tacku t i tacka & ¢e teziti ka tacki ¢, pa ¢emo dobiti
da gustina rada sile F' u tacki ¢ iznosi F(p(t)) - @ (t).

Napravimo dvije vazne napomene. Prvo, formula za rad sile po krivoj liniji vezana je
za parametrizaciju te krive, a svakia parametrizacija odreduje koja je tacka na krivoj prva
(to je tacka A = p(a)) a koja poslednja (to je tacka B = ¢(b)). Drugacije, parametrizacija
odreduje i orijentaciju krive. Iz fizicke interpretacije formule jasno je da ako izmijenimo
orjentaciju krive, tj. ako krivu zadamo kao nosac¢ puta v kod koga je pocetna tacka tacka
B = ¢(«) a krajnja A = (), onda ¢e se rad sile F po putu ¢ i rad sile F po putu ©
razlikovati u znaku. Drugo, formula za rad se ne mora vezati za silu. Na 1st1 nacm se na

primjer, moze rac¢unati i rad elektri¢nog polja E po putu <p Ag(la,b]) f E )dt
rad ja¢ine magnetnog polja H : Ag/([a,b]) f E '(t)dt 1 sli¢no.
§(B) Povrs

Izlozi¢emo i nekoliko primjera primjene integrala koji su vezani za pojam povrsi. Kako
¢e nam i u sledec¢oj glavi ovaj pojma biti vazan, to ¢emo ga neSto detaljnije raspraviti.
Napomenimo odmah da ako sve uporedimo sa pojmom puta i krive, situacija pred kojom
se nalazimo je osjetno komplikovanija.

Poc¢eéemo, prirodno, od definicije povrsi. Osnovni primjeri povrsi u R? su ravan, sfera,
cilindar, konus, paraboloid i svaka definicija povrsi morala bi obuhvatiti ove povrsi. Mi
bismo htjeli da ukazemo na analiticko zadavanje povrsi i na mogucnosti koje odatle slijede.



Tako na primjer sfera se moZe opisati jednac¢inom z? + % + 22 = r2, ali se za opisivanje
sfere koriste i jednacine x = rcospsinf,y = rsinpsinf, z = rcosf. Kada se govori o
krivima onda se uobic¢ajeno koristi terminologija iz mehanike-kriva se posmatra kao trag
koji nastaje pri kretanju materijalne ¢estice. Kada je rije¢ o povrSima onda je uobicajeno
da se koristi terminologija iz oblasti kartografije-kada se pravi karta odgovarajuceg dijela
zemljine (ili neke druge) povrsi onda se pravi slika te povrsi u ravni i ustvari se uspostavlja
veza izmedu tacaka na karti i tacaka na povrsini zemlje. To pridruzivanje je neprekidno-
bliskim tackama na karti odgovaraju tacke koje su bliske na povrsini zemlje. To je osnovna
ideja a njena realizacija je prili¢no slozena. Po¢nimo sa realizacijom. Zadrzac¢emo se na
povrsima u R3.

Definicija 8.Neka su Dy i Dy skupovi iz R®. Za preslikavnje o : Dy — Do kaZemo da
je homeomorfizam ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

a) ¢ : Dy — D je bijekcija;

b) o : Dy — Dy i =t Dy — Dy su neprekidna preslikavanja na Dy odnosno na Ds.

Ocigledno je da ako je ¢ : D; — D, homemorfizam onda je i ¢! : Dy — D
homemorfizam.

Definicija 9.Za skupove Dy C R? i Dy C R? kaZemo da su homemorfni ako postoji
preslikavange o : D1 — Do koje je homemorfizam.

Zadatak. a) Dokazati da je svaka prosta zatvorena kriva linija homeomorfna sa
kruznicom.

b) Dokazati da ako je skup 7 homeomorfan sa kruznicom onda je 7 prosta zatvorena
kriva linija.

Definicija 10.Za skup o u R?® kaZemo da je prosta zatvorena pouvrs ako je o home-
morfna sa sferom.

Primjer 1. Otvorena elipsa i—i—k?—j = 1 je homemorfna slika otoverong kruga z%+41% <
1, pri ¢emu je homemorfizam dat formulom (£,7) = (az, by).

Definicija 11.Skup Q u R? je dopustiva oblast ako je ) oblast ili zatvorena oblast ¢ija
je granica O kontura u R2.

Definicija 12.Skup S C R? je elementarna povrs u R® ako postoji dopustiva oblast u
R? koja je homeomorfna sa S.

Ako je S elementarna povrs u R, Q oblast u R? i ¢ : Q — S homeomorfizam onda
za preslikavanje ¢ : Q — S kazemo da je parametrizacija (karta) povrsi S, ) je oblast
parametara a S rejon vazenja karte.

Definicija 13.Skup S je povrs u R® ako za svaku tacku M € S postoji kugla K(M,r)
sa centrom u tacki M za koju je SN K(M,r) elementarna povrs u R®.

Definicija 14.Ako je S povrs i ako je M € S, onda za parametrizovanu povrs ¢ :
Qu — K(M,r)N S kaZemo da je lokalna karta povrsi S w blizini tacke M.

Definicija 15.Skup lokalnih karata pouvrsi S ciji rejoni vaZenja pokrivaju pouvrs S
naziwamo atlasom povrsi S.

Definicija 16.FElementarna povrs S C R® je glatka ako postoji karta ¢ : Q — S koja
je glatka.

Pri tome za homemorfizam ¢ : 2 — S kazemo da je glatka preslikavanje ako ¢ €
CH(Q) (tj. ¢ je diferencijabilno na i parcijalni izvodi su neprekidni na Q) i (V(u,v) €



Q) @F(u,v) x Ba@(u,v) £ 0. Ako je p(u,v) = z(u, v)i + y(u,v)j + z(u, v)k, onda je
1@ (u,v) = dva(u, v)i 4+ Oyy(u, v)] + d12(u, U)E,

Do B(u,v) = By (u, v)i + Doy (u, v)] + Byz(u, v)k.
Uslov 01@(u, v) X 025(u,v) # 0 oznacava da ovi vektori nijesu kolinearni.

Primjer 2. Pretpostavimo da je karta ¢ : Q — S glatka i neka je (ug,v9) € €.
Posmatrajmo dio prave paralelene u-osi koja prolazi kroz tacku (ug,vo) i lezi u €. Slika
ove duzi je kriva ky koja lezi na S i &ji je put [y, £1] 2 u — ¢(u, vp). Tangentni vektor ove
krive u tacki p(ug, vo) je vektor T, = 1P (ug, vg). Slicno, slika duzi u = ug,v = v € [y, [
je kriva ks a njen tangentni vektor u tacki ¢(ug,vo) je vektor T, = 02 (ug, vg). Ako je
sada k proizvoljna glatka kriva koja lezi na S i prolazi kroz tacku ¢(ug, vg) je slika krive
k' C Q. Pri tome je k' zadata sa [a, ] 5t — (u(t),v(t)) a kriva k sa [o, 5] 2t — (t) =
o(u(t), v(t)). Tangentni vektor krive k u tacki o (ug, vo) = @(u(to), v(to() je vektor ¥ (o).
Pri tome je vektor

T =4/ (to) = di@(ulto), v(to)) - u/(to) + BaB(u(to), v(to)) - v'(to) == u'(to)Ti + v'(to) T

linearna kombinacija vektora T, i Ty. MoZemo zakljuciti da skup svih vektora koji su
tangentni na glatke krive koje leze na glatkoj povrsi S i prolaze kroz tacku ¢(ug, vg). To
je tangentna ravan povrsi S u tacki ¢ (ug, vo). Vektor Ty x Ty = 013 (ug, vo) X 923w, vo)
je njen normalni vektor ili vektor normale na povrs S . Njegov koordiante su

A= 3119(“0, 00)022(%, UO)_alz(um U0)82y(u07 Uo)), ], B = 012(u0, 00)321’(1607 Uo)—aﬂ(uo, Uo)aziﬁ(uoﬂ

C = 01(uo, v0) 92y (U0, vo) — A1y (uo, vo) 022 (U, Vo)),

a jednacina tangentne ravni u tacki (zo, yo, 20) je
A(z — o) + B(y — yo) + C(2 — 2) = 0.

Primjer. 4. Odredi¢emo jednacinu tangentne ravni jedini¢ne sfere u sjevernom polu.

Rjesenje. Prvo, parametrizujmo sferu ili bar njen dio u kojem je i sjeverni pol. To
se moze uraditi na viSe na¢ina. Prvi, kada (u,v) — ¢(u,v) = (u,v,v1 — u? — v2. Uo¢imo
sjeverni pol N (0,0, 1) = ¢(0,0). Posmatrajmo krive k; : (u,0) — ¢(u,0) = (u,0,v/1 — u?)
i njen vektor tangente je iy = ¢/,(0,0) = (1,0,0) = 4, dok je vektor tangente krive
ky u istoj tacki £, = ¢/(0,0) = (0,1,0) = 7. pa je vektor normale tangentne ravni
P=ixj=k= (0,0,1). Slijedi da je jednacina tangentne ravni u tacki N(0,0,1) : z = 1.
To je geometrijski bilo sasvim oc¢igledno.

Primjer 4. Pretpostavimo sada da je povr§ ¥ zadata jednacinom z = f(x,y) i da
tacka My(zo,yo,20) € L. Tada polazeéi od parametrizacije © = u,y = v,z = f(u,v)
dobijamo tangentne vektore krivih k; : u — (u,vg, f(u,v9) 1 ko : v — (ug,v, f(ug,v)
u tacki My. To su vektori £ = 7 + O f(ug,v : O)E,fg =i+ Do f (ug, v : 0)/2, a vektor
norale na tangentnu ravan u tacki (xg, yo, 20) = (uo, vo, f(uo,vo)) je vektor N=1f xty=
04 f (g, v0)i — o f (ug,v0)] + k, pa je, s obzirom da je (ug,vo, f(uo-vo) = (20,0, 20),
jednacina tangentene ravni u tacki (zo, Yo, 20):

— fu (o, yo) (x—20) = f'(20-40) (y—¥0) +(2—20) = 0, odnosno z—=zy = f, (w0, yo) (x—x0)+f, (%0, Yo) (y—



a jednacine normale na posmatranu povrs.

Primjer 5. Ako je povr§ X zadata impicitno jednac¢inom F'(z,y,z) = 0, i ako tacka
(%0, Yo, 20) pripada toj povrsi, pri ¢emu O3F(xo,vo, 20) # 0, tada postoji okolika tacke
(20, Yo, 20) na povrsi X u kojoj se povr§ moze predstaviti jednacinom z = g(z,y), (z,y) €
G. Tada je F(z,y,g(x,y)) =0, a jedna¢ina tangentne ravni u tacki (zo, yo, z0) je:

Z—Zz0= (919(900, yo)(ﬂi - xo) + 82g(x0, yo)(y - y0)~

Iz jednakosti F'(z,y, g(z,y)) = 0 slijedi da je 01 F (o, Yo, 20) +03F (w0, Yo, 20)019(0, Yo) = 0
1 02 F (0, Y0, 20) + 03F (0, Yo, 20)029(x0, yo) = 0, odakle, dobijamo jednacinu tangentne
ravni

O F' (0, y0-20) 02 F' (0, 40, 20)
GAT0 Y020 (00 ) — 227310 Y0, 20)

03 F (0, Y0, 20) 03 F (0, Y0, 20) =)

Z—Zy) = —
odnosno
O F (0, 40-20) (2 — 20) + 02 F (20, Y0-20) (Y — Yo) + O3 F (20, Y0-20) (2 — 20) = 0

Primjer 6. Izrac¢unati povrsinu tijela ograni¢enog povrsima z?+4 22 = a2, y?> + 22 = a?.

Primijetimo da se 1—16 tijela (napraviti skicu) projektuje se na Oxy ravan, u trougao
A:0<x<a,0<y <z, paje trazena povrsina

—16// \/1+ (2! )2dxdy,

gdje z = va? — z2. Sada imamo:

= 164>

e dx r ¢ xdx
S = 16a —_— dy = 16a —_—
/0 ,/a2_x2/0 Y /0 JVaZ — 22

Primjer 7. Izracuna¢emo povrsinu (a) S sfere 22 + y? + 2% = a* i (b) povrsinu S

dijela sfere koji se nalazi van cilindara 22 + y? = ax i 22 + y? = —ax.
Povrsina S/2 polusfere ija je jednacina z = /a2 — 22 — 2 jednaka je
B R R
22 4+y2<a? 22 4y2<a? SQrta® — x® — y?
Prelaskom na polarne koordinate x = pcosp,y = psinp, J = ggz% p, dobijamo
S =4ra = 4a*r.

/ ¢ pdp

0 /a2 — p?
(b) Primijetimo dalje da je S;/8 povrsina dijela povrsine kojise nalazi u prvom kva-

drantu, pa je

adxdy
s;s// |
! D ya® — a2 — 2



Prelazeéi na polarne koordinate dobijamo da je oblast D u polarnim kooordinatama oo-

dredjena sa 0 < ¢ < B, acosp < p < a, pa je

LI pdp p
S:8a/ d@/ P g
' 0 acos g \/a2—p2

Uvedimo i pojam orjentacije povrsi.

Pretpostavimo da se u svakoj tacki povrsi S moze postaviti tangentna ravan a samim
tim i normala. Neka je M tacka te povrsi, k proizvoljna glatka zatvorena kriva koja lezi
u S isadrzi tacku M i 7(M) jediniéni vektor normale. Obilaze¢i krivu k pocevsi od tacke
M, vektor normale se mijenja. U vezi sa tim razlikujemo dvije mogucnosti :

i) Ako je, na primjer, S povrs kugle i ako se posmatraju samo neprekidne promjene
vektora normale, onda, kada se vratimo u pocetnu tacku M, nezavisno od izbora krive
k vektor normale ¢e se poklopitisa 7i(M). Za povrs koja ima opisanu osobinu kazemo
da je orjentabilna. Primijetimo da je ako je 7(M) normala povrsi onda je i —7i(M)
normala. Kod orjentibalnih povrsi izborom neprekidne funkcije k 5 M — 7i(M) zadaje se
orjentacija povrsi. Dakle, za svaku orjentabilnu povrs moZzemo izabrati dvije orjentacije,
koje su medusobno suprotne.

Ako je S elementarna glatka povrs zadata glatkom kartom Q > (u,v) — ¢(u,v), onda
je formulom
_ 01@(u,v) X 02@(u, v)

018(u, v) X Oa5(u, v)|

zadato neprekidno preslikavanje S 5 M — 7(M), odnosno zadata je orjentacija te po-
vrsi. Tada kazemo da povrs zadata parametarski i da je orjentacija zadata posredstvom
parametrizacije p. Ako je orjentacija M — 7i(M) povrsi odredena na neki drugi nacin
(recimo, geometrijski je opisano preslikavanje M — 7(M)) onda se ta orjentacija moze
uporedivati sa orjentacijom M — 7i(M) = 7i(p(u,v)) koja je zadata kartom (parame-
trizacijom) ¢. Tada postoje dvije moguc¢nosti: a) 7, (M) = n(M) i tada kazemo da je
parametrizacija ¢ saglasna sa izabranom orjentacijom i b) (M) = —7i(M) i tada kaZemo
da je parametrizacija ¢ nesaglasna sa orjentacijom.

ii) Ako je S Mebijusov list (ta povrs se dobija tako §to se spoje dijagonalna tjemena
pravougaonika), onda se moze kriva k moze izabrati tako da kada se vratimo u pocetnu
tacku vektor normale bude suprotan vektoru 7(M). Za takvu povr§ kaZemo da je neo-
rjentabilna ili da se ne moze orjentisati.

Ponovo pretpostavimo da imamo posla sa elementarnom glatkom povrsi S. Ako je ¢ :
) — S glatka parametrizacija (karta) ove povrsi i ako je w : Q" — Q difeomorfizam, onda
zajedno sa parametrizacijm (kartom) ¢ : 0 — S moZzemo posmatrati i parametrizaciju
(kartu) ¥ = pow :  — S, koja je takode glatka, pri ¢emu je (Q)) = S. Kazemo
da je parametrizacija (karta) ¢ : ' — S nastala iz parametrizacije (karte) ¢ : Q@ — S
zamjenom parametara posredstvom difeomorfizma w. Obrnuto, ako su ¢ : @ — S i
¥ Q — S dvije glatke parametrixacije (karte) jedne te iste povrsi S, onda uvodeéi
preslikavanje w = ¢ 1o : O — Q, za koje se lako provjerava da je difeomorfizam,
dobijamo da je ¥y = ¢ ow, odnosno da jeparametrizacija (karta) ¢ : ' — S nastala iz
parametrizacije (karte) ¢ : Q — S posredstvom difeomorfizma w.

(M)




Pogledajmo u kakvom su odnosu orijentacije povrsi S koje zadaju karte ¢ i . Iz
1) = ¢ o w, odnosno iz

"QD(U,a ’Ul> = cp(u, ’U) = @(wl (Ul, U,), U.)Q(’U,/, Ul)>,
na osnovu teoreme o izvodu slozene funkcije, slijedi da je
(V) = 81@(u, v) - Orws (U, v') + DaB(u, v) - Oyws(u, V'),

8215(“/7 UI) = 8195(”7 U) ' 82(-*}1 (U/, Ul) + 82@(“7 U) ' 82("-]2(”/7 U/)7

Odavde dalje jednostavno dobijamo da je
(V) x Dab(u,v') = 81 @(u, v) X BsB(u,v) - det ' (W, 0').

Kako je w : ' — Q difeomorfizam, to je detw'(u',v") # 0 u svakoj tacki (v/,v") oblasti
(Y. Zbog neprekidnosti funkcije detw' (v, v’) slijedi da det w’(u/,v") ne mijenja znak.
Iz izvedenih formula i uzimajuéi u obzir date napomene slijedi da je

_ alJ(ula U/) X 821/7(1/7 U/)
lﬁlzz(u’,v’) X azﬁ(u’,v’)]

01P(u, v) x Oaf(u,v) - detw'(u',v")
|01 G (u,v) X 0o P(u,v)| - | det w'(u',v")]
gdje je € = sgn det W'.

Slijedi da parametrizacije (karte) ¢ : Q@ — Si11Y = pow: Q' — S zadaju istu orjenta-
ciju povrsi S ako je determinanta difeomorfizma prelaza sa jedne parametrizacije (karte)
na drugu pozitivna i razli¢ite (suprotne) orjentacije ako je ta determinanta negativna. U
prvom slucaju kazemo da su parametrizacije (karte) ekvivalentne. Lako se dokazuje da je
ekvivalentnost karata koje zadaju istu povrs relacija ekvivalencije i da se sve karte dijele
u dvije klase ekvivaklencije odnosno zadaju dvije orjentacije.

Predimo na primjenu integrala u zadacima vezanim za povrsi.

Primjer 3. Neka je D C R? oblast u R? ogranicena konturom vy i ¢ : D — R3
glatka karta povrsi S = ¢(D). Pretpostavimo da je ¢’ ograni¢eno na D. PovrSinu povrsi
S = (D) definisemo na sledeéi nac¢in. Podijelimo povrs S na djelove Sy, ..., Sk. Skupovi
Dy = ¢71(S)),..., Dy = ¢ }(Sk) ¢ine podjelu skupa D. Pretpostavimo da ovi skupovi
nemaju zajednickih tacaka osim eventualno grani¢nih. Izaberimo u svakom parcetu S;
tacku Q; = ¢(M;) = ¢(u;,v;) 1 postavimo ravan R; koja dodiruje povrs S u tacki M;.
Primijetimo da je vektor normale ove ravni 17; = 01F(M;) x 0,8(M;). Projekciju dijela
S; povrsi S na ravan R; oznacimo sa ();. Povrsinu povrsi S definiSemo kao graniénu
vrijednost suma ) | P(Q;) gdje se grani¢na vrijednost rac¢una kada maksimalni dijametar
skupova S; (ili D;) tezi ka nuli. Da bismo utvrdili formulu za ra¢unanje povrsine povrsi
S, posmatracemo funkciju F' koja svakom dopustivom skupu A C D pridruzuje povrsinu
skupa ¢(A). Nije tesko dokazati da je funkcija F' aditivna. Da bismo izra¢unali gustinu
odnosno izvod po povrsini funkcije F' potrebno je naéi grani¢nu vrijednost koli¢nika %
kada se skup E steZe na tactku M. Nekaje E pravouganik (vidi sliku) koji sadrzi tacku M.
Primijetimo da je (M +h) = o(M)h' +d1o(M)h*+ dap(M) +o(h). Slika pravougaonika

iy (M) = iy (P (', )

= E-T_L‘SO(M%



E je krivolinijski paralelogram. Linearno preslikavanje ¢ (M + h) — (M) + Oyp(M)h' +
Oao(M)h? ¢e pravougaonik E preslikati u paralelogram II koji lezi u tangentnoj ravni R
koja sadrzi tacku M. PovrSina ovog paralelogram jednaka je modulu vektorskog proizvoda
vektora O, G(M)h' i 9, 3(M)h?. Odavde slijedi da je P(o(F)) = P(E)-|01@(M) x 0o @(M).
Ako je dijemetar skupa E dovoljno mali onda je odnos P(p(E))/P(¢(F)) blizak jedinici.

Koli¢nik
_ Ple(E)) _ PW(E)) P(e(E))

F(E)
P(E)  P(E) P(E)  PW(E))
d,0(M)| kada diam E — 0. Relacija

konvergira ka |9;¢(M) X

h¢
F(E) _ P(p(E)) Y > :
— [O1¢p(M) x 0s(M)| kada diam E — 0.
WE)  uP(E)

vazi i ako E nije pravougaonik veé¢ proizvoljna zatvorena dopustiva oblast koja lezi u D i
sadrzi tacku M. To se moze dokazati i tako Sto se skup E aproksimira unijom pravouga-
onika pa se prethodni zakljucci primijene na ove pravougaonike. Moze se dokazati da je
za svaku dopustivi zatvorenu oblast £ C D,

min{|0y$(M)x06(M)| : M € EYu(E) < F(E) < max{|91¢(M)x0:6(M)| : M € E}u(E).

odakle zbog pretpostavljene neprekidnosti parcijalnih izvoda funkcije ¢ slijedi da je gu-
stina funkcije F u tacki M jednaka |91¢(M) x 9y¢(M)|. U svakom slu¢aju iz gornjih
razmatranja slijedi da ako je A C D dopustiv skup onda je povrSina F'(A) = P(F(A))
dijela p(A) povrsi S jednaka

P(p(A)) = //A|81<;_5'(u,v) X Os(u, v)|dudv.

Jasno je da ista formula vazi i kada je S dio po dio glatka povrs. Ako sa o = a(u,v) =
a(M) oznac¢imo ugao izmedu vektora 01 (M) i Oy¢(M) 1 iskoristimo vezu izmedu kosinusa
ugla i skalarnog proizvoda, dobi¢emo da je

|81$(M) X 82$(M)| = \515(M)| : |52<5(M)| sina = |81¢;(M)\ . |825(M)\ V1 —cos?a =

VIBGM) - 10:5(M) 2 — |016(M)[2 - [9aG(M)[2 cos? & = VEG — F?
gdje je
E = (81(,/51(u, U))2 + (81q52(u, ’U))2 -+ (81q53(u, U))Q,
G = (0201(u,v))* + (O2p2(u, v))? + (Oatps3(u, v))?,
= (0101 (u, v)) D21 (u,v) + (O1d2(u, v))Dapa(u, v) + (O1¢3(u, v))Dags(u, v).

Na kraju formulu za izracunavanje povrsine mozemo pisati u slede¢em obliku:
F(A) = P(p(A)) = // VEG — F?dudv.
A

Ako je povrs S zadata formulom z = f(x,y),(z,y) € D, gdje je funkcija f nepre-
kidna na oblasti D zajedno sa svojim parcijalnim izvodima onda mozemo pisati S =



{(z,y, f(x,y)) : (z,y) € D}, odnosno preslikavanje ¢ : D — R? definisano je formulom

p(w,y) = (2,9, f(x,y)). Dobija se da je 2528 = — f' (x,y) - i — f;(x,y) - j + k, odnosno

F(A) = Pe(d) = [ [ 1+ )+ fyfoy)Pdody.

Primjer 4. Postavimo zadatak izra¢unavanja ukupne mase rasporedene po povrsi S
iz prethodnog primjera. Svakom skupu A C D pridruzimo broj G(A) = m(p(A)) koji je
jednak masi rasporedenoj na dijelu ¢(A) povrsi S. Nije tesko dokazati da ako je P(A) =0
onda je G(A) = 01da je G aditivna funkcija definisana na familiji dopustivih podskupova

) . : sxnile GA) _ mp(A) P(p(4))
zatvorene oblasti D. Posmatrajmo koli¢nik ) = Plo(d) P

A sadrzi tacku M = (u,v) € D i da diam A — 0. Prvi ¢inilac ";((i((i))) konvergirace broju
plp(M)) = p(¢(u,v)) koji ¢emo zvati (povrSinskom ) gustinom mase u tacki p(u, v). Kako

je veé¢ ranije utvrdeno drugi ¢inilac PI(;‘EES)) konvergirace ka broju |0yG(M) x e @(M)| =
VEG — F?|py—(uv)- Ako je funkcija p koja je u svakoj tacki povrsi S jednaka (povrsinskoj)

gustini mase u toj tacki, neprekidna na S, onda je

m(<p(A))://Ap(u,v)-\/mdudu.

uz pretpostavku da skup

za svaki dopustivi skup A € D i specijalno,
m(p(D)) = // p(u,v) - VEG — F2dudv.
D
Opet, specijalno ako je povrs S zadata jedna¢inom z = f(x,y), (x,y) € D , onda je

mie(d) = [ [ plete.n)) T G+ (o p)dady.

Primjer 5. Posmatrajmo stacionarno proticanje tecnosti u oblasti  C R? koja sadrzi
glatku povrs S iz prethodnog primjera. Napomenimo da pod stacionarnim proticanjem
podrazumijevamo proticanje te¢nosti u kome brzina svake ¢estice zavisi samo od polozaja
u kome se ona nalazi (ne zavisi od vremena). Postavimo zadatak izra¢unavanja koli¢ine
tecnosti koja u nekom momentu vremena protekne kroz povrs S u pravcu vektora normale
na S. Primijetimo da ta koli¢ina ne zavisi od trenutka posmatranja. Napomenimo da je
S = {p(u,v) : (u,v) € D}, gdje je p : D — R? injektivno i neprekidno-diferencijabilno
preslikavanje oblasti D C R? koja je ograni¢ena konturom . Pretpostavlja se da je u
svkoj tacki M = (u,v) € D vektor yg(M) x 0sp(M) razli¢it od nule - to je vektor
normale na povrs S. Ozna¢imo jedini¢ni vektor normale u tacki K = ¢(M) sa 7i(K).
Oznac¢imo vektor brzine proticanja u tacki K sa v(K). Neka je A C D dopustiv skup
koji sadrzi tacku M i B = ¢(A) C S. Ako svaku tacku K povrsi S transliramo za vektor
U(K) - At, dio B ¢e se translirati u B’. Protok te¢nosti Q(A) kroz B = p(A) pomnoZen
sa At jednak je zapremini krivog paralelepipeda ¢ija su osnove B i B’ a tacke K € B i
K' € B’ su spojene vektorom v(K) - At. Projekcija vektora v(K) - At na vektor jedini¢ne
normale 7(K) jednaka je 7i(K) - U(K) - At. Zapremina V (A) ovog paralelepipeda se moze
ocijeniti na sledeéi nacin :

min{ii(K) - #(K)-At: K € B} - P(B) < V(A) < max{i(K) - #(K) - At : K € B} - P(B)



dok za protok Q(A) vazi
min{7(K) - v(K): K € B} - P(B) < Q(A) <max{n(K) -v(K) : K € B}P(B).

Ako pretpostavimo da je polje brzina ¢ neprekidno na S onda iz gornje relacije izvodimo
da gEAg konvergira ka 7i(K) - U(K) = ii(p(M)) - 9(o(M)) kada diam A — 0, M € A. Dalje,
)

koristeci rezultat koji smo imali u primjeru 3, dobijamo da za koli¢nik Q( 7y vazi:

06(M)  96(M)

QN _ Q) B g gy (2600, 0600, _

u(4)  p((B)  wA)
n(p(M) - T(p(M)) - |13(M) x 8u(M)].

To znadi da je gustina (izvod po mjeri) funkcije @ u tacki M = (u,v) jednaka
ii(ip(u,v) - B (u,v)) - 816w, v) X Oa(u, v)| =

Ap(u,v) x Byp(u ,v).g w0)) - 1018 v) X Dad(u,v)] =
Ord(u.0) x Dagv)] Pl ) 1910(u,v) x Gag{u )

(216w, v) x Da(u, ) - Tp(u, v)) = [(Dr(u,v), 0 (u v)), U(p(u,v))]

—

gdje je sa [d, b, ¢] oznaen mjesoviti proizvod vektora @, b i
Funkcija @ je aditivna. Slijedi da je

1@1

_ / /A (D18(u, v) X Dob(, v))5(p(w, v))dudv.

i specijalno
://(81$(u,v) X Oyp(u, v))T(p(u, v))dudu.
D

Primijetimo da protok moze biti i negativan. Ovdje se radi o protoku u pravcu vektora
normale, koji ne mora biti pozitivan.

Jasno je da u gornjem primjeru nije bilo od odlucujucée vaznosti to $to se radilo o sta-
cionarnom proticanju fluida i protoku vektorskog polja brzina. Sli¢ne formule ¢emo pisati
i kada Zelimo da izra¢unamo protok jacine elektri¢nog polja kroz povrs (tok elektri¢nog
polja) ili protok indukcije magnetnog polja (magnetni fluks).

Zadaci.

1. U sljede¢im primjerima dvostruki integral I = [ [, f(x,y)dzdy napisati kao uza-
stopne integrale, jednom na dva nacina sa razli¢itim redosljedom promjenljivih:
(a) Akoje D trougao sa tjemenima O(0,0), A(1,0), B(1,1). [Rez. I = fol dz [ f(x,y)dy =

f dy [} f(z,y)dz.]
(b) Ako je D trougao sa tjemenima O(0,0), A(2, 1), B(—2, 1), napisati integral [ [, f(z,y)dzdy

kao uzastopne i integrale. [Rez: [ = fEQ dx ij/Q flz,y)dy + f02 dx fxl/Q flz,y)dy =
1 2
Jo dy |25, f@,y)da.]



(c) Ako je D kruga z?+y* < y. [Rez. I:fj/Q dx f2+” f T,y dy—fo da:f”y v

1/2
2. Promijeniti redosljed integracije u uzastopnim 1ntegrahma

f02 dx 2;_‘?2 f(z,y)dy. |Rez. fol f; y V1= Y2 f(z,y)dz.
i [ )y R [} dy [2 o)y [ dy [ S, v

3. Izracunatl integral I = [ [, mdxdy, gdje je D trougao ogranicen linijama
r=2y,y=2x,x+y=06.[Rez: [ =3In7— 2.

4. Izracunati integral I = [ [, y*dxdy, gdje je D skup ogranicen linijama = = 3,y =
z—2. |[Rez. I =%

5. Izracunati integral I = [ [ fv(m +y + z)dxdydz gdje je V' skup ogranicen ravnima
1=0,y=0,2=0,24+y+z=1 [Rez. [ =4

6. Izracunati integral I = f f fv ydxdydz, gdje je V skup zadan nejednakostima
o] <2,0<2< 1, z<y, 2> +y*+ 22 <4. [Rez. [ = %

7. Izracunati integral 1 = [ [ [.(2* + y®)dadydz, gdje je T polulopta 2? + y* + 2> <
a?,z> 0. [Rez. [ = ta’. |

8. Izracanati I = [ [, |cos(z + y)|dzdy, gdj je D={(z,y):0<z<m0<y<m}

9. Izracunati integral I = [ [, ., ”“"—er — z% — y?|dzdy. [Rez. I = 2]

10 Izrac¢unati povrsinu figure ogramcene krivom (a) z—j + Z—j =244 (b) (249t =
o 4 U (a,b,hk > 0) [Rez: (a) (% + B (b) (2 4 ]

11. Izraéunati zapreminu tijela ograni¢enog povrsima z = 22 +y?,y = 22,y = 1,2 = 0.
[Rez: V = &

12. Izracunati zapreminu tijela ogranicenog povrsima z = 22 + y% 2 = = + y. |Rez.
V=23

13. Izracunati zapreminu elipsoida 73 -4+ U b2 +5 S <1 [Rez V = Zmabc.

14. Izrac¢unati zapreminu tijela ograni¢enog povrsuna p + Z—; + i—z =11
[Rez. V = Zabe(2 — v2).]

15. Izrac¢unati povrsinu dijela povrsi z = /22 4+ y? koji se nalazi unutar cilindra
2% +y? = 2z [Rez. 7v/2.

16. Izracunati zapreminu tijela ograni¢enog paraboloidom z = 2 + y?2, cilindri¢nim
povrsima z? + y? = z,2? + y?> = 2z i ravni z = 0. [Rez. V = 2F.

17.Izrac¢unati moment inercije homogenog tijela gustine p = 1 koje je ograniceno dije-
lom sfere % + y* + 2% = 2 i dijelom konusa z? + y? = 22,z > 0. [Rez. Z(4v2 —5) |

4
3

2 2 2
2

3k
_|_
ks
I
|N

a

18. Koristeci jednakost limg s yoo [ fi_y aixjcaa € ¥ dody =g ingiy [ fray ocpe e

prelazom u drugom integralu na polarne koordinate, izracunati I = fj;o e da. [Rez.
\/_
I =/

19. Izracuanti integral I = [ [ [, zdzdydz gdje je T tijelo ograni¢emo konusnom
povrsi 2% = }22 (22 +y?) i ravni z = h. [Rez. I = RQT’T |

20. Izracunati integral I = f I/ sdrdydz, gdje je T' tijelo ograniceno sa gornje

strane povisi (22 + y2 + 22)? = a’z a sa donje ravni z = 0. |[Rez.] = 2.

\/— f(xa y)dﬁ

2,2
Y dx



ITT GLAVA
ELEMENTI TEORIJE POLJA

U ovom poglavlju insistira¢emo na terminologiji koja je uobicajena u teoriji polja. Ako
je svakoj tacki M oblasti D C R? pridruzen broj f(M) re¢i ¢emo da je u D definisano
skalarno polje f. Tako na primjer ako svakoj tacki neke oblasti pridru¢imo temperaturu
onda kacemo da posmatramo polje temperatura u odgovarajucoj oblasti. Pojam skalarnog
polja nije nov-tu se zapravo radi o realnoj funkciji od tri promjenljive koja je definisana
u D. Drugacija je samo terminologija. Sliéno, ako je svakoj tacki M oblasti D pridruzen
vektor A(M) reci ¢emo da je u D definisano vektorsko polje A. S obzirom da se vektor
A(M) jednoznacno opisuje pomocu svojih koordinata A, (M), A, (M), A.(M), mogli bi-
smo re¢i da se ovdje radi o preslikavanju A : D — R3. Dakle, opet je rije¢ o promjeni
termina. Kao primjere vektorskih polja navodimo polje brzina stacionarnog proticanja
fluida (svakoj tacki M dodjeljuje se vektor brzine ¢(M) u tacki M ili jac¢inu elektrosta-
ti¢nog polja (svakoj tacki M pridruzujemo vektor jacine elektri¢nog polja E (M) u M) ili
indukciju magnetnog polja B i sli¢no.

Nas cilj je da definiSemo i ra¢unamo razne veli¢ine koje su vezane za vektorska odnosno
skalarna polja, kao na primjer rad vektorskog polja na zadatom putu, protok polja kroz
povr$ i slicno. NeSto od toga, u drugacijim terminima, veé¢ smo izlozili u prethodnom
poglavlju.

§1 Krivolinijski integrali

U prethodnoj glavi smo pripremili sve §to je potrebno da bismo mogli da definisemo
integral skalarnog i integral vektorskog polja po zadatom putu ¢.

1. Definicija krivolinijskih integrala

Definicija 1.Neka je o : [a,b] — R® glatki put i f : D — R skalarno polje definisano
na skupu D koja sadrzi nosac¢ ¢(la,b]) puta p. Tada integral polja f po putu ¢, koji
oznacavamo sa [ f(xz,y,z)ds, definisemo sledecom formulom

//fx%ck/f 2 (1))t (1)

Moze se dogoditi da integral na desnoj strani ne postoji. Tada ¢emo reé¢i da ska-
larno polje f nije integrabilno po putu . Krivolinijski integral skalarnog polja nazivamo
krivolinijskim integralom prve vrste.

Ako je p(t) = (x(t),y(t), 2(t)) onda formulu (1) moZemo pisati u sledeéem obliku

/fwy,ds—/ f 2(1)) - sqrt(e' (87 + (o (1) + (2 ()2t

Formula pokazuje i kako treba racunati integral skalarnog polja po putu. Prisjetimo se
da smo se sa integralima koji stoje na desnoj strani sretali kada smo izucavali problem
izratunavanja mase (koli¢ine naelektrisanja) rasporedenog po krivoj. U formulama koje
smo tamopisali umjesto funkcije f stojala je gustina mase odnosno gustina naelektrisanja.



Primjer 1. Izracunati duzinu krive k, koja je definisana parametarskim jednac¢inama
r=ce'cost,y=e'sint,z =e"" t€|0,2n]

Rjesenje. Imamo da je duzina [ rive k jednaka [ = fk ds. Primijetimo da je kriva k lezi na
dijelu konusne povidi z = (22 + y?)/2. Imamo da su krajnje tacke krive k tacke A(1,0,1)
i B(e™®",0,e72") Pri tome je
o) = (z(t),y(t), 2(t)) = (e "cost, e 'sint,e), o (t) = (—e *(cost+sint), e *(cost—sint), —e ).
Slijedi da je
[ = / 21V 3e~2tdt = V/3(1 — e72).
0
Primjer 2. Izracunti krivolinijski integral [ = fk(x+y)ds gje je k tougo sa tjemenima

0(0,0), A(1,0) i B(1,1).
Rjesenje. Imamo da je

I= /OA(x+y)d5+/43(1’—|—y)ds—|—/BO(I—i—y)ds.

Pri tome se duzi OA, AB, i BO mogu parametirzovati na sljedeé¢i na¢in:OA : x = t,y =
0,t€[0,1]; AB:x=1y=t,t€[0,1]; BO:x=—t,y = —t,t € [-1,0], pa je

1 1 0 1 1
I:/tdt+/tdt+/ (—2t)\/§dt:§+§+\/§*:1+\/§.
0 0 —1

Primjer 3. Izrac¢unati I = fk(:r% + yg)ds dgje je c astroida 2% + y3 = ax3.
Rjesenje. Astroida moZe biti opisana parametarskim jednacinama: x = acos®t,y =
asin®t,t € [0.27]. Slijedi da je

2T 2T
I= / (cos* t+sint) \/(—Ba cos? tsint)? + (3asin®t cost)2dt = 3a3 / (cos® t+sin t)|sin t|| cost|
0 0

™ ™

3 2
12a3 [/ cos® t sin tdt + / sin’ ¢ cos tdt = 2(1%(0056 t —sin® )| = das.
0 0 2

Primjer 4. Izracunati I = [, \/x? 4+ y2ds, gdje je k kruznica 2 + y* = ax.

Rjesenje. Krivu k je moguée parametrizovati, recimo na sljedeéi na¢in z = a cos®t,y =
acostsint,t € [-F,F]. (Do ove parametrizacije dolazimo tako §to pokusamo da dtu jed-
nacinu kruznice zapiSsemo u polarnim koordinatama x = pcostt,y = psint. Uvrstimo u
jednacinu i dobijamo vezu p = acost, i to je jednacina krive k£ u polarnim koordinatama.
Odavde dobijamo parametarske jednacine krive k : x = acos’t,yy = acostsint, a sa skice

krive k vidimo d se polarni ugao ¢ mijenja u odsjecku [—7, 7].) Sada imamo da je

g
I = / \/a2 cos*t + a? cos? t sin® t\/a2 sin? 2t 4+ a cos? 2t =

us
2



z 2
/ acostadt = 2a”°.

_
2

Primjer 5. Izracunati integral I = fk x%ds, gdje je k presjek sfere xty? 4 22 = a? i

raval x +y + 2 = 0.

Rjesenje. Primijetimo da je poluprecnika kruznice k jednak a, jer je ona presjek sfere
i ravni koja prolazi kroz centar sfere. Obim te kruznice je 2ma. Pri tome je [ = fk yids =
[, 2%ds, paje I = (x —|—y +2%). Neka je ¢(t) = (z(t),y(t), z(t)) parametrizacija krive k
2,y 2) = 22+ g + 2% Tada je 22(t) + (1) + 22(t) = %, paje

— 3 [ Fl). 50,0V P+ FOP = 3¢ [ Vi W+ ZOF =

1
30 [V R+ FOF = gaih)
k
gdje je (k) = 2wa obim kruznice k. Dakle, I = %
ZaJedno sa prostorom R} ={M = (x,y,2) : x,y, 2 € R} posmatra¢emo i skup vektora
—{z-i+y-j+z-k:z,y,2€R)}
Deﬁmcua 2.Neka je ¢ : [o, 8] — R? glatki put i A : D — V3 vektorsko polje
definisano na skupu D koyz sadrzi nosac¢ o([a, B]) puta ¢. Tada integral polja A po putu
@, koji oznacavamo sa f A (x,y, 2)dS, definiSemo sledecom formulom

. A
/ Aw,y, 2)d5 = / o) - @ ()t )

Na desnoj strani jednakosti koju smo napisali stoji skalarni proizvod vektora f_f(cp(t)) i
F(t). Izraz na desnoj strani formule (2) smo sretali kada smo racunali rad sile po putu.

Ako je () = (a(t), y(t), 2(0)) £ € [0, ], i
ff(x,y, z) = P(z,vy, 2) . Q(z,y,2) -f—{— R(z,y,z) - E, (x,y,2) € D,

onda formulu (2) moZemo pisati u obliku
[ Ay 215 = [ P0),y(0) 2010+ QUal0),y(0) 20 (2)+-+ Rlax(t) (1), 2(0)-2'(0) .

Gornju formulu mozemo shvatiti i kao formulu za ra¢unanje integrala vektorskog polja A

po putu Pp. =
Cesto se integral vektorskog polja A(x y,2) = P(z,y,2) 1+Q(x,y,2) - j+ R(x,y,2) - k
po putu ¢ zapisuje u obliku

©

Integral vektorskog polja po putu nazivamo krivolinijskim integralom druge vrste.



Napomena. Krivolinijski integrali mogu biti definisani i na drugi nac¢in. Neka je
dakle v kriva ¢iji je pocetak tacka A, kraj tacka B a f : D — R skalarno polje definisano
na skupu koji sadrzi krivu 7. Neka je M podjela krive v realizovana pomocu tacaka
A= M,,..., M, = B. Izmedu svake dvije tacke M,_; i M; podjele M izaberimo po jednu
tacku K sa krive 7. Ovoj podjeli i skupu izabranih ta¢aka K = {K, ..., Kj} pridruzimo
sumu o(f,M,K) = f(K;y) - Aly + -+ - + f(Kg) - Alg, gdje je Al; duzina onog dijela krive
v koji se nalazi izmedu tacaka M; ; i M;. Grani¢nu vrijednost integralnih suma kada
dijametar podjele A = max{Al; : 1 <i < k} tezi ka nuli oznac¢imo sa I. Ako je glatki put
¢ : |a,b] — R? parametrizacija krive  pri ¢emu je p(a) = A, ¢(b) = B, moZe se dokazati
daje I = [ f(z,y,2)ds = [} f(o(t)) - |@(t)]dt.

Dajemo grubu skicu dokaza ove ¢injenice. Podjeli M krive v odgovara podjela odsjecka
[a,b] :a =1 <t < - <ty < t, = b, gdje je t; = ¢ 1(M;). Tackama K; sa
krive v odgovaraju tacke & = ¢ '(K;) sa odsjeska [a,b]. U integralnoj sumi Al; moZemo
aproksimirati duzinom dijela tangente ¢ (t) = p(t;i—1) + ¢'(ti=1)) - (t — ti—1) koji odgovara
odsjecku [t;_1,t;]. Ta duzina iznosi |F'(t;-)| - (t; — t;—1). Integralna suma je priblizno
jednaka

F(o(€0) - |8/ ()] - (1 — o) + -+ + f((&) - [F (Er—1)| - (tr —E+ K — 1)

a ova suma konvergira ka fab fle(t))-|F(t)|dt. Dakle, krivolinijski integral skalarnog polja
(funkcije) f po krivoj v moZzemo definisati i kao grani¢nu vrijednost integralnih suma
o(f, M, K) kada dijametar podjele tezi ka nuli.

Posmatrajmo opet krivu 7, podjelu M realizovanu pomocu tac¢aka My = (xg, Yo, 20), M1 =
(x1,y1,21), -« -, Mg = (zk, Yk, 21), izbor tacaka K iz prethodnog primjera i vektorsko polje
A D — V3, definisano na skupu D koji sadrzi krivu 7. Neka je za M € D ff(M) =
P(M)i+Q(M)j+ R(M)k. Za podjelu M i izabrane tacke K formirajmo integralnu sumu

gdje je Ax; =x; — 221, Ay; =y — Yi_1, Az; = z; — z;_1. Moze se dokazati da je grani¢na
vrijednost integralnih suma kada dijametar podjele A tezi ka nuli jednaka integralu

—

//P(:c,y, 2)-dr + Q(x,y,2) - dy + R(z,y, z) - dz = /A(a:,y, 2)ds.

¢
Skica dokaza ove ¢injenice izgleda ovako. Neka je glatki put ¢ : [a, b] — R? parametrizacija
krive 7 pri ¢emu je p(a) = A, p(b) = B. Podjeli M krive v odgovara podjela odsjecka
[a,b] :a =tg < t; < - < tpy < tp = b, gdje je t; = p 1 (M;. Tackama K; sa
krive v odgovaraju tacke & = ¢ '(K;) sa odsjeska [a,b]. U integralnoj sumi veli¢ine
Az; = z(t;) — x(tiz1), Ay, = y(t;) — y(ti—1), Az; = 2(t;) — 2(t;—1) moZemo zamijeniti sa
() (ti —tizr),y' (mi) - (6 — tiz1), 2" () - (t; — t;—1). Tako integralnu sumu zamjenjujemo

sa
k

D (P(&) - @' (m) + Qp(&) -y (m) + R(p(&) - 2'(mi) - (1 — tica) (3)
i=1
Kada dijametar A tezi ka nuli onda i max{t; — ¢;_; : 1 < i < k} tezi ka nuli i suma (3)
konvergira ka integralu

/ (P(x(t),y(t), 2(£)2"(t) + Q(x(t), y(t), (1)) (t) + R((x(t), y(1), 2(2))2'(t))dt



koji je jednak fso /Y(x, y, 2)d§. To znaci da se krivolinijski integral vektorskog A po krivoj
v moze definisati i kao grani¢nu vrijednost integralnih suma (4) kada dijametar podjele
tezi ka nuli.

Definisali smo krivolinijske integrale po glatkom putu i napisali formule za njihovo
racunanje. Definicije pa dakle i formule za ra¢unanje se lako prenose na integraciju po
dio po dio glatkom putu. Tako ako je ¢ : [a,b] — R3 dio po dio glatki put koji se sastoji
od glatkih puteva ¢; : [y 1,05] — R®i = 1,...,k, onda integrale skalarnog odnosno
vektorskog polja po putu ¢ definisemo slede¢im formulama

/@f(x,y,z)ds = Llf(x,y,z)d8+---[0k f(z,y, z)ds

/ff(x,y,z)d&z/ ff(x,y,z)d§+---/ A(z,y, 2)d5.
@ ®1 Pk

Istaknimo i da se definicije integrala skalarnog i vektorskog polja odnosno definicije kri-
volinijskog integrala prve i druge vrste prirodno i jednostavno prenose na integraciju po
putu u R". Naime, ako je A:D— V3 [+ D — R, gdje je D C R" skup koji sadrzi nosac
glatkog puta ¢ : [a b] — R", integrali vektorskog polja Ai skalarnog polja f po putu ¢
definisu se i racunaju po slede¢im formulama

/@A@l,ﬁ, e dE = /: Ao(t) - & (t)dt

/Al(xl(t),m2(t),...,x”( ), () dt + - /A 24, 2" (0), (1),

/f(:cl,x2 -ds —/ fle 7' (t)|dt =

/ f@i(@),2*(t),...,2"(t)) - \/(wl'(t))z’ +(@($) 4 - + (av(2))dt

U gornjim formulama sa Ajp,..., A, oznacene su komponente vektorskog polja A asa
2'(t),...,2"(t),t € [a, b], komponente puta .

Primjer 1. Izracunacemo integral I = [, (2% — 2xy)dx + (y* — 2zy)dy, gdje je k luk
parabole y = z? od tacke A(—1,1) do tacke B(1,1).
Imamo ve¢ datu parametrizaciju krivek : x = t,y = t2. Slijedi da je

! 1 1 14
I= 2 —ot3 2 —4tNdt = 2= —4-2— = ——.
[ 16 =28+ 2 st =25 — 425 =

Primjer 2. Izracunac¢emo integral [ = fk “i’”‘ify‘lfl, gdje je k kontura kvadrat s tjeme-

nima A(1,0), B(0,1),C(—1,0) i D(0,—1). Kriva k je dio po dio glatka, djelove maozemo
parametrizovati na sljedeéi na¢in: AB:x =t,y=1—t,t € [1,0; BC:x=t,y =t+1,t €
0,—1];CD :x =t,y=—-1—-t,t € [-1,0; DAz =t,y=t—1,t € [0,1], |2|+|y| = 1 na
svakoj od ovih duzi, pa integral I moZemo napisati u obliku:

/ dz + dy / dx + dy / dz + dy / dx + dy
I= — + — + T T
a2l + 1yl Jselzl+ 1yl Jop 2|+ pa |z +y|




/10(1—1)dt+/01(1+1)dt+/_01(1_1)dt+/012dt20'

2. Veza izmedu krivolinijskog integrala skalarnog i vektorskog polja. Za-
mjena parametra. Osnovna svojstva krivolinijskih integrala.

Posto smo definisali integral vektorskog i integral skalarnog polja prirodno je postaviti
pitanje: kada ovi integrali postoje. Medutim, ovi integrali su definisani posredstvom
integrala funkcije jedne realne promjenljive, pa, primjenjujuci rezultate o integrabilnosti
funkcije, mozemo zakjluciti da je neprekidno vektorsko polje A (neprekidno skalarno polje
f) definisano na skupu D koji sadrzi nosa¢ dio po dio glatkog puta ¢, integrabilno po ¢.
Primjenjujuéi Lebegovu teoremu mogu se izvesti precizniji uslovi integrabilnosti skalarnog
odnosno vektorskog polja. Mi se ne¢emo dalje baviti ovim pitanjem.

U sledecoj teoremi se utvrdije veza izmedu krivolinjskih integrala prve i druge vrste.

Teorema 1.Neka je ¢ : [a,b] — R?® glatki put i A D — V3 vektorsko polje definisano
na skupu D koji sadrzi ¢([a,b]). Tada je

/g($,y,z)d§:/ F(z,y, z)ds, 4
@ varphi

gdje je F(z,y,2) = A(z,y,2) - T,(x,y,2), (x,y,2) €7 = ¢([a, b]).
Dokaz. Na osnovu definicija integrala vektorskog odnosno skalarnog polja po putu ¢,
slijedi da vazi sledeéi lanac jednakosti:

Lz@%@ﬁzlw@»¢®ﬁ=Lg@@*%%T:

/HW»WWﬁ/Nw@M

Dokaz je zavrsen. Jasno je da jednakost (4) vazi pod pretpostavkom da integrali na
lijevoj i desnoj strani jednakosti postoje. Smisao iskaza u teoremi je da ako postoji jedan
od ova dva integrala onda postoji i drugi i vazi jednakost (4). Druga napomena u vezi sa
jednakoscu (4) je da ona, uz mala dodatna objasnjenja, vazi i kada je put ¢ : [a,b] — R?
dio po dio gladak. Naime, funkcija F' tada nije definisana u kona¢no mnogo tacaka krive
~v-to su tacke u kojima ne postoji tangenta krive. Medutim, vrijednosti podintegralne
funkcije F' u tih kona¢no mnogo tac¢aka ne uti¢u na vrijednost integrala i uz takvo shvatanje
jednakost (4) vazi i za dio po dio glatke puteve. Pri tome se integracija po dio po dio
glatkom putu (i na lijevoj i na desnoj strani jednakosti (4) svodi na zbir integrala po
glatkim djelovima. Na kraju istaknimo da jednakost (4) moZemo pisati u obliku

mw@ﬁz/ﬁjw&
»

Koordinate jedini¢nog vektora tangente ﬂ, su kosinusi uglova koji taj vektor zahvata sa
koordinatnim osama. Ako te uglove oznac¢imo sa «, 3,7 a komponente polja A sa P, Q i
R, onda integral polja A po putu ¢ mozemo pisati u obliku

—

/A-d§:/(PCOSO&-FQCOSB—FRCOS”}/)CZS.
¢ ¢



Kao sto je nekoliko puta isticano, razli¢iti putevi mogu kao nosac imati jednu te istu krivu.
Prirodno je postaviti pitanje: da li su integrali vektorskog odnosno skalarnog polja po
takvim putevima jednaki? Ako bi odgovor bio pozitivan onda bismo umjesto da govorimo
o integralu po putu mogli govoriti o integralu po krivoj. Odgovor se moze naslutiti iz
primjera u kojima se vidi da se integral skalarnog polja pojavljuje kada se ra¢una ukupna
masa materije koja je rasporedena po krivoj te da se integral vektorskog polja pojavljuje
kada se izracunava rada sile na putu. Moze se dakle, ocekivati da integral skalarnog
polja ne zavisi od toga kako je kriva paramertizovana a da ¢e integral vektorskog polja
promijeniti znak ako se prede na parametrizaciju koja ¢e promijeniti orjentaciju krive. To
uostalom sugerise i formula f@ A-ds= fw A- fwds, jer ¢e se u integralu na desnoj strani
ove jednakosti promjenom orjentacije krive promijeniti smjer jedini¢nog vektora tangente,
odnosno podintegralna funkcija é¢e promijeniti znak. Razmatranja se preciziraju u sledecoj
teoremi.

Teorema 2.Neka su i : [a,b] — R® i : [e,d] — R® glatki putevi ¢iji je nosac kriva
v i neka skup D C R? sadrZi krivu 7.

a) Ako je f: D — R skalarno polje onda je fso fds = fw fds;

b) Ako je A : D — V3 vektorsko polje onda je fgoff- ds = e(p,) - fw/_f ds, gdje
je €(p, ) = 1 ako su putevi ¢ i ¢ ekvivalentni i e(p,1)) = —1 ako putevi ¢ i ¢ nijesu
ekvivalentns.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju « : [¢,d] — [a,b],a(T) = o }(1(7)) pomocu koje je
izvrSena promjena parametra odnosno pomocu koje je izvrSen prelaz sa parametrizacije
¢ na parametrizaciju ¢ = p o a. Tada je /(1) = ¢'(a(7)) - &/ (7)

cds = ) - [ (F)|dr = ‘ al(t) - |& (a(r)) - (7)|dr =
/wf /C(w( ) - [ ()] /C(%?(())) | (a(T)) - &/ (7))

A-di = dz‘f 7)) - (r)dr = dfT a(1))) - F(a(r)) - o/ (7)dr
[ Aas= [ Ay Fer = [ Aetaln) - slatr)-o'0

Uvedimo novu promjenljivu 7 = «(t). Razlikovaéemo dva slucaja. Ako su putevi ¢ i
1 = @ o « ekvivalentni onda je o/(7) > 0 na [¢,d],a(c) = a,a(d) = b i vaze sledece
jednakosti

/f(w(@(ﬂ))-W(T)O/(T)\de/ flpla(r)) - ¢ (7)ld! (r)dr =

IR COREE [ s,

/ A(p(a(r)) - F(a(r)e/ (r)dr = / A(o(t)) - & (1) - dt / A-ds.

Ako putevi ¢ i 1 nijesu ekvivalentni onda je o/(7) < 0 na [¢,d], a(c) =b,a(d) = a i vazi

/f(sO(Oé(T)))-W(T)Oé’(f)lde/ fle(a(r))) - |F(T)|(=/(r))dr =



- [ et -1t = /f I&W=LM&

[ At alatria i = [ Aeo)¢ o= - [ Aoy o=~ [ das

Teorema je dokazana.

Jasno je da tvrdenje vazi i kada se radi o integraciji po putevima ¢iji je nosac¢ dio po
dio glatka kriva.

U dijelu koji se odnosi na krivolinijski integral prve vrste teorema tvrdi da se moze
govoriti o integraciji polja po krivoj, jer je svejedno kako je kriva parametrizovana. To
je uobicajeni termin. Parametrizacija krive postaje vazna tek kada se postavi pitanje
izracunavanja integrala a onda se ima potpuna sloboda izbora parametra. Sto se tice
integracije vektorskog polja promjenom parametrizacije moZe se (ali ne mora) promijeniti
znak integrala. Eventualana promjena znaka je vezana za izbor parametrizacije koja
mijenja orjentaciju krive. Tako se o krivolinijskom integralu vektorskog polja moze govoriti
kao o integralu po orjentisanoj krivoj, i to je uobicajeno. U oznakama integrala se umjesto
fw pise fv a kada se radi o integralu vektorskog polja onda se dodatnim oznakama naglasi
kako je kriva v orjentisana. Specijalno, kada se radi o integraciji po zatvorenoj (dio po
dio glatkoj) krivoj koja lezi u ravni koriste oznake fv f

Istaknimo sledec¢a svojstva krivolinijskih integrala.

1. f,y(af(x,y,z)—i—ﬂg(x,y, 2))ds _afgamma T y, d8+ﬁf g(z,y, 2)ds.

1. fv+(aj(x,y,z)+ﬁ§($,y, ))ds = a - f [(A(z,y,2)d5+ 5 - f B (x,y,2))ds,

2. | [, fz,y. 2)ds| < [ |f(z,y,2)|ds.

2.1/ A(z,y,2)ds| < Ix Az, y, 2)|ds.

3. Ako je f neprekidna na ~y, onda postoji M € ~ tako da je fv f(z,y,2)ds = f(M) -
1(y).

U svojstvima 2. i 2’. oznaka " je koriS¢ena da se naglasi da se integral racuna po
orjentisanoj krivoj. Gornja svojstva se jednostavno dokazuju oslanjajuéi se na definicije i
odgovarajuca svojstva integrala funkcije jedne realne promjenljive.

Na kraju dajemo i nekoliko primjera primjene krivolinijskih integrala. Formule koje
¢emo pisati izvode se po shemama slicnim onima koje smo koristili u prethodnoj glavi
kada smo govorili o prrimjeni integrala.

Primjer 1. Neka je po krivoj vy rasporedena materija sa linijskom gustinom p(x, y, 2), (z,y, z) €
~. Ukupna masa takve krive 7 iznosi fv p(x,y, z)ds. Specijalno, duzina [(k) krive jednaka

je fk ds. Krivolinijski integral se, dakle, moze koristiti za izracunavanje mase materije
rasporedene po 7. Koordinate tezista iste krive v racunaju se po formulama

| ap(x,y, 2)ds | yp(a,y, 2)ds | ypla,y, 2)ds
Te = y Ye = y Re = 5
S, p(x,y, 2)ds S, p(x,y, 2)ds |, oz, y, 2)ds

momenti inercije u odnosu na koordinatne ose

h=/w+fwm%mm@=/w+fmw%wme=/W+ﬁww%mm
Y Y

5



2). Ako je 7 orjentisana kriva a F sila uslijed ¢ijeg djelovanja se materijalna tacka
mase m pomjera duz krive 7 i to od njenog pocetka do njenog kraja, onda se rad sile F'
rac¢una po formuli A = f? F(z,y, z)ds. Ako je kriva 7 parametrizovana pomoc¢u glatkog

putago:[a,b]—>R3iﬁ:m-6:m-17’,27:<p’,ondaje
b
A:/ Fo(t)) - & (t)dt = m - /v =2 (5P = 5 - (0(@)® — o(d)*

Primjer 1. Neka je k glatka kontura i @ proizvoljan jedini¢ni vektor. Izrac¢unati
fk cos(d@, vecn)ds, gdje je n spoljasanja jedini¢na normala na konturu k.

RjeSenje. Imamo da je cos(d,n) = (a@,n). Oznacimo sa T jedini¢ni vektor tangente
na konturu k. Koordinate jedini¢nih vektora su kosinusi uglova koje ti vektori zahvataju
sa koordiantnim osama. Ako uglove vektora a@ sa koordiantnim osama oznac¢imo sa ag i
Bo, a promjenljive uglove vektora 7i sa koordinatnim osama sa « i 3, tada imamo (vidjeti
Primjer 3 iz dijela koji se odnosi na krivolinijski integral skalarnog polja)

/cos(d', n)ds = /cos Bodz + cos apdy = / (@xz + @yz) 0.
k

k k 2

Primjer 2. Izracunati integrale

I = [, ydx + xdy, po krivoj k koja spaja tacke O(0,0) i A(1,1), ako je k (a) duz koja
spaja tacke O(0,0) i A (b) kraci luk kruZnice radijusa 1 sa centrom u tacki C'(0,1), (c)
proizvoljna dio po dio glataka kriva koja spaja ove dvije tacke.

Rjesenje. (a) Imamo parametrizaciju krive k : x = t,y = t,t € [0,1]. Tada je
I= fol (t+t)dt = 1. (b) Jednacina kruznice k u ovom sluaju je (x —1)*+y* =1, a jedna
parametrizacija krive k : x = cost,y = 1 +sint,t € [-7/2,0]. Tada je

0 0

(— sint—sin® t+cos? t)dt = / (sint+cos2t) =
—7/2

1= / " [(Lsin ) (— sint)-Hcos cos )t — /

—7/2 —7/2

(c) Rijesi¢emo opstiji zadatak. Izracunacemo [, P(x,y, z)dz+Q(z,y, z)dy+R(z,y, z)dz,
gdje je k kriva koja spaja tacke A i B, u sluc¢aju kada je podintegralni izraz potpuni di-
ferencijal, tj. kada je P(z,y,2)dx + Q(z,y,2)dy + R(x,y, z)dz = du(z,y, 2), gdje je u
realna diferencijabilna funkcija u nekoj oblasti D koja sadrazi krivu k. Imamo da ako je
parametrizacija krive k data sa x = x(t),y = y(t), z = 2(t),t € [a, §] tada je

B

/ P(a.y. 2)de+Q(x.y, 2)dy+R(z, y, =)z = / du(z,y, 2) = / l (2(), y(8), 2(8))2 ()t ((2), y

k k a

B
[ 5 ale0,5(0), 46) = u(a(3), y(3), 2(8) - ulla), y(a). 2(e) = u(B) - u(4),

Ako je sada k dio po dio glatka kriva koja se sastoji od glatkih djelova AgA;, A1 A, ..., A,_1A,,
pri ¢emu je Ag = A, A, = B, tada je

/k P~ F(Ao)+ F(An)— F(AD)+ - F(An)— F(Aus = F(Ay)— F(Ao) = F(B)—f(A).



Primijetimo da rezultat zavisi od toga koje su krajnje tacke krive k, a ne od izbora same
krive koja ih spaja, niti od parametrizacije te krive. Ako je pri tome jo§ k zatvorena
kriva, tada je odgovarajuéi integral jednak 0. Zbog toga je u sluc¢aju (c), fk ydr + xdy =
Jid(@y) = zyan — wye0 = 1.

Uslov P(z,y, 2)dz+ Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz = du(x,y, z) moze se zapisati u obliku
P(‘r7 y7 Z) = u;(x7 y? Z)? Q(x7 y7 Z) = u/y(x7 y7 z)7 R(‘r7 y7 Z) = u{‘c’(x? y? Z)

Za vektorsko polje j(x, y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)] + R(x, v, z)E koje zadovoljava
prethodne uslove u nekoj oblasti D, kazemo da je potencijalno u toj oblasti, a za odgova-
rajucu funkciju (tj skalarno polje u) kazemo da je potencijal polja A

Primijetimo da se u sluaju ravanskog polja A = P(z,y)i + Q(z,y)J uslov postojanja
potencijal u polja A glasi P(z,y) = %(z,y), and Q(x,y) = g—;(:z:,y), odakle se, ako
su parcijaln izvodi funkcija P i () neprekidni, diferenciranjem prve jednakosti po y a
druge po x, dobija neophodan uslov potencijalnosti (tj. uslov nezavisnoti integral od
puta) g—g = %—};. Postavlja se pitanje da li je taj uslov dovoljan. Ovaj uslov ¢emo kasnije
dodatno komentarisati. Za sada napomena da je taj uslov dovoljnan ako je oblast D u
kojoj je taj uslov ispunjen jednostruko povezana. navodimo i dva primjera.

—ydx+xdy

Primjer 3. Posmatrajmo integral I = fk oy

pa je za svako (z,y) # (0,0)

. Uovom slucaju je P = —IQyTyQ, Q=
T
or  0Q y? — 2?
oy Ox (224 y2)?
Medjutim, posmatrani integral po bilo kojoj kruznici sa centrom u tacki O(0,0), ori-

jentisanoj suprotno kretanju kazaljke na satu, koja je parametrizuje jedna¢inama x =
Rcost,y = Rsint,t € [0,27] jednak je

[_/—ydx+xdy_/%RQCOSQt—i—RQsinzt
k 0

dt = 2m.
72 + 12 R2 &

Dakle, iako je ispunjen uslov P0y = % imamo da integral zavisi od puta integracije.

Razlog je ¢injenica da je tacka O(0, 0) singularna tacka polja ff(x, y) = P(z,y)i+Q(x,y)7,
odnosno oblast D = R?\ {(0,0)} u kojoj su parcijalni izvodi funkcija P i @ neprekidni
nije jednostruko povezana.

—ydx+xdy
2 +y2

, gdje je k kruzmica 22 + 3% = a?

Primjer 4 Izracunacemo integral I = fk
orijentisna suprotno kretanju kazaljke na satu.
Rjesenje. Jedna od paramatrizacija k koja definiSe orijentaciju suprotnu kretanju

kazaljke na satu je x = acost,y = asint,t € [0, 27]. Dobijamo da je

2 .
I Z/ [ as21n (—asint) + aC(;s acost]dt = 2.
0 a a

Primjer 5. U fizici se razmatra tzv. Gausov integral g = fk %ds, gdje je 7 vektor

AM koji spaja tacku A(zo,yo) sa promjenljivom tackom M (z,y) na glatkoj zatvorenoj



krivoj k, koja ne sadrzi tacku A, a 7 vektor normale na krivu k u tacki M. Predstavimo
ovaj integral kao integral vektorskog polja. Primijetimo da je
oL T, T — xg)cosa + (y — Cos
cos(F, i) = j:< _‘> _ ( 0) (v — %) 67
| |71
gdje su cos ar i cos B kosinusi pravca vektora 77, pi ¢emi znak + odgovara jednom ila znak
— drugom izboru neprekidnog polja normala na krivu k. Odavde slijedi da je

g=+ Y=Y% , T —To
e |veer|? lvecr|?
Pri tome su funkcije P = £, i Q = —=2% neprekidne zajedno sa svojim parci-
|veer| [vecr|

jalnim izvodima u svakoj tacki osim u tacki A, i u svakoj tacki razlictoj od A, vazi
%—2 = %—];.Odavdeslijedidaakokriva4k ne obuhvata tacku A, tada je g = 0.

Ako pak kriva k obuhvata tacku A, tada se kriva k moze parametrizovati na sljedeci
nacin: x =z + R(t) cost,y = yo + R(t)sint, t € [0,27]. Tada je

g i/o ”[R(t) sint(R'(t) cost — R(t)sint) R(t)cost(R'(t)sint + R(t) cost)]dt _ j:/0 o1

R2(t) a R2(t) R2(t)

Za krivu k koja obuhvata tacku A(xg,yo) sa noramalma usmjerenim na spoljnju stranu,
imamo g = 2.

Napomenimo da Gausov integral ima geomettisjki smisao: g je mjera ugla pod kojim
se iz tacke A vidi kriva k (uracunavajuc¢i da se ugao koji se opisuje radijus vektorom
iz tacke A, pri obilasku krive rac¢una sa znakom). Izracunacemo limg p)—o % §k<ﬁ, nyds,
gdje je S povrsina oblasti D, ograni¢ene konturm k, koju okruzuje tacku A(zo,yo), d(D
dijametra oblasti D, 7l

Primjer 6. Izracunacemo integrale Iy = [, (¢ — y*)dx i I, = [ (¢* — y*)dy gdje je k
dio parabole y = x? od tacke O(0,0) do tacke A(2,4)

RjesSenje. Primijetimo da je u opStem sludcaju, kada je kriv k po kojoj se integrali
grafik funkcije y = ¢1(x), od tacke A(ay,¢(a;) do tacke B(5 ¢(f2), odnosno ako je
jednacina krive k: = = pa(y),y € [, f2], tada su odgovarajuéi integrali

B2

B8
Ji = / Fla,y)de = / f(,p1(x))dx odnosno To = | F(paly), y)dy.
k «

a2

Primjenjujuéi ove formule, dobijamo da je

o6

2 4
I = / (2* —a)de = ——, I, = / (y —y*)dy = ——.
0 54 0

3. Grinova formula.

U teoriji polja Siroku primjenu ima Grinova formula koja povezuje rad vektorskog polja
po konturi v i dvostruki integral po oblasti ogranic¢enoj tom konturom.




Teorema 3.Neka je D C R? oblast ogranicena konturom ~. Ako su funkcije P : Q —
R i Q : Q — R neprekidno-diferencijabilne na skupu €2 koji sadrzi D U ~y, onda vaZi
Grinova formula

//D(alQ(ﬂ% y) — 0o P(x,y))drdy = 7£+ Pdz + Qdy,

pri cemu je u integralu na desnoj strani kriva v orijentisana suprotmo kretanju kazaljke
na satu, tj. tako da obilazeci krivu v oblast D ostaje sa lijeve strane.
Dokaz. Neka je vektorsko polje A definisano formulom A(z,y) = P(z,y)i+Q(z,y)], (z,y) €

Q. Tada je A = A, + A,, gdje je A = P(z, y);, Ay = Q(x, y)j Pretpostavimo da je oblast
D elementarna u odnosu na koordinatne ose, tj. da je D = {(z,y) : a < x < 3, fi(z) <
y< folx)} ={(z,y) :a <z <bgi(y) <x<go(y)}, gdje su fi i fo neprekidne funkcije.
Tada je v© = 71 + 72 + V3 + V4. gdje znak 7 + 7 oznacava nadovezivanje krivih, a «;
oznacava orjentisanu krivu pri ¢emu je orjentacija naslijedena od konture 7. Imamo da

jen = A{(z filx) : z € [, B2 = {(By) : y € [L(B), 2(B)]} s = {(z, falz) - x €
[, 8]}, 7a = {(a,y) 1 y € [fi(), fo()]}. Slijedi da vaze sledece formule

Odavde slijedi da je
B

7£de = f;j- ds = /jP(w, fi(z))d —/ P(z, fo(z))dz =

e

S druge strane, koriste¢i Fubinjevu teoremu, imamo

B fa(z)
/ / 0P, y)dady — / ( / (0,P (. y)dy) i —
D « fl(z)

/amp(x,fg(x)) — P(z, fi(z)))dz = —ﬁ Ads = — ]{ P(z,y)da.

g
Sli¢no se dokazuje da je

/D 51Q(x,y))dedy — 74 Ads = f’;ﬁ(x,y)dy.



Oduzimajuéi od poslednje formule prethodnu dobijamo

/81Qxy dxdy — /82 (x,y))dxd ]{ Agds—l—?{ Ads-]{ Ads.

Grinova formula je dokazana za slucaj kada je oblast elementarna. Ako se, na primjer,
krivom ~', oblast D dijeli na dvije proste oblasti D; i Dy i ako se za svaku od ovih
podobalsti napise Grinova formula, pa se odgovarujece jednakosti saberu, onda ¢e se
krivolinijski integrali [ A-ds= [ Pdx + Qdy po krivoj 7 jedanput pojaviti sa znakom
" +7 a jedanput sa znakom —”. Oni ¢e se dakle ponistiti i dobi¢emo da i u ovom sluc¢aju
vazi Grinova formula

/ / (1O y) — BaP e, y))dady — ]4 Pdz + Qdy,
D .

Napomena 1. Grinova formula vazi i ako se pretpostavi da je polje A neprekidno u
zatvorenoj oblasti D = U~y, neprekidno diferencijabilno u oblasti D i postoji integral

Napomena 2. Grinova formula vazi i ako je oblast D viSestruko povezana. Preciznije,
ako su I', v, ...,y konture takve da a) nikoje dvije od njih nemaju zajednickih tacaka;
b) kontura I' obuhvata konture 74, ..., v; ¢) ni jedna od kontura 74, ..., ne obuhvata
drugu i ako je D oblast koja se nalazi unutar konture I' a izvan kontura -, ..., onda
vazi jednakost

//(81Q(m,y)—82P(m,y))dxdy:]{ Pda:+Qdy+7{ Pdm+Qdy+---+7{ Pdx+Qdy,
D r+

0 e

koja se ¢esto zapisuje u obliku

/ / (0.0 y) — QP y))dardy = f Pde + Qdy,
D oD+

gdje je 70D™” granica oblasti orjentisana tako da oblast D prilikom obilaska granice
ostaje sa lijeve strane.

Dokaz gornje formule se izvodi tako Sto se konture 7; dopunkskim krivim linijama
~; spoje sa konturom I', tako da sve ove krive linije ograni¢avaju jednostruko povezanu
oblast. Primjenjué¢i Grinovu formulu na tako dobijenu oblast i uoc¢avajuéi da se integrali
po ; poniStavaju, dobijamo gornju formulu.

Posmatrajmo ponovo jednostruko povezanu oblast D C R? i pretpostavimo da su u
njoj definisane funkcije P i () kioje su neprekidne zajedno sa svojim parcijalnim izvodima

%—1; i %—g. Postavimo ponovo pitanje: koji uslov treba da zadovoljavaju funkcije P i @) da

bi krivoliniski integral €, P(z,y)dx + Q(z,y)dy po bilo kojoj konturi k koja lezi u D bio

jednak nuli. Ranije smo izveli neophodni uslov koji je glasio: %—P = g—Q. Sada, ako sa G
Yy T

oznac¢imo oblast ograni¢enu konturom k i primijenimo Grinovu formulu, dobijamo da ako
je ovaj uslov ispunjenm, tada je

z,y)dr + Q(x, y)dy0 @—8—]3 Ydxdy
A /15



Odavde slijedi da bi integral |, . Pdx + Qdy po proizvoljnoj zatvorenoj konturi koja lezi u
jednostruko povezaoj poblasti D bio jednak nuli, dovoljno je da bude ispunjen uslov

or  0Q
oy Oz
Kako je ovaj uslov i neophodan, zaklju¢ujemo da integral [ g Pdx + Qdy po krivoj koja
C¢iji je pocetak tacka A a kraj tacka B ne zavisi od oblika te krive, ve¢ samo oda tacaka A
iB.
Primjer 1. Neka je k glatka kontura i 7 (promjenljivi) jedini¢ni vektor normale na
k. Izracunati integral I = [ [z cos(7i, ) + ysin(7, j|ds.
Rjesenje. Napisimo gornji integarl kao integral vektroskog polja i primijenimo Gri-
novu teoremu. Imamo da je

I:/—ydx+xdy:2/ dxdy = 25(D),
D

gdje je S(D) povrsina obalsti D koaj je ograni¢ena krivom k.

Primjer 2. Izracunati fr 22dy — xy*dy gdje je je I' kruznica 2%+ y? = R? orijentisana
suprotno kretanju kazaljke na satu.

Rjesenje. Koristeéi Grinovu teoremeu imamo da je [ = f fD(x2 +y?)dzdy gdje je D
krug z2 + y? < R2. Prelazéi na polarne koordinate, dobijamo dalje da je

2 R 4
I:—/ dgp/ p‘%lpz—ﬂ.
0 0 2

Primjer 3. izraCunati krivolinijski integral I = [ Amo (€7 siny — my)dx + (e* cosy —
m)dy, gdje je AmO gornja polukruznica x? + y* = ax koja se obilazi od tacke A(a,0) do
tacke O(0,0).

Rjesenje. Primijetimo da racunamo integral vektorskog polja A= (e"siny — my);—k
e’ cosy — m)j Dopunimo krivu AmO do zatvorene krive k, dodavnjem duzi OA (arame-
trizaija te krive x = t,y = 0,t € [0, a]) 1 integral po toj duzi ozna¢imo sa I;. Orijentitanju
kazaljke na satu i primijenimo Grinovu teoremu na integral po krivoj k. Tada, ako je D
obalst ogranic¢enak krivom k, vazi:

I+1 = / (e” siny—my)dx+(e” cos y—m)dy+/ (€® siny—my)dx+(e® cosy—m)dy = // md:
AmO o) D

A
Pri tome je I; = 0, jer je skalarni proizvod vektora A(z(t),y(t)) i #'(t)i + v/ (t)] jednak
nuli. Dakle, I = m%’ﬁ.

Primjer 4. Izracunac¢emo limgp—o % f{ﬁ, nyds, gdje je S povrsina oblasti D ogra-
ni¢ene konturom k, koja okruzuje tacku A(zo,yo), d(D) dijameter oblasti D, 7i-jedini¢ni
vektor spoljasnej noramle konture k i F = Pi+ Qj vektorsko polje koje je neprekidno
-diferencijabilno u D U k.

Prvo primijetimo da je

I :7{|k<ﬁ,ﬁ>ds = %—Qdm—i—de,
k



a odavde, primjenom Grinove formule dobijamo

// @+8_Q Ydxdy.

Kada d(D) =— 0, tada se kontura k steze na tacku, pa primjenom teoreme o srednjoj
vrijednosti i zbog neprekidnosti podintegtralne funkcije dobijamo

OP(x0,y0) n 0Q(x = 0, o)
Ox oy )

1 -
lim — ¢ (F,n)ds =

§2 Povrsinski integrali

U ovom dijelu ¢emo razmotriti integraciju skalarnog odnosno vektorskog polja po
povrsima u R3. Mismo u prethodnoj glavi definisali povr$ i razmotrili noguénosti primjene
integrala u vezi sa nekim zadacima vezanim za povrsi. Ti primjeri (ukupna masa materije
rasporedene po odredenoj povrsi i protok fluida kroz povr§) mogu posluziti kao osnovni
primjer i za ilustraciju pojma integrala skalarnog odnosno vektorskog polja.

1. Definicija povrsinskog integrala

Definicija 1.Neka je p : Q0 — S glatka karta elementarne glatke povrsi S i f : D — R
skalarno polje definisano na skupu D koji sadrzi povrs S. Tada integral polja f po karti
@, koji oznacavamo sa ffgo f(z,y, 2)dS, definiSemo sledecom formulom

/ / fla,y,2)dS = / / Fp(u, )01 B(u, v) X [D2F(u, v)|dudv

Moze se dogoditi da integral na desnoj strani ne postoji. Tada ¢emo reéi da skalarno polje
f nije integrabilno po karti . Povrsinski integral skalarnog polja nazivamo povrsinskim
integralom prve vrste.

Ako je p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) onda je (v. 11.8.2),

|018(u, v) X |02@(u, v)|dudv = VEG — F?,
gdje je
E = (0161(u,v))* + (012(u, v))? + (01¢3(u, v))?,
G = (0201 (u, U)>2 + (0202 (u, U))Q + (O203(u, U))27
F = (0101(u,v)) 0201 (1, v) + (01¢2(u, v))Dapa(u, v) + (01¢3(u, v))D2p3(u, v).

Dakle, uz gornje oznake, formulu kojom se definiSe integral mozemo pisati u obliku
[ [ s = [ fatuo)yiw0), 2w 0) - VEG— Fdudo
%) Q

iz kojeg se vidi i kako treba racunati integral skalarnog polja po karti. Primijetimo
da ako je povr§ S parametrizovana jednacinom z = f(z,y),(x,y) € D, tj. ako je

p(u,v) = (w,0, f(u,0)), (u,v) € D, tada je VEG — F? = \/1 + (falz,9)? + (fy (2, 9))*.

Integral koji stoji na desnoj strani poslednje jednakosti. Napomeni da smo ovaj integral




sretali kada smo ra¢unali ukupnu masu (naelektrisanje) rasporedenu po povrsi S. U for-
mulama koje smo tamo pisali umjesto funkcije f stojala je gustina mase odnosno gustina
naelektrisanja.

Definicija 2. Neka je ¢ : Q0 — S glatka karta 1 A D — V3 vektorsko polje definisano
na skupu D koji sadrzi nosac (elementarnu glatku povrs) S = ¢(Q2). Tada integral polja
A po karti o, koji oznacavamo sa ff@ j(x,y,z)dg, definisemo formulom

/ Lﬁ(x,y,z>d§ = / /Q Alp(u,v)) - 913w, v) x D@ (u, v)dudo.

Na desnoj strani jednakosti pod znakom integrala stoji mjesoviti proizvod vektora ff(cp(u, v)), 018 (u
i Dr@(u, v). Integral na desnoj strani se pojavio kada smo pisali formule za izraGunavanja
protoka fluida kroz povrs S.

Ispisacemo jos nekoliko formula za povrSinski integral vektorskog polja. Neka je
fY(x,y,z) = P(w,y,z);+ Q(x,y,z)f—l— R(x,y,z)l;. Koriste¢i formule za racunanje mje-
Sovitog proizvoda i pretposatavljajuci da je ¢(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v) dobijamo da

je
B o | Ple(u,v) Qe(u,v)) R(e(u,v))
//A(x,y,z)dS: Ozx(u,v)  Owy(u,v)  O1z(u,v) |dudv
¢ Or(u,v)  Owy(u,v)  Oez(u,v)

U vezi sa pisanjem formula za povrsinski integral, primijetimo da iz formula za normalu

algg(“a U) X 826(“’» U)
‘8193<ua U) X 826(“% U)‘

slijedi da se integral vektorskog polja moze pisati u obliku

/ / (@,.05 = [ [ Aol ) - 0150,0) x Ol v)dud =

//fo(go(u,v)) Ty (u, v) - |01 P(u, v) X Oo@(u, v)|dudv

fy(u,v) =

Poslednji integral je zapravo integral skalarnog polja f = A -Ti,. Pri tome je uobicejeno da
se kod oznake za normalu izostavi slovo ¢ u indeksu, jer je u oznaci za integral napisano
da se radi o parametrizovanoj povrsi . Tako zaklju¢ujemo da vazi formula kojom se
uspostavlja veza izmedu povrsinskog integrala skalarnog i vektorskog polja:

///Tdﬁz//ﬁ-ﬁds.
® ®

Ako uglove Jedmlcnog vektora normale prema koordinatnim osama oznacimo sa o, 51 7,
onda je 7@ = cosai + cos 3] + cosvk. Ako je jos A(a; y,2) = Plx,y,2)i + Q(x,y,2)] +
R(z,y,z )k, onda je A-ii=Pcosa+ @ cos B + R cosv, pa se koristi i sledeca jednakost

///ngz//Pcosoz—k@cosﬁ—chosy)dS
¢ ¢



Ako se dS interpretira kao povrsina, onda su proizvodi d.S cos a, dS cos 3, d.S cos vy povriine
projekcija na yz, zz i xy ravan. Tada se moze pisati jo$ jedna formula za povrsinski integral

/ / AdS = / / Pdydz + Qdzdz + Rdzdy.
¥ ¥

Povrsinski integral vektorskog polja po karti nazivamo povrsinskim integralom druge vrste.

Napomena. Povrsinski integrali mogu biti definisani i na drugi nacin, ponavljajuéi
postupak koji smo sproveli kada smo racunali ukupnu masu rasporedenu po povrsi S i pro-
tok polja kroz S. Neka je polje S definisano kartom ¢ : 2 — S i skalarno polje f definisano
na D D S. Podijelimo povrs S na parcad Aq,..., A, i ako se u svakom parcetu A; izabe-
rimo po jednu tacku M;. Tada se u integralnoj sumi f(M;)P(Aq)+- - -+ f(Mg)P(Ay) sabi-
rak f(M;)P(A;) moze aproksimirati sa f(M;) P(A;) =~ f(o(us,v:))P(§4) VEG — F2|(4,.0,),
gdje je p(£2;) = A;. Grani¢na vrijednost ovih suma se naziva povrsinskim integralom ska-
larnog polja f po povrsi S.

Sli¢no, ako je na oblasti D O S definisano vektorsko polje /Y, i ako je povrs S, koja
orjentisana pomocu neprekidnog polja normala 77, izdijeljena na parcad Ay, ..., A, onda
se moze formirati integralna suma A(M;) - (M) P(Ay) + - + A(My) - (M) P(Ay).
Ako ove sume konvergiraju kada diam ; = ¢~ '(A;) — 0, onda kazemo da je polje A
integrabilno na S a grani¢nu vrijednost suma nazivamo povrsinskim integralom polja A
po povrsi S orjentisanoj pomoc¢u normala 7. Pokazuje se da su ove definicije ekvivalentna
sa definicijama 1 i 2 povrSinskog integrala skalarnog odnosno vektorskog polja.

Definicije povrsinskih integrala skalarnog i vektorskog polja se prirodno uopostavaju
na integraciju po karti koja je dio po dio glatka i na integraciju po uniji takvih karata
@; : ; = 51, naravno pod uslovom da su presjeci S; N .S; povrsine nula.

Sto se tice problema egzistencije integrala skalarnog i vektorskog polja, tu, sli¢no kao
kod krivolinijskih integrala treba uociti da su ovi integrali definisani preko dvostrukih
integrala, pa se na to pitanje moze odgovoriti, recimo, primjenjujué¢i Lebegovu teoremu

-

o integrabilnosti funkcije. Tako na primjer ako je karta ¢ : Q@ — S glatka a polje f(A)

neprekidno na D O S, onda je f (ff) integrabilno na S.
2. Veza izmedu povrsinskog integrala skalarnog i vektorskog polja. Za-
mjena parametra. Osnovna svojstva povrsinskih integrala.

Veza izmedu povrsinskog integrala skalarnog i vektorskog polja je veé izvedena u pret-
hodnoj tacki. Ostaje nam da samo formulisemo odgovarajucu teoremu.

Teorema 1.Neka je ¢ : Q0 — S glatka karta i A: D — V3 vektorsko polje definisano
na skupu D koji sadrzi povrs S. Tada vazi jednakost

///Tdﬁz//ff-ﬁds.
¥ ¥

Smisao tvrdenja u teoremi je da ako postoji jedan od ova dva integrala onda postoji i
drugi i vazi gornja jednakost. Druga napomena u vezi sa jednakos¢u je da ona, uz mala
dodatna objasnjenja, vazi i kada je karta dio po dio glatka.

Povrs S moze biti parametrizovana na razli¢ite nacine. Postavlja se pitanje: da li
su integrali vektorskog odnosno skalarnog polja po takvim povrsima jednaki? Ako bi



odgovor bio pozitivan onda bismo umjesto da govorimo o integralu po parametrizovanoj
povrsi mogli govoriti o integralu po povrsi. Odgovor se moze naslutiti iz primjera u kojima
se vidi da se integral skalarnog polja pojavljuje kada se racuna ukupna masa materije koja
je rasporedena po povrsi te da se integral vektorskog polja pojavljuje kada se izracunava
protok fluida kroz povrs. Moze se dakle ocekivati da integral skalarnog polja ne zavisi
od toga kako je zadata povr¢ a da ce integral vektorskog polja promijeniti znak ako se
prede na kartu koja ¢e promijeniti orjenatciju povrsi. To uostalom sugerise i formula
Ik f@ AdS = [ fw A -7dS, jer ¢e se u integralu na desnoj strani ove jednakosti promjenom
orjentacije krive promijeniti smjer jedini¢nog vektora normale, odnosno podintegralna
funkcija ¢e promijeniti znak. Precizno, vazi sledeca teorema.

Teorema 2.Neka su p : Q2 — S i : Q — S glatke karte pri cemu je karta ¢ : ' — S
nastala od karte p : Q — S zamjenom parametra posredstvom difemorfizma w : Q' — €.

a) Ako je f: D — R, (D 2 S) skalarno polje onda je ff@ fdS = ffw fds.

b) Ako je A:D— V3 (D 2 S) wektorsko polje onda je ff(p AdS = effw AdS, gdje
je € = €(p,v) =1 ako su karte ¢ i ekvivalentne i e(p,v) = —1 ako karte ¢ i ¢ nijesu
ekvivalentne.

Dokaz. a) Imamo da je

//wde - //Q, Fab(u,v")) - |0 (', 0') x By (u, ") | dd' do’

Pri tome je ¢ (v, v") = p(w(u',v")). Izvrsimo zamjenu promjenljivih postavljajuéi (u,v) =
w(u,v"), odnosno (u',v") = w ™ (u,v). Koriste¢i jednakost (v. I11.8.2)

DU, v") x Oob(u' V') = 0y B(u, v) X BsF(u, v) - detw' (', 0)

dobijamo

[ st o) x duital )l =
// flo(u,v)) - |018(u, v) X BaB(u,v)|| det ' (u',v")|| det(w)—1"(u, v)|dudv =

//Qf(@(ua v)) - 1018 (u, v) x Ba@(u, v)|| det w'(u', v")|(w)—1"(u, v)|dudv =

//Qf(ﬁp(u,v)) 101 (u, v) x Os@(u, v)|dudv = //pfdg_

b) Za integral vektorskog polja, polazeéi od definicije i vrSeéi smjenu promjenljivih,
kao u a), dobijamo

//AdS // ) - (') x Do (u, o) du'du’ =
// Alp(w(', ")) - 13w (W', v") x Ba@(w(w!,v")) - - - det ' (v, 0 )du'dv' =
// ) - 01B(u,v) X Da@(u, v)dudv' - - - det w'(u', v")



c / /Q Flo(u, ) - [018(, v) x Ba@(, v)|dudv = € / [D AdS.

Dokazano je i tvrdenje b).

U dijelu koji se odnosi na povrsinski integral prve vrste teorema tvrdi da se moze
govoriti o integraciji polja po povrsi, jer je svejedno pomocu koje je prametrizacije povrs
zadata. U stvari je uobicajeno da se govori o povrSinskom integralu skalrnog polja po
povrsi i da se u oznaci integrala ne koristi oznaka za parametrziovanu povrs veé¢ oznaka
za povrs. Izbor parametrizacije postaje vazan tek kada se postavi pitanje izra¢unavanja
integrala a onda se ima potpuna sloboda izbora. Sto se tice integracije vektorskog polja
promjenom parametrizacije moze se (ali ne mora) promijeniti znak integrala. Eventualana
promjena znaka je vezana za izbor parametrizacije koji mijenja orijentaciju povrsi. Tako
se o povrsinskom integralu vektorskog polja moze govoriti kao o integralu po orijentisanoj
povii, i to je uobifajena terminologija, a u vezi sa tim se mijenjaju i oznake. Sto se
oznaka tice, specijalno za integraciju po zatvorenoj povrsi koja je orjentisana pomocu
spoljnih normala koristi se oznaka f f g

Na kraju dajemo i nekoliko primjera primjene i ra¢unanja povrsinskog integrala.

Primjer 1. Ako je po povrsi S rasporedena materija sa povrsSinskom gustinom
p(z,y,2), (x,y,2) € S. Ukupna masa takve povidi S iznosi [ [, p(z,y, 2)dS. Specijalno,
povrsina povidi S se ra¢una po formuli [ [ dS.

Povrsinski integral se, dakle, moze koristiti za izracunavanje mase materije rasporedene
po S.

Koordinate tezista iste povrsi S racunaju se po formulama

. [ Jgzp(z,y, 2)dS v — I Jsup(x,y,2)dS L [ Jozp(z,y, 2)dS

(& c Y

c

m m m
gdje je m = [ [¢p(x,y,2)dS.
Primjer 1. Izracunati /| = [ [(—=2— gdje je S dio cilindri¢ke povrsi z =

[224y2422’
rcosu,y =rsinu,z =0,0<27,0<v < H.
Rjesenje. Povrs je parametrizovana, pa direktnom primjenom definicije imamo

™ i dudo i dv H++r? + H?
I = —_— = 2r7 ——— =2r7ln .
o Jo Vrz4? 0 Vr24o? R

Primjer 2.Izracun¢emo povrsinu dijela X sfere izmedju dva meridijana i dvije paralele.
Parametrizacija povrs u sfernim koordinatama koje odgovaraju geografskim kooordina-
tama je £ = Rcosucosv,y = Rsinucosv,z = Rsinv,—p <u<m, —7/2<v<7/2. (u
je dakle geografska duzina a v geografska Sirina). Akoje IT = {(u,v) : u; < u < ug;v; <
v < vy}, tada je trazena povrsina

S = //dS: // R? cosvdudv = R*(uy — uy)(sin vy — sinwy).
> I

Specijalno, di povrsi koji se nalazi izmedju 30-te i 60-te paralele ima povrSinu S =
2R2m(L2 — 1),
Primjer 3. Izracunacemo I = [ fSigma 22dS, gdje je ¥ povrs konusa /22 + 2 < z <

2., 2% + y? < 4. Povrs Sy se parametrizuje prosto sa z = 2, 2% + y? < 4.




Neka je ¥jomotac a Y5 osnova konusa. Tada je

1:// z2ds+// 2%dS.
21 22

Povrs 3 zadajemo jednacinom z = \/x? + y?. Tada je

Zadatak. Napisati formule za momente inercije povr$i u odnosu na kooordinatne
ravni, ose i koordinatni pocetak.

Zadatak. Neka je povr§ S zadata formulom f(z,y,z) = 0. Dokazati da je protok II

polja A kroz povré S jednak II = i fs ﬁ%&df{ds.

Primjer 4. Izracuna¢emo integral I = ffz 2?y?22dxdy, gdje je ¥ donja (unu-
trasnja) strana polusfere 22 + y? + 2?2 = R? 2 > 0. Koristimo parametrizaciju z =
VR — 22 — 92 2% +y? < R?. Tada je , uimajuéi u obzir da se radi o integralu po donjoj

povrsi polusfere,
I = —// 2?y*\/ R — 22 — y2dxdy.
D

Prelaskom na polarne koordinate dobijamo

27 R 27TR7
I= —/ cos? ¢ sin’ <pdgo/ PP/ R? — p2dp) = —
0 0

105

Primjer 5. Izracunacemo integral I = fz+ xdydz + ydzdx + zdzdy, gdje je T ona
starna povrsi x = vcosu,y = vsinu, z = v, (u,v) € [0, 7] x [0, 1], koja se ne vidi iz tacke
A(0,0,1).

Rjesenje. Primijetimo da je 22 +y? = 22, §to znadi da je ¥ konus koji se moZe opisati
jednac¢inom z = /2% 4+ y2, (z,y) € [0, 7] x [0, 1]. Tada je vektor normale te povrsi jedank
vektorskom proizvodu vektora —wv sin ui + v cos uj, 1 cos ui + sin uj + /3, i taj vektor ima
koordinate ima koordinate (vcosu,vsinu, —v) i ova parametrizacija odredjuje opisanu
orijentaciju povrsi X. Slijedi da je

I= //O, 7] x [0,1](v* cos® u + v? sin® v — v*)dudv = 0.
[

Primjer 6. Izracuanéemo integral I = ffs+ xdydz + ydzdx + zdxdy, gdje je ST

gornja strana povrsi 22 + y? + 2% = a®.

Rjesenje. Iz razloga simetrénosti, imamo da je

//|S+a:dde—// ydzdx—/ zdxdy,
S+ S+

pa je dovoljno izra¢inati integral I; = [ [, zdzdy. Koristeci parametrizacije z = \/a? — 22 — y — 2
gornje starne S; povrsi S i parametrizaciju z = —y/a? — 22 — y? donje strane Sy povrsi
S, prelaskom na polarne koordinate, dobijamo

2w a
4
11:2// \/aQ—xQ—y2dxdy:2/ dgp/p a2 — p? = —a’r.
z2+y2<a? 0 0 3




3. Formula Gaus-Ostrogradskog. Divergencija vektorskog polja.

U prethodnom paragrafu smo izveli Grinovu formulu i time pokazali da postoji veza
izmedu krivolinijskog integrala po konturi i dvostrukog integrala po oblasti koja je ogra-
ni¢ena tom konturom. Sli¢na veza postoji i izmedu povrsinskog integrala po zatvorenoj
povrsi i trostrukog integrala po oblasti koja je tom povrsi ogranicena.

Teorema 1. Neka D C R3 oblast ¢ija je granica dD dio po dio glatka zatvorena pouvrs.
Ako vektorsko polje A=Pi+ QJ + Rk : U — V3 neprekidno diferencijabilno v oblasti U
koja sadrzi skup D U 0D, onda vazi formula Gaus-Ostrogradskog

// ffdgz///(81P+82Q+83R)dxdydz.
oD+ D

Dokaz. U gornjoj formuli P, @ i R su funkcije tri promjenljive a 9y, 0y i 03 oznacavaju
izvode po prvoj, drugoj i tre¢oj promjenljivoj. Znak "+"kod 0D oznacava da je ta granica
je orijentisana pomocu spoljnih normala. Prtetpostavimo da je D elementarna u odnosu
na z—osu, odnosno da je D = {(z,y,2) : (z,y) € Q, fi(z,y) < 2z < fo(x,y)}. Granica
0D se sastoji od tri dijela 0D = Sy U Sy U Sy, pri ¢emu je S = {(z,y, fi(z,v)) : (z,y) €
0}, Sy = {(z,y, fa(z,y)) : (x,y) € Q}, dok je Sy cilindricka povrs: Sy = {(z,v,2) :
(z,y) € 09, fi(z,y) < z < fo(z,y)} Povrs S; je orjentisana tako da normale sa z-osom
zahvataju tup ugao, normale na povrs Sy zahvataju sa z-osom oStar ugao. Normale na
Sp su paralelne sa xy-ravni.

f2(l’,y)
///33 (x,y, 2 dxdydz-/// R(z,y,2)dz)dzdy =
1(z,y)

//Q[R@’ Y. folz,y)) = R(z,y, fi(z,y))]dedy.

Iz karte povrsi S; imamo da vektor jedini¢ne normala 77, = (;+ 0-7+ (91f1E) x (0 - i+
J+ (92fll;) = —81 f1i — Do f1] + k sa z-osom zahvata oStar ugao. Da bismo sve uskaldilli sa
orjentaicijom povrsi Sy, treba za vektor normale birati vektor —m; . Sli¢no, za povrs S,
imamo da je iy = —0, f11 — partials fo] + k, i ova karta je saglasna sa orjentacijom povrsi
S,. Sto se tice povrdi Sy, imamo da je o = o + 3j. Ukupno je

//S+des_ //S+ (z,y, 2)k-ii1dS = //S+ (z,y,2 S:—/LR(x,y,fl(x,y)>dxdy,

// RE-dgz// R($,y,z)g-ﬁ2d5:// R(x,y,z)dS://R(x,y,fg(x,y))dxdy,
SF st S Q
// ng-dgz—// R(x,y,2)k - pdS = 0.
S5 sy

Sabirajuéi ove integrale zaklju¢ujemo da je

// Rl;-dg:///83R(x,y,z)dxdydz.
oD D



Ako pretpostavimo da je oblast D elementarna u odnosu na z-osu i y-osu, onda na
isti nacin mozemo dobiti i jednakosti

// P;dgz///81P(:U,y,z)dxdydz,/ Q;-dgz///82Q(x,y,z)dmdydz.
oD D oD D

Sabirajuci poslednje tri jednakosti dobijamo formulu Gaus-Ostrogradskog.

Formulu za slucaj kada oblast D nije elementarna u odnosu na koordinatne ose ne¢emo
dokazivati.

Napomenimo da, kao i Grinova formula, formula Gaus-Ostrogradskog vazi i u opsti-
jem sluc¢aju. Naime, ako je polje A neprekidno u zatvorenoj oblasti D = D U dD a
neprekidno-diferencijablno na D, onda vazi formula Gaus-Ostrogradskog. Formula Gaus-
Ostrogradskog vazi i kada je oblast D mnogostruko povezana. Preciznije, ako se granica
oblasti D sastoji iz zatvorenih dio po dio glatkih povrsi I',T'y, ..., I, tako da a) nikoje

dvije od njih nemaju zajednickih tac¢aka; b) povrs I' obuhvata povrsi I'y,...,T'x ; ¢) ni
jedna od povrsi I'y, ..., 'y ne obuhvata drugu, d) oblast D se nalazi unutar povrsi I' a
izvan povréi I'y, ..., 'y, onda vazi formula

// [fdgz///(81P+82Q+83R)dxdydz.
oD+ D

Pri tome znak ” +” kod oznake za granicu 0D oznacava da je granica dD orjentisana tako
da sve normale idi van oblasti D, tj. povrs I' je orjentisana pomocu spoljnih normala a
povrsi I'y, ..., 'y pomocéu unutrasnjih normala.

Primjer 1. Izracunati integral I = [ fs+ v3dudz +y3dzdx + 23 dwdy po spoljnoj strani
omotaca konusa K : 22 + 9% < 22,0 < 2 < 1.

Rjesenje. Oznacimo sa I; integral po spoljnoj strani cijele povrsi konusa, a sa I
integral po gornjoj strani osnove. Tada je I + I = I;. Pri tome, koriste¢i formulu
Gaus-Ostrogradsog, i prelaskom na cilindricke koordinate dobijamo

1 2 z
I, = 3/// (2% +y* + 2*)dadydz = 3/ d,z/ dgp/ (p* + 2%)pdp = 371
K 0 0 0 10

Primjer 2. Izracuna¢emo [ = fs+ xdydz + ydzdzx + zdxdy, gdje je ST spoljna strana
sfere 22 + y? + 22 = a®. Oznacimo sa V loptu 22 + y? + 2?2 < a?. Primjenom formule
Gaus-Ostrogradskog dobijamo:

I = 3/// drdydz = 4a*~.
1%

Primjer 3. Neka je ST spoljna povrs kocke V : 0 < 2 < a,0 <y < a,0 <z < a.
Izracuncemo integral I = [ [, a’dydz 4+ y*dzdx + z*dzdy. Primjenom formule Gaus-
Ostrogradskog, dobijamo: (sa V' ozna¢vamo tijelo ograni¢eno povrsi S:

I:///(x+y+z)dxdydz:/ dat/ dy/ (z +y+ 2)dz = 3a™.
v 0 0 0



Primjer 4. Izrav cunacemo integral I = f5+ 22dydz + y3dzdx + 2dxdy, gdje je ST
spoljna strana sfere 22 4+ 3% + 22 = a%. Primjenom formule Gaus-Ostrogradskog a zatim
prelaskom na sferne koordinate imamo (sa V' oznacena je lopta ograni¢ena datom sferom):

I 2w a 12
I=3¢ // (z[2 + y* + 2D dwdydz = 3/ sin gpdcp/ d@/ pldp = gmf.
v 0 0 0

Posmatrajmo vektorsko polje © : D — V3 brzina stacionarnog proticanja tecnosti
definisano u oblasti D. Neka je tial() granica oblasti {2 C D zatvorena dio po dio glatka
povrs. Ako granicu 0Q orjentiSemo pomocu spoljasnjih normala, integral [ [, 7dS ce
biti pozitivan ako iz oblasti €2 istice viSe te¢nosti nego Sto u nju uti¢e i negativan u

suprotnom. Ako je ovaj integral jednak nuli onda je to znak da ili u oblasti nema ni

f f(’)Q 17d§
(&)

izvora ni ponora ili da se oni medusobno poniStavaju. Ako napravimo koli¢nik
onda ¢e on predstavljati srednju izvornu moc¢ oblasti €.

Definicija 1.Neka je A:D — V3 i M tacka iz oblasti D. Divergencija vektorskog
polja A u tacki M je broj div /Y(M) u tacki definisan formulom

U gornjoj formuli 052 je zatvorena dio po dio glatka povrs orjentisana pomocéu spoljnih
normala koja ogranicava oblast 2 C D, dok znak "2 — M"” oznacava da diam {2 — 0 ali
tako da M € Q.

Fiziski, divergencija mjeri izvornu mo¢ polja A u tagki.

O tome kako se moze izracunavati divergencija vektorskog polja u zadatoj tacki vazi
sledec¢a teorema:

Teorema 2.Neka je A="Pi+ Qj'—k Rk : D — V3 vektorsko polje koje je neprekidno-
diferencijabilno u oblasti D. Ako je M € D, onda je

Dokaz. Neka je 0f) zatvorena dio po dio glatka povrs koja obuhvata oblast 2 C D,

pri zemu M € D. Na osnovu formule Gaus-Ostrogradskog i teoreme o srednjoj vrijednosti
integrala, slijedi jednakost

//Gﬁffdgz ///9(81P+82Q+33R)dxdydz = (1 P(M")4+0,Q(M")+03 R(M')-11(Q2).
gdje M’ € Q. Odavde slijedi da je

[ [094dS
1(9)

kada diam Q — 0,Q2 > M, (jer tada M’ — M a polje ffje neprekidno diferencijabilno).

= (WP(M') + 0,Q(M') + 0sR(M') — (01 P(M) + 0,Q(M) + dsR(M).



Poslije ove teoreme formulu Gaus-Ostrogradskog mozemo pisati u obliku

// A’dgz///dwgdxdydz=///dwffdv.
0D+ D D

Zadatak 3. Izracunati divergenciju sferno-simetri¢nog polja A = f(r) - 7, gdje je 7 =
wi+yj+zkir =| 7.

Zadatak 2. Izracunati divergenciju polja ugaonih brzina tijela koje rotira oko z-ose
ugaonom brzinom & = wE, pri ¢emu je intenzitet w ugaone brzine & konstantan.

Neka je T C R?® jednostruko povezana oblast (to znaci da ako je ¥ zatovrena povrs
koja lezi u T', tada i oblas G ograni¢ena sa ¥ lezi u D) i P, @, R neprekidne funkcije na
oblasti T'. eak je A=Pi+ Qj + RE. Objasnic¢emo kakve uslove funkcije P, @ i R treba
da zadovoljavaju pa da povrsinski integral

/ / Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
S

po svakoj zatvorenoj povrsi S koja lezi U T bude jednak nuli? Slican zadatak za kri-
volinijski integral i funkcije dvije promjeljive rjesavali smo pomoc¢u Grinove formule. Na
ovo pitanje ¢emo odgovoriti koris¢enjem teoreme Gaus-Ostrogradskog, pretpostavljajuci
pri tome da su funkcije P,@ i R neprekidno-diferencijabiljne na 7. Iz formule Gaus-
Ostrogradskog odmh dobijamo dovoljan uslov

oP 0Q OR S

—+ —+—=0,t. +A=0naT.

or Oy 0z )
Ovaj uslov je i neophodan. Zaista, ako je My(xo, yo, 20) tacka iz oblasti 7" i ako posmatramo
zatvorenu povrs ¥ C T' koja obuhvata tacku My, i ako sa V(%) oznac¢imo zapreminu tijela
T (%) koje ogranicava povrS 3, tada primjenom formule Gaus. Ostrogradskog, iz uslova

oP 0@ OR
9 "oy "o 0

slijedi da je

5P 8@ OR ! )
///T(2 0:6 az — )dzdydz = (E)//E(dedz+dedx+Rdxdy_0

Odavde, prelazeéi na grani¢nu vrijednost kada diam(X — 0) tj. kada T'(X) — M,,
koristec¢i teoremu o srednjo vrijednsoto, imajué¢i u vidu da su parciajni izvodi funkcija

P, @ i R neprekidni, dobijamo

(9P(x0,y0, Zo) + 8@(1’0, Yo, Zo) + 8R($07y0, Zo)

ox dy 0z =0

ili u kracem zapisu +fY(M0) = 0 za proizvoljnu tacku My € T, tj. = A=0.
Primjer 5. Ponovo ¢emo racunati Gausov integral G = | Sigma COS%") ds, gdje je

’I‘

7 vektor MoM koji spaja tacku fiksiranu tacku My(zo, Yo, 20) sa promjenljivom tackom



M (z,y, z) na glatkoj zatvorenoj povrsi X, koja ne sadrzi tacku My, a @ vektor normale na
povrs X u tacki M. Predstavimo ovaj integral kao integral vektorskog polja. Primijetimo
da je

cos(7, 1) =

(ry1)  (z—xo)cosa+ (y —yo)cos B+ (2 — 2p) cosy
| 7] ’

gdje su cosa cos i cosy kosinusi pravca vektora 77. Odavde slijedi da je

y — % — 20
3 sdzdr + zdxdy
\vecr! ]Uecr] |vecr\
Pri tome su funkcije P = 0 Q = L4 1 R = =2 neprekidne zajedno sa svojim
\vecr| ) |vecr| Jveer]|

parcualnlm izvodima u svakoj tacki osim u tacki A, i u svakoj tacki razli¢toj od M,, vazi
836 + 8y + %]j = 0 u svakoj tacki razli¢itoj od M. Odavde slijedi da ako povrs ¥ ne
obuhvata tacku M, tada je G = 0.

Ako pak povrs ¥ obuhvata tacku My, i ako je S sfera poluprecnika R sa centrom u
My, koja je obuhvacena povrsi ¥, tada je prema formuli Gaus-Ostrogrdskog

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = // — // Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = 0,
(SUS)+ s+ S+

pa je dovoljno rac¢unati integral po sferi dovoljno malog polupre¢nika. Tada je cos(7, 7)) = 1
paje G = [ [¢, 95 =4r.

Cirkulacija i rotor vektorskog polja. Stoksova teorema

U primjeni teorije polja posebno je interesantan rad tj. krivolinijski integral) vektor-
skog polja po zatvorenim krivim linijama. Rad vektorskog polja po zatvorenoj krivoj liniji
k se naziva cirkulacija vektorskog polja po krivoj k. Cirkulacija se oznacava sa fk Ads.

Objasnimo fizicki smisao cirkulacije vektorskog polja. Neka je ¢ vektorasko polje
brzina stacionarnog proticanja tec¢nosti. Zamislimo slede¢i eksperiment. U oblast D
u kojoj je polje definisano postavlja se tocak sa lopaticama rasporedenim po obodu k.
Cestice tecnosti djelujuci na lopatice stvaraju rotacione momente ¢iji je ukupni rezultat
rotacija tocka oko ose koja je normalna na ravan tocka. Rotaciono dejstvo polja brzina
u svakoj tacki M se karakterise tangencijalnom komponentom brzine (M) na kruznicu
k. Ukupno rotaciono dejstvo se izrazava integralom fk sds, dakle cirkulacijom vektorskog
polja. Dakle, cirkulacija vektorskog polja izrazava njegovu rotacionu sposobnost oko nekog
pravca. Iz same formule za cirkulaciju je jasno da cirkulacija zavisi i od ugla izmedu polja
i tangente na krivu po kojoj se cirkulacija ra¢una.

A sada mozemo definisati rotor vektorskog polja.

Definicija 1.Rotor rot fT(M) vektorskog polja A:D = V3 definisanog u oblasti D
u tacki M € D je vektor cija je projekcija 11z rot fY(M) na proizvolyni jedinicni vektor n
definisan formulom B

I1; rot fT(M) = lim —OmtkAdS
k=M pu(Q)
pri cemu je k kontura koja okruzuje tacku M, leZi u ravni m normalnoj na vektor 1 i
sadrzi tacku M, € oblast u toj ravni ogranicena konturom k,u(Q2) povrsina skupa Q a
"— M "oznacava da diamk — 0, M € Q).



Objasnimo jo$§ jednom gornju definiciju. Dakle, za izabranu tacku M iz oblasti D
u kojoj je polje A definisano rotor polja u toj tacki je vektor koji se definiSe tako Sto
se definisu njegove projekcije na bilo koji drugi vektor. Ta definicija projekcija izgleda
ovvako. Izabere se vektor 77 ¢iji je pocetak u tacki M. KonstruiSe se ravan 7 koja sadrzi
tacku M i normalna je na 7i. Zatim se biraju konture k£ u ravni 7 koje okruzuju tacku M
i leze u ravni . Koli¢nik cirkulacije vektorskog polja po takvoj konturi k£ i povrsine koju
ta kontura obuhvata je broj koji se moze intepretirati kao prosjecna rotaciona sposobnost
u dijelu okruzenom konturom k. Grani¢na vrijednost tog koli¢nika (naravno ako postoji)
kada se kontura k steze na tacku M je projekcija rotora na vektor 7.

Izvedimo formule za izracunavanje rotora vektorskog polja u zadatoj tacki.

Teorema 1.Neka je A="Pi+ Q;’—F Rk : D — V3 vektorsko polje koje je neprekidno-
diferencijabilno u oblasti D. Ako je M € D, onda je

rot A(M) = (8,R(M) — partialsQ)i + (9sP(M) — O\ R)j + (01Q(M) — 8, P)k.

Dokaz. Izracunajmo, na primjer, projekciju vektora rot fT(M ) na z-osu, odnosno na
vektor k. To ¢e biti treca koordinata vektora rot ff(M ). Neka je v kontura koja lezi u ravni
7 koja je normalna na z-osu i okruzuje tacku M = (xo, yo, 20) € D, projekcija konture
~ na xy-ravan ) dio ravni xy ograni¢en konturom ~’ Tada, koriste¢i Grinovu teoremu i
teoremu o srednjoj vrijednosti, imamo

§ A= § (Pl +Qoy s = [ [ 00y, 20) - 0P,y ))dody
v v Q

(01Q(M') = O, P(M) - (€2).

Odavde, posmatrajuéi grani¢ni proces kada se kontura v steze na tacku M, imamo da
M' — M, pa zbog pretposatvljene neprekidnosti svih parcijalnih izvoda, dobijamo da je
projekcija vektora rot A(M) na vektor k jednaka (0,Q(M) — 0, P(M). Sli¢no se izvode i

formule za preostale dvije koordinate vektora rot A(M).
Napomena. Rotor vektorskog polja A = Pi + Q] + Rk moZe se definisati relacijom

, i x Ad
rot A(M) = 911111\14 —f fagﬂfr&; 5
-

U ovoj formuli 02 je zatvorena dio po dio glatka povrs koja ograni¢ava oblast (2
D, 7 je polje jedini¢nih spoljnih normala na 02, dok znak "€ — M"oznacava da )
D, diam Q — 0, ali tako da M € €.

Pokazimo da je gornja formula ta¢na. Zaista, ako je 7 = cos i+ cos 5]—# coS 712, onda,
koristeci definiciju i formulu za divergenciju dobijamo da je prva komponenta jednaka

i J [5(Rcos B —Qcosv)dS
Q—M ILL(Q)

C
C

= div(Rj — Qk)(M) = 0, R(M) — 35Q(M)

a to je tacno treca komponenta vektora rot fT(M) Sli¢no se pokazuje da su i ostale dvije
komponente jednake odgovarajué¢im komponentama vektora rot A(M).



Zadatak. Izrac¢unati rotor polja brzina krutog tijela koje rotira oko nepokretne tacke
ugaonom brzinom &.

Zadatak. Dokazati da je vrtloZnost vektorskog polja (projekcija rotora na izabrani
pravac) najvecéa u pravcu rotora tog polja.

Stoksova formula je uopstenje Grinove formule na polja koja su definisana u prostoru.
U njoj se ustanovljava veza cirkulacije vektorsko polja sa protokom rotora tog polja. Da
bismo formulisali odgovarajucu teoremu uveséemo nekoliko pojmova.

Definicija 1.0blast Q C R? je jednostruko povezana ako svaka zatvorena povré koja
lezi u §2 ogranicava oblast koja takode lezi u €.

Definicija 2.0blast Q C R? je prostopovezana ako za svaku dio po dio glatku zatvorenu
krivu v C € postoji dio po dio glatka povrs S C Q koja je oslonjena na krivu 7.

Posmatrajmo skupove D = R*\ {(0,0,0)},D' = R*\ {(0,0,2) : z € R}. Oba ova
skupa su obalsti, dakle i povezani skupovi. Pri tome je skup D prostopovezan alo nije
jednostruko povezan, dok je skup D’ jednostruko povezan ali nije prostopovezan.

Neka je S dio po dio glatka zatvorena povrs ¢iji je kraj dio po dio glatka zatvorena
kriva v. Povrs S se orjentiSe pomocu normala a kriva v ukazivanjem nacina obilaska krive.
Za ove dvije orjentacije se kaze da su saglasne ako kada se gleda sa vrha normale povrs S
po krivoj 7 obilazi suprotno kretanju kazaljke na satu, odnsono tako da S ostaje sa lijeve
starne krive.

Teorema 2.Neka je A:D V3 neprekidno-diferencijabilno vektorsko polje defini-
sano u prostopovezanoj oblasti D, S C D dio po dio glatka povrs oslonjena na dio po dio
glatku krivu v C D. Tada vazi Stoksova formula

]{ Ads — / / rot A5
At S+

pri cemu znaci” +7 kod oznake za krivu i za povrs znace da su kriva vy i povrs S saglasno
orjentisane.

Dokaz. Podijelimo povrs S na djelove S, . .., Sk, koji su ogranic¢eni dio po dio glatkim
krivim 7, ..., 7. Posmatrajmo parce S;. U tacki M; € S; postavimo tangentnu ravan 7;
i normalu 7i;. Neka je 4/ projekcija krive v a S} projekcija povrsi S; na ravan 7. Oznacimo
sa 1(S;) 1 1(S)) povrsine djelova S; 1 .S!. Na osnovu definicije rotora slijedi da vazi ednakost

A5 = s (1ot AOL) - u(S) + o{u(S))
v
Ako je podjela povrsi S dovoljna usitnjena onda ¢e vaziti jednakost
7{ Ads = Ty, (rot AOML)) - p(S5) + o(u(S5)).
o

Pisuéi gornju jednakosti za @ = 1, ..., k 1 sabirajuci ih, dobijamo

D Ads= 3 ot A - (5 + olu(50).



Transformisimo lijevu starnu jednakosti. Prilikom objedinjavnja susjednih djelova S; i
S; integrali po zajednickom dijelu granice se poniSte (nacrtati sliku). Tako ostaje samo
sumiranje po krivoj koja ogranicava oba dijela S; i S;. Ukupno, lijeva strana gornje
jednakosti se transformuise u 557 N Ads. Tako dobijamo da vazi jednakost

]{ g = 3 M (rot AQE)) - (1) + o(u(5.).

Medutim, suma na desnoj strani je integralna suma za povrsinski integral [ [ g ot ARds.
U grani¢nom procesu dobijamo Stoksovu formulu.

Primjer 1. Izracuna¢emo krivolinjski integral I = fk L dr + 2x[3y*dy + 3zdz gdj je
k presjek sfere z2 + y? + 2% = @? i ravni Oxy, orijentisana suprotno kretanju kazaljke na
satu kada se lgleda odozgo.

Krivu k£ moZzemo jednostavno parametrizovati k : x = acost,y = asint,z = 0. Sada
dobijamo da je

mab

2m
I= / (—asint + 2a° cos® t sin® t)dt = v
0
Integral moZemo racunati primjenom Stoksove formule. za povrs S ¢iji je kraj kriva k

izaberimo krug D koji ograncava kriva k (njegovu gornju stranu). Tada je

6
I = // 2y dedy = an
D+ 4

Primjer 2. Izraunacemo krivolinijksi integral I = [, (y—z)dz+(z—x)dy—+(x—y)dz,
gdje je kT presjek cilindra 22 +y? = a? i ravni Z+2=1,a>0,c> 0, koja je orijentisana
suprotnio kretnju kazaljke na satu kada se gleda sa pozitivnog dijela z — ose.

Primjenom Stoksove formule dobijamo:

I:// (cos a + cos B + cosy)dS,
S+

pri ému se intregrali po gornjoj strani ravni (onog duijela koji se nalazi unutar cilindra).
Pri tome «, 8 i su uglovi koje normala ravni 7 + 2 = 1 zahvata sa koordiantnim osama.
Slijedi da je

c

Vaz+ 2’

c
cosa = ————=,cos § = 0,cosy =

Va2 4+ c2

pri ¢emu je povr$ S zadata sa z = ¢ — £, pa je

a—+c .
I:—Q/Lmd52—2pza(a+c)

Primjer 3. Izracunacemo integral I = [, (y* — 2*)dx + (2* — 2%)dy + (2* — y?)dz,
gdje je kT presjeke paraboloida 22 + 4?4+ 2z = 3 i ravni = + vy + 2z = 2. orijentisan suprotno
kretanju kazaljke na satu kada se gleda iz tacke A(1,0,0). Primijeni¢emo Stoksvu formulu.



Za povrs ST izabraécmo dio ravni z + y + 2z = 2 koji se nalaze unutar paraboloida. Tada
je vektor jedini¢ne normale na tu povrs vektor \/igz + \/ng + \%k Slijedi da je

I:\_/—%//S(vay—kz)dS:fmcS\/g//SdS.

Ostalo je da se izra¢una ovaj povrsinski integral prve vrste. Primijetmo da je projekcija
D povrsi S na ravam Oxy krug (x — 1/2)* + (y — 1/2)? < 3/2, odakle slijedi da je

I = —8// drdy = —127.
D

Primjer 4. Izracunacemo krivolinijski integral I = [, ydx + zdy + xzdz, gdje je k*
presjek sfere 22 + y% + 22 = a? i ravni  + y + z = 0, orijentisana suprotno kretanju
kazaljke na satu akose gleda sa pozitivne sttane x—ose. Primijeni¢emo Stoksovu teoremu
a za povrs S ¢emo uzet povrs kruga koji lezi u ravni z + y + 2z = 0. Imamo

[:—// dydz+dzdm+dmdy:—//(cosa—f—cosﬁ—kcos*y)dS.
S+ S

Pri tome su kosinusi pravca vektora normale na ravan, cosa = cos f = cosy = \/Lg, pa je

= —\/§//SdS: —\3ra?.



Zadaci.

1. Izrac¢unati krivolijski integral I = fk xyzds gdje je k dio elipse Z"—; + z—j = 1 koji lezi
I = ab(a®4-ab4-b?
- 3(a+b)

2. Izracunati integral I = [, (y* — 2%)dz + (2% — 2%)dy + (2* — y*)dz, gdje je k kontura
koja ogranic¢ava dio sfere 22 +y? + 22 = 1,2 > 0,y > 0,2 > 0 koja se obilazi takoda
spoljasnja strana povrsi ostaje sa lijeve strane. [Rez. I=-4].

u prvom kvadrantu. [Rez.

3. IzraCunati integral I = f k(m—yZ)d:E+2xydy ako se za krivu k bira jedna od sljede¢ih
linija koje spajaju tacke O(0,0) 1 A(1,1): (a) k je duz OA, (b) izlomljena linija OPA,
gdje je P(1,0), (c) izlomljene linije OQA, gdje je Q(0,1), Rez. (a) I = %, (b) I =32, (c)

I=—3.

4. Izracunati integral I = [, yzdx + zady + xydz, gdje je A(1,2,3),B(6,1,1). [Rez.
I1=0

5. Koriste¢i Grinovu formulu dokazati jednakosti:

// Audxdy—/—ds
6u81) Ou Ov ou
Audxdy = —)dzd —
//” nazay = // 9zox gy Iy+/k”aa
ou ov
Au — uA — [ &
c)//Dv u — uAv)dxdy /(vae uss

_Pf  f Of(wy) _Of = of . =
Af(x,y) = 92 + A - %cos(z,vece) + 8—ys1n(z,é’).

gdje je

6. Izracunati integral I = ¢ xy’dy — x®ydx gsdje je k kruznica 2° + y*> = a® [Rez.

7. IzraCunati integral I = §, cos(€,1)ds, gdje je k kontura, é-fikisiran jedini¢ni vektor
a m-polje spoljasnjih jedini¢nih normala na konturu k. Rez. I =0

8. Neka je k glatka zatvorena kriva u R? koja ogranic¢ava oblast D, S(D) povrsina
oblasti D, 7 polje spoljasnjih normala na k. Dokazati da je

-,

%(wcos( i) +ycos(i, j))ds = 2S(D).

9. Izraéunati integral ) I = [ [g2%dS, (b) I[ [¢4/ % + Z—i + %, gdje je S povrs
clipsoida 2z Sy b2 +% > =1 [Rez (a )]:87r(2+\/_),( ) I =gabe(Z5 + 35 + ).

10. Izrac¢unati integrale Il ffs dwdy,[z ffs zdzxdy, I3 = ffs 3da:dy, gdje je S
spoljasnja starna eliposida % -+ b; +% =1[Rez. I, =0,1, = abcw, I3 =0.

11. Izracunati integral I = [ [ zdxdy, gdje je S donja strane konusne povrsi: 2% =

22 +y?,0< 2z < H.



12. Izracunati protok vektorskog polja A = 227 — 2] + 22k kroz povrs koja ogranicava
tijelo zadato nejednac¢inama: %+ 4?4+ 22 < R?,0 < 2z < /22 + 32 — R2. [Rez. Protok je
TR

13. Izracunati integrale I = [ [g@’dydz, I, = [ [yzdzdz, po gornjoj strani gornje
polovine eliposoida %3 Sy b2 + £ CQ = 1. |[Rez.I; = %Wa?’bc, I, = ;1L7Tab02.]

14. Naci rad vektorskog polja F = 5 + % + % po duzi kj aspaja tacke A(1,1,1) i
B(2,4,8). [Rez. A= 81n2]

15. Neka zatvorena glatka povrs X ogranic¢ava oblast V. Ako je @ polje spoljasnjih
jedini¢nih normala na ¥, koristeé¢i formulu Gaus-Ostrogradskog dokazati formule:

a) ///Audmdydz://a—lidS
v Zan

au ov 8u ov 8u 81}
A =
///“ uddydz = /// droz " oyoy 0202 //
/// (vAu — uAv) d;cdydz-// v——u— )dsS,

Af(n.y.2) = *f >*f *f
Y2 = partialz?  partialy? = partialz?’
of _of - af - of

an ax S( 77’L> + a_y COS(]a ) + & COS(/C )

gdje je

16. Izracunati integral I = [ [ 2*dydz +y’dzdx + 2°dxdy, gdje je S spoljasnja strana
omotaca konusa 2% +y? < 22,0< 2 < 1.

17. Izracunati integral I = [ [((z —y + 2)dydz + (y — z + x)dzdx + (z — x + y)dzdy
gdje je S spoljasnja strana povrsi: |t —y+z|+|ly—z+ x|+ |z —x+y|=1. Rez. I =1/

18. Izracuanti protok vektorskog polja A = 37+ y3j + 23k kroz sferu 2% + y* + 2% = .
[Rez. w=1Z2

5.
19. Izracunati cirkulaciju vektorskog polja A= zf+xj+ylg po kruznici k : 22 4+y?+22 =
R?,x + 1y + 2 = R koja se obilazu+i suprotno kretanju kazaljkre na satu kada se gleda sa

pozitivnog dijela z—ose. Rezultat provjeriti primjenom Stoksove formule. Rez. ¢ = 27:/1;2.

20. Izracunati integral I = ¢, (y* — 2*)dx + (2* — 2°)dy + (z* — y*)dz gdje je k presjek
poviSi kocke 0 <z < a,0<y<a,0<z<agiravnix+y+z = %a, koja se obilazi u
smjeru suprotnom kretanju kazaljek na satu kada se gleda sa pozitivnog dijela xz— ose.
[Rez. I =—5d®.




IV GLAVA
OSNOVNE OPERACIJE TEORIJE POLJA U DEKARTOVOM PRAVOU-
GLOM I U KRIVOLINIJSKIM SISTEMIMA KOORDINATA

U prethodnim paragrafima definisali smo divergenciju i rotor vektorskog polja. Ovdje
¢emo definisati gradijent skalarnog polja a zatim izuciti neka svojstva ovih veli¢ina i izvesti
odgovarajuée formule za njihovo ra¢unanje u krivolinijskom sistemu koordinata.

1. Gradijent skalarnog polja Dajemo definicu gradijent askalarnog polja.
Definicija 1.Neka je f : D — R skalarno polje iM tacka iz oblasti D. Gradijent polja
f u tacki M je vektor grad f(M), definisan formulom

grad f(M) := Jim Q)

U gornjoj formuli 0) je zatvorena dio po dio glatka pouvrs koja ogranicava oblast
Q C D, 1 je polje jedinicnih spolnjih normala na 90N2, dok znak ”Q — M oznacava
da diam Q — 0 ali tako da M € Q(-kaZemo da se ) steZe na tacku M.)

Primigetimo da uw gornjoj formuli u brojiocu pod integralom stoji vektorska funkciija
f-n. U tom slucaju integral je vektor cije su komponente integrali komponenti vektora
f .

TIzvedimo formule za racunanje gradijenta.

Teorema 1. Neka je skalarno p_que [+ D — R diferencijabilno u tacki M € D. Tada
je grad f(M) = O f(M)i+ 0o f (M)j + 05 f(M)k. . .

Dokaz. Odredimo prvu koordinatu vektora grad f(M). Neka je 7i = cos i + cos 7 +
cos 7/2. Tada je f -7 = fcosai + fcosfj + fcos vlg. Pisudi integral iz brojioca po kom-
ponentama dobijamo da je

. ffmf-cosdeﬂ

L [ Joq freosadS. [ [, f-cosBdS- -
grad f(M) = Qh_%[ () Z+Qh—%[ w(82) —1—911_{1;\14 w(Q) k=

-,

idiv(fi) (M) + j div(f7)(M) + k div(fk)(M) = 01 f (M)i + 9o f (M) + 0 f (M)k.

Teorema je dokazana.
Definicija 2. Izvod g—é(M) skalarnog polja f : D — R u tacki M € D u pravcu koji
je odreden jedini¢im vektorom e, definiSe se formulom

a—f(M) — g L0 = J(M)

oe t—0 t

Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki M i €= e'i + %] + e3k onda je
_ 1 2 3
a—f(M) i St = f(M) O f(M)te! + 0o f (M)te? + 0 f (M)te? + oft)
Oe t—0 t t—0 t
O f(M)te' + dof (M)te* + O3 f(M)te* = (grad f(M)e).

Primijetimo da je |g—§(M)\ = grad f(M) - €] < |grad f(M)|, pri ¢emu se jednakost do-
stize ako i samo ako je vektor € kolinearan sa grad f(M) i pri tome je maxgz g—’;(M)\ =

| grad f(M)].




Zadatak. Izvesti zakon prelamanja svjetlosti na osnovu varijacionog principa o mini-
malnom vrremenu kretanja svjetlosti i prethodnog svojstva gradijenta.

Neka je S C R? povrs zadata jednac¢inom f(z,y,2) = c. Pretpostavimo da je f
neprerkidno-diferencijabilno funkcija. Jedanc¢ina tangentne ravni na S u tacki M, glasi

O f (Mo)(x — x0) + 0o f (Mo)(y — vo) + O3f (Mo)(y — yo) = ¢

Vektor grad f(M) je normalan na povrs S u tacki M. Jedinicni vektor (M) = £ered/(0)

|grad f(M)] "
Hamiltonov operator , gradijent, divergencija , rotor

U razli¢itim primjenama vektorske analize, u cilju jednostavnijeg izrazavanja gradi-
jenta, diveregencije i rotora Siroko se koristi i simbolicki takozvani Hamiltonov operator
ili nabla operator koji se oznacava sa V i definiSe jednakoséu

-0
281 +j82 + k’ag = Za— +j_ + k—.
Vektor V dobija smisao u kombinaciji sa skalrnim ili vektorskim funkcijama. Tako na
prlmJer V f shvatamo kao proizvod simbolickog vektora V i skalara (skalrnog polja) f, V
A kao skalarni proizvod vektora V vektora (vektorskog polja) A, V x A je vektorski
proizvod i slicno. Tada moZemo pisati jednakosti

Vfgradf,V-[fzdiufT,V x A =rot A.

Navedimo nekoliko primjera u kojima se koristi Hamiltonov operator. Imamo

Znamenite Maksvelove jednacine kojima se opisuje stanje komponenti elektromagnet-
nog polja kao funkcije prostornih promjenljivih x,y, z i vremenske promjenljive ¢, mogu
biti zapisane u obliku

V- E=L V. B=0V-A=divA

€0
. 9B . j 10E
VXE=—-—VXB=—"2+—-—
ot €C + c ot
Ovdje je p = p(x,y, z, 1) gustina naelektrisanja, j = j(z,y, z,t) vektor gustine elektricnog
toka (brzina proticanja naelektrisanja kroz jedini¢nu povrs), £ = E(z,y,2,t) i B =

E(x, y, z,t) vektori jacine elektri¢nog i magnetnog polja a epsilong i ¢ konstante.

Napisimo nekoliko jednakosti, koje moZzemo naslutiti na osnovu vektorsek i/1li diferen-
cijalne prirode operatora V, a koje slijede direktno kada se insistira na tacnom znacenju
ovog operatora i ispiSimo i odgovarajuée jednakosti u terminima gradijenta, divergencije
1 rotora.

1) V(fg)=fVg+gVf V) grad(fg) = fgradg+ ggrad f

2) V- (fA)=fV-A+A-V; 2') dzv(f ):fdsz—i—A grad f

3) VX (fA) =fVXA+VfxA 3) Vx(fA)=frotA+gradfx A

4) V- AxB)=B-VxA—A-VxB 4) div(AxB)=Ax xrotA—A-VxB
5 VxVf=0 5) rot(grad =0

6) V-VxA=0 6') div(rot)A) =0



Na kraju pomenimo i takozvani Laplasov operator A koji dva puta diferencijabilnom
skalarnom polju f pridruzuje novo skalarno polje
o? 0? 0?
S B2
oy? 072

Af =div(grad f) =V -Vf = V2f—

Slijedi nekoliko primjera relacija u kojim ¢emo demonstrirati slobodnije koriscenje
operatora V. Skalarni proizvod vektora @ i b oznaci¢emo sa (a, b) dok ¢emo vektorski
proizvod istij vektora oznaciti sa [a@, b].

Primjer 1. grad|r|* = V(F,7) = 2F

3. Krivolionijske koordinate. Gradijent, divergencija i rotor u krivolinij-
skim koordinatama

Paralelno sa Dekartovim pravouglim koordinatnim sistemom u vektorskoj analizi se
siroko koriste takozvani krivolinijski sistemi koordinata. Kao primjere krivolinijskih ko-
ordinata pomenimo cilindricke i sferne koordinate.

Polozaj tacke u prostoru se usvakom koordinatnom sistemu opisuje trojkom realnih
brojeva (q', ¢%, ¢*), pri ¢emu izmedu skupa trojki i skupa ta¢aka mora postojati uzajamno-
jednozna¢na veza. Pretpostavimo da trojke (z,y, z) i (¢', ¢%, ¢*) predstavljaju Dekartove
i krivolinijske koordinate tacke M. Tada postoje veze

z=fi(¢". ", "),y = fo(¢". ", %), = = f3(¢". ¢, ¢%),

ql = Fl(:E:yv Z)) q2 = FQ(xvyv Z)7 q3 = F3(xaya Z)a
pri ¢emu su preslikavanja f = (f1, fo, f3) 1 F' = (F1, F3, F3) medusobno inverzna u obla-
stima izmjene promjenljivih ¢', ¢, ¢* i x, y, z. Radijus-vektor 7( M) tacke M moZemo pisati
u obliku

F(M) =7(q", 6% %) = fild, % &*)i + fo(d* % ¢®)F + fa(a", ¢ ®)k.

Neka je u prostoru fiksiran sistem koordinata. Definisimo koordinatnu povrs i koordinatnu
krivu u tom prostoru. Skup tacaka M(q',¢%, ¢*) prostora za koje je jedna koordinata
fiksirana se naziva koordinatna povrs, dok je skup tacaka prostora za koje su fiksirane
dvije koordinate koordinatna kriva (linija).

Koordinatne linije su presjeci koordinatnih povrsi. Vektorska jednacina koordinatne
linije se dobija kada se u formuli fiksiraju dvije koordinate. Ako, na primjer, fiksiramo
koordinate ¢' i ¢? onda je koordinatna linija #(M) = ©1(¢*)i + p2(¢®)] + ©3(¢°)k. Za ovu
koordinatnu linju kaZemo da je ¢*>-koordinatna linija. Sli¢no se definigu ¢! i ¢*> koordinatne
linije. Posmatrajmo neku ¢* koordinatnu liniju. Pretpostaviéemo da u svakoj tacki te krive
postoji tangenta, ¢ija je vektorska jednacina

OiF = 10 f1 + jOi f2 + kO, f3

Kroz jednu tacku prolaze tri koordinatne linije. Odgovarajuce vektore 77, 75, 73 obrazuju
koordinatnu bazu. Vektori ove baze se mijenja i po pravcu i po smjeru kada se mije-
nja tacka za koju se vezu koordinatne linije. Zbog toga kazemo da je ta baza lokalna.



Specijalno, za. Dekartov pravougli kordinatni sistem vektori iz koordinatne baze su isti -
to su vektori i, j i k. Jedini¢ne vektore vektora 7, 71, Ty, T3 0zna¢imo sa €, €, €3 a njihove
duzine sa Hy, Hy i Hs. Brojeve Hi, Hy i H3 nazivamo Lameovim koeficijentima. Oni
igraju vaznu ulogu u raznim izra¢unavanjima u krivolinijskom sistemu koordinata. Preko
tih koeficijenata se izrazavaju elementi duzine, povréine i zapremine.

U vezi sa krivolinijskim sistemom koordinata (q ¢*,q%), pored vektora Fl,FQ,Fg po-
smatracemo 1 vektore grad f1 =i- oL f —1—] Oaf1 + k- 03 f1, grad fo = i O1fr + j 0o fy +
k- 83 fg, grad f3 = PO fs+ ] Oofs+ k- 03 f3. Njihove jedini¢ne vektore oznaci¢emo sa
ey, €, €4, a njihove duzine sa hq, ho, h.

Za krivolinjski sistem koordinata kazemo da je ortogonalan ako su koordinatne linije u
bilo kojoj tacki prostora ortogonalne, odnosno ako su za svaku tacku M vektori 7,75, 73
u parovima ortogonalni.

Zadatak. Dokazati da je za ortogonalnie sistem koordinata H; = h%

Zadatak. Dokazati da su cilindricki i sferni sistemi koordinata ortogonalni.

Dalje ¢emo pretpostaviti da je krivolinijski sistem koordinata koji razmatramo ortogo-
nalan Tada u svakoj tacki M mozemo konstruisati ortonormirane sisteme €; = L

1
7]

r3 _ gradfy o _ gradfs o __ gradfs - = R R
\7"2\’ €3 = 2 161 Tgrad 1 €2 = Tgrad ol ©3 = Tgrad fol" Iako se baze €}, €3, €3 1 €], €5, €5 mi

jenjaju o tacke do tacke, to ipak ne smeta da se bilo koji vektor pretstavi kao kombinacija
vektora €7, €, €3, odnosno €, €,, €} :

—

AM) = A(q", 2. ¢°) = A1@) + Arés + A+ 383 A8, + AYey + A+ 3¢,

gdje su Ay, As, Az projekcije vektora A na vektore &, 6, ¢ a A, AL, Al projekcije istog
vektora na €, €} i €.

U ortogonalnom sistemu koordinata element duzine, povrsine i zapremine se izrazavaju
preko Lameovih koeficijenata. Koordinatnim povrsima ogranicen je krivi paralelepiped.
DuZine ivica takvog beskona¢no malog paralelepipeda su ds; = H;dg', povrsine strana
paralelepipeda su dS;; = H;H;dq'd¢’, zapremina je dV = HyHyH3dq'dg*dg®.

Odredimo Lameove koeficijente za cilindricke i sferne koordinate. Za ciliondricke ko-
ordinate je x = pcose,y = psinp, z = z, odakle slijedi da je Hy, = H, =1, Hy = H, =
p,Hy = H, = 1. Za sferni sistem koordinata je x = pcosesinf,y = psinpsinf, z =
pcostpaje Hy = H, = 1,Hy, = H, = psinf, H3 = Hy = p. Odavde se dobija da je
element zapremine za cilindricki sistem koordianta dV = p, dok je element zapremine
za za sferne koordinate dV = p%sinf. Primijetimo da je element dV jednak Jakobijevoj
determinanti.

[zvedimo formule za gradijent, divergenciju i rotor u krivolinijskom sistemu koordinata.
Neka je f: D — R skalarno polje koje ima gradijent. Tada je

f(z,y.2) = f(f(d", ¢ %), fo(d". &, &%), f3(d". &, ¢%)).

Imamo da je
Bf . 1 af 1 af |

d S .
gradf = rai T mag Ct mag ©

Specijalno, u cilindrickom sistemu koordinata, vazi
10 f . lof _ Of

df = 2. -
grad f = p@p €, +p390 e¢+az

—

- €.



Navedimo nekoliko primjera.

Primjer 1.Ako je polje sferno-simetri¢no, tj. ako f(M) = f(|r]) zavisi samo od duZine
vektora polozaja 7, tada je
T
|71

Tako, na primjer, ako je f =| 7 |, onda je grad f =3 | 7| r.

grad f = f/(If1)

Primjer 2. Skalarno polje koje je u cilindrickom sistemu koordinata zadato sa f = %

ima gradijent grad f = grad% = ;—21 © €.

Definicija 3. Glatka kriva v C D je vektorska linija vektorskog polja A:N > V3
ako je za svaku tacku M € ~ tangentni vektor krive v u tacki M kolinearan sa vektorom
A(M).

Na primjer, kod vektorskog polja brzina stacionarnog proticanja tecnosti, vektorske
linije su trajektorije kretanja Cestica te¢nosti.

Ako je kriva vy zadata sa (o, ) 3 t — J(t), onda za svako t € (a, ) vektor F'(¢)
kolinearan sa A'(go(t)) Odavde slijedi da za odredivanje vektorskih linija polja A = A;i +
Agj‘i‘ AgE potrebno rijesiti sistem diferencijabilnih jednacina

dx B dy B dz
A1(1’ay72> Az(l',y,Z) Ag(.’L‘,y,Z).

Ako je M € D tatka u kojoj je A # 0 i ako polje A € CY(D), onda postoji tacno jedna
vektorska linija koja prolazi kroz tacku M. U krivolinijskom sistemu koordinata (¢!, ¢2, ¢*)
sistem diferencijalnih jednacina iz kojih se odreduju vektroske linije glasi

Hldql . Hgdq2 o H3d(]3
Ai(gh % As(dh % Auldh, ¢t ¢

Specijalno, u cilindrickim i sfernim koordinatama ove jednacine imaju oblik

dp pdp dz

App 2)  Aulppz)  Adp,p,2)

dp _ psinfdy  pdf
Ap(pa(pug) ALP([)?SOJZ) A@(/),QO,Z)I

Primjer 1. Odredi¢emo vektorske linije magnetnog polja obrazovanog tokom struje
jac¢ine I kroz beskonac¢no dugacki pravolinijski provodnik. Odredimo prethodno magnetno
polje H. Neka se Oz osa poklapa sa provodnikom. FElement provodnika dz oko tacke
P(0,0,s), po Bio-Savarovom zakonu stvara u tacki M (z,y, z) magnetno polje

gdje je ry = PM = i+ yj'—i— (z— S)E Integraleéi po z-osi, dobijamo da je magnetno polje
jednako

. too 1
H:H(M):I/ ——k x rdz.

oo |F1|3



Kako je kx 7= yi + 7, racunajuéi odgovarajudi integral, dobijamo da je

. N +o00 . - v d 2[ . .
H=HM) =1 VXY = 2 (—yi+a)).
oo 22+ Y2+ (2 — 5)? ?+y

Vektorske linije polja se dobijaju tako Sto se rijesi sistem diferencijalnih jednacina

(®+y*)de  (2®+y*)dy  dz

—21y 21z 0

Odavde dobijamo rjesenja 22 + y? = ¢, 2 = 5. Vektorske linije su kruZnice sa centrima,
na z-osi, koje leze u ravnima koje su paralelne xy-ravni.

Zadatak. Dokazati da je rad vektorskog polja duz bilo koje vektorske linije razlicit
od nule.

Sli¢no formulama za gradijent, koriste¢i teoremu o izvodu sloZene funkcije, izvodi se i
formula za divergenciju vektorksog polja

A", %, %) = Ai(d'. ¢* °& + As(d'. . ¢*)ex + Asld', ¢, ¢*)és
u krivolinjskom sistemu koordinata. Imamo da je

, 1
div A= m(&l(Aleﬂg) + 82(A2H3H1> + 81(A3H1H2).

Specijalno, u cilindrickom (p, ¢, z) i sfernom (p, p, #) sistemu koordinata divergencija vek-
torskog polja

—

A(P, P, Z) = A1<p7 ®, Z)gp + Al (pu ®, Z)é:p + A3(p7 @, Z)ézv

odnosno

—

A<p7 P, 9) = AI(P, ®, 9>€p + AZ(P, 2 9)&0 + A3(P, ©, 0)507

se racuna po formulama
. 1 1
div A(p, @, Z) == ;81(pA1) + ;81142 + 83.43

odnosno

1
A
psinf 142 psinf

1 .
div A(p, ¢,0) = 381 (P*Ay) + O3(sin 0 A;3).
Zadatak. Izrac¢unati divergenciju vektorskog polja a) A= p?p u cilindrickom sistemu
koordinata, b) A = p% u sfernom sistemu koordinata.
Rotor vektorskog polja

Alq" % q") = Ai(d". ¢ ¢°81 + As(q' ¢ 0*)é + As(a', 2, 4°)és
u krivolinjskom sistemu koordinata (q', ¢, ¢*) se racuna po formulama

1 1

rot 14_( = H2H3 (82(A3H3) — 83(A2H2)>€1 + H3H1 (83(A1H1) — 81(A3H3>)€2




1
o,

Gornju formulu je pogodno pisati u obliku determinante

(01(A1Hy) — 02(A3Hj))és

. ngl ng_é H3€3
rot A=| 0 0y 03
AlHl AQHQ A3H3

Sada se lako mogu napisti formule za rotor vektorskog polja u cilindrickim i sfernim
koordinatama. To prepustamo ¢itaocu.

Na kraju, napisa¢emi i formule za Laplasov operator u krivolinjskim a zatim specijalno
u cilindrickim i sfernim koordinattama :

1 HyHj H3H, H,H,
Af = div(grad f) = H1H2H3(81( . Ouf) + (9o , 0o f) + (05( 1, - 0sf).
1
Af(p,p,2) = ;81(p81f> 8222 f+ 0%,
A, 0, 0)~01(50 — L Bu(sin 60
f(P,(,D, )E 1(p 1f)+m 21f+m 3<Sln 3f>

Potencijalno vektorsko polje

Definicija 1. Vektorsko polje A:D— V3 je potencijalno ako postoji skalarno polje
f:D — R tako dajeg:gradf.

Ako je A= grad f, onda kazemo da je f potencijal polja A.

Interes za posebno izucavanje potencijalnih polja lezi u tome Sto su potencijalna polja
relativno jednostavna vektorska polja - ona se zadaju posredstvom samo jednog skalrnog
polja, odnosno posredstvom samo jedne funkcije, dok se vektorsko polje u opStem sluc¢aju
zadaje tako $to se zadaju tri funkcije. S druge strane, mnoga polja vazna u primjeni
teorije polja u fizici su potencijalna.

Prirodno je postaviti pitanje: Kako se (najjednoostavnije) moze utvrditi da li je polje
potencijalno.

Direktno iz definicije potencualnog polja slijedi da vazi teorema.

Teorema 1.Polje A = Aji+Asj +Ask:D — V3 je potencijalno onda postoji funkcija
¢ : D — R tako da je njen potpuni diferencijal:

d¢($7 Y, Z) = Al(x7 Y, Z)dl’ + A2<$, Y, Z>dy + A3<$, Y, Z)dZ

Na osnovu formule rot grad A = 0 koja je izvedena u prethodnom paragrafu slijedi da
vazi

Teorema 2.Ako je polje A:D— V3 potencijalno onda je rot A = 0.

Dokazacemo jos jedno tvrdenje u kojem se formulisu kriterijumi potencijalnosti polja.

Teorema 3.Neka je A: D — V3 vektorsko polje neprekidno-diferencijabilno u oblasti
D C R3. Polje A je potencijalno ako i samo ako je ispunjen jedan od sledeca dva uslova :



i) Cirkulacija polja A po bilo kojoj zatvorenoj dio po dio glatkoj krivoj v C D jednaka
je nuli;
it) Za svake dvije dio po dio glatke krive v1,v2 C D koje imaju zajednicki pocetak i

kraj vazi
/ A-ds= / A-ds
vy v

1 2

Dokaz. U i) se naravno radi o orjentisanim krivim linijama 7, i 72, pri ¢emu je
orjentacija odredena zadavanjem pocetne i krajnje tacke. Sa o) ozna¢imo tvrdenje : Polje
A je potencijalno. Tada je dovoljno dokazati sledece implikacije: i) < ii) < 0) < 7).

1) Neka je ispunjen uslov i) i neka su 7 i v, dvije dio po dio glatke krive koje imaju
zajednicki pocetak i kraj. Neka i treca kriva 3 ima zajednicki pocetak i kraj sa ovim
krivim linijama i neka v nema drugih zajednickih tacaka niti sa v, niti sa ;. Tada je
Y s zatvorena dio po dio glatka zatvorena kriva. Slijedi da je

0= Edgz/ gd§+/ ngz/ ,Idg—/ Ads,
" " Vs W Vs

odakle slijedi da je [, Ads = = Ads. Sli¢no se dokazuje da je J+ Ads = = Ad3, odakle
N RE 73 "2 73
slijedi fﬁ Ads = fﬂ{; AdS. Dokazano je, dakle, da iz 1) slijedi ii).

2) Neka je ispunjen uslov i) i neka je My € D fiksirana tacka. Integral |, My Mff - d§
ne zavisi od izbora krive v C D (to je uslov ii) koja spaja tacke My i M, pa moZemo
posmatrati skalarno polje D > M — f(M) = fMOM A - d3. Dokazimo da je grad f(M) =
A(M). Za tatku h = (h', h%, h®) i vektor h = h'i + h%] + h3k vazi:

F(M +h) — f(M) :/ Ads = 1A(M+th)ﬁt:

:/1[A'(M+th) AM)hdt + [ A(M) - hdt = A(M) - b+ a(h),

gdje

o) _ JiA me ACDLRE < [ dor +.am) — Aanyj =

= |[A(M + £h) — A(M)]] = 0 kada h — 0..

Slijedi da je polje A potencijalno i da je f potencijal tog polja.
3) Neka je polje potencijalno i neka je v C D proizvoljna glatka kriva i ¢ : [a, 8] — R?
glatki put. Tada je

/A ds—/ Ko@) - F(t) - dt /jgmdf(gp(t))-g?’(t)dt:

beta

6
/ fle(t)) - &' (t)dt = fle(t))dt = (f(p(B)) = (f(p(a)) = f(Ma) = f(M),



gdje je My krajnja aM; pocetna tacka krive 7.
Ako je kriva v = v + 72 + - - - + & dio po dio glatka i ako je pocetak glatkog dijela ~;
tacka M; a kraj tacka M, i, onda na osnovu prethodnih razmatranja, imamo

/ff-d«?:f(Mz)—f(M1)+f(M3)—f(Mz)+"'+f(Mk)—f(Mk—1)Zf(Mk)—f(Ml)‘

Integral fﬁ/ A - d3 zavisi samo od pocetka i kraja krive. Teorema je dokazana.

Definicija 2. Vektorsko polje A:D— V3 je bezvrtlozno ako je rot fT(M) =0 za svaku
tacku M € D.

U teoremi 2 je dokazano da je svako bezvrtlozno polje potencijalno. Da obrnuto
tvrdenje ne vazi pokazuje sljedeéi primjer.

Primjer 1. Magnetno polje beskona¢nog pravolinijskog provodnika, je bezvrtlozno ali
nije potencijalno. Zaista, imamo da je H= xf—f}/Q . (—yﬂ— a:j) Jednostavno se izracunava
rot H =V x A = 0 u svakoj tacki oblasti definisanosti D = R*\ {(0,0,2) : z € R}. S
druge strane cirkulacija po kruznici zadatoj putem ¢(t) = (Rcost, Rsint,0) : t € [0, 27|}
(i svakoj drugoj dio po dio glatkoj zatvorenoj krivoj koja okruzuje z-osu iznosi

2 2
]{Ads*: 21/ Rt _
R2
] 0

Ako kriva v obmotava z-osu k puta onda je ﬁp Hds = 4knl. Na osnovu teoreme

3 slijedi da polje H nije potencijalno. Cirkulacija vektorskog polja H po zatvorenim
krivim linijama koje ne okruzuju z-osu jednaka nuli. Zaista, na svaku takvu krivu -~
moze se osloniti povrs X koja lezi u oblasti D u kojoj je polje definisano. Primjenjujuci
Stoksovu teoremu i koristedi ¢injenicu da je polje H bezvrtlozno dobijamo da je f Hds =

Ik fz rot HdS = 0. Dalje, za svaku tacku M € D postoji kugla O(M) oko tacke M u kojoj

je polje H potencijalno. Kazemo da je H lokalno potencijalno. U vezi sa ovim pojmom
vazi slledeca teorema

Teorema 4.Neka je vektorsko polje A: D — V3 bezvrtlozno u oblasti D. Tada je A
lokalno potencijalno u D a ako je D prostopovezana oblast onda je A potencijalno u D.

Dokaz. Ako je M € D i O(M) kugla oko tacke M onda za svaku dio po dio glatku
zatvorenu krivu v C O(M) postoji povIs X COM) koja se oslanja na 7. Na osnovu
Stoksove teoreme slijedi da je tada f Ads = [ Jsrot AdS = 0. To znadi da je polje A
potencijalno u O(M), odnosno da je lokalno potencijalno u D. Ako je oblast D pro-
stopovezana onda postupajuc¢i na isti nacin, dobijamo da za svaku zatvorenu krivu

postoji povrs by Q_'D koja se oslanja na . Na osnovu Stoksove teoreme slijedi da je
[ [y rot AdS = f,y Ads = 0. Dakle, polje A je potencijalno.

Ako je polje A= AJ—i—AJ—l—AgE potencijalno i ako je ¢ njegov potencijal, onda je p+C
potencijal polja A. Akosu 11 9 potencijali polja ff, onda je grad(¢;—pq) = 0. Slijedi da
je p1— o = const . Potencijal polja se nalazi tako Sto se fiksira tacka My = (xo, 4o, 20) € D
i zatim se vrijednost potencijala u tacki M = (z,y, z) € D ra¢una po formuli

F(M) = Ads.

MoM



Kako je polje A potencijalno, to je svejedno kako se bira kriva koja spaja tacke My i M.
Medutim, prirodno je, i najjednostavnije za racun da se kriva k bude izlomljena linija:
k = MoM; + My M, + MyM, gdje je duz MyM; paralena x—osi, MM, paralelna y—osi,
M, M paralelno z-osi a(” +” oznacava nastavljanje duzi). Dakle, tada je

f(M):/ A’d§+/ ffdg/ Ads =
MoMy My Mo Mo M

T Y z
/ Aq(z,y, z)dx +/ As(z,y, 2)dy +/ As(z,y, 2)dy
Zo Yo Z0

Primjer 2. Elektri¢no polje E koj je formlra naelektrlsanje ¢ smjesteno u koordinatnom
pocetku O, dato je formulom E(M) = 'yq ,gdjejer = oM radijus-vektor tacke M. Oblast
D = R3\{(0,0,0)} je prostopovezana Pokazacemo da je polje potencijalno. Racun
¢emo sprovesti koristeéi sferni sistem koordinata (p, ¢, #). U tom koordinatnom sistemu
je E = % - €,. Projekcije polja E na koordinatne ose, iznose F; = E, = %, Ey,=FE,=
0, F3 = Fy = 0. Koriste¢i formule za ra¢unanje rotora u sfernim koordinatama dobijamo
da je rot E =0 za p # 0. Polje je bezvrtklozno, oblast je prostopovezana, dakle polje je
potencijalno . Odredimo potencijal polja E. Fiksirajmo tacku M, i neka je M tacka iz D.
Tada integrale¢i po duzi koja spaja tacke M, i M, dobijamo da je potencijal f polja E
jednak

P dr 4

f=4q 2T +c
p

Dakle, E = grad . Ako je sistem jedinica izabran tako da je v = 1, onda se dobija
formula E = grad Z,

Zadatak. U cilindrickom sistemu koordinata zadato je polje A= 2pzsing - €, +
pz cos p- €, + p?sing- €,. Dokazati da je polje A potencijalno i odrediti njegov potencijal.

Zadatak. Neka je F neprekidno vektorsko polje u R? ili R3, svejedno) i I' prosta
zatvorena kriva. Dokazati da za svako z € ' postoji y € I' i put 7 iz z u y tako da je rad
polja F po putu v jednak nuli.

Solenoidno vektorsko polje

Definicija 1. Vektorsko polje A:D— V3 je solenoidno u oblasti D ako je u svakoj
tacki M € D, div A(M) = 0.

Iz fizickog znacenja divergencije slijedi da ako je polje A solenoidno, onda u oblasti D
ne postoji niti izvor niti ponor polja A. 7Zbog toga se za polje A koje zadovoljava uslov
div A = 0 kaze da j je bezizvorno.

Teorema 1.Neka je A: D — V3 vektorsko polje diferencijabilno u oblasti D. Polje A
je solenoidno ako je ispunjen jedan od sledeca dva ekvivalentna uslova

i) Protok vektorskog polja A kroz svaku dio po dio glatku zatvorenu povrs ¥ jednak je
nuli ;

i) Za svake dvije dio po dio glatke povrsi X1,%s C D koje se oslanjaju na istu dio po
dio glatku zatvorenu krivu v vaZi

// g.ds?:// .48
=f bang



" oznacava da su povrsi ¥y i Yo orjentisane saglasno sa izabranom orjenta-

gdje znak” +
cijom krive .

Ako je oblast D prosto-povezana i ako je polje A solenoidno onda su ispunjent uslovi
i) 1 1)

Dokaz. Dokazimo da su uslovi i) i ii) ekvivalentni. Neka je ispunjen uslov i) i neka su
Y1 € DiXy C D povrsi oslonjene na dio po dio glatku krivu v C D orjentisane saglasno
orjentaciji krive 7. Neka je X3 C D nova povr§ oslonjena na « i orjentisana saglasno
orjentaciji te krive, pri ¢emu X3 niti sa ¥; nita sa Xy nema drugih zajednickih tacaka
osim tacaka krive . Tada je ¥ = ¥; U X3 zatvorena dio po dio glatka povrs i vazi

0:// /Y-d§:// g.d§+// g.dgz// g.dg_// A4S
S+ = N = =
odnosno
// g.dgz/ .45
by =f

// A’-d§=// A-dS,
=3 =3
odakle slijedi tvrdenje ii).

Neka je sada ispunjen uslov i). Ako je ¥ C D zatvorena dio po dio glatka povrs, onda
postoji dio po dio glatka zatvorena kriva v koja dijeli povrs ¥ na dvije povrsi, >y 1 3o,
koje se oslanjaju na krivu ~. Iz jednakosti

// /Y-dgz/ .45
=f g
slijedi da je
0:// g.dg_// z.dgz// g.dm// ,z.dgz// .45
=5 = =5 »1 =+

Sto znaci da je ispunjen uslov i).

Neposredno iz definicije divergencije dobijamo da iz uslova i) slijedi da je polje A
solenoidno. Kako iz uslova ii) slijedi i), to je dokazan prvi dio teoreme.

Ako je oblast D C R? jednostruko-povezana i ako je ¥ C D dio po dio glatka zatvorena
povrs koja obuhvata tijelo V', onda, na osnovu formule Gaus-Ostrogradskog, slijedi da je
protok vektorskog polja kroz povrs [ [i, A-dS = I [ [, div Adv = 0.

Za viSestruko povezane oblasti protok solenoidnog polja kroz zatvorenu povr§ moze
biti razli¢it od nule. U vezi sa ovim pitanjima je i slede¢i primjer.

Primjer 1. Elektri¢no polje E = %F iz jednog od primjera iz prethodnih paragrafa
je solenoidno u oblasti D = R3\ {(0,0,0)} (divergencija se lako ra¢una prelazeci na sferni
sistem koordinata i dobija se da je divE = 0). Medutim, protok polja E kroz sferu S sa
centrom u koordinatnom pocetku iznosi

// E-d§:// E-ﬁdS:// B ds = 4y,
- o s T

Sli¢no se dokazuje da je



Pretpostavimo sada da je I' dio po dio glatka zatvorena kriva i ako kroz svaku tacku te
krive postavimo vektorske linije. Skup svih takvih linija je povrs 3(I") koja se naziva
vektorska cijev (tuba). Bilo koja druga linija koja ne prolazi kroz krivu I' ili u cjelosti lezi
u vektorskoj cijevi ili su u cjelosti van nje.

Definicija 2.Intenzitet vektorske cijevi ¥ polja A je protok tog polja kroz poprecni
presjek te cijevi.

Teorema 2.Ako je D C R? jednostruko-povezana oblast i ako je A: D — V3 soleno-
1dno polje, onda je intenzitet vektorske cijevi konstantan duz cijevr.

Dokaz. Neka su S; i Sy poprecni presjeci cijevi 3. Protok polja A kroz spoljasnju
stranu zatvorene povrsi X1 + S;7S5 jednak je nuli. Slijedi da je

// A’-d§*+// /Y-d§+// A.dS =0.
o+ §7 S5

Vektorske linije sa povrsi X su kolinearne sa poljem A, pa je A-i=0na¥. Slijedi da je

|| Aas= [ das
§1 Sy
Teorema je dokazana.

Ako je A polje brzina stacionarnog tecenja bez izvora i ponora, onda gornje svojstvo
oznacava da je protok za jedinicu vremena kroz presjeke vektorske cijevi jednako za sve
presjeke.

Dalje, ako je A:D— V3 netrivijalno solenoidno polje, onda vektorske linije ne mogu
pocinjati niti zavrSavati unutar polja. Te linije su ili zatvorene ili zavrSsavaju na granici
polja ili imaju beskonacne petlje. Zaista, ako bi se neka cijev zavrSavala u jednoj tacki
M, onda bi iz zakona konstantnosti intenziteta vektorskog polja slijedi da je taj intenzitet
jednak nuli. To je nemoguce, jer je polje A # 0. Ako se pretpostavi da se vektorska cijev
zavrSava unutar oblasti D i to kona¢nim presjekom S, onda ¢ée u tackama tog presjeka
polje biti prekidno, $to je suprotno pretpostavci.

Primjer 2. Neka su unutar sfere S rasporedena naelektrisanja qi,...,qc. Njihovi
polozaji su odredeni vektorima polozaja 7,...,7. Elektri¢no polje E zadato je tada
formulom

Protok ovog polja kroz sferu S orjentisanu pomocu spoljnih normala ( i kroz bilo koju
drugu dio po dio glatku zatvorenu povrs koja obuhvata sva naelektrisanja) iznosi

k
- [ [ E-aS-1r) e
S i=1

Ako sada pretpostavimo da je naelektrisanje rasporedno po oblasti 2 ograni¢enoj zatvo-
renom povrsi ¥ sa zapreminskom gustinom zadatom funkcijom Q > M — p(M), onda
zamjenjujuéi S sa X i praveci granicni prelaz, iz gornje formule dobijamo jednakost

[ 5smsef



Ako obje strane podijelimo sa p(€2) pustimo da ¥ — M € ), dobi¢emo poznatu Gausovu
teoremu:
div E(M) = 4mp(M).

Sli¢na relacija vazi, naravno, i za gravitaciono polje.

Definicija 3. Vektorsko polje W : D — V3 je vektorski potencijal vektorskog polja
A:D = V3 ako je A(M) = rot W(M) u svakoj tacki M € D.

Neka je W vektorski potencual vektorskog polja A. Ako Je f skalarno polje koje
ima gradijent, onda je i W+ grad f vektorski potencijal polja Al Zaista, imamo da je
TOt(W + grad f) = rot W + rot(grad f) = rot W = A. Ako je oblast D prosto-povezana
onda vazi i obrnuto tvrdenje: Ako su Wi W1 Vektorskl potencuah polja A:D = V3,
onda j je rot(W Wl) = 0, odakle slijedi da je polje W — W; potencijalno, odnosno da je
W —W, = grad f za neko skalarno polje f.

Teorema 3. Neprekidno-diferencijabilno polje A:D— V3 je solenoidno ako ¢ samo
ako ima vektorski potencijal.

Dokaz. Ako je W vektorski potencijal polja A onda je A= TotW pa je div A =
div(rotW) = V - (V x A) = 0. Obrnuto, neka je ‘polje A=A+ A2j + Agk solenoidno.
Tada tvrdenje slijedi iz regivosti uslova A = rot W = rot(Wll + Waj + ng), odnosno iz
reSivosti sistema diferencijalnih jednacina

Al = aQWS - 83W2, AZ = 83W1 - 81W3, AS = a1VV2 - 8QVV1

po Wl, Ws i W3
Primjer 3. Neka je & konstantan vektor i A polje zadato formulom A = r(dJ x 7).
Koristeéi svojstva operatora V dobijamo da je

divA=V - (r@x7)=(Vr)(@X7)+rV-(@x7) =
gradr - (@ x 7) +r[i- (Vxd) —w(V x7)| =

“(omizga x 7) + 1 (V x &) = w(V x 7] = 0.

Dakle, div A = 0, §to znaéi da je polje solenoidno. Odredimo (jedan) vektorski potencijal
polja A. Imamo da je A = rw(—y;+ xj) Jednacine iz kojih se odreduju komponente
vektorskog potencijala glase

82W3 - 83W2 = —Trwy, 83W1 — (91W3 =Trwr, 81W2 - 82W1 =0.

Vektorski potencijal se odreduje jednoznac¢no sa tacnoséu do grad f. MoZzemo pretpostaviti
da je W5 = 0. Tada dobijamo da je d2W; = 0, odnosno da je Wi = ¢(z, z). Dalje, iz prve

jednacine slijedi da je d,W3 = —rwy, odnosno
wr
W5 = w/y\/xQ +y?+ 22dy + f(x,2) = —5 + f(z, 2).

Postavaljajuéi dobijeno u drugu jednac¢inu imamo

81W3 = —wIr + 81f, 83W1 = 8%0.



Funkeije f 1 ¢ moraju zadovoljavati uslov dop — 01 f = 0. Postavljajuéi f=¢ =0,

dobi¢emo jedan od vektorskih potencijala polja AW = —%.

Laplasovo vektorsko polje

Operatori gradijenta, rotora i divergencije su diferencijalni operatori prvog reda. Pri
tome su grad f i rot A vektorska polja a div A je skalarno polje. Tako moZzemo praviti
diferencijalne operatore drugog reda

div(grad f) =V - (Vf) = Af,rot(grad f) =V x (Vf) =0,

divrot f =V - (V x A) = 0,rot(rot f) =V x (V x A) = V(V - A) — (V- V)4,
grad(div A=V (V- A) = AA.

U gornjim formulama smo skalarni kvadrat operatora V, kao i u paragrafu 6 oznacili
sa A. To je Laplasov operator ili Laplasijan i on se moZe primjenjivati kako na skalarno
tako i na vektorsko polje. Formule za racunanje Laplasijana skalarnog polja u Dekartovim
i kerOIIHIJSklm koordinatama izvedene su u §5. Laplasijan vektorskog polja A= Avi +
Ayj + Ask jednak je

AA = AAT+ AAyj + AAsk.

Grinove formule

U teoriji polja se neki specijalni slu¢ajevi formule Gaus-Ostrogradskog zovu Grinove
formule. Neka su, dakle, f i ¢ skalarna poljai A = f grad ¢ vektorsko polje. Divergencija
polja A jednaka je

div A = V(fgradyp) =V - (fVe)=Vf-Ap+ fVi0 =gradf - grade + fAgp.

Dalje skalarni proizvod mozemo napisati u obliku

—

0
A-ﬁ:fgmdgo-ﬁ:f-—f.

on
Formula Gaus-Ostrogradskog za polje A move biti napisana u obliku

//f dS /// grad f - grado + fAp)dV.

Ovo je prva Grinova formula.
Ako funkcije f i ¢ zamijene mjesta dobi¢emo

//cp —dS ///Q(gmdf-gmd<p+cpAf)dV

Iz poslednje dvije formule dobijamo drugu Grinovu formulu

// agpds // —dS ///Q(fAcp—goAf)dv



Iz prve Grinove formule, postavljajuc¢i ¢ = f, dobijamo tre¢u Grinovu formulu

[ 12— [ < [taraasy + ssaav

Grinove formule se mogu izvesti i za funkcije dvije promjenljive. Ako je 7 jedini¢ni vektor
tangente, n Jedlnlcm Vektor normale, a o ugao izmedu x-ose i tangente 7, onda je 7 =
cosai +sinaj, 7 = sinai — cos avj. Primjenjujuéi Grinovu foormulu na integral f A-nids

dobijamo
Y Y

Ako specijalno postavimo A= f grady, dobi¢emo prvu Grinovu formulu za ravna polja:

ff 8Spds—// grad f - grad o + fAp)dxdy.
y

Druga i treca formula se dobijaju kao i u slu¢aju polja u trodimenzionalnom prostoru i

glase 5 5
fu- a—f— comis= [ [ (Vo= pnpdudy,

// ds // (grad f)* + fAf]dzdy.

Harmonijske funkcije i integralna reprezentacija funkcija

Definicija 1. Vektorsko polje A:D — V3 je Laplasovo ako je ono potencijalno i
solenoidno.

U prosto povezanoj oblasti D C R? polje A:D—V3 je Laplasovo ako i samo ako je
divA=0irot A=0.

Ako je polje A Laplasovo, onda, zbog potencijalnosti, postoji skalarno polje (funkcija)
f+ D — R tako da je A= grad f. Funkcija f je potencijal polja A. Zbog slenoidnosti
polja A imamo da je div A= div(grad f) = Af = 0. Dakle, potencijal f Laplasovog polja
A zadovoljava uslov

Jednacina koju smo napisali se naziva Laplasova jednacina. Za funkciju koja u oblasti D
ima neprekidne izvode do drugog reda i koja je reSenje Laplasove jednacine kazemo da je
harmonijska funkcija u D.

Prvi primjer harminjske funkcije koji ¢emo ovdje navesti je funk f@,y,2) =% =
m, (z,y,2) € R*\{(0,0,0)}. Da bismo to dokazali pogodno je koristiti sferni sistem
koordinata i formule za Laplasijan u tom sistemu. Tako imamo da je f(p, ¢, 0) = %, pa je
(vidjeti formule iz §6)

1 1 1 1 -1 1
A; = ;31(0251(;) = Pal(ﬁﬁ) = ?81(_” = 0.



U ravni, harmonijska je i funkcija koja se u polarnom sistemu koordinata zadaje formulom
f(p)=1In %. Zaista, imamo da je

1 1 1 1
Aln p pal(p(?l(ln p)) p281( 1) =0.

Primjer Laplasovog polja je elektri¢no polje E = -7, (r # 0). Naime, ranije je bilo
dokazano da je ovo polje potencijalno i da mu je potencijal jednak 2 a to je harmonijska
funkcija.

Izvedimo formulu po kojoj se vrijednost funkcije u tacki M rac¢una pomocu trostrukog
i povrsinskih integrala te funkcije.

Teorema 1.Ako je funkcija f : Q — R neprekidna zajedno sa svojim parcijalnim
izvodima do drugog reda u oblasti Q@ C R? koja je ogranicena dio po dio glatkom zatvorenom
poursi 3, onda je u tacki P € )

T ar //; 3{1 //f dmds /// “Afdazdydz),

gdje je sa r oznaceno rastojanje izmedu fiksirane tacke P i tacke M.
Dokaz. Neka je G = K(P, ) kugla sa centrom u P i polupre¢nikom e. Funkcija < je
harmonijska u Q\G. Primjenjujuci drugu Grinovu formulu na funkcije f i ¢ = 71 u oblasti

O\G, dobijamo

Lo (- 0o [ ][ [ foun

Normala na unutrasnju stranu sfere je usmjerena po radijusu ka centru sfere, pa je
0 1 0,1 1
=) =—7-(=) ==
on'r or r
Dalje, primjenjuéi teoremu o srednjoj vrijednosti imamo

n={/ s = [ as = S50u)ane? = F(0)ar

r

12//G igfbds“//@g sf—lg (My)dre? f47re—ff(M2)

Postavljajuéi dobijene formule u (*) dobijamo

Jon) = (//p dndS //f %;dS ///Q\G; Ade+4mg(M2)).

Pustlmo sada da ¢ — 0. Povrsinski 1ntegrah u gornjoj formuli ne zavise od ¢, dalje,
47r5 (Mg) — 0, anesopstveni integral [ [ fQ ‘A fdxdydz je grani¢na vrijednost integrala

[ fQ\G ; -AfdV kada e — 0. Kada sve to uvrstlmo u formulu dobijamo tvrdenje teoreme.
Specijalno, ako je f harmonijska funkcija gornja formula glasi

T dr <//p dndS //f %;ds)



i f(P) je linearna kombinacija povrsinskih integrala.

Formula analogna formuli iz tvrdenja teoreme 1 vazi i za funkcije dvije promjenljive.
Naime, vazi sledeca teorema

Teorema 2.Ako je funkcija f : Q — R neprekidna zajedno sa svojim parcijalnim
izvodima do drugog reda u oblasti Q C R? koja je ogranicena konturom v, onda je u tacki

PeQ
f(P)%(éln; 7ds —ff —In= ds—//ln— Afdxdy)

gdje je sa r oznaceno rastojanje izmedu fiksirane tacke P i promjenljive tacke M sa krive
gamma

Dokaz se izvodi na slican nasin kao i dokaz prethodne teoreme, koriséenjem druge
Grinove formule za dvije promjenljive, pri ¢emu se se uzima da je ¢ = In %, harmonijska
funkcija.

Iz prethodne teoreme slijedi da ako je f harmonijska funkcija, onda je

f(P) = QW% ! dfd —}{f —In= ds

Dokazimo nekoliko svojstava harmonijskih funkcija.
Teorema 3.Ako je funkcija f : Q — R harmonijska u oblasti Q C R i ako je ¥ dio
po dio glatka zatvorena pours koja lezi u ), onda je

| | s =o

Dokaz. Tvrdenje se dobija direktno iz druge Grinove formule tako Sto se postavi
p=1.

Teorema 4. (Teorema o srednjoj vrijednost)Ako je funkcija f : Q0 — R harmo-
nijska u kugli Qr C R? i ako je P centar a X povrs te kugle, onda je

1= [ gis

1
Dokaz. Na sferi Xg je r = R, 86%) = — 1. Primjenjujuéi formulu za vrijednost
T=Rr2

harmonijske funkcije u unutrasnjoj tacki i prethodnu teoremu, dobijamo

F(P) 47TR // d8+— / ERde:47T1RQ/ 2Rfds.

Teorema 5.Neka je (2 C R3 oblast ogranicena dio po dio glatkom zatvorenom povrsi.
Ako je funkcija f : Q — R neprekidna u Q C R? i harmonijska u Q, i ako pri tome nije
konstantna, onda ona svoju najvecu i najmanju vrijednost dostize na granici OS2 oblasti
Q.

Dokaz. Iz uslova teoreme slijedi da funkcija f dostiZe svoju najvecu i najmanju
vrijednost na 2. Dokaza¢emo samo dio tvrdenja koji se odnosi na maksimum. Drugi




dio se, naravno, izvodi na slican na¢in. Pretpostavimo da najvecu vrijednost funkcija f
dostize u unutrasnjoj tacki My. Bar za jednu takvu tacku M, postoji okolina oko tacke
My i tacka M iz te okoline tako da je f(M) < f(My). Neka je X sfera sa centrom M,
i polupreénikom R. Zbog neprekidnosti funkcije f nejednakost f(M) < f(My) ¢ée biti
ispunjena na nekom dijelu sfere >; C 3. Tada je

f(MO):47T1RQ//EMS=4;]_22 (/ s fds+//z\21 de) <
Temf [ s+ [ [, 0= .

Kontradikcija. Teorema je dokazana.

Direktne posledice prethodne teoreme su sledeca tvrdenja:

Posledica 1.4ko je funkcija f : Q — R neprekidna na Q C R? i harmonijska u €,
i ako svoju najvecu (najmanju) vrijednost dostiZe u unutrasnjoj tacki skupa €2, onda je
f = const na €.

Posledica 2.4ko je funkcija f : Q — R neprekidna u Q C R® i harmonijska u €2, i
ako na granici 0S) oblasti 2 ima konstantnu vrijednost, onda je f = const na 2.

Dokaze ostavljamo ¢itaocu.

Dirihleov zadatak

Na jednom vaznom zadatku iz matematicke fizike ilustrova¢emo neke moguénosti pri-
mjene gornjih formula. To je Dirihleov zadatak:
Naci reSenje Puasonove jednacine:

Af=yg
u oblasti Q C R? koje na granici ¥ oblasti Q uzima zadane vrijednosti
f|§] = Q.

Pri tome se pretpostavlja da je ¥ dio po dio glatka zatvorena povrs i da su zadate funkcije
g:Q — Ria:X — R neprekidne na €2 odnosno na Y. Pretpostavljamo da zadatak ima
resenje.

Teorema 6. Resenje Dirihleovog zadatka je jedinstveno i ono neprekidno zavis od
granicnih uslova.

Dokaz. Jos jednom naglasavamo da tvrdenje vazi pod prethodno navedenim uslovima,
dakle pod pretpostavkom o neprekidnosti zadatih funkcija i pod pretpostavkom da ono
postoji. Citaocu ostavljamo da nade primjer Dirihleovog zadatka koji nema reSenje.)
Pretpostavimo da postoje dva resenja f; i fo ovog zadatka. Razlika f = f; — f5 je reSenje
jednacine Af = 0 i pri tome f|x = 0. Funkcija f je dakle harmonijska i ona je na granici
jednaka nuli. Na osnovu posljedice 2 teoreme 5 slijedi da je f # 0. Jedinstvenost je
dokazana.

Dokazimo neprekidnu zavisnost reSenja od grani¢nih uslova. Neka su f; i fo reSenja
koja odgovaraju grani¢nim uslovima fi|y = ay, odnosno fals = s i neka je |ay(N) —
as(N)| < e. Funkcija f = fi — fa je reSenje Laplasove jednacine A f = 0 uz granicni uslov



fls = a, gdje je a«(N) = o N) — aa(N), N € X. Funkcija f je harmonijska, pa dakle i
najmanju i najvecu vrijednost dostize na granici. Slijedi da je |f(M)| < €, a odavde slijedi
tvrdenje teoreme.

Dokazano tvrdenje je jako vazno i sa stanovista numerickog resavanja i fizickog znace-
nja zadatka.

Da bi se rijesio postavljeni zadatak koristi¢emo formulu iz teoreme 1 za vrijednost
funkcije u unutrasnjoj tacki oblasti. Medutim, tu formulu moramo transformistai tako
da se pojavljuju vrijednosti funkije na granici a ne i njihovi izvodi. U drugoj Grinovoj
formuli umjesto funkcije ¢ postavimo harmonijsku funkciju ®(P, M). Tada imamo

4W{ //f 8‘pds+// dS ///@Afdv}

Odavde i iz teoreme 1 slijedi da je

:%{//Ef(%+<b) 9 4 — //f 8nr+<I>dS ///Qr+<I>Ade}

Ako uvedemo novu funkciju G(P,M) =1 + ¢ = 1
dobiti oblik

f(p 4W{//fG ==dS — //f —dS ///QGAde}.

Formula vazi za bilo koju harmonijsku funkciju, a harmonijska funkcija je jednoznacno
odredena svojim vrijednostima na granici. Izaberimo ® tako da je ®(P, M)|x, = ®(P,N) =
—T— Pri tome uvedena funkcija G na granici uzima vrijednost nula: G(P, M) = G(P,N) =
0. OVdJe je P fiksirana tacka, N proizvoljna tacka granice . Definisana funkcija se naziva
Grinovom funkcijom za Dirihleov zadatak.

Ako se na neki nac¢in odredi Grinova funkcija za Dirihleov zadatak, onda se rjeSenje

zadatka moze direktno ispisati:
//a—dS———///GAng

Primjetimo da Grinova funkcija zavisi od oblika povrsi X i nije vezana za grani¢ne uslove
niti za samu jednacinu. Dovoljno je jednom nac¢i Grinovu funkciju za zadatu oblast a
onda se moze direktno rijesiti cijela serija zadataka za razli¢ite grani¢ne uslove. Napisimo
i formulu za reSenje Laplasove jednacine. Imamo da je

=/ / 0T3S

Razmotrimo zadatak odredivanja Grinove funkcije za sferu sa centrom u nuli i radijusom
R. Ako je P fiksirana a N proizvoljna tacka sa sfere i p rastojanje od O do P, onda prvo
treba nac¢i harmonijsku funkciju ®(P, M), tako da je

(P, M), prethodna formula ¢e

1



Neka je tacka P’ simetri¢na tacki P u odnosu na sferu 3. Lako se dobija da je opP' =
;—zOP. Funkcija Q — ﬁ je harmonijska. Ako funkciju ®(P, M) biramo tako da je

O(P, M) = —57, pri Cemu se konstantu ¢ odreduje iz grani¢nih uslova, tada se dobija
r?P'N = C2’I“PN a zatim i ¢ = —2. To znadi da je
p
R 1 1 R 1
O(Pym)=——- iG(P,m)=——— —- :
P TPM pM P TP'M

Odredili smo Grinovu gunkciju za sferu. Da bismo formulu izveli do kraja treba jos
izracunati ‘)G . Imamo

oG 0G ON
el — arad G - 2=
7= = grls = grad G- -

Za gradijent funkcije G a zatim i za 1zvod po normali jednostavno se dobija da je

p? — R? tialG’ B p? — R?

grad G(P,N) =

2,2 = 3 -
R2rsy  tialnl R THN

Tako dobijamo da je resenje Dirihleovog zadatka dato formulom

1 R 1
= dS — —_— = — M)dV.
J(P) 4R7r //2 N 4%// Q TPM pr/M)g( )

Specijalno, resenje Laplasove jednacine za sferu je dato povrsinskim integralom

J(P) = 4R7r //2 rPNdS




