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Opsti oblik HLDJ

Y +ai )y + -+ an i (t)y' + an(t)y = 0.

@ Pretpostavljamo da a1, ao, ..., an € C(I).

@ Tadaje G =1 x R" - oblast egzistencije i jedinstvenosti
rieSenja ove jednacine.

@ Za proizvolinu tagku (fo, y3, ¥4, ..., ¥§~ ) € G postoji
jedinstveno riesenje date jednacine y = ¢(t), koje
zadovoljava uslove y) (o) = yi ', i=1,2,....,n.

U vezi sa ovim zadatkom posmatracemo operator
L : C("(I) — C(I) definisan formulom

Liy) =y + a(t)y"D + -+ ap_1(t)y’ + an(t)y
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Teorema
Operator L je linearan.

Dokaz. Ispitacemo sljedeca dva svojstva:
(1) Aditivnost operatora:

(vy1 € CD)(vyz € C™(N)LWy1 +y2) = L(1) + L(y2).

Zaista, imamo:

Ly1+y2) = (11 +}’2)(n) +ay (1) (1 +}’2)(n71) +- -+ an(t)(y1 +y2)

="+ +a Oy D a4+ an(t)yn + an(t)ye
= "+ (A" 4+ +an(y 7 +an (Y4 (e

= L(y1) + L(y2)-
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Sliéno za svako o € Risvako y € C(")(I), imamo
(2) Homogenost

L(ay) = () + a(t)(ay)" D + - + an(t)(ay) =

o (Y + a0y + -t an(t)y + an(t)) = al(y).

ZakljuCujemo da je operator L linearan.
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Sa D oznacimo skup svihe rjeSenja posmatrane homogene
linearne diferenijalne jednacine. Ovaj skup mozemo opisati
formulom

D= {y e C"(T): L(y) = 0}.

Napomena.

@ Posmatrana jednacina napisana je kao da se
podrazumijeva da se zapravo trazi funkcija ¢ : T — R takva
daje L(p) =0.

@ Moguce je, a ponekad korisno, ovu jednacinu posmatrati u
kompleksnom podrcju, (funkcija y je oblika
y(t) = u(t) + iv(t), gdje su u i v realne funkcije iz C(")(I);
broj « je obilka « = v + id). U tom smislu, mozemo i
operator L posmtrati kao operator na prostoru funkcija sa
vrijednostima u skupu kompleksnih brojeva, koji éemo i
tada oznagavati sa C(")(I). Ova napomena se odnosi i bice
vazna u jo$ nekim nasim razmatranjima koja ¢e uslijediti.
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Teorema.

Skup D je vektorski prostor nad poljem realnih (i nad poljem
kompleksnih brojeva).

Dokaz. Dovoljno je dokazati sljedec¢a svojstva:
(1) Iz Svojstva aditivnosti operatora L slijedi

(Vy1 €D)(Vy2 €D)  (y1+)2) €Dy
(2) Sli¢no iz svojstva homogenosti operatora L slijedi
(VaeR (liae C)(Vy € D) ay eD.

To znadi da je D vektorski potprostor vektorskog prostora C("),
¢ime je teorema dokazana.
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Jednostavno je uociti da vazi sljedece tvrdjenje.

Posljedica

Ako sU @1, 2, ..., 0k (¢ = i(t),i=1,2,...,k) rieSenja
homogene linerane diferencijalne jednacine, a Cy, Co, . .., Ck
brojevi, tada je svaka linearna kombinacija

© = C1p1 + Copa + - - - + Ckpk ovih funkcija riesSenje iste
jednacine.
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@ Utvrdili smo da je D vektorski prostor.

@ Prirodno se postvljaju se sljedeca pitanja: Kolika je
dimenzija protora D, i $ta je njegova baza?

@ Prije nego sto damo odgovore na postavljena pitanja,
uvesSéemo pojmove linearne nezavisnosti i linearne
zavisnosti skupa funkcija.
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Definicija

Funkcije p1(t), ..., ¢k(t), t € I su linearno nezavisne na
intervalu | ako iz jednakosti linearne kombinacije

(Vt € Nagp(t) + - - - + akpk(t) = 0 slijedi

QA :a2:~--:ak:O

Funkcije koje nisu linearno nezavisne su linearno zavisne.

Primjer. (a) Funkcije 1 (1) = 1, ¢o(t) = t, p3(t) = 2 su linearno
nezavisne na svakom intervalu I C R, jer iz jednakosti

(Vt S ]I) aq + ast + Oé3t2 = 0 slijedi oy = ap = a3 = 0.

(b) Funkcije o1(t) = 1, pa(t) = sin? t, p3(t) = cos? t su linearno
zavisne na R, jer je

(=1)-1+1-sin?t+1-cos?t=0,

ti. a1 = =1, 00 = 1,3 = 1 - (Cak svi) razli¢iti od nule.
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Za nrjeSenja ¢(t),...,¢n(t) homogene linearne diferencijalne
jednacine moze se utvrditi da li su linearno zavisna ili su linerno
nezavisna pomocu determinante Vronskog W(t) koja se
definiSe na sljedeéi nacin:

©1(1) wa(t) en(t)

" (t L(t (t

W<p1,...,<pn(t) W(t) = (p1g( ) (ng( ) .. SOnE( )
A0 T W

Determinanta Vronskog se veZe za neka rjeSenja homogene
linearne diferencjalne jednacine. To se naglSava u oznaci
W, ....on(1). Medjutim, kada je iz konteksta jasno o kojim s
rieSenjima radi, dovoljno je Kkoristiti oznaku W(t).
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Teorema. Neka su ¢1(1),. .., vn(t) rieSenja homogene linearne
diferencijalne jednacine n-tog reda, definisana na intervalu I i
W(t) odgovarajuca determinanta Vronskog. Tada su sljedec¢a
tvrdjenja ekvivalentna:

(1) (Vte l) W(t)=0;
(2) (Hto € /) W(to) =0;
(3) RjeSenja p1(t),...,pn(t) su linearno zavisna.

Teorema. Neka su ¢1(1),. .., vn(t) rieSenja homogene linearne
diferencijalne jednacine n-tog reda, definisana na intervalu I i
W(t) odgovarajuca determinanta Vronskog. Tada su sljedeca
tvrdjenja ekvivalentna:

(1) (vtel) W(t)#0;

(2) (3o € l) W(t) #0;

(3) RjeSenja p1(t),. .., pn(t) su linearno nezavisna.
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Teorema

Prozvoljnih n linearno nezavisnih riesenja HLDJ n-tog reda
obrazuju bazu prostora D svih rjeSenja te jednacine.

Bazu prostora rieSenja D date jednacine nazivamo
fundamentalnim skupom rjesenja te jednacine.

Ako je p1(t), p2(1), .. ., pn(t) fundamentalni skup rjeSenja
jednacine, tada je formulom

¥y = Cio1(t) + - - + Cpen(l)

dato opste rjeSenje te jednacine.
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Primjer: Sastaviti linearnu diferencijalnu jednacinu ciji je
fundamentalni skup rieSenja ¢1(t), p2(t), ..., pn(t), t € L.

Neka je y = y(t) rjeSenje trazene diferencijalne jednacine.
Tada su funkcije y, ©1, ¢2, . .., pn linearno zavisne, pa je
W(t) = Wy o, 00,...0n(t) = 0, 1.

y ©1 P2 ©n
y o 4
: :1 :2 - 'n =0.
; » » . »
AT L ™ ()

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Homogena linearna diferencijalna jednacina



Primjer: Diferencijalna jednacina y” + (g t — 2ctg t)y’ = 0 ima
partikularna rieSenja y; = sint — %sin 3tiy, =sin®t. Dalisu
ona linearno nezavisna?

Da bi smo provijerili linearnu nezavisnost rieSenja y1 i y»
izraCunajmu determinantu Vronskog:

yi e
Yi Vs

Zamjenjujuéi yy i y» dobijamo

= Y1Yo — Yoi-

Wy, y.(t) = ‘

Wy, (1) = sin? t(2sin tcos t — sin3tcos t 4 cos 3tsin t).

Koristeéi identitet 2 sin a.cos 5 = sin(a — ) + sin(a + B)
dobijamo

W =sin?t <sin 2t — %(sin 2t + sin4t) + %(sin(—2t) + sin 4t)> =0.

Rjesenja y1 i y» su linearno zavisna.
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Primjer: Pokazati da su rjedenja y; = e~!i y» = e jednatine
(2t+1)y" — (42 +1)y' — (42 +2t+2)y =0

linearno nezavisna.

Napisimo jednacinu u obliku

g AP+ AP 42142
otr17 2t + 1

y=0,
odakle zakljuCujemo da je t = —% singularna tacka.

2
et g

_ Pt
et ol =e (2t +1).

Wiy1,ye] = '

Dakle, W(y1,y2) =0zat = —%. Ovu tacku izostavljamo jer je
singularna. Za sve druge tacke W(y1,y»2) # 0, pasu yq i y»
linerano nezavisna riesenja.
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Primjer. Mogu li grafici 2 rjeSenja jednacine

y"+q(t)y =0, ge C(R),

biti rasporedjeni kao na slikama:
Y Y
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Homogena linearna diferencijalna jednacina sa

konstantnim koeficijentima

To je jednacina oblika
y(n)+a1y(n_1)+...+any:0 (1)

gdje a1, a»,...,an € R.

@ Oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja ove jednacine
jeG =R xR"=R™1,

@ Prirodno se postavlja pitanje: kako naci opste rjeSenje ove
jednacine, koja je relativno jednostavna u odnosu na opsti
slucaj?

@ Na osnovu ranijih razmatranja, treba naci n linearno
nezavisnih rieSenja.
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Ojlerov metod

Rjesenje trazimo u obliku y = e, pri ¢emu treba odrediti broj
A. Tadaje y' = xeM, ..., y(M = A" M. Uvrstimo sve to u
jednacinu (1). Dobijamo

AT M g\ M g, eM =0,
odakle (zbog e +# 0) slijedi
PN =XN"+a A" +...a,=0.
Polinom P(\) = A" + a4 A"~ ! + - .- a,, se naziva karakteristi¢nim

polinomom diferencijalne jednacine (1), a jednacina P(\) =0
karakteristicnom jednacinom DJ (1.)

Dakle, y = e je rjeSenje jednacine (1) ako i samo ako je A
korijen karakteristicnog polinoma date jednacine (1).
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Pitanje mogucnosti i naCina rjeSavanja jednacina ovog tipa
postaje,sa stanovniStva mogucnosti i nacina rijeSavanja
jednacine (1), veoma vazno. Sljedeca teorema govori o
rieSivosti jednacina tipa P(\) = 0.

Teorema (osnovna teorema algebre)

Svaki polinom n—tog stepena sa koeficijentima iz polja
kompleksnih brojeva ima u polju kompleksnih brojeva n
korijena.

Tako, na primjer, kvadratna jednacina ima dva korijena, koji ne
moraju biti realni brojevi, jednacina tre¢eg stepena ima tri
rieSenja (neka od njih se mogu poklopiti) i neki od njih ne
moraju biti realni brojevi itd.
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Uopste, iako su koeficijenti polinoma realni brojevi, neki od
korijena tog polinoma se mogu poklopiti. Pretpostavimo da
uspijevamo (na neki nacin) odrediti korijene polinoma P(\).
Razlikujemo sljedece moguénosti:

Svi korijeni A1, A2, ..., \p polinoma P(\) su realni i razliciti.

Svakom od tih korijena pridruzujemo po jednu funkciju:

N o= op(t) = eMl
Ao — gOg(t) = 9*2’,
An = pp(t) = et

Funkcije ¢1(1), ..., ¢n(t) su rieSenja jednacine (1). Ima ih tacno
n, i potrebno je ispitati da li su ova rjeSenja linearno nezavisna.
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U tom cilju racunamo determinantu Vronskog.

et et o oAt
M eMt A26>\2t o )\ne)\”t
W§01,..47g0,7(t) = . . -
)\g”—ﬂeM /\(Zn—1)e>\2t o )\5,”_1)9/\nf
1 1 .1
—  gMiHettan)t A A2 An
A\

Gornja determinanta je poznata Van der Mondova
determinanta, pa je

W(t) _ e()\1+)\2+...+>\n)t H ()\i _ )‘j) 7& 0.

1<j<i<n
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Dakle, rjedenja ¢;(t) = eM, i =1,2,...,nsu linearno
nezavisna, pa je opste rieSenje jednacine (1) u ovom slucaju

y=CieM 4+ e+ ...+ CheMt, teR J

gdje su Cy, Co, ..., Cp proizvoljne konstante.
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Svi korijeni polinoma P(\) su i dalje realni, ali neki od njih su
viSestruki.

Posmtrajmo slu¢aj kada je diferencijalna jednacina drugog
reda:
y'+ay +ay=0.
Odgovarajuc¢a karakteristi¢na jednacina glasi:
N+ a\+a=0.

Pretpostavimo da je A\ dvostruki korijen jednacine

M2 + a;\ + ap = 0. Tada je jedno riedenje date DJ (1) = eM,
ali nama su potrebna dva linearno nezavisna rieSenja. Ako
bismo imali i rjeSenje A # \q, tada bismo imali (1) = e
drugo rjesenje date diferencijalne jednacine.

Slijedi da je tada
M _ et

Pral) = =55~
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Pri tome je

M _ it ' \ €A
lim ——— = lim eM = ———t=
A=A A — A A=A (A=)t
()\—)\1)1’ _1
Mt gim & 1 et

A=A (A= Aq)t

Nasluéujemo da bi (t) = te* moglo biti drugo rjeSenje date
jednacine. Provjeramo da li je to tacno? Imamo da je

ps(t) = eMt 4+ Ny teM!,

wn(t) = MeMt 4 A teM! - A3teMt,

Uvrstimo to u datu diferencijalnu jednacinu. Dobijamo

20N+ \2teMt 4 g (eM! + A\ teMt) + apteM! = 0.
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Poslije dijeljenja sa e! # 0 dobijamo
2\ + X% 4+ a; + \ait+ at =0,
odnosno
2\ + a1 + t()& 4+ a1 + 32) =0.

Primjetimo da ako karakteristi¢ni polinom ove jednacine
ozna¢imo sa P(\) = A2 + ay\ + a. Zbog toga prethodnu
jednakost mozemo pisati u obliku

P'(\) + tP(\) = 0.

Pri tome je Aq korijen ovog polinoma (kvadratnog trinoma) pa je
dakle P(\1) = 0, P'(\1) = 0. To znaci da je po(t) = teM!
rieSenje date diferencijalne jednacine.
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Determinanta Vronskog za ovaj sistem funkcija je

W(t) e1(t) wa(t) | | eM! tet!
) pa(t) || MeMT (T4 At)eM!
1 t
a2t — @2\t
DA VRISV Il A e

Dakle, ova rjeSenja su linerano nezavisna, pa je opste rieSenje
posmatrane diferencijalne jednacine

y = Cq eA" + Cgte)‘1t.
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Kada rijeSavamo HLDJ n—tog reda sa konstantnim
koeficijentima, tada je odgovarajuci karakteristic¢ni polinom P())
polinom n—og stepena. Za sada pretpostavljamo da su njegovi
korijeni realni brojevi. Neki od tih korijena mogu biti viSestruki.

Podsjec¢anje. Broj )\ je korijen viSestrukosti r, polinoma P()),
ako je

P(X) = (A= X0)"Q(N), priemu je Q(X) # 0.
Ovaj uslov mozemo pisati i na sljedeci nacin:

P(Xo) =0, ..., PU=D(x) =0, P"()g) 0.
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Ako je Ao € R korijen viSestrukosti r karakteristi¢cnog polinoma
HLDJ (1), tada tom korijenu odgovaraju sliedeca rjeSenja
jednacine (1).

©1(1) = e po(t) = teM!, .. (1) =t TeM!,

@ Ako je pritome P(A\) = (A — Xo)"Q()\), gdje je Q(\) polinom
stepena n — r, tada se pored prethodno opisanih r rijeSenja
jednacine (1), jo§ n — r rjeSenja dobija odredjivanjem n — r
korijena polinoma Q(\), na nacin opisan u li ll.

@ Vazno je jos napomenuti da se na ovaj nacin dobijaju
linearno nezavisna rjesenja, kojih ima dovoljno da obrazuju
bazu prostora rieSenja HLDJ (1).
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Ako je A\ = o + i3 korijen karakteristicnog polinoma
diferencijalne jednacine (2), Ciji su koeficijenti realni brojevi,
tada je i A = o — i3, korijen istog polinoma.

Ovom paru (konjugovano kompleksnih) korijena odgovaraju
rieSenja

£1(t) = elotP)t = g*(cos Bt + isin St),

&o(t) = el — g(cos Bt — isin Bt).

ali to su funkcije Cije vrijednosti ne pripadaju skupu R.
Nova dva realna rieSenja moZzemo dobiti na sljedeci nacin:

o1(0) = 2(61(1) + €a(1) = et cos .

ealt) = €1(1) — iEa(t) = (E1(1) — Eo(t) = €t sin Bt
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Ova dva rjeSenja Ce biti dio fundamentalnog skupa rjeSenja
jednacine (1).

Ako je neki broj « + i3 viSestruki korijen (strukosti veée od 1)
karakteristicnog polinoma HLDJ, tada treba primijeniti postupak
objasnjen u tacki Il.

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Homogena linearna diferencijalna jednacina



Primjer 1. Rijesicemo jednacinu y” + y’ — 2y = 0.

Karakteristi¢ni polinom ove jednacine je kvadratni trinom
P(\) = X2 + X\ + 2, a njegovi korijeni (rjeSenja kvadratne
jednacine P(A) =0)su Ay = -2, )\, = 1.

Fundamentalni skup rjeSenja ove jednacine Cine rieSenja
©1(t) = e72li po(t) = €', a opste rjesenje je dato formulom

y = Cy e~ + Cget.
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Primjer 2. y(®) — 6y(*) 1 9y() = 0 je HLDJ ¢iji je karakteristi¢ni
polinom P()\) = A% — 6A* +9A3 = A3(\ — 3)2,

Korijeni polinoma P(\) su Ay = 0-(to je trostruki korijen i njemu
odgovaraju rjeSenja date jednacine

o1(t) = 1, 02(t) = t,3(t) = 12.) i A2 = 3 - (to je dvostruki
korijen kojem odgovaraju rieenja w4 (t) = €3, ps5(t) = ted.
Ovih pet rieSenja Cine fundanentalni skup rijeSena date HLDJ, a
njeno opste rieSenje je

y = Cy + Cot + C3t? + C4&° + Cste’.
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Primjer 3. Data je HLDJ y®®) 4 8y(®) 4 16y’ = 0 koju treba
rijesiti.
Karakteristéni polinom ove jednacine je

P(\) = X% +8X3 + 16X = A(\* +8)2 + 16) = A\(\? + 4)?,

a njegovi korijeni su Ay = 0, (ovom korijenu odgovara rjeSenje
v1(t) = 1)) i par konjugovano kompleksnih brojeva

Ao = 2i, \3 = —2i (to su dvostruki korijeni) kojem odgovaraju
parovi rieSenja date HLDJ ¢,(t) = cos t, p3(t) = sin3ti

w4(t) = tcos 3t, ps(t) = tsin3t.

Ova rjeSenja Cine fundamentalni skup rjeSenja date jednacine,
a njeno opste riesenja je

y = Cy + Cocos 3t + C3sin3t + Catcos 3t + Cs sin 3t.
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Primjer 4. Treba napisati HLDJ sa konstantnim koeficijentima,

Sto je moguce manjeg reda, Cija su rieSenja
o(t) = tsint, po(t) = te' cos t.

Zajedno sa ovim rjeSenjima, i funkcije y = sint, y = cos t,

y = tcost,y = el cost, su rieSenja te jednacine. Odavde (zbog
toga Sto su rijeSenja y = sint,y =cost,y = tsint,y = tcost)
slijedi da karakteristini polinom te jednacine mora imati
dvostruke korijene A = i i A = —i. Dalje, zbog toga Sto su

y =telcost,y = telsint,y = el cost, y = elsint rieSenja
slijedi da su A = 1 £ i dva dvostruka korijena karakteristicnog
polinoma.

Slijedi, korijeni karakteristicnog polinoma su i, —i,1 + i, 1 — i
svaki od njih je dvostruki korijen, pa je

PO = [ = (A + A~ (1 = YA — (1 + ) =
02 L 1) =12+ 1)]" =
4+ 2)02 1 1)\ + 402 +44+4)02 - 4)3 _8)) =
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P(\) = X8 —4)\" 1 100% —16X° +-21)* —20)°3 + 1612 — 8\ + 4.
Dakle, trazena diferencijalna jednacina glasi:

y® 4y 110y0) _16y(5) +21y*) _20yC) 116y" -8y +4y = 0.
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(b) Ako se pak trazi bilo koja homogena hlinearna diferencijalna
jednacina, tada tu jednacinu mozemo dobiti iz uslova: Data
rieSenja yy, yo i proizvoljno trece rjeSenje y su linaerno zavisna,
tj. mora biti

noy2  y
i Y2 ¥y |=0,
oy Yy
odnosno
tsint tel cos t y
sint+ tcost elcost+ telcost — telsint y' | =0,

cost+cost—tsint

Ra vcunajuéi determinante dobijamo jednacinu drugog reda
oblika

a(t)y" +ai(t)y' + ax(t)y = 0.
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