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NUMERICKA ANALIZA
1. INTERPOLACIJA

U numerickim metodama razmatraju se matematicke formule 1 ra¢unski procesi koji mogu
da budu efektivno sprovedeni. To znaci da mogu da budu sprovedeni za kona¢no mnogo izve-
denih rac¢unskih radnji 1 da mogu da budu dovedeni do poznatih konkretnih brojnih vrijednosti,
najcesce do pribliznih vrijednosti.

U glavi 1. govorimo o zadatku interpolacije. Dato je nekoliko ta¢aka u ravni, a treba odrediti
kruvu liniju da prolazi kroz sve te tacke.

1.1. LAGRANZOV INTERPOLACIONI POLINOM

Razmotrimo funkciju f: R — R ili f:[a,b] — R, Neka je n > 0. Razmotrimo n + 1
medusobno razli¢itih tacaka zg,...,z, na realnoj osi. Neka su date vrijednosti f(z;) za 0 <
i < n. Zelimo da odredimo funkciju L,: R — R ili L,: [a,b] — R koja zadovoljava uslov
L,(z;) = f(z;) za 0 < ¢ <n. Za funkciju L, se kaze da je interpolaciona funkcija. Kazemo da
zelimo da rijesimo zadatak o interpolaciji za podatke (z;, f(z;)) sa 0 <4 < n. Treba definisati
klasu funkcija {L, } u kojoj se trazi funkcija L,,. Uzmimo da je to klasa svih moguéih polinoma
gdje su a; € R (0 < j < n) zasad neodredene veli¢ine. Iz uslova interpolacije L, (z;) = f(=;),
0 <t < mimamo ag+ a1z, + ... + a2zl = f(z;), 0 <i < nil

a

1 zy -+ xf 0 f(zo)
ai

1 =z, - z" ’ "

e ] || L

Imamo linearni sistem od n + 1 jednacina sa » + 1 nepoznatih. Njegova determinanta D je
poznata Vandermondova determinanta i znamo da je D = [lo<icj<n(z; — ). Po uslovu je
z; # x; za i # j. Tako da je D # 0. Zato sistem ima jedinstveno rjeenje. Dakle, postavljeni
zadatak o interpolaciji ima rjeSenje u razmatranoj klasi {L,}, 1 to jedinstveno. Na redu je
konstrukcija interpolacionog polinoma L, = L,(z), odnosno dobijanje njegovog eksplicitnog
izraza. Mogao bi da bude rijesen linearni sistem, a mi ¢emo izvrsiti konstrukciju drugim putem.
Razmotrimo proizvod wy11(z) = [1io(z — #;). Funkcija w,41 je polinom stepena ta¢no n+1
i zadovoljava wy,11(2;) =0 za 0 < 4 < n. U izrazu za w,41(z) izostavimo jedan faktor, recimo
prvi faktor & — zo. Vidimo da je funkcija y(z) = [[i~;(z — #;) polinom stepena ta¢no n i da
zadovoljava y(z;) = 0za 1 < i < n. A y(zo) = IIi~; (o — ®;) # 0. Prema tome, lako formiramo
funkcije £; = £;(z) da zadovoljavaju: £;(z;) =0 za j # i1 ¢;(x;) = 1. Upravo
r—Z;

li(z) = H 78 ilse pie samo {;(z) = H

o Ti T j#i T T

Na kraju, funkcija L,(z) = fo(z)f(z0) + ... + Lu(z)f(z,) predstavlja rjeSenje postavljenog
zadatka, za L, se kaze da predstavlja Lagranzov interpolacioni polinom, pisemo

La(x) = . (e T

n
r — ZEJ
i=0 J#i

:Bi—.T?j

—pagel of 11 ————



——— Xnumera.tex ————

U numerickoj praksi, veli¢ina f(z) nije poznata, a veli¢ina L, (z) je poznata, odnosno moze
da bude izracunata, tako da je L,(z) priblizna zamjena za f(z). Ovdje je = jedna tacka na
realnoj osi koja nije ¢vor, tj. koja ne pripada mrezi ¢vorova, tj. koja se ne poklapa ni sa
kojim z;, 0 < 2 < n. Ponekad se upotrebljava sljede¢a terminologija. Ako tacka z za koju se
interpolacija vr§i pripada intervalu [a, b] obrazovanom od strane ¢vorova onda se kaze da se vrsi
interpolacija u uZem smislu. A u suprotnom slucaju se kaze da se vrsi ekstrapolacija. Ovdje je
a=min,—g . % 1 b=maxj—o .,

y‘ y=f(z) y=Ls(=)

Tabela Ulazni podaci za
zadatak o interpolaciji

0 Zg flzo

1 1 f(z1)

i i L
n Ln f(xn) 0 IEIO T IEll )
Slika za L. 1. p. u sluéaju n = 2

Donekle slican zadatku o interpolaciji je ZADATAK O NAJBOLJOJ APROKSIMACIJI,
engl. best fit. Skup ulaznih podataka (z;, f(z;)), 1 < i < n je istog oblika kao malocas. Kod
aproksimacije se ne trazi vise da pojedinacno odstupanje r; = f(z;) — L,(z;) bude = 0, veé se
sada trazi da r; = f(z;) — g(z;) bude §to je moguée manje. Ovdje je g funkcija koja predstavlja
rjefenje zadatka o aproksimaciji. Trazi se ustvari da vrijednost izraza v = Y_I | |r;|* bude §to
je moguée manja, pa se zato kaze i — metoda najmanjih kvadrata. Iz koje klase funkcija
{g} treba izabrati ¢? U najprostijem slu¢aju g je linearna funkcija. Ili je g polinom stepena
<k, gdje je k <n —2. 1li je g oblika g(z) = a + 2 ili g(z) = ae® ili itd.

Najbolja aproksimacija sa g(z) = az + b za (z;, f(z;)) = (25, fi), gdje je 1 < i < n (linearna
regresija, linearni trend):

Yiaw Y ] ) l a ] _ l Yimy wifi ]

2o T n b Ylimy Ji
Navedena formula (za odredivanje a i b) lako se izvodi iz uslova za stacionarnu tacku funkcije
F = F(a,b), odnosno iz uslova za njenu tacku minimuma. Znamo da uslov za stacionarnu
tacku glasi: aFégZ’b) =0, aFg;’b) = 0. Uvedena je oznaka F(a,b) = 31 (az; + b — f;)®. Vidimo
da je r* = F(a,b).

Uzmimo da treba naéi zavisnost oblika y = ae®, na osnovu podataka {(z;,v;), 1 <i < n}.
Svodenje na prethodni sluéaj pomoéu: y = ae®® = Iny = Ina + bz. Treba primijeniti model
prave linjje na podatke {(z;,Iny;), 1 <i < n}. Kao rezultat, imaéemo b1ilna.

Primjer 1: Naci najbolju aproksimaciju oblika y = axz + b po metodi najmanjih kvadrata

bz

za podatke ; i Z 2 ;L Izrada: Y z? =30 Yz = 10 Yz = 59 Yy = 19
30a + 10b = 59 B B o
{ 10a+4h—19 @¢=23 b=-1 Odgovor: y =23z —1.
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Primjer 2: Po metodi najmanjih kvadrata, naéi aproksimaciju oblika y = ae®® (svodenjem na
v|1]219 4 . Izrada: Iny =Y v|1] 2 3 4
y|1]|4]10 |20 Y 10]1,39]230| 2,99
30A +10B =21.64
10A + 4B =6,68

linearni sluéaj) za podatke

Y = Az + B A=09 B = -080 % = 0,45. Odgovor:

y = 0,45¢%%.
1.2. OCJENA GRESKE ZA LAGRANZOV INTERPOLACIONI POLINOM

Ova sekcija predstavlja nastavak prethodne, tako da se sve oznake preuzimaju. Neka z €
[a,b] ili z € R, s tim da z nije ¢vor. Razmotrimo numericki odgovor f(z) ~ L,(z) na pitanje:
¢emu je jednako f(z). Greskom ili greskom numerickog odgovora nazivamo razliku r(z) =
f(z) — L,(x). U ovoj sekciji treba da dobijemo izraz za r(z), odnosno treba da ocijenimo sa
gornje strane |r(z)|. Pretpostavlja se da f € C"*Y(R) ili f € C"*[a,b]. Uvedimo funkciju ¢
relacijom

p(t) = f(t) = Ln(t) — Kwpya (t), (1)
gdje je K zasad neodredena konstanta. Izaberimo K tako da bude ¢(z) = 0. Dakle, neka je

f(2) = Lu(z)

K =
wn+1($)

(2)

Sada je vrijednost K odredena. Pogledajmo rjesenja jednacéine p(t) = 0. Vidimo da ¢ ima

bar n + 2 nule. Upravo, njene nule su sigurno ¢t = z, t = @9, ..., t = x,. Naime, p(z;) =
f(z;) — Lu(z;) — Kwpga (2:) = f(=;) — f(z;) — K -0 =0. Tacke z, o, ..., z, obrazuju na realnoj
osi interval [a, b]. Dakle, neka bude a = min(z, zo, ..., z,) 1 b = max(z, zo,...,z,). Nabrojane

tacke obrazuju na realnoj osi n 4+ 1 malih intervala. ( Rolova teorema: ako je f neprekidna na
[a,b], diferencijabilna u (a,b) i f(a) = f(b) onda postoji broj a < £ < b takav da je f'(§) = 0.
) Rolova teorema govori da izmedu dvije nule funkcije postoji bar jedna nula njenog izvoda.
Tako da funkcija ¢’ ima bar n + 1 nulu unutar [a, b]. Sli¢no, ¢” ima bar n nula. Itd. Na kraju,
©"*1) ima bar jednu nulu: postoji & € (a,b) takav da je ™+ (£) = 0. S druge strane, jasno
je da je LO+Y(t) = 0 i da je wﬁﬁtl)(t) = (n + 1)! Ako se (1) diferencira n + 1 puta po ¢ onda
imamo ™+ (t) = O+ (¢) — K(n 4 1)! Uvistimo ¢ = & ot (€) = 1 (€) — K(n 4+ 1)! ili
0= ft() — K(n +1)! il
Fer(€)
- (n+ 1)1

Uporedivanjem (2) i (3) dobijamo rjeSenje, tj. trazeni izraz za gresku:

(3)

r(e) = £) = L) = gy (@ (), (4

¢ = €(x) € (a,b). Cesto se (4) pise u obliku:

1 . n
|f(‘,l;) - Ln($)| S )'Mn+1|wn+1(x)|7 gd.]e Je Mn+1 = max |f( +1)(t)|'

(n+ 1)! te[a.b]

U formuli (4): greska = ..., a zatim u susjednoj formuli: |greska| < ....
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1.3. PODIJELJENE RAZLIKE I NJIHOVA SVOJSTVA

U ovoj sekciji uvodi se pojam podijeljene razlike 1 utvrduju se neka njihova jednostavna
svojstva. Kaze se kona¢na razlika ili razlika ili engl. difference za izraz f(z1) — f(zo), a kaze se
f(@1) — f(=0)

r1 — Xo
(f,z0,21) ili flzo,z1]. Dakle, neka su o funkeiji f: R — R dati na raspolaganje oni isti podaci
kao u prethodnim sekcijama: (z;, f(z;)), 0 < ¢ < n. Podijeljena razlika prvog reda funkcije f

podijeljena razlika za izraz , a za taj izraz koriste se razne oznake, kao [zg, ;[ ili

oznacava se sa f[z;, z;] 1 jednaka je

Flzs, z;] = M (1)

iBj—JJi

Sli¢no, drugog reda
flwj, wn] — flwi, o]

f[$i7$j7$k] = :
T — I;

Uopste, razlika reda k definise se pomocu razlika reda k — 1,1 to

f[:l:lv"'v:l;k]_f[w()?"'amk—l]
T — Lo ’

flzo, ... zk] =

Podijeljena razlika nultog reda oznacava se sa f[z;] i jednaka je f(z;).

Sljedeca lema utvrduje jedno svojstvo podijeljenih razlika. Lako se vidi da je podijeljena
razlika jednaka jednoj linearnoj kombinaciji vrijednosti funkcije u obuhvaéenim ¢vorovima.
Lema daje izraz za koeficijente linearne kombinacije.

Lema. Za svako k > 1 vazi jednakost

1
flors o) = D fe) s

(2)

(Iiz1,.. i1, k)-

Lemu ¢emo dokazati primjenom principa matematicke indukcije po k. Za k = 1 razmatrana
jednakost svodi se na f[z1] = f(z1) 1 o¢ito je istinita. Za k = 2 ona se svodi na definicionu
relaciju (1). Uzmimo da je jednakost (2) ta¢na za k = £ i dokazimo da je ona tada taéna i
za k = £ 4+ 1. Prva naredna transformacija oslanja se na definiciju, a druga na indukcijsku
pretpostavku:

flza, o ] = #(f[xzv"'awl-}-l]_f[wlv"'vxf[) =

Tiy1 — 1

1 g 1 1
— T; — T; . 3

Tpy1 — I Jz:; f( J)H2§z§£+l (iBJ . ZBZ) ; f( J)HIS;_:SZ ($] o m1‘) ( )
Cemu je jednak koeficijent ¢; uz f(z;) u posljednjem izrazu? Vidimo da je 1 < 5 < £+ 1.
Uzmimo prvo da je 1 < j < £+ 1. Tada je

1 1 1
Cc: = _
I Typ+1 — 1 H2§§§{+1 (:Ej — CBZ) ngigl (:Ej — :BZ)
i#]

%5
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1

- H1§i§£+1 (:Bj — CBZ) ’
i#y

i — 1) — (z; — we+1))

1 1 (
. xr
Top1 — T H1§%§€+1 (z; —z) 7
i#j

Vidimo da ¢; ima predvideni oblik. Uzmimo sada da je j = 1. Veli¢ina f(z1) pojavljuje se
samo u drugom sabirku desne strane formule (3) i ocito je

1 -1 -
g = — <H1§Sl (:Cj — :BZ)> = <H1§i§l+l (ile - 111)) )
Tyl — L1 ] i

ima predvideni oblik. Sli¢no kada je y = /¢ + 1, tj. za ¢yy1. Lema je dokazana.
Iz leme neposredno proizilaze sljedec¢a dva svojstva podijeljenih razlika.

1. Podijeljena razlika je linearni operator od funkcije f, tj. vazi (a1 f1 + asfa)[®1, ..., 2k =
Oélfl[ZBl, e ,Zl?k] + Oézfz[il?l, ceey Zﬂk].
2. Podijeljena razlika f[zi,...,zx] je simetri¢na funkcija svojih argumenata =z, ..., zg, tj.

ne mijenja se pri bilo kakvoj njihovoj permutaciji. Recimo, f[z1, 5] = flza, 21| 1 fl#1, 22, 23] =
flzs, z1, x,] 1 slicno.

Na kraju, uobicajeno je da se podijeljene razlike prikazuju u obliku tabele. U nastavku je
data tabela u slu¢aju kada su poznate vrijednosti funkcije f u tackama zg, ..., z,:

flzo)  flzo,z1]  flzo, 21, 4] flzo, @1, .., @,
flz1)  flzy, 2]

f[mn—la $n]

f(@n)

1.4. NJUTNOVA INTERPOLACIONA FORMULA SA PODIJELJENIM
RAZLIKAMA

Neka su opet poznate vrijednosti f(zo),..., f(z,) funkcije f: R — R u n + 1 medusobno
razli¢itih tacaka zo,...,z,. U ovoj sekciji ¢e: (a) L. i. p. biti prikazan u drugom obliku.
Naime, u 1.1. je bila dokazana jedinstvenost interpolacionog polinoma, tako da Nj. 1. p. koji
slijedi predstavlja samo drugi oblik jednog te istog polinoma (drugi prikaz, drugi zapis). Jo§
¢e: (b) biti izvedena formula o vezi izmedu podijeljene razlike (n 4+ 1)—vog reda neke funkcije 1
njenog (n + 1)-vog izvoda.

Kao prvo, dokazimo jedan identitet. Vidi se da je

T(e—2) (20 4§ f(2:) I
L= (n?:()(w—wi)*;(wi—w)n?:o #i(zi—zj)) pitlO 0ol

uz primjenu leme iz prethodne sekcije. Ranija oznaka w,q1(z) = [1rq(z — ;).

Identitet  f(z) — Ln(z) = wppr(2) flz, 2o, . . ., 4] (1)
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S druge strane, prepi§imo formulu (4) iz sekcije 1.2.

: O (Ownga(2), €= E(x) € (a,b),

r(z) = f(z) — La(z) = i)

izraz za gresku L. i. p. Uporedimo formulu (1) i prepisanu formulu. Tako dobijamo

1 n+1
flz,xo, ... 2,) = mf( () (2)

za neko € € (a,b), gdje je a = min(z, zo. ..., z,), b = max(z,zg,...,z,), f € C"[a,b], n > 0.
Na lijevoj strani formule (2) napisana je podijeljena razlika (n + 1)-vog reda funkcije f.
Uradili smo (b) i na redu je (a).

Prelazimo na izvodenje Nj. i. f. Uvedimo oznaku wiiq(z) = Hfzo(:n — ;). Neka Ly = Ly(z)

oznacava L. i. p. funkcije f po mrezi évorova {zo, ..., z;}. Tako da je naravno Li(z;) = f(z;)
zat =0,..., k. Funkcija L,,(2)— L.,_1(z) predstavlja o¢ito polinom stepena manjeg ili jednakog
m, aza T = Tg, ..., T = Tyy_1 0CItO je

Lin(2) = Lns(2) = f(z) = f(z) = 0.

Primjera radi, kvadratni polinom p = p(z) ¢ije su nule z = 3 1 = 4 prikazuje se kao p(z) =
As(z — 3)(z — 4). Tako da se polinom L,,(z) — L,—1(z) prikazuje kao

Ln(2) — Lin-1(2) = Ao ().
a treba odrediti A,,. Supstitucija z = z:

Lon(@m) — Lines (20) = Apntor ().

F(@m) = Lo (2n) = At (1), (3)
S druge strane, upotrebimo (1) kada je n = m — 1:

f(@) = Lyp—1(2) = wp(2) flz, 20, - . ., Te1],

supstitucija © = 2,0 f(2Zm) — Lin—1(2Zm) = Wi (Zm) f[Tm, To,s - - -, i),
f(2m) = Lin—1(2m) = W (2m) flZo, - - -, ) (4)

jer je podijeljena razlika simetriéna funkcija svojih argumenata.

Uporedimo (3) i (4). Tako A,, = f[zo, ..., z,] 1 zato
Ly(2z) = Ly—1(2) = flzo, . .., Zm]wm(z).
Nastavljamo
La(e) = Lof#) + (Lt (#) — Lof#)) + (La(#) ~ La(#)) + -+ (Lue) — Los(2))

L,(z) = Lo(z) + flzo, z1]wi(z) + flzo, T1, Ta]wa(z) + ... + flro, T1, ..., Tn)wa(z),
L.(z) = f(zo) + flzo, z1](z — ®0) + flzo, T1, T2](T — o) (T — 1) + ... +
flzo, @1, ..., za)(2 — @) ... (& — zpeq). (5)
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Interpolacioni polinom zapisan u obliku (5) naziva se Njutnovim interpolacionim polinomom
sa podijeljenim razlikama.

Na kraju, zelimo da zapisemo zajedno, tj. u jednoj formuli izraz za interpolacioni polinom
1 izraz za njegovu gresku, zelimo da napiSemo formulu oblika "ta¢na vrijednost = priblizna
vrijednost 4 greska”, tj. formulu f(z) = L,(z) + 7(z). Na osnovu (1) i (5) imamo:

f(@) = f(®o) + flzo, T1]wi(z) + flzo, T1, To]wa(z) + ... +

flzo, .-, zulwn(z) + flz, 2o, - . ., Tp|wntr ().

Najzad, zapazimo jedno dobro svojstvo koje posjeduje Njutnova interpolaciona formula sa
podijeljenim razlikama, neka vrsta "aditivnosti”. Zamislimo ovakvu situaciju. Mi procjenju-
jemo f(z) pomoéu Ly(z), tj. koristimo ¢vorove g, ..., z4. U okviru toga, ocijenimo odgo-
varajuéu gre§ku f(z) — Ly(z), pri Cemu se ispostavi da je greska isuvie velika, ispostavi se da
nismo zadovoljni dobijenom precizno$§éu. Tada, radi dobijanja bolje aproksimacije, ukljucimo
u racun jo§ jedan évor zz. Zapaziti da prilikom rac¢unanja zbira Ls(z) ne moramo da ponovo
racunamo sve njegove sabirke, ve¢ da je dovoljno da se dosad izracunatoj pribliznoj vrijednosti
Ly4(z) doda jo§ jedan sabirak; uporedi izraze za Ly(z) 1 Ls(z).

Naknadno dodato: generalizacija pojma podijeljene razlike: flz,z] = lim,_o flz,z +¢] =
f'(2), fle,z, 2] = lim.yo flz, x4+ €,z + 2¢] = 5 f"(x) i sli¢no, flz1, 1,25 = im0 flo1, 21 +
€, x) 1 sli¢no.

1.5. KONACNE RAZLIKE

Konacne razlike ¢ine osnovni aparat u numeri¢kim metodama, a definisu se samo u slué¢aju
ravnomjerne (ekvidistantne) mreze ¢vorova. U ovoj sekciji daju se definicije i svojstva. Ekvidis-
tantna mreza &vorova definide se pomoéu pocéetnog &vora xg € R i svog koraka h > 0. Cvorovi
su x; = xg+1th, obicno zaivazii = 0,1,...,n, gdje je n > 1. Sljedeca tablica predstavlja prim-
jer. Mreza je definisana sa ¢ = 0 h = 0,1 n = 5. Tablica se odnosi na funkciju y(z) = €**.
Prikazane su njene vrijednosti u é¢vorovima y; i odgovarajuée konacne razlike prvog reda Ay; 1

drugog reda AZy;:

€T; Y Ay; Azyi
0 1 0,22140 0,04902

0,1 1,22140 0,27042 0,05988

0,2 1,49182 0,33030 0,07312

0,3 1.82212 0,40342 0,08932

0,4 2,22554 0,49274

0,5 2.71828

TR W N+ O =,

Razmotrimo funkciju f: R — R ili f:[a,b] — R. Oznaéimo sa f; njene vrijednosti u
¢vorovima mreze, tj. f; = f(z;) zai=0,1,...,n. Za jednu te istu kona¢nu razliku koriste se tri
razli¢ita naziva. lzraz f;,; — f; naziva se kona¢nom razlikom prvog reda. Za taj izraz koriste se
sljedece trirazlicite oznake: Af; = f;11— f; kona¢na razlika unaprijed, Vf;1; = f;11— f; kona¢na
razlika unazad 1 §f;11/2 = fiz1 — fi ili svejedno fi1+1/2 = f;11 — fi centralna konac¢na razlika.
Razlike viseg reda definifu se na osnovu razlika nizeg reda: A™f; = A(A™ 1 f;) = A™ i, —
A" VT = V(V’ln_lfi) - VoA =V 016 f; = 687 ) = 67 figaya— 0" fisays

ili svejedno f* = v/ —Jit1/2 Vidimo da se za centralne razlike koriste dvije razli¢ite oznake
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0™ f; 1 f*. U slucaju centralne razlike 6™ f; = f™, ako je m paran onda je ¢ cio, a ako je m
neparan onda je ¢ polucio. Napomenimo da se rijetko koriste V i 4.

Tabela razlika unaprijed A™ ima oblik : , tabela razlika unazad V™ ima oblik

k , a tabela centralnih razlika ™ ima oblik > . U nastavku je prikazana tablica

centralnih razlika:

T [ af=ft &f=f &f=f°
Zo fo

fiye
Ty h 1 f 3
fg/z ) f3/2
T2 fa 1 VB 3
fs)2 \ fsp
T3 fs s _

fi/2
Lq fa ‘

Na primjer: Af; = fiy1 — fi, A%fi = fiva — 2fi1 + fis A%fi = fixs — 3fiya + 3fira — fi
AYf; = fiva — 4fiis + 6fi00 — 4fip1 + fi, itd. Vidimo da je konaéna razlika jedna linearna
kombinacija vrijednosti funkcije u évorovima koji su obuhvaceni. Sljedeca lema utvrduje cemu
su jednaki koeficijenti linearne kombinacije.

Lema 1. Za svako m > 1 vazi jednakost

A™fi= 3 (-1 (’j’) fitmi.

Lemu éemo dokazati indukcijom. Za m = 1 jednakost se svodi na Af; = f;11 — fi 1 oéito
je tacna. Uzmimo da je jednakost tacna za m = [ 1 dokazimo da je tada jednakost tacna 1 za

m=1+1:

I {1 I (1
AT = N — Nfi = Z(—l)J (]) firrgg — Y (=1) (]) fivimj =

=0

! {1 -1 {1
fivi + Z(—l)’ (]) firrpij = D (1) (]) fivieg = (1) fi =

j=0
: 3 l l j—1 l I+1
fivior + D=1 ) iy — D (-1) q fivicjr1 + (1) fi =
j=1 J j=1 J -
l l l+1
pomocu iz kombinatorike () + ( ) = ( + ) imamo
J J—1 J

I (1
fit141 + 2(—1)3( —IJ_ 1) fivin + (D) =
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I+1 ) l
E(—l)J( J]rl) firtr1-j,

=0

§to je i trebalo. Lema je dokazana.

Lema pokazuje da je operator uzimanja konacne razlike od neke funkcije linearan po toj
funkciji, tj. da vazi jednakost A™(af + B9); = aA™f; + fA™g;.

Podijeljena razlika f[z;,...,z;y1,m] reda m obrazuje se po vrijednostima funkcije u m + 1
CVOTOva &;, . . . , i1y, koji su rasporedeni bilo ravnomjerno bilo neravnomjerno. Konaé¢na razlika
A™ f; reda m obrazuje se po tim istim ¢vorovima jedino kada oni ¢ine ravnomjernu mrezu.

Lema 2. Vazi jednakost

Amfz = hmm'f[liz, e 7$i+m]-

Dokazuje se indukcijom. Za m = 1 imamo Af; = hf|z;, x| ili Af; = hii‘ii:i‘ ii Af; =
fix1 — fi- Indukcijski korak:

A = Alfiyy — Alf; =

h(l+1
(hll!f[$i+17 R Cbi+l+1] — hll'f[:l}“ R $i+l]) # -

LTiti+1 — &4
RPN (14 1) flzi, . . ., iriqa], dokazano.

Bila je napisana formula (2) u sekciji 1.4. flz;, ..., fizm] = %f(m)(f)

Napisana formula (1.4.2) izrazava vezu izmedu podijeljene razlike odredenog reda i izvoda
funkcije tog istog reda. Jednostavnim njenim kombinovanjem sa prethodnom lemom, dobija se
veza konacnih razlika i izvoda, kako slijedi.

Lema 3. Ako f € C™[x;, ;4| onda vazi

A™f; = ™ f™(€) za neko z; < € < Tiym.

Naravno da se ista jednakost mozZe zapisati 1 u drugim oznakama: A™f, = V™f.,, =

O™ fitm)2 = fi’im/z = hmf(m)(f) za neko € € (z;, Tiym) = (xo + th,zo + (£ + m)h).

1.6. NJUTNOVE INTERPOLACIONE FORMULE SA KONACNIM RAZ-
LIKAMA

U ovoj sekciji izvode se dvije najpoznatije interpolacione formule. I one predstavljaju samo
drugi zapis L. 1. p. Racun je jednostavan jer je sve pripremljeno u prethodnim sekcijama.

Razmotrimo ravnomjernu mrezu ¢évorova ¢iji je osnovni ¢vor ¢ = z9 € R 1 ¢iji je korak
h > 0. Sami ¢vorovi su z; = g+ ¢h za razne cijele 7. Pored nezavisno promjenljive z koristi se 1
druga nezavisno promjenljiva ¢, kako je to uobi¢ajeno kada se radi o ravnomjernoj mrezi. Dvije

promjenljive povezane su sljedecom relacijom o smjeni promjenljive: x = xo + ht ili svejedno
t — =X
o h ) . . . . . . . .
Razmotrimo funkciju f 1 oznacimo sa f; njene vrijednosti u évorovima z;.
Neka je L, = L,(z) L. i. p. za funkciju f za mrezu ¢évorova zg,21,...,%,. Prepisimo

formulu (1.4.5) iz sekcije 1.4.

L,(z) = f(zo) + flzo, z1](x — x0) + ... + flZoy. .., Z0) (2 — @0) . .. (& — Tpy),
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sa podijeljenih razlika prelazimo na konacne razlike po lemi iz prethodne sekcije

. n!hnAnfo(:l: —z9)...(z —2p_1),

sa ¢ prelazimo na ¢

$—$0:ht, $—$1:h(t—1)7 $—$2:h(t—2)7 ey

L(zo + ht) = fo + Afot + %A2f0t(t— D+...+ %A“fot(t— D...t—n+1), (I

ovo je I Nj. 1. f. ili Nj. 1. f. za interpolaciju unaprijed.

Iv\/Ioglo bi se naravno umjesto A fy, A%fy, ..., A" f, pisati i fll/z, 2., 2

Sto se tice izraza za gresku formule (I), kako se radi samo o drugom prikazu jednog te istog
polinoma to mozemo naravno da iskoristimo raniju formulu za gresku (1.2.4), samo s§to ¢emo
toj formuli dati nesto drukéiji oblik, kako slijedi:

F(&) = Ln(z) = f(mo+ ht) — Ln(wo + ht) = ——

F(#) = Lu(2) = f(2o + ht) — Ln(wo + ht) = FOD ORI (1) .. (t —n),

(n+ 1)!

gdje je € neki broj takav da je min(zg, z) < € < max(z,z,).

Razmotrimo sada n+ 1 ¢vorova ¢_,, < ... < £_; < zo. Neka je sada L,, = L, (z) L. i. p. za
f po toj mrezi ¢vorova. I dalje je x = g + ht. Shicnim izvodenjem dobija se druga Nj. 1. f. ili
Nj. i. f. za interpolaciju unazad:

Ln(z) = f(zo) + flzo, z_1](z — 20) + ... + flzo, ..., 2 0n](z — 20) ... (2 — T_(n_1)),

L.(zo + ht) = fo+ Vot + %szot(tJr D+...+ %V”fot(ur )...(t+n—1), (I7)

a za gresku formule (1) vazi sljededi izraz:

r(z) = f(z) — Ln(z) = f(zo + ht) — L,(zo + ht) = f(”+1)(€)h”+1t(t +1)...(t+mn),

(n+ 1)!

min(z_,,z) < { < max(z,zo). Ii z_,, < { < o, kada se radi o interpolaciji u uzem smislu.
Pogledajmo jos jednom prvu Nj. i. f. Uobic¢ajeno je da se ta formula zapisuje preko

konaénih razlika unaprijed. Tako da se prethodno formira odgovarajuca tablica konaé¢nih razlika

unaprijed, ta tablica ima gornje trougaoni oblik : . Vidi se da sve potrebne brojne
vrijednosti ¢itamo samo i1z gornjeg reda tablice.
Ako koristimo mrezu {zg, z;, 25} onda je

(x — zo)(z — 1)

2h?

r — Xo

h

Ly(z) = fo+ Afo+ A’fy ili

1
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Dodajmo jo§ jedan ¢vor, da bismo sa vecom preciznoséu saznali f(zo + ht). Ako koristimo
mrezu {xg, 1, T2, ¢3} onda je

Ls(zo + ht) = fo +tAfo + %t(t —1)A%fo + ét(t —1)(t — 2)A%f.

Vidimo da se doda jedan sabirak, kada se sa Ly prelazi na Ls.
Zapisimo L3 zajedno sa izrazom za gresku:

F(wo + ht) = Ly(wo + ht) + %t(t (=2t —R V() il

B T — To (x — zo)(x — 1) (x — zo)(z — @1)(x — @2) 5
Fa) = fot TN g+ S = A — A fot
(&= 2o~ 22)(e — ) — 22) 7V (6).

Kaze se da je I Nj. 1. f. slicna Tejlorovoj formuli.

Pogledajmo mali primjer. Neka je h =0,1 zo=0 z; =0,1 z,=0,2 =z3=0,3. Poznata
je veza x = xg + ht. Recimo, ako je z = 0,04 tada je ¢t = 0,4.
Sljedeca slika prikazuje vezu dvije promjenljive z 1 ¢:

=Ty r=x T=2 T=29 r=x3 T
| |

t=0t=t t=1 t=2 t=3 t

Pogledajmo mali primjer za II Nj. 1. f. Nekabude h=0,1 z_3=97 2., =98 z_; =99
zo = 10. Stalno je x = zq + ht. Recimo, ako je z = 9,87 tada je t = —1,3.

Iskustvo pokazuje da je najbolje da se interpolacioni polinom obrazuje pomoéu vrijednosti
funkcije u malom broju tacaka, obi¢no manje ili jednako od pet ili Sest tacaka. Pogledajmo
tri moguca slucaja. Neka imamo veliku tablicu vrijednosti funkcije f po ravnomjernoj mrezi,
recimo od z = 0 do = 10 sa korakom h = 0.1. Na osnovu datih informacija treba, za dato =
koje nije évor, primjenom aparata interpolacije, naéi dobru pribliznu vrijednost za broj f(z).
Tacna vrijednost f(z) ocito je van naseg domasaja. Prvi slu¢aj: tacka z je blizu pocetka mreze.
Tada treba primijeniti I Nj. 1. f. Drugi slucaj: tacka z je blizu kraja mreze, blizu krajnjeg
desnog ¢vora. Tada je pogodno da se primijeni II Nj. 1. f. T jo§ treci mogudi slu¢aj: za dati broj
x moze da se kaze da se nalazi u sredini tablice. Ako se opredijelimo da koristimo Sest ¢vorova
(oni su uzastopni) onda uzimamo tri lijevo od z i tri desno od z, zato $to se tako minimizuje
greska jer se minimizuje proizvod wyy1(z), a i intuitivno je jasno da je tako povoljno. A za
sprovodenje samog ra¢unanja treba upotrebiti bilo koji od raznih, a medusobno ekvivalentnih,
zapisa (prikaza) jednog te istog interpolacionog polinoma; recimo L. i. p. ili Nj. i. f. sa
podijeljenim razlikama ili I Nj. i. f. (ako I Nj. i. f. onda sa zg ozna¢imo krajnji lijevi od Sest
évorova).
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1.7. INTERPOLACIJA SA VISESTRUKIM CVOROVIMA

U slucéaju L. 1. p. pretpostavljalo se da su u ¢vorovima date samo vrijednosti funkcije. Raz-
motrimo sada jedan opstiji zadatak interpolacije. V. sliku. Neka mrezu ¢ine ¢vorovi @4, ..., @, €
[a,b] medu kojima nema poklapanja. Ovdje je a = min(z, zq,...,2,) 1 b = max(z,zy,...,2,).
Neka su u évorovima date vrijednosti funkcije f(z;) i njenih izvoda fU)(z;) do reda m; — 1
ukljucéeno, j = 1,...,m; — 1 za i =1,...,n. Prema tome, u svakoj tacki z; poznate su broj-
ne vrijednosti f(z;), f'(z:), ..., f™ (2;), i = 1,...,n. Tako da ulaznih veli¢ina ukupno ima
mi4+...+m, = s+1. Zelimo da odredimo interpolacionu funkciju koja odgovara ovim ulaznim
podacima. Opredijelimo se da interpolacionu funkciju trazimo u klasi svih polinoma stepena
manjeg od s + 1. Za H, se kaze da je Hermitov interpolacioni polinom ili da je interpolacioni
polinom sa viSestrukim ¢vorovima. Za m; > 1 se kaze da predstavlja visestrukost ¢vora xz;,
i=1,...,n. Utacki z = 10, funkcija y = (z — 10)? ima dvostruku nulu (nulu reda 2).

Mi treba da razmotrimo sljedeéa Cetiri pitanja: (1) postojanje i. p. (2) jedinstvenost i. p.
(3) konstrukcija i. p. tj. dobijanje eksplicitnog izraza za i. p. i (4) ocjena greske: kolika se
greska ¢ini kada se kaze da je f(z) priblizno jednako H,(z) za odredeno z € [a, b].

Dakle, H, = H,(z) treba da bude pohnom stepena < s koji zadovoljava uslove: HY (z;) =
f9(x;),5=0,...,m; —1,i=1,...,n. Ima s+ 1 uslova. Opsti izraz za polinom stepena < s
glasi: Hy(z) = a,z® + ...+ a1z + ao. Ima s 4 1 koeficijenata, tj. s + 1 stepeni slobode.

Oko jedinstvenosti. Iz algebre je poznato sljedeée tvrdenje: jedini polinom p = p(z) stepena
< s koji ima s + 1 nula, pri ¢emu se pojedina nula broji svojom visestrukoséu, jeste p(z) =
0. Dopustimo da postoje dva polinoma H®)(z) i H®(z) stepena < s da oba zadovoljavaju
sve uslove (svih s + 1 ograni¢enja). Neka bude H 3) ) (z) — HV(z). Imamo da je
H®U(z) =0, =0,....m; —1,i=1,....n ) e pohnom stepena < s i1 ima barem
s + 1 nula (brojano sa visestrukostima). Zato je H® (z) = 0, tj. HY(z) = Hgfz)( ). Ovim je
jedinstvenost dokazana.

w —~

wm

Oko postojanja. Dovedimo u vezu s + 1 ogranicenja i s + 1 stepeni slobode. Dakle, treba
da budu zadovoljene sljedece jednakosti (ima ih s + 1):

Hs(j)(wi) = f(j)(wi), j=0,....m;—1, i=1,...,n. (1)

Mi smo upravo napisali sistem od s + 1 linearnih jednacina sa s + 1 nepoznatih a,,...,aq.
Razmotrimo 1 odgovarajué¢i homogeni sistem:

HD(z)=0, j=0,....mi—1, i=1,...,n. (2)

Ima i homogeni sistem drugog rjeSenja osim trivijalnog rjesenja a, = ... = ao = 07 Kao sto

je malocas navedeno prilikom analize jedinstvenosti, iz (2) slijedi da je H,(z) = 0; slijedi da

je as = ... = ap = 0. Homogeni sistem (2) ima samo trivijalno rjesenje. Zato i sistem (1)

ima jedinstveno rjesenje, ma kakve da su brojne vrijednosti {f)(z;)} koje &ine njegovu desnu
stranu (njegove slobodne ¢lanove). Ovim je postojanje dokazano; v. i §ablon kasnije.

Sada o konstrukciji. Brojne vrijednosti {f(z;)} ne uéestvuju u matrici sistema (1) veé
jedino ucestvuju na desnoj strani sistema. Zato ¢e pojedina nepoznata a; biti linearna kom-
binacija tih brojnih vrijednosti. Broj aj je koeficijent polinoma. Kako je H,(z) = a,z® +

.+ a1z + ag to polinom H,(z) moze da bude prikazan u sljede¢em obliku (kada se linearne

kombinacije uvrste u Hy(z) = ...):
n m;—1
Hy(z) =Y Y eij(z)f9(z),
=1 j=0
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gdje su ¢;;(z) polinomi stepena < s. Neéemo izvoditi eksplicitne izraze za ¢;;(x), zato sto su ti
izrazi glomazni, veé¢ ¢emo samo navesti jedan primjer kasnije.

Jo§ o ocjeni greske. Neka z € [a, ] i neka z nije ¢vor. Treba ocijeniti razliku f(z) — Hy(z).
Neka f € C**'a,b]. Uvedimo proizvod w,iq(t) = [Ii,(t — =;)™. Tako da je w,y; polinom
stepena tacno s + 1 ¢iji je najstariji koeficijent = 1, pa ¢e biti wgfil)(t) = (s + 1)! Uvedimo u
razmatranje 1 funkciju ¢ relacijom

p(t) = f(t) — Hy(t) — Kw,sa(t), (3)

gdje je K zasad neodredena brojna vrijednost. Vrijednost K biramo tako da u tacki interpolacije
z) — H,(z )

M. Rekli smo
ws+1($)

da je tacka nterpolacije ¢ = @ fiksirana. Koliko nula ima funkcija ¢ = ¢(t)? Tacka t = z; je

nula reda m; za svako ¢ = 1,....n. Plus ¢ = z. Ukupno ima nula, uzimajuéi u obzir njihove

viSestrukosti, najmanje m; + ...+ m, + 1 = s + 2. Odavde, po Rolovoj teoremi, prvi izvod

¢’ = ¢'(t) ima bar s+1 nula na intervalu [a, b], uracunavajuéi visestrukosti. Sli¢no, ¢” ima bar s
s+1)

t = = bude zadovoljen uslov p(z) = 0. Dakle, mi stavljamo K =

nula. Ttd. Funkcija ¢ ima bar jednu nulu. Oznac¢imo tu nulu sa ¢: tp(s“)(f) =0,¢ € (a,b).
Diferencirajmo relaciju (3) s 4+ 1 puta. Tako @+ (¢) = fe+I(¢) — K (s + 1)! Uvrstimo ovdje

—H,
t = ¢ Tako 0 = fe+H(€) — K(s + 1)! Odranije imamo da je K = f(@) (a:) Tako
w5+1(:[:)
1
f(z) — Hi(z) = (s + 1)!f(8+1)(5)ws+1($)-
Ovdje je ¢ = £(z); € zavisi od z. Dobili smo izraz za gresku.
Razmotrimo jedan primjer. Neka imamo n = 3 évora x = —1, 2 = 01 2z = 1. Neka su
¢vorovi = —11 2 = 1 jednostruki (prosti), a z = 0 neka je dvostruk, tako da je s + 1 = 4.

Dakle, date su ¢etiri brojne vrijednosti, oznacavaju se kao f(—1), f(0), f'(0), f(1) ili kao f_4,
fo, f, fi. Treba odrediti polinom treceg stepena Hz = Hj(z) da zadovoljava:

Hs(—1) = f1, Hs(0)=fo, Hy(0)=f5, Hs(1)=fu

U okviru primjera, sastavicemo eksplicitni izraz za Hj 1 napisacemo izraz za gresku. V. sliku
za Hj. Za eksplicitni izraz, treba da se pode od predstavljanja Hz(z) = asz® + asz® + a1z + ao.
Dobice se:

Hs(z) = —%mz(m —Dfaa—(z+D)(z—-1)fo+ %(CE + l)mzfl —(z 4+ 1z(z — l)f(’).

Izraz za gresku:

f() — How) = /(O + 0’ 1), €€ (-11) (ako # € [~1,1])

Sablon: Hy(z) = asz® + ...+ a1z + ao,

H!(z) = sa,x® 4+ 4 ag, itd.

3
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Hy(z1) = f(21) = asz] + ... + a1z1 + ag = f(z1),
H.(z1) = f'(z1) = sa,i ™t 4. 4 ay = f(z1), itd.

Hy(zs) = f(z2) = aszs + ...+ arza + ag = f(zs), itd. itd.

z o omp 1 f(z1) |
szi™t ... 10 s f(z1)
A T | a1 flz2)
ao

Ako su na desnoj strani sve nule onda postoji samo trivijalno rjefenje = detM # 0.

f?f/7f//7';'7f(ml_1) f?f/7f//7';'7f(m2_1)

r =T r = To

Slika za H. i. p.

Slika za primjer sa Hermitovim i. polinomom Hs: Hz(z) = asz® + asz® + ayz + ao,

H3(—1) = f_1, H3(0) = fo, H3(1) = f1, H;(0) = fj (tg @ = f{, koef. pravca tangente):

N

h

Hj

A prn
0

1.8. INTERPOLACIJA POMOCU SPLAJNA

Razmotrimo opet zadatak o interpolaciji funkcije. Neka je n prirodan broj i neka je [a, b]
zatvoreni interval na realnoj osi. Neka je po intervalu [a,d] postavljeno n + 1 &vorova a =
o < 1 < ... < &, = b1 neka je u svakom ¢évoru poznata brojna vrijednost f(z;) = fi €
R. Na osnovu tih podataka o funkeciji f, treba naéi pribliznu vrijednost za f(z), gdje je =
data tacka iz intervala [a,b]. Iskustvo pokazuje da interpolacija pomoéu polinoma visokog
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stepena obi¢no ne daje zadovoljavajuée aproksimacije. Zato razmotrimo drugu mogucnost za
rjesavanje postavljenog zadatka. Neka interpolaciona funkcija s = s(z) na svakom malom
intervalu [zg,#1],...,[®n_1,2,]) bude polinom &iji stepen nije visok. Za s = s(z) se kaze da je
splajn, a kaze se da se vrsi interpolacija pomocu splajna ili pomocu dio—po—dio polinoma; engl.
spline — krivuljar. Ako je s polinom treéeg stepena na [z;_1, z;] onda se kaze da je s kubni splajn
(ovo éemo raditi). Kada dobijemo splajn, onda éemo mi, kada je data tacka z, izracunati brojnu
vrijednost s(z). Broj s(z) i predstavlja nas odgovor, tj. kazacemo da je f(z) ~ s(z). Treba da
se dobije i ocjena za gresku r(z) = f(z) — s(z). Radi jednostavnosti racunanja, razmotri¢emo

b—a

samo slucaj ekvidistantno rasporedenih ¢vorova z; = a +ih za 0 <17 < mn, gdje je h = .

n
Definicija. Za podatke n, a, b i {f;},, kubnim splajnom naziva se funkcija s: [a,b] — R
koja zadovoljava sljedeéa tri uslova: (a) na svakom malom intervalu [z;_1, z;], s(z) je polinom
treteg stepena, (b) s € C?[a,b] 1 (c) s(z;) = f; za 0 < i < n (uslov interpolacije).
Jasno,

s(z) = si(x) za i <z <z,

gdje je s;(z) polinom treéeg stepena. Napisimo predstavljanje polinoma treéeg stepena u nesto
prilagodenom obliku:

i d; :
si(z) = a; + bi(x — ;) + %(m—wi)2—|— E(:E—.’Bi)?’, 1<i<n.
Imamo 4n slobodnih veli¢ina {a;, b;, ¢;, d; }7 ;. Ocito je

si(z) = b+ ci(z — ;) + —(z — wi)z, si(z) = ¢ + di(z — z;).

Neprekidnost splajna 1 njegovog prvog i drugog izvoda je pod znakom pitanja samo u
tackama dodira zi,...,#,_; dva susjedna mala intervala. Uslov (b) mozemo da rastavimo
na uslove: (b1) s(z; — 0) = s(z; + 0), tj. si(x;) = siz1(z:), (ba) §'(z; — 0) = §'(x; + 0), tj.
si(x;) = sipq(x) 1 (bs) "(x; — 0) = s"(2; +0), tj. si(x;) = si,1(x;), 1 <i < n— 1. Tako da
(b) daje 3(n — 1) uslova, a uslov interpolacije (c¢) daje jo§ n + 1 uslova; ukupno 4n — 2 uslova.
Broj stepeni slobode je 4n — (4n — 2) = 2.

Iskoristimo prvo (by) i (c¢) u obliku s;(z;—1) = fi—1 1 si(z;) = fiza 1l <i < e

C:

7 dz
si(ziz1) = fiza a; + bi(xim1 — @) + 5(1‘1'—1 — iBi)z + E(fﬂi—l — l‘i)3 = fi-1

ai—bih—k%hz—gh?’: . i=1,....n

si(z;) = fi a; = f; 1=1,...,n (svi a; su odredeni i izlaze iz rac¢una)
Ci, o dz 3 .
bzh—gh +Eh :fi_fi—l z:l,...,n (1)
! ! d; 2 diy1
(bs): si(x;) = Si+1($i) bi‘|‘Ci($i_$i)‘|‘§($i_$i) = bip1tcivi(zi—zipr)+ 2 (zi—xit1)
di ) .
bi:bi+1—6i+1h—|—§h z:l,...,n—l (2)
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(bS): Sgl(fbi) = Si/+1(l‘z) ¢+ di(ilii — l‘z) =41 t+ di+1(l‘i — l‘i+1)
Ci:Ci+1_di+1h ’l::l,...,’n,—l. (3)

Na rac¢un dva stepena slobode koji su ostali, treba dodati neka dva nova uslova. Postoji
nekoliko obi¢énih nacina da se to izvede, a mi éemo primijeniti jedan od naéina. Mozemo
smatrati da funkcija f zadovoljava f”(a) = 01 f”(b) = 0 (ponekad se kaze da su ovo dva
grani¢na uslova). Tada mozemo traziti da bude s”(a) = 01 s”(b) = 0. Dakle, dopunimo
definiciju splajna sljedeéim uslovom: (d) s”(a) = 01 s”(b) = 0. Izrazimo sada ova dva nova
uslova preko nasih oznaka. s”(a) = 0 znaéi s{(zo) =0, tj. ¢1 + di(xg — 1) =0 ili

c1 —dih =0. (4)
s"(b) = 0 znadi s (z,) =0, tj. ¢, + dn(z, — z,) =0 ili
c, = 0. (5)
Ima 3n jednac¢ina (1)—(5) i 3n nepoznatih {b;, ¢;,d;}" ;. Zapisimo (3) i (4) zajedno kao
¢ = Ciy1 — dig1h 1=0,...,n—1, (6)

stavljajuéi da je
Cop = 0, (7)
gdje je uvedena pomoc¢na promjenljiva cq.
Razmotrimo sada (1)—(2), (5)—(7). Zelimo da dobijemo sistem u kome se pojavljuju samo

{Ci}?:o:
d,

prepisimo (1) bih — %h2 + Eih?’ = fi — fiz1 1=1,...,n

Ci d; .
pomjerimo indeks za jedan navise bir1h — 2 s = it1 — fi 1=20,...

2 6

oduzmimo dvije relacije:

i1 — G dip1 — d; .
(bigr — b;)h — %hu%h?’ = fi1—2fi+fia  i=1,..mn—1 /:h
Mi uvrstimo b;1; — b; = ... u relaciju (2) ¢ime
d; Cit1 — G diy1 — d; i1 — 2fi + fi-
ciprh — 2+1h2 = +12 h— +16 pe g I }{ fit i=1,....n—1 (*1)
(b; su eliminisani).
S druge strane, (6) govori da je dig1h = ci1 — ¢ 1=0,...,n—1 (*2)
isto d;h=¢; —ci_3 1=1,....,n (*3)

Supstitucijom (ks) 1 (*3) u relaciju (%;):

h

h Cit1 — G Cit1 — G — G+ ¢
+1 ) 174+1 ) ) 7—1
Civ1h — —(cip1 — &) = h — h+

fivi —2fi + fiza 6
2 2 6 h
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(1 d; su eliminisani)
6 .
6¢iv1 —3(civ1 — &) = 3(cir1 —¢i) — (Cip1 — 2¢i +¢im1) + ﬁ(fi“ —2fi+ fi-1) 1=1,...,n—1

6 .

Ci—1 & Civ1 = 7o WJi+1 — P i—1), t=14...,n—1,

+ 4¢; + h2(f 2fi + fiz1) 1 1 (8)
=0, c¢,=0.

Sistem linearnih jednacina (8) ima » + 1 jednacina i ima n + 1 nepoznatih {¢;}? .. Taj
sistem ima jedinstveno rjesenje, kako ¢e kasnije biti pokazano (uzimamo obavezu).

Kada su {¢;}?_, odredeni onda se na osnovu (6) neposredno izracunaju svi {d;}? ;. Za-
tim se na osnovu (1) dobiju svi {b;},. Sada su svi polinomi {s;(z)}?_; odredeni. Mi smo
rijesili zadatak o interpolaciji pomoéu kubnog splajna koji se opisuje uslovima (a)-(d). Blize
re¢eno, dokazano je postojanje i jedinstvenost rjesenja s = s(z) i dat je postupak za njegovu
konstrukciju: formirati sistem (8), rijesiti taj sistem, itd.

Numericka metoda je konstruisana.

Samo napominjemo da se ponekad umjesto para uslova f”(a ) =0, f" ( ) 0 (koji vode
do tzv. prirodnog kubnog splajna) uzima par uslova f'(a) = 0, f/(b) = fla) = f(b),
f'(a) = f'(b) ili nesto sli¢no.

Kao primjer, prikaza¢emo sistem (8) u slu¢aju n = 6. Moze se smatrati da su nepoznate

{c;}*, ili se moZe smatrati da su nepoznate {c;}?~!. Tako da je matrica sistema linearnih

jednacina dimenzije 7 x 7 1li 5 x 5:

COZO
CO—|—461—|—02:... 4Cl—|—62:
Cl—|—462—|—03:... Cl—|—462—|—C3:...
62—|—4C3—|—C4:... ili Cg—|—4C3—|—C4:...
C3—|—4C4—|—C5:... C3—|—4C4—|—C5:...
C4—|—4C5—|—66:... C4—|—4C5:...
66:0
[1.0 0000 0]
1410000 41000
0141000 14100
M=10014100 il M=]01410
0001410 00141
0000141 00041
(0000001

Sada ¢emo razduziti obavezu (o jedinstvenosti rjesenja).

Definicija. Za kvadratnu matricn A = [a;;] € R™" kaze se da je dijagonalno dominantna
(po vrstama) ako za svako i = 1,...,n vaii nejednakost |a;| > 37, . [ail-

Sumapoj=1,...,:—1¢+1,....n
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Vidimo da je matrica M sistema (8) dijagonalno dominantna jer je 4 > 1 + 1.

Teorema. Ako je A dijagonalno dominantna onda je A regularna (detA # 0).

Dokaz. Razmotrimo homogeni sistem linearnih jednac¢ina Ax = 0, gdje je x = (1,...,%,),
kao vektor-kolona, tj. razmotrimo

a1 + apte + ...+ @iz, =0 za, 1=1,...,n.
Dopustimo da razmatrani sistem ima netrivijalno rjesenje (z1, zs,...,z,) # (0,0,...,0). Medu
brojevima |z;|, |zsl,. .., |z,| notimo najveéi, odnosno ako ima vise jednakih najveéih uoéimo

bilo koji od njih. Neka uo¢enom broju odgovara indeks £, odnosno neka je |z,| najvedi; |z;| < |zy]
zat =1,...,n. Imamo da je |z;| > 0, tj. da je z; # 0. Dopusteno rjeSenje naravno zadovoljava
svih n jednacina sistema, pa posebno zadovoljava i /~tu jednaénu (jednacinu ¢ = £), tako da je

anxti+ ...+ apme, =0

ApTy = —QpT1 — ... — Qpp_1T4—1 — Ope41T441 — - .. — QpTy la + b| < |a| + |B]

age| - |2e] < ag| - |2a| + .o+ fagea] - |2eoa| + [aeega] - 2o + oo+ |an] - |24

|age] « @] <lan|-|ze + .. 4 lages] - |we| + [aresa| - [2e] + .o+ |ag| - |z /2 2]
lawe| < |an|+ ...+ |ace—1| + |Geerr| + -+ |am].

A uslov dijagonalne dominantnosti za f—tu vrstu (za vrstu ¢ = £) govori upravo suprotno da je
lage| > |an|+ ...+ |age—1| + |@ees1]| + - - + |awm|. Dobili smo kontradikciju. Ne moze postojati
netrivijalno (nenulto) rjesenje. Homogeni sistem ima dakle samo nulto rjefenje. Pokazali smo
da je detA # 0. Teorema je dokazana.

Zapaziti da je matrica sistema (8) trodijagonalna, §to predstavlja jedno znacajno dobro
svojstvo razmatrane numericke metode.

Definicija. Za kvadratnu matricn A = [a;;] € R™"™ kaze se da je trodijagonalna ako je
ispunjen sljedeci uslov: a;; #0 = j=+—1iij=¢ili y =4+ 1.

Ako je matrica sistema linearnih jednacina trodijagonalna onda to omogucava da se sistem
znatno lakse (brze) rijesi postupkom uzastopne eliminacije nepoznatih, zbog prisustva velikog
broja nula. Poznato je sljedece o vremenskom trosku rjesavanja sistema linearnih jednacina
oblika n x n (trofak se mjeri potrebnim brojem izvr§enih aritmetickih operacija): za opsti ili
puni sistem trosak iznosi t,, = O(n®), a za trodijagonalni iznosi svega t,, = O(n).

Sljede¢u teoremu o ocjeni greske navodimo bez dokaza.
Teorema. Neka f € C*[a,b]. Neka je My = max |7 (z)|. Tada vaze nejednakosti:

_ 4 ! _ ! 3 : " _ " 2
max |f(z) —s(z)] < Msh, - max [f(z) = s'(2)] < Myh™ i max |f*(z) —s"(2)] < Mah”.

Vidimo da za svako fiksirano z € [a, b] vazi relacija s(z) — f(z) kad A — 0, odnosno kad
n — oo. Zato se kaze da razmatrana numericka metoda konvergira; kad korak mreze h — 0
onda greska metode r(z) = f(z) — s(z) — 0. Kaze se da metoda ima cetvrti red ili stepen
konvergencije, buduéi da je r(z) = O(h*) kad h — 0. Znacajno jeisto s'(z) — f'(z), aisto tako
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isto s”(z) — f"(x). Drugim rije¢ima, izvod splajna moze dobro da posluzi za aproksimaciju
izvoda funkcije, a drugi izvod splajna za aproksimaciju drugog izvoda funkcije.
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1.9. NUMERICKO DIFERENCIRANJE

Na osnovu date tablice vrijednosti funkcije treba procijeniti vrijednost izvoda funkcije u
nekoj tacki. U ovoj sekciji bi¢e izvedene formule za numericko diferenciranje, bice dobijen
odgovarajudi izraz za gre$ku 1 bi¢e navedeni primjeri formula za numericko diferenciranje. Neka
je » > 1 1 razmotrimo na realnoj osi n + 1 medusobno razli¢itih tacaka zg,...,z,. Neka
su poznate vrijednosti funkcije f u évorovima, tj. neka su date brojne vrijednosti f(z;) =
fi € R. Neka z € R i neka je k > 1. Treba procijeniti f/(z) ili uopste f*)(z). Stavimo
a = min(z, zg,...,2,) 1 b = max(z,zg,...,z,). Pretpostavlja se da f € C"t+1[a, b].

Neka je L, = L,(z) L. i. p. za f po mrezi {z;}}*,. Mi ¢emo uzeti da je f'(z) ~ L} (z) i
uopite da je f*®)(z) ~ L% (z). Nema tesko¢a da se izvodi polinoma L,(z) izraéunaju ta¢no.
Kaze se da se razmatraju formule za numericko diferenciranje koje su interpolacionog tipa.
Kasnije ¢e biti dati primjeri konkretnih realizacija takvih formula, u zavisnosti od mreze, od =
i od k (u zavisnosti od podataka).

Prelazimo na ocjenu greske formule f®)(z) ~ L¥)(z), tj. na dobijanje izraza za gresku
r(z) = f®(z) — L (z). Odranije iz sekcije 1.4. znamo formule (1) i (2), kako su tamo bile
numerisane:

Fr9(g)
(n+ 1)1

flz, zo, . .. wn]wn+1( ) Lajb-

f(z) — La(z) = flz, 20, ..., Tp|wnrr(z) 1 flz,@o,. .., 2] = € € (a,b);

oznaka wyy1(z) = [[iy(z — 2;). Primijenimo na f( - =
nicovu formulu za k-ti izvod proizvoda (u(z)v(z))® ( )u (z):
(*) (k) - (* (1), (k=9)
r(z) = f%(z) — L)Y (z) = Z ) (flz, 2o, .. 20]) Vw0 ().

Razmotrimo 1zraz

A= flz,z+e,....x+ je, xo, ..., Ty

S jedne strane, A predstavlja podijeljenu razliku reda j funkcije f[t, zo, ..., z,] po mrezi ¢vorova
t==z,t==z+e¢, ...,t =1+ je. Formula oblika formule (2) iz sekcije 1.4. govori o vezi
podijeljenih razlika i izvoda funkcije i daje nam A = —(f[¢(e), 20, ..., z.])7), gdje je z <

4!
£(e) < z + je. Kad € — 0 onda je oéito lim._,¢ €(e) = z, tako da postoji i lim._,o A;
1 .
lim A = .—'(f[:l:, Zo,. .., wn])m
j!

e—0

S druge strane, A predstavlja podijeljenu razliku reda n + j +1 funkcije f = f(¢) po naznacenih
n+j+2c¢vorovat =z, t=x+¢ ....,t =z, Opet upotrebimo poznatu formulu o vezi

mf(n+j+l)(€j(5))a gdje je a < ;(e) < b.

Uvedimo oznake m; = ming[qp) fOHtD(8) i my = MaXe[qb] ftit(t), Tako da je my <
ftit)(€5(e)) < my. Maloéas smo pokazali da postoji lim, o A, tako da znamo da postoji
i lim,_o £t (&(€)). Vidimo da je my < lim._o f*H+1(&(e)) < my. Funkcija f(rti+t)
je neprekidna na intervalu [a,b]. Poznata je teorema da neprekidna na zatvorenom intervalu

podijeljenih razlika i izvoda funkcije: A =
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funkcija uzima sve svoje meduvrijednosti m € [my, msy|. Zato postoji tacka ¢; € [a,b] takva da
Jje
1

; — (n+j+1) (¢
imA= i @)

Uporediti dva prikazivanja za lim._,o A. Prema tome
®) () _ L) [k 7! (nki+1) (¢, (F=9)
= — = X - n . » B , ]_
) = 19(0) = £960) = 3 () o O el o (1)

& €la,blza j=0,...,k Moze se pokazati da je a < & < b.
Formula (1) vazi za svako z € [a, )], tj. ona vazi i kada se tacka = poklapa sa nekim ¢vorom
(kada je © = x; za neko 7), s tim da tada prethodno izvodenje treba da bude malo prilagodeno.

Samo se napominje da vazi im,_o flz,z +¢,...,z + ke| = %f(k)@), ako k > 1, f dovoljno
glatka, $to moze da posluzi kao definicija f|z,..., z].
———’
k+1
k k!

F9(a) ~ L(w) = 3

n+j+1 _j’ . k k'
> e el e, e () =

j (k- j)!

Miyjs ‘wgfﬁj) (z)

- (n+j+1)
s Maptjn gél[g'?é] f (t)‘

k k!
®) () — [(*) i
@) - 1) < ;) = )n+j+1)

Prelazimo na primjere. Bi¢e navedena tri primjera, sva tri se odnose na slu¢aj ekvidistantne
mreze CVOrova.

1. Formula za prvi izvod u évoru, jednostrana formula. Definisimo podatke koji odgovaraju
ovom specijalnom slu¢aju. Imamo n + 1 ¢vor z; = xg + ¢h, gdje je ¢+ = 0,...,n, a treba da
se procijeni f'(zo). Treba napisati izraz za odgovarajuéi L. i. p. Zatim treba diferencirati taj
izraz 1 onda naravno treba uvrstiti £ = zo. Onda jo§ samo treba konkretizovati formulu za
gresku (1).

Tokom rada, prikazaéemo L. i. p. L, = L,(z) u obliku I Nj. i. f, uz upotrebu obicne
smjene © = xg + ht:

L,(z) = L,(zo + ht) =

f0—|—Af0t—|—%Azfot(t—1)—|—...—|—%A"fot(t—l)...(t—n—l—l);

dy_ dy , o B
_t = h%v Ln(x) - Ln(:EO + ht) -
1 d 1 ,.4d 1. d |

(-1

=
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Za k=1 (1) glasi
fi(z) = Ly(=) =

1
(n +1)!

1
(n +2)!
Da se ocijeni greska za formulu (2), u formuli (1) se stavi k¥ = 11 ¢ = z¢. Znamo da je

wny1(z) = [Iieg(z — =;). Vidi se da je wpia(zo) = 0. Izracunati w), ,(z) i w),_ ,(z0). Kada se
sprovede jednostavni ra¢un onda se dobije

fn+1 (50) n+1( )—I_ fn+2 (gl)wn+1( )7 50751 S (a'ab)'

o) = ﬂf(”“)(f)h” za neko & € (zo, xy,). (3)

f(mo) — Ly ( w1

Tako da (2) predstavlja formulu za numericko diferenciranje, u smislu f'(zo) ~ L] (z¢), a (3)
izrazava njenu gresku. Navedimo neke konkretne sluc¢ajeve formule (2):

n=t fla)w taf =TT (4)

h
—f"(€), ®i <&<wip1, ako f € C%lay, mipa],

ili f/(.’ltz) = %(f(xﬁ-l) - f(xl)) - 9

—f(z2) +4f(21) — 3f(="30)
2h

1 1
n=2 S0~ (A= 30%) =

h 2
2. Formula za prvi izvod u tacki koja se nalazi na sredini izmedu dva évora, simetri¢na
formula. Razmotrimo mrezu évorova @; = xo + th, gdje je —(£ — 1) < ¢ < £ i razmotrimo tacku

l . . e . . . .
1/2 = ©o + . Recimo. kada je £ = 2 onda mrezu éine évorovi {z_y, zo, 1,22} 1 tada je

T
wa(z) = (2 —z_1) - ...  (z — z,). Izostavlja se odgovarajuéi racun. Vazi:

f/(f):f/( 5):%2 2J+j (i 2 ""<j_%>)252j+1f1/2+

% @ 2 (e %))2f(2‘“><5>h2‘

u smislu "ta¢no = priblizno + greska”.
Za gresku: wyy(z) = [I(z — @;) (u proizvodu: ¢ = —(£ — 1) do ¢ = £), wy,(%) = 0. Neki
slucajevi:
h 1 1
t=1 f (;,;0 + 5) ~ 2 0fi2= E(f(iﬂl) - f(fBO)) (5)

" . h o , 1 R
ili  (umjesto ) pisati h)  f'(z;) = ﬁ(f(:m“) — f($z_1)) — Ff (£),

=2 f! (fb‘o—l-g) %%<5f1/2——5 f1/2> =

ﬁ(—f(m) + 27 (1) = 27f(w0) + f(w-1))
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3. Drugi izvod u ¢voru, simetri¢na formula. f”(zo) aproksimira se preko vrijednosti funkcije

u &vorovima &_g, _(4—1), - .., ¢ (ima ih 20+ 1), gdje je z; = zo +thzai= —{,—(L—1),... L
1 G2(—1)yt , 2(—1)*
" — — 1\N2§% /M2 (24+2) h2£
]_
(tacno = priblizno + greska). Za gresku:
‘
wyrpr(z) = J[ (& — =),  waga(zo) =0,
1=—4
Whepr (20) = (1) (4)*R*,  wyy, (zo) = 0.
. 1 1
Akoje{=1onda  f"(zo) = ﬁ‘szfo = ﬁ(f(wl) = 2f (o) + f($—1)) (6)

i f(m0) = o (i) — 26(m) + F(mi0)) — o ().

1 1
Akojef =2onda  f"(zq) ~ 7z <5zf0 — 554f0> =

o7 (= f(22) + 16f(21) — 30f (w0) + 16f(2-1) — f(z-2)).

U zakljucku, ako se po ekvidistantnoj mrezi koja se sastoji od n+ 1 évorova procjenjuje k—ti
izvod funkcije u nekoj tacki z onda za gresku va#i relacija r(z) = O(h"~**1) za male vrijednosti
koraka mreze h. Medutim, ako je tacka = postavljena simetriéno u odnosu na ¢vorove onda
se okolnosti poboljsavaju (greska se smanjuje); u tom sluéaju vazi r(z) = O(h"*+%) red
aproksimacije se poveca za jedan. Takvo svojstvo imaju formule iz drugog i treceg primjera, za
F(®) i 7 f (o).

U zaklju¢ku, za formule (4)-(6) kaze se da predstavljaju osnovne formule za numericko
diferenciranje. Postoji lak 1 neposredan nacin da se one dokazu. Izvrsiti razvoj funkcije f po
Tejlorovoj formuli do odgovarajuceg izvoda u okolini tacke z. U okviru toga, i odgovarajuci
izrazi za gresku mogu da budu provjereni (izvedeni).

1.10. NESTABILNOST NUMERICKOG DIFERENCIRANJA. TRI VRSTE
GRESKE U NUMERICKIM METODAMA

Mi ¢emo sada razmotriti pojam nestabilnosti formula za numericko diferenciranje (nesta-
bilnosti u odnosu na pribliznost ulaznih veli¢ina) na jednom jednostavnom primjeru formule
za numericko diferenciranje (na jednostavnom modelu). Tako da izlaganje neée biti tehnicki
optereéeno, a sve karakteristike razmatrane pojave (nestabilnosti) lijepo se vide.

Neka imamo dva évora zg 1 21 = 2o + h 1 dvije odgovarajuée vrijednosti funkcije f(zo) = fo
i f(z1) = f1 1 neka treba da se procijeni f'(zo). Kako je radeno:

f/(;ljo) ~ %(fl — fO) (1)

Pl =3 (h-f)4m  m= @b s<E<u
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1
ril < 5Meh My = max ') zo,z1 € [ab]  f € CPla,b].

tela,b

Za r; se kaze da predstavlja gresku ili gresku metode.

Neka su fy 1 f; ulazne velicine. Uzmimo sada da umjesto sa ta¢nim vrijednostima ulaznih
velicina fy 1 f1 raspolazemo samo sa odgovarajuéim pribliznim vrijednostima f; 1 f;. Uvedimo
oznake za dvije odgovarajuce greske. Neka bude €9 = fo — fi 11 = fi — f;. Neka je poznata
granica greske ulaznih veli¢ina u oznaci Eito |eo| = |fo— fi| < Eiler| = |fi — fi| < E. Za
E se kaze da predstavlja mjeru greske ulaznih veli¢ina (ulaznih podataka).

1
U datim okolnostima, mi mozemo da efektivno izraéunamo jedino broj ¢** = E( =1 ),
gdje u ra¢unu usestvuju priblizne vrijednosti f§ i f;. Tacan broj t = f'(z¢) je nedostizan.
1
Nedostizan je i priblizni broj t* = E(fl — fo). Njegovu ulogu preuzima priblizni broj ¢** koji
predstavlja numericki odgovor (predstavlja rezultat), buduéi da numericki odgovor glasi ¢t a2 ¢**.
Neka bude ry = t* — t**. Za r, se kaze da predstavlja gresku izazvanu pribliznoséu ulaznih
veli¢ina. Ponekad se za 1y kaze da predstavlja neotklonjivu gresku, imajuéi u vidu da nismo u
stanju da otklonimo gresku ulaznih veli¢ina (nismo u stanju saznati njihove taéne vrijednosti),
tako da ée ta greska "proéi” kroz rac¢unski proces i (znaci) odraziée se na krajnji numericki

odgovor.
Na redu je procjena velicine rs:

m=t == (fi-f) -2 (f - £) =3 (- ) - 3 (h - £) = 361 - 70
ral < Flexl + pleol < 7B+ 1B =2

Ako je E =0 onda je 15 = 0. Sto je E veée to je i ry veée.
Na redu je procjena greske numerickog odgovora, procjena velicine r = ¢ — £**:

r=1t—t", r=t—t" 4+t —t"", r =11+ 79,
1 2F
| < fraf + rof, | < §Mzh‘|‘ e

Na r, r; 1 7y gledamo kao na funkcije od h.
Nije ispunjen uslov da r3 = r2(h) — 0 kad A — 0. Zato se kaze da je formula (1) nestabilna
u odnosu na gresku ulaznih velicina.

1 2F
Nacrtati grafik funkcije g = g(z) = §M2.’B + — za ¢ > 0. Funkcija dostiZze minimum za
T

© = 2,/E/M,, a sama vrijednost minimuma iznosi g(2/E/M;) = 24/M>E. Ako se kao korak

h uzme h = hg = 24/ E /M, onda se to moze smatrati najpovoljnijim izborom koraka. Bududi
da je |r(z)| < g(z) to je |r(ho)| < 24/ ME.

Pogledajmo odnos izmedu greske ulaznih veli¢ina E i ukupne greske r(hg). Akoje E = 107"
(ulazne veli¢ine znamo sa 2n tac¢nih decimala) onda je greska jednaka 107", grubo govoredi;
V10727 = 10~". Dakle, od polaznog broja ta¢nih decimala, u rezultatu je ostalo (sacuvalo se)
samo pola decimala ta¢nih, a pola se izgubilo. Drugim rijec¢ima, greska rezultata je znatno veca
od greske ulaznih veli¢ina; nepovoljna okolnost.

——————pagedof 9 ———



——— xXnumerc.tex ————

Prelazimo na opsti slu¢aj formule za numericko diferenciranje. Greska formule za numericko
diferenciranje obi¢no ima oblik

P=1r14+7ry sa 1~ CA" L 1 py~ Czh_k,

gdje se racuna priblizna vrijednost k—tog izvoda u nekoj tacki po ekvidistantnoj mrezi évorova;
h je korak mreze, a ¢vorova ima ukupno n + 1 na broju. Uporedi sa primjerima iz prethodne
sekcije. Tako da negativno svojstvo nestabilnosti imamo kod svake (kod prakti¢no svake)
formule za numericko diferenciranje.

Pogledajmo jedan mali primjer. Neka bude y = y(z) = e 129 =0, z; = 0,1, 2, = 0,2, yo =
y(zo), y1 = y(z1), y2 = y(z2). Tada je yo = 1, y; = 1,10517, y, = 1,22140; prikazati u obliku
tabele. Neka na osnovu nabrojanih podataka treba da bude procijenjen y”(z;). Primjenom
formule iz prethodne sekcije dobijamo sljede¢u procjenu:

Y2 — 2y +yo  1,22140 —2-1,10517 + 1
h? B 0,12

= 1,106.

Sada imamo jednostavne opservacije. Ulazni podaci yo, y; 1 y2 imaju po Sest znacajnih cifara,
a rezultat 1,106 ima svega Cetiri znacajne cifre; doslo je do gubitka dvije znacajne cifre. Ulazni
podaci imaju gresku reda 107, a rezultat ima gresku reda 1073. Dakle, rezultat ima znatno
vecu 1 apsolutnu i relativnu gresku od ulaznih podataka.

Prelazimo na dio: tri vrste greske u numerickim metodama. Za bilo koju numericku metodu,
greska ili ukupna greska r racuna se kao r = r1 + 1y +r3, gdje se za tre¢u komponentu r3 kaze da
predstavlja gresku racunanja ili gresku operacija. Iz samog naziva je jasno kako se formira rs.
Naime, tokom rac¢unanja po datom obrascu redom se izvode naznacene aritmeticke operacije.
Rezultat pojedine aritmeticke operacije je priblizan broj (ponekad se kaze zaokruzen broj),
makar da su argumenti operacije ta¢ni brojevi. Tako da ukupna ra¢unanja po datom obrascu
unose dodatnu gresku rs.

Znamo da racunar izvodi aritmeticke operacije (i druge operacije) sa realnim brojevima
samo priblizno tacno.

Od metode do metode, treba voditi racuna o sve tri komponente greske: greska metode +
greska izazvana pribliznoscu ulaznih velicina 4 greska racunanja.

U zakljucku, ako je metoda nestabilna u odnosu na gresku ulaznih velicina onda se to po
pravilu posebno naglasi. Ako veé¢ ne mozemo da izbjegnemo upotrebu takve metode onda treba
dobro pratiti (kontrolisati) ponasanje greske ro. S druge strane, za stabilnu metodu lako moze
biti da je 7o zanemarljivo mala u odnosu na gresku metode r;.

U zakljucku, cesto je realno smatrati da je greska racunanja r3 zanemarljivo mala u odnosu
na gresku metode r;.

Na primjer, kod L. i. p. smo radili kao da je ro = 01 r3 = 0, a umjesto "greska metode”
govorili smo jednostavno ”greska”.

1.11. POJAM PRIBLIZNOG BROJA

Neka je a tacna vrijednost neke velicine 1 neka je a* poznata priblizna vrijednost te veli¢ine.
Greskom ili apsolutnom greskom pribliznog broja a* naziva se velicina A(a*) = a — a*. Re-

. . I . . e Ala™®) ok
lativnom greskom pribliznog broja a* naziva se velicina R(a*) = Jﬁ—'l = a|a‘|1 . Ponekad se u

_ Ja—a’|

literaturi ove dvije veli¢ine uzimaju po modulu, pa bi se stavilo A(a*) = |[a—a*|i R(a*) al
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Kada pise recimo a = 7,2 £ 0,1 onda to ima smisao a* = 7,21 |A(a*)| < 0,1, drukéije rec¢eno
7,1 < a < 7,3. Relativna greska R(a*) se ¢esto izrazava u procentima. Znamo da realni brojevi
zapisani 1 memoriji racunara na 32 bita imaju granicu relativne greske 1077,

U stvarnosti, mi ne znamo A(a*) niti R(a*), ve¢ znamo samo neke njihove ocjene, a bolje
je da su te dvije ocjene §to blize veli¢cinama A(a*) i R(a*). Tako se definidu i granica apso-
lutne greske A(a*) i granica relativne greske d(a*) pribliznog broja a* kao ma koji brojevi koji
ispunjavaju |a — a*| < A(a*) odnosno % < é(a*).

Znacajnom cifrom broja naziva se svaka cifra njegovog zapisa pocev od prve nenulte cifre
slijeva. Recimo, broj a* = 0,03045 ima Cetiri znacajne cifre, one su podvucene, a broj a* =
0,03045000 ima sedam znacajnih cifara. Za znacajnu cifru se kaze da je sigurna (u uZem smislu)
ako apsolutna greska tog broja ne prevazilazi polovinu vrijednost pozicije koja odgovara toj cifri
(polovinu tezine dekadnog mjesta). Na primjer a* = 0,03045 A(a*) = 3-10"° broj a* ima
Getiri sigurne cifre, one su podvuéene. Na primjer a* = 0,03045000 A(a*) = 2-10" broj
a* ima pet sigurnih cifara. Znacajna cifra naziva se sigurnom u Sirem smislu ako apsolutna
greska ne prevazilazi vrijednost odgovarajuce pozicije. Da pojasnimo: u primjeru a =~ 0,03045,
vrijednost pozicije cifre 3 je 1072, vrijednost pozicije cifre 4 je 107*. Da pojasnimo, n-ta
decimala nekog pribliznog broja a* je sigurna ako |A(a*)| < 0,5-107", ona je sigurna u Sirem
smislu ako |A(a*)| < 107", samo jo§ da je znacajna.

Lako se vidi da je relativna greska pribliznog broja blisko povezana sa brojem njegovih
sigurnih cifara: ako broj ima k sigurnih cifara onda njegova relativna greska iznosi 107%, grubo
govore(i. Zaista, a* = 0,12345 ima 5 sigurnih, relativna % -107%, b* = 0,92345 ima 5 sigurnih,
relativna 3 - 107°. Uputstvo: posmatrajte velicinu &' = —log,, |R(a”)|.

Ako je priblizan broj prosto napisan sa recimo 3 decimale onda se podrazumijeva da je
njegova granica greske 1073 ili 1 . 1072 (konvencija).
jegova g g 2 )

1.12. GRESKA FUNKCIJE

Ako je z = 4 £ 0,1 kolika se greska ¢ini kada se kaze da je /z &~ 2?7 Ako je z; = z] + A(x7)
i ze = x5 + A(z}) kolika se greska ¢ini kada se uzme da priblizan broj f(z7,z}) zamjenjuje
ta¢nu vrijednost f(z1,s), recimo da je f(z1,z2) = z3z,. U nastavku ée biti izvedena formula
koja daje izraz za odgovarajucu gresku. Kaze se da je to formula za gresku funkcije, da je to
formula za gresku u slu¢aju kada su argumenti funkcije priblizni brojevi.

Pogledajmo prvo slucaj funkcije od jedne promjenljive f: [a,b] —+ R. Neka je z € [a,b]
tacna vrijednost argumenta, neka je z* € [a, b] raspoloziva priblizna vrijednost 1 neka je A(z*)
granica greske, tj. neka je |z — z*| < A(z*). Tada je f(z) tacna vrijednost funkcije, a f(z*) je
priblizna vrijednost. Neka je

A= f(z) ~ f(=").

Za A se kaze da je greska funkcije. Na§ zadatak je da ocijenimo A. Po Lagranzovoj teoremi o
srednjoj vrijednosti (po formuli o kona¢nim prirastajima) imamo

A=f(&)(z—=z*), E=2"+0(z—2"), 0<b<1,

Al =[] & — =7,
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A< Mo —a'|, My =suplf/(B)], G =[s" = A@),a" + Ala)],
te

Smatramo da je G C [a, b], tako da se moze svejedno uzeti da je My = sup,ep, 5 |f'(?)]:
Al < MiA(z7). (1)

Vidimo da formula (1) rjesava postavljeni zadatak. Pretpostavili smo da f € C'[a,b].
Dalje, zapazamo da ¢ samo neznatno odstupa od z*. Razmotrimo velicinu

= [f'(z7)|A(x").
Mozemo pisati f'(£) ~ f'(z*). Lako se vidi da vazi nejednakost
|A| < L+ o(A(z*)) kad A(z*) — 0.

Tako da L moze da posluzi kao zadovoljavajuéa zamjena za gresku |A|, kada je greska argumenta
mala. L se lako racuna i zato se, u prakticnom radu, velicina L cesto uzima kao zamjena za
gresku. Za L se kaze da predstavlja linearnu ocjenu za gresku funkcije.

Primjer f(z) = /z z*=4 A(z*) =0,1. Tada je |A| <0,0252 1 L = 0.025. Zapazamo da
L malo podbacuje.

Pogledajmo slucaj funkcije od vise promjenljivih. Vidjecemo da vaze slicne okolnosti. Neka
su z} priblizne vrijednosti za z; sa granicama greske A(z}), tako da je |z; — zi| < A(z}) za
i =1,...,n. Uvedimo oznaku G = [z} — A(z]), 2] + A(z])] x ... x [25 — A(z)), 25 + A(z)].
Neka je funkcija f definisana na skupu G. Pretpostavimo da f € C'(G). Nas zadatak je
da ocijenimo gresku A = f(zq,...,z,) — f(z},...,2}). U tom cilju, uvedimo parametar 6 za
zatvoreni interval od tacke (z7,...,z}) do tacke (z1,...,2,) tako da § =01 6 = 1 odgovaraju
pocetku odnosno kraju intervala. Posmatrajmo funkciju f samo na tom intervalu. Primijenimo
Lagranzovu teoremu o srednjoj vrijednosti. Kada se izvod u smjeru izrazi preko parcijalnih
izvoda onda imamo

A= Zaf&’—’gn)(:cz—wz*), &L=x] +0(x;—2]), i=1,....,n, 0<O<]1,

af 517"'7577-) |£B—ZB*|
0tz K 21

4] < 2

Of(t1,.. ., tn)

|A] <3 BiA(z7), Bi= sup o

i=1 (t1,--tn)EG

Vidimo da formula (2) rjesava postavljeni zadatak.
Dalje, kao prakti¢na ocjena za gresku funkcije uzima se veli¢ina

0f(z1,. .., =}
ot;

n

1=y

=1

A(z7),

2

ovo je tzv. linearna ocjena za gresku funkcije.

Razmotrimo dva vazna specijalna slucaja.

L. f(t1,... tn) =t1 4+ ...+ t,. Greska zbira jednaka je zbiru greéa,ka, sabiraka.

Ako se sabira 10 prlbhznlh brojeva &ije su granice greske po 7 - 107* onda ée zbir imati
granicu greske 2.1073.
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2. f(t1,...,tn) =t1-...-t,. Relativna greska proizvoda priblizno je jednaka zbiru relativnih
gresaka ¢inilaca. Drukéije rec¢eno, linearna ocjena za relativnu gresku proizvoda jednaka je zbiru
relativnih greski ¢inilaca. Za dokaz, dovoljno je izra¢unati

of(x1,...,z, L L
= f@s,.- )A(il?i), odnosno 7 =

Ox; Ty Xy

L

Dokaz na drugi nacin (u slu¢aju n = 3):

f:f($17$27$3) = T122T3 f* :f(il?y{,:l?;,:l);) :"BTLE;:B; A:f_f*v

* L k ok ok
A= 212903 F 2]Tox3 F T1X3T3 — T]ToTy =

(21 — @])wows + (22 — w3)2]ws + (25 — w3)a]es,

* * x* * * K
A oz — ] wz—m2_ﬂ+x3—w3-xlm2

f T Ty Z1 L3 T12s’

A mi—ai my—x wa—wy

A T + T2 — Ty + 3 $3, tj.  R(f") ~ R(=1) + R(23) + R(=3).
f T To I3

Ako z7 ima 6 sigurnih cifara z; 8 z3 10 onda ¢ée proizvod f* = zjziz; imati 6 sigurnih

cifara.
A razlike = A umanjenika + A umanjioca.

R kolicnika &~ R djeljenika + R djelioca.

Obrnuti problem greske. Razmotrimo funkciju f = f(#1,...,%,) 1 neka je unaprijed
data najveéa dozvoljena granica greske funkcije Af, npr. Af = 0,5-1072. Treba odrediti
granice gresaka argumenata Awz,,..., Az, tako da greska funkcije bude manja ili jednaka od

date gornje granice. Kako da se rijesi? Postavljeni zadatak se lako rjesava ako se upotrebi
linearna ocjena za gresku funkcije L, iako nije savr§ena. Dakle, treba da bude ispunjeno: (Vi)
lz; — zf| < Az; = |f(21,...,2,) — f(z],...,25)] < Af. Prema tome, dovoljno je da bude
L < Af ili svejedno

" \Of (x5, ..., x]) " \Of(x1, ..., 2n)
2 Az < Af il R Ay < AF

Drukéije zapisano:

= . of | .. af

Z B;Az; < Af, gdje je uvedena oznaka B; = sup 3 ii  B; > sup .

=1 Z; ZT;
Kako izabrati Az; > 0,...,Az, > 07 Postoje razmi pristupi, a popularna su sljedeéa tri
pristupa. Princip jednakih apsolutnih gresaka: Az; = ... = Az,. Princip jednakih relativnih
gresaka: Az /|z,| = ... = Az, /|z,|. Princip jednakih doprinosa: B;Az; = ... = B,Az,,
tako da je u razmatranom sluc¢aju ocito (Vi) B;Az; = Af/n ili B;Az; < Af/n. Odgovor
treba dati u obliku Az; = ...,..., Az, = .... Pretpostavlja se da unaprijed raspolazemo
sa grubim aproksimacijama za argumente zp,...,®,, odnosno sa njihovim intervalima. Npr.

74 < z; < 7,51 slicno ostali ;. U sva tr1 pristupa iskoristi se naravno nejednakost B;Az; +
...+ B,Az, < Afili BjAz; + ...+ B,Az, = Af.

1¢ 1 9
Prakti¢no, uzima se B; = |M

el (xq, ..., ¢, iz grubih aproksimacija).

——————page9of 9 — ——



———— xnumerd.tex ———

2. NUMERICKA INTEGRACIJA
2.1. TRI FORMULE

Neka je [a, b] interval na realnoj osi i1 neka je f funkcija f: [a,b] — R. Razmotrimo integral
I=1(f)= N f(z)dz. Kao priblizna vrijednost sluzi zbir S = S(f) = Xp_; e f(zr). Zacy € R
kaze se da je koeficijent kvadraturne sume, za z;, € R kaze se da je ¢vor kvadraturne sume
(z; # zjzat # j3); n > 1. Za zbir Y5, cr f(zx) ili svejedno Y 3_; cx fi kaze se da predstavlja
kvadraturnu sumu, a za formulu oblika I(f) ~ S(f) kaze se da predstavlja kvadraturnu formulu
ili formulu za numericku integraciju. Razmatra se i greska R = R(f) = I(f) — S(f). Za
kvadraturnu formulu se kaze da je zatvorenog tipa ako tacke a 1 b pripadaju mrezi ¢vorova, a
otvorenog tipa ako ne pripadaju.

Razmotriéemo tri formule koje imaju jasno geometrijsko tumacenje. Prelazimo na slucaj

nh=b—aiz,=xzq+khzak=0,1,..., n. Pisaéemoi$k+1/2::BO—I—(k—I—%)h.

¢ f

’/’/////

Trp_1 0 Ly L
a) Na malom intervalu |z;_1, s ovrsinu ispod grafika funkcije y = f(x) zamijenimo
5 , D |Y g jc Yy ]

povriinom pravougaonika ¢ija je osnovica [zp_1, 3] 1 ¢ija je visina f(zg_1/2) = fr_1/2:

o= [* e, Si= [ e =), Bx S, )

Tl

Ry = I — S, = / (F(z) = f(zr-1/2))de,

Tr—1

f € C*a,b], Tejlorova formula:
1
(@) = f(zrorye) + f(@roap) (@ = zrrgo) + 57 (E(@)) (@ — 2rrpe)”s G(e) € (@rorsan),

Ty, 1 Tl
Ry, = fl($k—1/2)/ (2 — Tp_y/2)de ‘|'—/ (& (2)) (x — ro1y2)” de.

Tr_1 2! Tg—1

=0

>0

Teorema o srednjoj vrijednosti za integrale: f neprekidna, g integrabilna, g ne mijenja znak

= (3¢) a < &<, [I f(x)g(x)de = £(£) [} g(x)da.

1 Z 1
Ri= "(&) /mk_l(iﬂ — @p_yj2)’de, & € (xro1,2r), Ri = ﬂh?’f”(fk)a (2)
=h3/12
b n Ty n " ~
1= [ fa)da =3 [" fl@)do =3 L, S=Y Si=hY flmsp), IxS ()
a E—1 Y Zk—1 k=1 k=1 k=1
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R=I-§= fj Ry, = —h3 Zf” (&) = —4h3n (% fj f”({k)) .
k=1 k=1 k=1

(Poéinje posebno) m; = m[ml.)]f (), mq= max F(e), my < f'(&) < mo,
z€|a z€la,

n 1 n
nmy < E (&) < mmay,  my < - S F (&) < ma

Funkcija neprekidna na zatvorenom intervalu dostize sve svoje meduvrijednosti (teorema o
meduvrijednostima za neprekidnu funkciju).

3¢ € (a,b) %2”: = f"(§) (zavrseno posebno.)
3, gt _ i YR ¥ 2
R=Lwnfe), R=L0-aipe, )

Rl < —(b— a)h*My, M, = sup |f"(x)].
24 z€[a,b]

Za (1) se kaze da je osnovna formula pravougaonika, za (2) se kaze da izrazava ocjenu greske.
Za (3) se kaze da predstavlja (sastavljenu) formulu pravougaonika, a za (4) se kaze da izrazava
njenu gresku. Iz (4): R = O(h?) kad b — 0, pa se kaze da je stepen ili red ta¢nosti ili preciznosti
formule pravougaonika jednak N = 2. Ako se umjesto b = 0.1 stavi h = 0,05 onda se h? svede
na cetvrtinu, a f”({) se promijeni na nepoznat nacin; po (4) se kaze da se polovljenjem koraka
greska svede (grubo govoredi) na Cetvrtinu prethodne greske. F [3: S = h Y7, fi_q)s.

(b) Kao priblizna vrijednost za Iy, neka sada sluzi povrsina trapeza ¢ija su tjemena (zj—1,0),
(2x,0), (xg-1, fx—1) 1 (@k, fir,). Stranici trapeza ¢ija su tjemena (zp_1, fr—1) 1 (zx, fr) odgovara
jednacina prave linije y = Ly (z), gdje je Li(z) Lagranzov i. p. za f po mrezi ¢vorova {xg_1, zp}.
Tako da je ocito Sy = [;* | Li(z)dz. Poznata je formula za gresku interpolacije:

1

f(2) = Li(z) = gea(e) f'(E(2)),  &(2) € (er-rs ), € [2r-1, 20,

wa(z) = (z — xp_1)(z — z1), f € C*apor,zg] ili f € C?a,b].

Redom: [ = /mk flz)de, S, = g(f(wk_l) + f(:l:k)) (povr§ina trapeza),

Sk = %(fk—l + fk)7 I = Sy, (5)
T Ty 1 Tk
R =1L — S = / flz)de — / Ly(a)ds = o; / F(E(@)) (& — 2pt) (@ — 23) do =
<0

1 T 1

21 "(&) /mk_l(ib — zpq)(® — zp)de, & € (Tp-1,2r), Rip= —Eh?’f”(fk)7 (6)
b n T

= [tz =Y [ de =3I,

e k=1""k-1
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n 1 n—1 1
S:ZSk:h(§f0+ka+§fn)a I%‘SE (7)
k=1 k=1
n 1
R=I1-5=Y R,= ——h32f” o) = —ghnf"(€), a<é<b,
k=1

R=—o(b— ) f(¢). )

Trapezna formula (7) ima gresku reda veli¢ine h?, odnosno ima red taénosti N = 2, v. (8).
Ako se korak prepolovi onda ¢vorovi iz prvobitne mreze ostaju i u novoj mrezi (vrijednosti
funkcije se za njih ne ratunaju ponovo). Rezime o trapeznoj: I ~ S = h(3fo+ X1 fi + 3 fn);
R(%) ~ LR(h) (grubo govoreéi)

Iz formule (8): |R| < (b a)Msh?, gdje je My = max,<,<p | f”(z)|. Ponekad nemamo izraz
za f"(z), tako da ne raspolazemo sa M,. Tada se, radi prakti¢ne ocjene greske, moze uzeti da
velicina My = h™% maXo<;<n—2 |A?f;| posluzi kao priblizna zamjena za M.

(¢) U slu¢aju Simpsonove formule, za obrazovanje priblizne vrijednosti Sy, za mali interval
[r_1, zr] iskoriste se tri podatka, iskoriste se vrijednosti funkcije u tackama zp_y, Tx_1/2 1 Zp.
Neka L, = Ly(z) bude L. i. p. zafunkciju f po mrezi ¢vorova {&y_1, Tx_1/2, 1 }. Povrdina ispod
grafika y = f(z) na intervalu z,_; < & < z; priblizno je jednaka povrsini ispod parabole na
tom istom intervalu. Sastavite izraz Lo(z) = ... (parabola). Izracunajte integral od polinoma
Ja¥  Ly(z)dz. Dobija se [*  Ly(x)de = ¢(fr-1+4fn-1/2+fr). U cilju ocjene greske, nvedimo u
razmatranjeii. p. sa vi§estrukim ¢vorovima (Hermitovi. p.) Hz = Hz(z). Neka je H3 = Hj(z)
H.i. p. za funkciju f definisan uslovima:

H3($k—1) = f(in—l), H3($k—1/2) = f(iﬂk—l/z)a HS(CBk) = f(f‘fk) 1 H§($k—1/2) = f/(f‘:k—l/Z)'

Sastavite izraz Hs(z) = .... Izracunajte [[* Hs(z)dz. Dobice se isti rezultat kao malocas.
Dobice se da je [7* Hs(z)dz = S(fr-1+ 4fk-1/2 + fr)-

Racun se za Slmpsonovu formulu odvija po slicnom sablonu kao malocas u sluc¢ajevima (a)
i (b): mali interval, greska, veliki interval, greska. Formula (9) ée biti osnovna Simpsonova
formula, a (11) ée biti (sastavljena) Simpsonova formula. Pretpostavlja se da f € C'*[a, b]:

T }
I, = /m flz)de, Si= é(fk—l +4fr_12 + fk)7 I & Sk, (9)

Tk Tl

f(z)dz — / Ly(z)dz =

Tr—1

Rk:Ik—Sk:/

Tr—1

Tr

/:klf(w)da;_/‘% Hy(z)dz :/ (f(z) — Hs(x))d.

— Tp—1 Lr—1
1

Poznati izraz za gresku za H. 1. p.  f(z) — Hs(z) = iffv(é’(w))wél(w),

Tp-1 < f(iﬂ) < g, Tp_1 <z < T, w4(l‘) = (in_xk—l)(fﬂ_$k—1/2)2($_$k)7 fe 04[$k—17$k]-

1 rze 1 Tk
Fo= [ V@) ws(e)de = V(&) [ oalo)de, &€ (oros,mn),
4! Tp_1 S—— 4! Tr—1
<0 —_—
1zracunajte

——————pageJof 16 ——



———— xnumerd.tex ———

]‘ 5
b n xp n
1= [ fla)ds - > [ fayde = N

n h n n—1
S:Z‘Sk:E(f0+fn+4z.fk—l/2+22fk)v I%S, (]‘1)
k=1 k=1 k=1

7 :n _ 1e IV _ A v
R=1-8=) 2880 Zf 2880h (Zf )

k=1 k=1

_—L — a 4plv Za N1eKOo a
R = — 5= a)h* £V (¢) ko € € (a,b). (12

Vidimo da je R = O(h*) pa se kaze da je red ta¢nosti N = 4. Ako se korak prepolovi (radi
dobijanja manje greéke) onda se stare vrijednosti funkcije iskoriste. Polovljenje koraka svodi
gresku na otprlhke = njene ranije vrijednosti.

Kvadraturne formule (b) i (c) se koriste vise od (a) jer su pogodne kod polovljenja koraka.

Kvadratura (c) ima upadljivo veéi (bolji) red tacnosti od (a) i (b).

Mala dopuna oko (¢). Obiéno se izbjegava da u indeksu pi§u polovine, obi¢no se sa h oznadti
rastojanje izmedu dvije susjedne tacke. Drugim rijecima, izvrsicemo malu izmjenu u oznakama.
Kada se 1zvrsi onda se dobije: Simpsonova formula 1 njen izraz za gresku glase:

I = Lbf(:n)da:, S = g(fo—l-4f1 +2fs +4fs+ 2fa+ . A A s+ fa),

b —
h = a) z; =a+ih, f; = f(z;),0<i<mn, brojn jeobavezno paran, I~ S,
n
R=1I-S5= —%(b —a)h*fV(€)  zaneko £ € (a,b).
Osnovna Simpsonova: [ f(z)dz (fo +4f1 + f2) sa greskom —=h®fTV (). Primjer

Simpsonove (n = 10): [ f(z)dz ~ %(fo + 4f1 +2fs+4fs+2fs+ ... +4fo + fi0)-
2.2. RUNGEOVO PRAVILO ZA PRAKTICNU OCJENU GRESKE

Prvo ¢emo izvesti drugi izraz za gresku trapezne formule. Vidjeéemo da je taj izraz bolji
od izraza iz prethodnog naslova. Iskoristicemo taj izraz da izvedemo tzv. Rungeovo pravilo ili
Rungeovu formulu za procjenu greske trapezne formule. Za procjenu greske na Rungeov nacin
ili po Rungeovom principu karakteristicno je da se izvrse dva proracuna, tj. da se dobiju dvije
priblizne vrijednosti .71 1 I, za jedan te isti tacan broj I. I; je dobijeno sa korakom h, a I, je
dobijeno sa korakom 2 7 I, je dobijeno po mrezi koja ima vise ¢vorova, tako da I, ima manju
gresku od I;. Kako je priblizan broj I, bolji od I;, to se I usvaja kao numericki odgovor.
Gruba priblizna vrijednost I; ima pomoc¢nu ulogu, ona sluzi da se procijeni greska numerickog
odgovora, tj. da se procijeni Ry = I — I.

Rungeov princip za dobijanje procjene greske moze da bude primijenjen na bilo koju nu-
mericku metodu ¢iji izraz za gresku ima oblik R(h) ~ Ch®.
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Uvedimo potrebne oznake. Razmotrimo funkciju f definisanu na intervalu [a, b] 1 pret-

postavimo da f € 04[a b|. Neka je I = f f(z)dz. Izaberimo n > 1 i stavimo h = . Neka
je I = I(h) = h( fla) + ! fla —|— zh) 2f(b)), trapezna formula sa korakom hi neka je
I, = I(%) ( f( )+ 22” T (a + ) 1f( )), trapezna formula sa korakom % Zapaziti

da ranije izracunatl broj I; moze da posluii prilikom racunanja I, jer ¢vorovi grube mreze
pripadaju i detaljnijoj mrezi; I, = %Il + 32?:1 fla+ (26 — 1)%) Uvedimo 1 oznake za dvije
greske: Ry = R(h)=1—-1,=1—-1(h), R, = R(%) =]—-L=1— I(g) Odgovor glasi I = I,
samo treba R, da se ocijeni (|Rs| < ...1li Ry & ...).

Razvijamo funkciju f po Maklorenovoj formuli do ¢etvrtog izvoda:

et 1 (E(w).

! ]‘ 2 1 ]‘ 3 gt
f(2) = F(0) + 0 (0) + 53 £(0) + 357" (0) +

Za gresku trapezne formule po malom intervalu imamo:

L3 3)-

/h/2 0y + f”( )/h/z o2y + & : /h/2 Y (€E(x))z de —

—h/2 —h/2 h/2

t. o srednjoj v.

’ (zf< FEL (g)zf”(()) = (’21)4#"(51) T ('21)4#"(52)) ,
h/2

) h/2 o . h h
zbog neparnosti / xdx =0, / zder =0, gdje &, =€ —=], &L=E <),
—h/2 —h/2 2 2

1A\ 1 gy M2,
P g0+ 1005 (3) + @ [ st

hf(0) — (%)Sf”(o) - % (2)51‘“’(&) - % (%)51‘”’(52) =

1
—1g /O +p, ol < cMsh®, My = max |f(z)].

Maloc¢as smo izvrsili translaciju po z—osi, samo radi lakseg pisanja. Neka sada ulogu intervala
. 2] preuzme interval [z;_1,z;] = [a + (i — 1)k, a + ih]:

[_

EY

= / dzr — —(f($i_1) + f(.’l:z)) = —%h?’fﬂ(wi_uz) + pi,

|,0i| < CM4h57 pi = O(h5)7 Zpi = O(h4)
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Sabiranjem poz=1,...,n:

R(h):‘[_‘[(h’):zrl___h th” $z 1/2 —I'sz—
=1 =1

f. 3 za f"

e ( [ 5wyde — (o a)hzf”(ﬁ)) FOU) = —55h [ f7a)d + O() + O(1%)

(v. formulu pravougaonika i izraz za gresku),

R(h) = Ch? + O(hY), / f'(z)dz, C ne zavisi od h.
Mi smo dobili:
R(h)= Ry = I — I(h) = CK> + O(h"), h—0, C— —%(f’(b) _ @) )
Isto tako:

R(g) = R, :I—I(%) = o(g)ero ((2)4) = iChz—kO(h‘*).

Zapaziti da su brojevi I; 1 I, efektivno poznati, §to se ne moze reéi za [ 1 C'. Mi imamo:

1
Rl :I—Il :Ch2—|—0(h4), R2 :I—Igz 10h2—|—0(h4)

Oduzimanjem: [, — I; = ZCh2 + O(h?).
Ako je C' # 0 onda je

R, . 3CR*+0(R*) 1 1 1

ili Ry ~ g(12—11) kad h — 0 ili R, ~

lim

mo0 D, — I, ho0 3CK2+ O(hY) 3 (L-L). (2)

o |

Ovo je zavrsna—glavna formula. Broj na desnoj strani formule (2) je efektivno poznat. Za
Rungeovu ocjenu (2) kaze se da je prakti¢na zato $to je ona efektivno ostvarljiva (njena dobra
strana) i zato §to je ona samo priblizna (njena lo§a strana). Mogli bismo da zapisemo Rungeovu
formulu u drugim oznakama kao: R, ~ %(Izn — I,), ako se radi o trapeznoj formuli.

U sluéaju C' = 0 moze se pokazati da vazi |Rs| < :|I, — I1| za male vrijednosti k.

Pogledajmo mali primjer. Razmotrimo f; z*dz i neka bude n = 1, tj. h = 1. Tada je
I = 0,50000, I, = 0,28125 i $(I, — I;) = —0,07292. A R, = —0,08125.

Slijede razne dopune

1. Ako I(%) ne zadovoljava unaprijed traZenu preciznost (R(%) prelazi unaprijed datu
dozvoljenu gresku e, tj. %|Iz —I;| > €) onda izracunajte sa korakom % novu pribliznu vrijednost
I (%) i procijenite njenu gresku na Rungeov nacin. Itd.

2. Neka I(h) znaéi pribliznu vrijednost dobijenu po Simpsonovoj formuli. Tada vazi R(h) =
I —I(h) = Ch* 4+ O(h®), h — 0, C ne zavisi od h. Isto tako vazi R(z) ~ (I ( ) — I(h))

15
(procjena greske na Rungeov nacin). Pretpostavlja se da f € C%a, b].
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3. Uopste, ako je R(h) ~ Ch* onda vazi R(g) R~ #(I(%) — I(h)).
2.3. ROMBERGOVA FORMULA

Mali primjer iz prethodnog naslova: I(%) + %(I(%) — I(h)) = 0,20833.

U prethodnom naslovu smo vidjeli da broj b = 5([(%) — I(h)) moze da posluzi kao priblizna
vrijednost za R(g) = I—I(g). Ako je ved R(2) ~ bonda je ocito I ~ I( )+b. Dakle, neka broj b
sluzi za popravku pribliznog broja I (%), neka sada numericki odgovor bude I ( )+b. Zanimljivo
je da se broj I(%) + b poklapa sa pribliznom vrijednoséu za I izraéunatom po Simpsonovoj
formuli sa korakom %, tj. po mrezi ¢vorova a,a + g,a + h,...,b; uvjerite se neposrednim
racunom. Nije bitno $to odgovara bas Simpsonovoj formuli ve¢ je bitno sto odgovara formuli
¢iji je stepen tacnosti (Cetvrti) veéi od stepena tacnosti polazne trapezne formule (drugl)

Jedno sredstvo za dobijanje preciznije prlbhzne VI‘lJedIlOStl odredenog integrala I = f f(z)
dz jeste da se umjesto koraka A primijeni korak 2 o zatim 2 3, itd. Drugo sredstvo bilo bi da se
umjesto kvadraturne formule drugog stepena tacnostl primijeni formula cetvrtog reda tacnosti,
zatim Sestog reda, itd. Kod Rombergove formule usaglasemo se koriste jedno i drugo sredstvo,
s tim da se prelazak na formulu viseg reda tac¢nosti vr§i pomocu popravke ranije izracunate
priblizne vrijednosti.

U prvom dijjelu izlaganja bice izveden izraz za gresku trapezne formule R(h). Upravo, biée
pokazano da se greska R(h) razlaze po parnim stepenima h. U drugom dijelu izlaganja bice
izvedena formula za popravku.

Prvi dio izlaganja. Neka je nh = b — a1 z; = a + th. Imamo:

100 = 1= 100 = [ fe)ie b (300 + 5 ) + 1) -

i V_ dx—h(%f($i—1)+%f($i)>]7

=1

razviti funkciju f po Tejlorovoj formuli oko tacke = = z;_,/, do Sestog izvoda,

Z[ B2 f (i 1/2)‘|‘ﬁh5f (z i—1/2)‘|‘ fVI(ﬁ_)/h/z 2®de—

1 (h\? 1 (B\*
(2_ (5) F( wz—l/z)‘l’i(i) fIV($i—1/2)—|-

1 1 /(h 1 1 /r\®
5 6—(5 7 (6) + 2-5(5) f”(&i))]:

——hzzhf//(él?i_l/g ——h42hf iBZ 1/2 —|—O(h )
=1 480 =1

f. Jza f’ f. 1 za fV

po sli¢nosti sa prethodnim naslovom pokazjte da se greska sastavljene formule pravougaonika
prikazuje u obliku cysh? + O(h*), gdje ¢, ne zavisi od h, ali naravno zavisi od podintegralne
funkcije,

R(h) = ——h? ( ab f'(z)dz — ca( f)B* + O(h“)) -
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Loy v IVN7.2 4 6y _ 2 4 6
@h (/a P (z)de —co(f7 )R+ O(h )) + O(h°) = Coh* + C4h™ 4+ O(h°).

Ako se nastavi sa primjenom i dogradnjom postupka od malocas onda ¢e se za gresku
sastavljene trapezne formule za funkciju f po intervalu [a,b] sa korakom h dobiti sljedeca
formula:

R(h) = I — I(h) = Csb® + Cub* + ... + Conh®™ + O(K*™?), b —0, (1)

gdje velicine Cs, Cy, ..., Csy, ne zavise od h, a pretpostavlja se da f € C*™*2[a, b].

Drugi dio 1z1aga,nJa Popravljanjem, sa koeﬁcgentom popravke =, pribliznih vrijednosti ¢ija
greska ima oblik Coh?+ Cyh* 4 Cgh® 4. .. dobijaju se nove-bolje prlbhzne vrijednosti ¢ija greska
polinje sa h* (&ija greska je jednaka Cjh*+Cih®+. . .). U nastavku je dat racun koji potkrepljuje
ovo tvrdenje. Popravljanjem malocas dobijenih popravljenih vrijednosti, ovog puta uzimajuéi
% kao koeficijent popravke, dobijaju se jos bolje priblizne vrijednosti, njihova greska pocinje sa
h®. U nastavku je dat radun koji potkrepljuje ovo tvrdenje. Sljedeéi koeficijent popravke biée
. Itd.

63

Zaista, iz pretpostavke da je I — I(h) = Cyh* + C4h* + Csh® +
T(2) = 1(%) + L(1(%) - I(h)), slijedi da je

I—J(%) :-%(I—I(h))Jr%(I—I(g)) -

1, ., . . 4 h\’ h\* h\° B
—g(ozh + Cyh* + Csh +...)+§<O2(5 +Cal5) +Cel5) +.- ] =

1 )
—104h4 — ECghG —|— e = C!lh4 —|— CéhG —|—

.., ako se uvede oznaka

Zaista, iz pretpostavke da je I — J(h) = ch* + O(h®), ako se uvede oznaka K(%) = J(g) +
L(7(%) = J(h)), slijedi da je I — K(%) = ... = O(k®).

15 2
Da se dobije jedna nova popravljena priblizna vrijednost dovoljne su svega tri—cetiri arit-
meticke operacije. Time je izvodenje Rombergove formule uradeno. Samo se treba uvjeriti da

su formule koje slijede saglasne sa dosad re¢enim. Rombergova formula glasi:

1 N 1
Soj = h; +Efa+kh)+ Sf®)). =0,
2 2 (2)
Sij = Sic15 + E(Si—l,j Sicigo1), >0, j>i,
gdje je hj = 279hg, M = 2in i nho = b — a.
Formula (2) sluzi za dobijanje priblizne vrijednosti za I = s f(z)dz. Njen parametar je

pocetni korak hg. Dokaz formule (2) sadrzan je u dosada$njim razmatranjima. Zapaziti da za
realizaciju formule (2) nije potrebno da znamo éemu su jednake vrijednosti Cs, Cy, ..., Cap iz
(1).

Vrijednosti Sp; 1z prvog reda tabele 1 odgovaraju trapeznoj formul: Spo sa korakom hy,
So1 sa korakom h; = 271hg, Sps sa korakom hy = 27%hg, itd. Vrijednosti Sy; iz drugog reda
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vees

je stepen tacnosti Sest. Itd. Prilikom racunanja vrijednosti Sp; treba iskoristiti ve¢ ranije
izracunati broj So;_1 koji sadrzi polovinu sada potrebnih vrijednosti funkcije u ¢vorovima,
zato smo nacrtali horizontalne strelice. Za racunanje priblizne vrijednosti S;; (kada je ¢ > 1)
dovoljne su svega tri—Cetiri aritmeticke operacije, vertikalne 1 kose strelice pokazuju na osnovu
kojih ranije izracunatih vrijednosti se izracuna S,;;. Tabela 2 govori da precizan redosljed

racunanja jeste upravo @, @, @, e

Poslije , , , ... racunanja se prekidaju za trenutak da bi se provjerilo da li je
dostignuta zeljena tac¢nost ¢ (unaprijed odredena). Ako je ispunjen izlazni kriterijjum |S;_; ; —
S;;| < € onda se Sj; usvaja kao numericki odgovor. Program za ra¢unar obi¢no se zaustavlja
kada u nizu Sgg, S11, S22, . . . dode do poklapanja neka dva njegova susjedna elementa. Kaze se
da se ra¢una sa najvecom mogucom tacnoséu ili do masinske tacnosti. Dalje popravke ne bi
koristile, tj. racunar prosto ne bi mogao da ih registruje. Dvostruka preciznost (1071¢).

Soo So1 Soz Sos
511 512 513
S22 Sas
I(h) I(3) (%) I(%)
S3s
Tabela ]_ 511 == 501 ‘|‘ 1 501 — SOO
(81 — Si) ORI Rt
K(%) K(%)
® ®
L(%)
Tabela 3

Tabela 2 Redosljed
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2.4. KVADRATURNE FORMULE U SLUCAJU PRISUSTVA TEZINSKE
FUNKCIJE

Neka je p = p(z) fiksirana funkcija, p: [a,b] — R za koju se pretpostavlja da je integrabilna
na intervalu [a,b]. Za funkciju p se kaze da je tezinska funkcija ako je ispunjen uslov p(z) >
0 za svako @ € [a,b]. Razmotrimo odredeni integral I = I(f) = N f(z)p(xz)dz. Neka je
po intervalu [a,b] postavljena mreza ¢vorova {z;}" , i neka su poznate vrijednosti funkcije
u ¢vorovima f(z;) = f;. Konstruisatemo kvadraturnu formulu (interpolacionog tipa) oblika
I(f) = S(f), gdje je S(f) = >, cif(x;). Funkcija f biée zamijenjena svojim Lagranzovim i.
p. po razmatranoj mrezi ¢vorova. Odgovarajudi izraz za gresku R = R(f) = I-S = I(f)-S(f)
takode se lako dobija, polazeci od poznatog izraza za gresku interpolacije.

Iz naslova 1.1. i 1.2. poznato je sljedece:

T — T; 1

[ o) = Lale) + (o

s

L,(z)= ifi(il?)fzw li(z) =

ot
‘GLII

a<é(z)<b (jera<z<b), feC™a,b], wupi(z) = [](z — ).

=0

Izvodenje kvadraturne formule:

o) = S o)+ e D elw) [ ot

f(@)ple) = g;zxw)p( )i + (njl),ww( JF(E())ple) / [
/:)f(w)p(x)dil? = g (Lb&( )p( )dm) fi + Y wanH( )f(n+1)(g(;r,))p(m)dx,
I(£) ¢ R(f)

Za gresku formule (1) imamo:

1
(n+1)!

Neka je mreza ravnomjerna i neka tacke ¢ = a 1 ¢ = b pripadaju mrezi. Drugim rije¢ima,
neka ¢vorovi budu z; = a + th za 0 < 7 < n, gdje je nh = b — a. Tada se za kvadraturnu
formulu oblika (1) kaze da je Njutn-Kotesova kvadraturna formula zatvorenog tipa. Primjera

radi, navedimo Njutn—Kotesove formule kada je n = 3 1 kada je » = 4, u sluc¢aju da je tezinska
funkcija p(z) = 1:

Lb f(z)dz ~

RO < msiMos [ onn@lp@)de, My = max [f0G)] (2)

z€[a,b]

a (fo +3f1 +3fs + f3) (tri—osminska formula),
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b—a
90

b
/ Fla)de ~ (7fo+ 321 + 122 + 32f5 + T/ ).

Zadatak. Neka za kvadraturnu formulu (1), pored njene greske metode R = R; koja je
izrazena relacijom (2), treba prouciti i njenu gresku izazvanu pribliznoséu ulaznih podataka
R,. Ulaznim podacima smatraju se brojevi {f;}* ,. Uzimamo da ulazni podaci nisu poznati
sasvim ta¢no, tj. uzimamo da raspolazemo samo sa pribliznim vrijednostima {f}? ;. Neka je
data mjera greske ulaznih podataka é: |f; — f| < é za 0 < ¢ < n. Ulogu numeri¢kog odgovora
S =37 ¢ fi sada naravno preuzima broj S* =37 ¢ f7, tako da je Ro = S — S*. A naravno
da je u datim okolnostima ukupna greska I — S* jednaka I — S* = R; + R,.

Treba rijesiti postavljeni zadatak, tj. treba ocijeniti R,:

Ry,=§5-5" :Zcifi—zcifi* = Ci(fi_fi*)v

n

Rl =[S el — )] € Sl — £ = D bl 1 = 171 < Do el

|R,| < C6, gdjeje C = |eil.

=0

Na redu je analiza posljednje relacije. Sto je velicina €' manja to je R, manje, odnosno to se
greska ulaznih podataka slabije odrazava—prenosi na rezultat (na numeric¢ki odgovor). Drugim
rije¢ima, §to je veli¢ina C' manja to je formula (1) stabilnija u odnosu na gresku svojih ulaznih
podataka, odnosno to je situacija povoljnija. Ili iz suprotnog ugla: ako je broj C velik onda je
formula (1) numericki nedovoljno stabilna u odnosu na gresku ulaznih podataka. Zadatak je
rijesen.

Posmatrajmo relaciju (1) kada je f(z) = 1. Tada je L,(z) = f(z) i zato R(f) = 0 odnosno
I(f) = S(f). I(f) = [; p(w)de, S(f) = iy i, tako da je iy ¢ = [; p(x)de = const.

Ako su svi koeficijenti {¢;}7, pozitivni onda je oéito Yr ¢ = Sr ) |¢|. Medutim, ako
medu koeficijentima {¢;}7, ima i pozitivnih i negativnih onda je o¢ito Y || > Yir ¢
Za Njutn-Kotesove formule sa velikim n (recimo sa n > 10) karakteristicno je da su neki
koeficijenti pozitivni a neki negativni, §to umanjuje njihovu numericku stabilnost u odnosu na
gresku ulaznih podataka, pa se zato te formule u praksi rijetko koriste.

2.5. GAUSOVA KVADRATURNA FORMULA

Priprema o ortogonalnim polinomima
U realnom Hilbertovom prostoru H posmatrajmo n linearno nezavisnih elemenata ¢, .. .,
¢n. Primjenom Gram-Smitovog postupka ortogonalizacije, sistem {¢1,...,n} moze da se
ortogonalizuje, tj. moze da bude dobijen sistem {91,...,¢,} za koji vazi: (a) 1 je linearna
kombinacija od ¢1,...,¢k 1 (b) ¥; L v;, tj. (¥i,9;) =02zai # j; ( , ) je oznaka za skalarni
proizvod. Elementi 1, ...,1, odredeni su jednoznaéno do na multiplikativne konstante.
Razmotrimo konkretni Hilbertov prostor H = Li(m)(a, b). Neka je funkcija p = p(z) integ-
rabilna po [a, b] 1 neka je p(z) > 0 skoro svuda na [a, b|. Funkcija f pripada H ako i samo ako
je f21f(z)|>p(z)dz konacan. Ako se dvije funkcije razlikuju samo na skupu mjere nula onda
se one identifikuju. U H se skalarni proizvod definise kao (f,g) = [ f(z)g(z)p(z)dz. Ovo je
Lebegov prostor. Na primjer L*(a,b), kada je p(z) = 1.
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U nasem Hilbertovom prostoru H razmotrimo njegovih n elemenata p;(z) = z*~! za i =

1,...,n. Sistem {1,z, 22, ..., 2" '} je linearno nezavisan. Njegovom ortogonalizacijom nastaje
sistem {91,...,9,}. Kako je ¢; polinom stepena tacno ¢ — 1 to je i 9; polinom stepena taéno
i—1. Po n moze da se napreduje, tako da se moze posmatrati sistem {11, 15, ...}. Izvr§imo malo
prilagodavanje oznaka: umjesto 1,1, ... pisaéemo gy, ¥1,.... Tako da je odsad ; polinom
stepena tacno 7. Za sistem {tg, 1, ...} kaze se da je sistem ili da je niz ortogonalnih polinoma.
Navedimo dva primjera.

Primjer 1. Neka je [a,b] = [—1,1] i p(z) = 1. Sistem ortogonalnih polinoma u pros-
toru L?(—1,1) je sistem tzv. Lezandrovih polinoma {P,}>°, za koje vazi relacija: P,(z) =
1 d 3 1 ) 3
2”n!dw—“($2 —1)". Recimo, Py(z) =1, Pi(z) = z, Py(z) = 53:2 ~ 5 Ps(z) = §:B3 - 5%

Prinjer 2. Neka je [a,b] = [-1,1] i p(z) = ——. U ovom prostoru L;(z)(—l,l),

ortogonalni polinomi su tzv. Cebisevljevi polinomi T, (z) (n = 0,1,...) za koje va#i relacija:
T,.(z) = cos(narccos ). Recimo, To(z) =1, Ti(z) = =, To(z) = 22> — 1, Ts(z) = 42> — 3z.

Za dokaz prvog primjera, treba se uvjeriti da se ortogonalizacijom sistema {1,z,z?% ...}
dobija sistem { Py, Py, P,,...}. Ili, posto je veé napisana gotova relacija P, ( ) = ..., dovoljno
je uvjeriti se: (a) da je P, polinom stepena ta¢no n i (b) da je P; L P;, tj. da je (P, P;) =
[Y, Pi(z)P;(z)dz = 0 za i # j. Sliéno vazi naravno i za drugi primjer. Dokaze za jedan 1 drugi
primjer izostavljamo.

U sljedecoj lemi govori se o jednom svojstvu polinoma iz sistema ortogonalnih polinoma.
Prije toga, o faktorizaciji polinoma u realnom podruéju. Polinom P = P(z) na jednoznacan
na¢in moze da se prikaze u obliku

z) =co [[(z — o)™ [[(2* + Bjm + 7)™,
2 J
gdje jednaéina z? 4+ B;z + 4; = 0 nema realnog rjeSenja; za izraz z? + B;z + v; kaze se da je

nesvodljiv trinom. Broj = «; je nula polinoma vsestrukosti m;. Polinom P je ocito stepena

Yim; + 23 n;. Recimo
P(z) =2(z — 1)4(:1: —2)(z — 6)2(:[:2 + 1)2(532 + 4z +5).

Dalje, o broju nula polinoma poznato je sljedece pravilo: polinom stepena n ima najvise n
realnih nula (osim P = 0).

Lema. Neka je {to,%1,...} sistem ortogonalnih polinoma u prostoru Lz(z)(a,b), gdje je
tn = ¥n(z) polinom stepena taéno n. Polinom 1), ima u otvorenom intervalu (a,b) tatno n
medusobno razlicitih nula.

Dokaz leme. Uocimo sve nule polinoma ,, koje pripadaju intervalu (a, b) i ¢ija je viSestrukost
neparna; neka su to zy,...,z,. Dopustimo da je £ < n. Neka je

fl@)=II@-=) i  g(z)=a(z)f(2).

Razmotrimo veli¢inu

A= / dm_/¢n lj[w—:v dm_/¢n (2)dz = (¢dn, f).

Podimo od faktorizacije za 1, 1 pogledajmo faktorizaciju za g.
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Nesvodljivi trinomi u faktorizaciji za 1, ne mijenjaju znak uopste na citavoj realnoj osi.
Faktori (z — a;)™, gdje je m; paran, takode ne mijenjaju znak. Faktori (z — a;)™, gdje je m;
neparan a «; ¢ (a,b), ne mijenjaju znak u (a,b).

Ako je eksponent m; neparan i «; € (a,b) onda se u faktorizaciji za g pojavljuje paran
eksponent m; + 1 jer je izvrSeno mnozenje sa x — a;, tj. sa f(z). Tako da je g(z) > 0 za
z € [a,b], ako je ¢o > 0, odnosno g(z) < 0 za z € [a,b], ako je ¢ < 0. Funkcija ¢ je polinom,
g ima samo kona¢no mnogo nula, tako da je A = f;g(:n)p(:n)dzv > 01ili < 0 (zavisno od ¢p).
Dakle, A # 0.

S druge strane, A = (1,,, f). Pretpostavili smo da je £ < n. Zato je f polinom stepena
nizeg od n. Polinom f mo#e se prikazati kao linearna kombinacija o, ..., % f = b, cithi.

Vazi ; L P, tj. (i, ¥n) =02zai=0,...,£ =

A= <¢n7 f> = <¢n7 CO,‘pO + ...+ Cg¢l> = CO<¢H7¢0> +...+ C€<¢n7¢l> = 0.

Tako A = 0. Dobili smp kontradikciju. Ne moze biti £ < n. Mora biti £ = n. Lema je
dokazana. Sve nule su jednostruke (proste).
Svi elementi niza ortogonalnih polinoma g, %1, ... odredeni su jednozna¢no do na multip-

likativne konstante. Neka su te konstante izabrane tako da najstariji koeficijent svakog polinoma
iz niza bude jednak 1, tj. da bude ¥(z) = z* + ...

Prelazimo na Gausovu kvadraturnu formulu

Neka je interval [a,b] fiksiran i neka je tezinska funkcija p = p(z) fiksirana. Za tezinsku
funkciju se pretpostavlja da je integrabilna 1 da je skoro svuda pozitivna.

Neka je » > 1. Razmotrimo kvadraturnu formulu sa n ¢vorova z1, ..., x,:

n

IH~S. 1) = [ f@plede,  S()=Y ) (1

i=1
i uvedimo sljedeéu oznaku za njenu gresku: R(f) = I(f) — S(f).

Defini§imo algebarski stepen taénosti a kvadraturne formule (1). Za (1) se kaze da ima
algebarski stepen tacnosti a ako je R(f) = 0 (greska je jednaka nuli, kvadraturna formula je
jednak a + 1 takav da je za njega R(f) # 0.

Gaus je razmatrao 1 rijesio sljedeéi ekstremalni zadatak: konstruisati kvadraturnu formulu
oblika (1) sa najveéim moguéim algebarskim stepenom tacénosti. Vidjeéemo da je rjesenje
zadatka a = 2n — 1. Ovo nije neocekivano. Zaista, s jedne strane, vidimo da u (1) ima 2n
stepeni slobode ¢1, ..., ¢, 21,. .., @, (pogodno ih izaberi). S druge strane, ima 2n uslova ako
se trazi da bude R(f) = I(f) — S(f) = 0 kada je f(z) = z* za k=0,...,2n — 1.

Dokazimo dvije leme.

Lema 1. Pretpostavimo da kvadraturna formula (1) ima svojstvo da je ta¢na za sve polinome
f &iji je stepen < 2n — 1. Neka je w,(z) = [17,(z — ;). Neka je P,_; = P,_1(z) proizvoljni
polinom stepena < n — 1. Tada je [ Wy (2) Pacq (z)p(z)dz = 0.

Zapaziti da lema 1. ima oblik inplikacije. Ona polazi od toga da postoji kvadraturna formula
takva formula postoji. Ona ne dokazuje da takva formula postoji.

Dokaz leme 1. Stavimo f(z) = w,(z)P,—1(z). Proizvod w, je polinom stepena tacno n, P,_;
je polinom stepena < n — 1, f je polinom stepena < 2n — 1, zato je R(f) = I(f) — S(f) =0,
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po pretpostavci. Imamo redom:

b b
/ Wy (2) Py_q(z)p(z)de — Zci 0 Poq(zm) = / wy () Pazq (z)p(z)de — 0.
a = a
Lema 1. je dokazana.

Umyjesto fbwn(w)Pn 1(2)p(z)dz = 0 mozemo pisati (wy, P,—1) =0, tj. w, L P,_;. Polinom
w, je ortogonalan na sve polinome ¢iji je stepen < n — 1. Dakle, mora biti w,, = %,,. Ovo
odreduje koje tacke su ¢vorovi kvadraturne formule. To su nule pohnoma, n—tog stepena 1, iz
niza ortogonalnih polinoma {¢0, P1,.. .}

Lema 2. Neka SU L1, T nule polinoma, P Neka je kva,dra,turna, formula oblika (1)

........

<2n—1.
Zapaziti da ilema 2. samo hipoteticki govori o formuli oblika (1) koja bi sada imala svojstvo
"tacna je (greska je nula) 7a Sve pohnome ¢iji je stepen < n—1".

s

polinomom t,,. Ostatak dijeljenja je naravno nizeg stepena od ¢n. Oznac1mo koli¢nik sa g,
a ostatak sa r,_1: Pap_1(2) = gno1(2)¢n(z) + rn_1(z), gdje sui g,—1 1 7,_1 izvjesni polinomi
stepena < n — 1. Obavezni smo da pokazemo da je R(P,,—1) = 0. Imamo redom:

R(P2n_1) = R(gn-1%n + 1) = (integral je aditivan, formula (1) je aditivna)
R(gn-1%n) + R(rn-1) = (pretpostavka leme)

R(Qﬂ—ﬂﬁﬂ) +0= I(gn—1¢n) - S(gn—1¢n) =

[ g @)l zg ey

gn 17¢n Eczgn 1 0—0

jer ¥, L g, ..., ¢,_1 = 1, L linearna kombinacija od g, ..., ¥n_1 = ¥, L gn_1.

Lema 2. je dokazana.

Uz pomoé¢ dvije leme, postavljeni zadatak sveo se na sljedeée. Cvorovi kvadraturne formule
su deﬁnisani sa ¢n( )= 0 Joé nisu deﬁnisani koeﬁcijenti Cly...sC Tra,ii se da formula bude
biti tacna 1 za sve polinome do stepena 2n — 1 ukljuceno, prema leml 2. Lako se konstruise
formula koja je tac¢na (¢ija je greska R(f) jednaka nuli) za polinome stepena < n — 1. To je
uradeno u prethodnom naslovu 2.4. gdje pise

/ dmN/ Ly d;n_/ (Zz )dw_Zczfz,
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L, 1jeL.1 p.

Drugim rije¢ima, formula (1) je interpolacionog tipa.

U ovom trenutku je izvedena Gausova kvadraturna formula. Cvorovi su nule polinoma 1,,,
a koeficijenti se izracunaju po $ablonu za kvadraturnu formulu u slu¢aju prisustva tezinske
funkcije.

Slijede dvije napomene.

Napomena 1. Ne postoji kvadraturna formula sa n ¢vorova oblika (1) ¢iji bi algebarski stepen
tacnosti a bio jednak 2n. Zaista, zamislimo da takva formula postoji; ¢vorovi su oznaceni
kao z,...,z,; neka je wn(:c) = [T~,(z — ®;). Posmatrajmo formulu kada je podintegralna
funkcija f(z) = wi(z) = [Ii,(z — z;)> > 0. Zapazimo unaprijed da su sve vrijednosti f u
¢vorovima jednake nuli. Sada, s jedne strane, I(f) = f; f(z)p(z)de > 0, a s druge strane
S(f) =Y cf(z) = Xiic¢-0=0. Tako da je R(f) = I(f) — S(f) # 0. Vidimo da je
f polinom stepena taéno 2n, tako da je dokaz zavrSen. Tek sada je ekstremalni zadatak u
potpunosti rijesen.

Napomena 2. Svi koeficijenti Gausove kvadraturne formule su pozitivni, tj. zai =1,...,n
vazi ¢; > 0. Zaista, neka podintegralna funkcija bude f(z) = [Ij=; ;4 (¢ — z;)* f je polinom
stepena tacno 2n — 2; f(z) > 0. Tada je

0= [ Fep@)da>0 i S()=D efle) = cf@) i R(F)=0. ti. I(f)=5()

i=1

Shijedi ¢; f(z;) > 0. Slijedi ¢; > 0 jer je f(z;) > 0. Time je dokaz zavrien.

Ako se uvrsti f(z) = 1 onda f;p(w)dw =>7" ,¢ = C. Velicina C ne zavisi od n.

Svojstvo ¢; > 0 za ¢ = 1,....n daje numeri¢ku stabilnost Gausove kvadraturne formule u
odnosu na gresku ulaznih podataka f(zi1),..., f(#,); v. analizu u 2.4,

Ostaje da se ocijeni greska kvadraturne formule (1)

Neka f € C*"[a,b]. Pridruzimo funkciji f njen L. i. p. L,y = L, 1(z) po tackama
T1,...,%,, stepena < n — 1. Pridruzimo i Hermitov i. p. Ha,—1 = Hap_1(2), stepena < 2n — 1,
definisan sa 2n uslova:

Hypo1(zi) = f(z5), H,,_i(z;) = (), 1=1,...,n

(ima n ¢vorova, svi ¢vorovi su dvostruki). Dalje imamo:
f(z) — Hypr(z) = —'f(2")(£(w))¢2(:ﬂ) (v. u Interpolacija sa vi§estrukim ¢vorovima),

ponovimo da je Pn(z) = H(ZII — ),

R(f)=1(f)-S(f) = (formula (1) izvedena je po $ablonu)

I(f) — I(Ln-1) = (stepen(L,_1) < a=2n —1)

I(f) = S(Ln-1) = (Ln-1(w:) = Hap1(w:) Zcz n-1( ECszn 1
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I(f) — S(Ha-1) = (stepen(Hapn-1) < a)

b

1)~ I(Haor) = [ Flplads — [ Hopos (o) =

a

/a" ﬁf@“)(&(gg))qﬁz&(m)p(m)dw = (¢a(z)p(z) 2 0)

1

GO [ ienads, a<e <

(posljednji integral je konstanta za konkretnu kvadraturnu formulu). Imamo konaéno:

R) = o6 [ 42 (olnla)

Na kraju, navedimo dva specijalna slu¢caja Gausove kvadraturne formule

Specijalni slu¢ajevi odgovaraju redom prvom i drugom primjeru iz pripreme. Izvodenje
(racun) za dva specijalna slucaja se izostavlja. Dokazite sami za vjezbu. Sastavite i izraze za
gresku.

Primjer 1. Neka je [a,b] = [-1,1] i p(z) = 1. Tada

n=1: /if(m)dzzzf(()), n=2: /jlf(:c)d:c%f(—%)Jrf(\%)a

n=3: [ flo)dsn (—\/g) +§f<0>+gf( g)

1
Primjer 2. Neka je [a,b] = [-1,1] i p(z) = it Tada
1 d ~ 2t — 1
/_1 f(lwz ; ~ %;fz, gdje je x; = cos %, ; = f(z;) (Hermitova formula).
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3. NUMERICKE METODE ALGEBRE

Numerickim metodama algebre pripada numericko rjesavanje sljedeéih zadataka: naci rje-
Senje sistema linearnih jednacina, izvrsiti inverziju matrice, izracunati vrijednost determinante,
nadéi svojstvene / sopstvene vrijednosti i vektore matrice, odrediti nule polinoma.

Razmotrimo zadatak o rjeSavanju sistema od n linearnih jednacina sa n nepoznatih. Postoje
tri vrste numerickih metoda: (a) tacne ili direktne, (b) iterativne i (c) vjerovatnosne ili sto-
hasticke. Ako je n < 10° onda treba primijeniti neku metodu oblika (a), ako je 10° < n < 10°
onda metodu oblika (b), ako je n > 10° onda metodu oblika (c), po pravilu.

Za numericku metodu se kaze da je tacna metoda ako je njena greska metode jednaka
nuli. Drugim rije¢ima, za numericku metodu se kaze da je ta¢na ako ona daje tacan rezultat
(greska je jednaka nuli) nakon izvodenja konacno mnogo aritmetickih i logickih operacija, pod
pretpostavkom da nema greske racunanja i greske ulaznih podataka.

3.1. GAUSOVA METODA ELIMINACIJE

Ili Gausova metoda uzastopne eliminacije nepoznatih. To je jedna ta¢na metoda, sluzi za
rjesavanje sistema linearnih jednacina. Neka je A = [a;;]7,_; realna kvadratna matrica oblika
n X n. Razmotrimo sistem linearnih jedna¢ina Ax = b ili

Zaijil?j:bi, IS’I,S’N,,
j=1

x=[z; ... 2,7, b=[by ... b,]T, n > 1, A~ matrica sistema, b — vektor slobodnih ¢lanova,
X — nepoznata.

Formalno gledano, sistem Ax = b moze da bude rijeSen primjenom Kramerovog pravila
(izracuna se m + 1 determinanta). Medutim, za vremensku slozenost ili za potreban broj
aritmetickih operacija t,, tada vazi t,, > n! §to ¢ini da je taj postupak praktiéno neupotrebljiv
ve¢ za recimo n = 20. Dodatno, $to je broj aritmetickih operacija veéi to je 1 greska racunanja
veta. Gausova metoda eliminacije svodi ¢, na t,, = O(n®), a ako se pod t,, podrazumijeva samo
broj izvrsenih operacija mnozenja i dijeljenja onda imamo ¢, ~ %n:”.

Izlozimo algoritam. Uzmimo da je ay; # 0. Velicina #; eliminiSe se iz jednadina ¢ =
2,...,2 = n. Upravo, prva jednacina ¢ = 1 podijeli se sa a;; pa se onda nova prva jednacina,
pomnozena sa —a;;, doda 1—toj jednacini za ¢+ = 2,...,7 = n. Sistem sada ima oblik:

1A ‘I’ ZCI,E)JTJ = bgl)a

i=2

Eaz(;)wj = bz(l), 2 <1< m.
7j=2

. . 1 e C .. .. . . - ..
Uzmimo da je a(22) # 0. Velicina x5 eliminide se iz jednac¢ina ¢ = 3,...,4 = n na slican nacin
kao malocas. Itd. Time se polazni sistem svede na gornje trougaoni oblik:

i+ Y ag)wj:bl(i), 1<i1<n
Fj=i+1
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il 1) 1) 1 1)
1 agz) agS) T a’gn) T bg )
0 1 agé) .- agi) T bgz)
0 0 o --- 1 Zn b

Ako je a;; = 0 onda se izvrsi pogodna zamjena mjesta jednacina tako da time postane a;; # 0.
Sliéno ako se desi da je aglz) = 0, itd. Zapaziti da postoje dvije mogucnosti: prva: zamjenom
mjesta se postigne da su svi eliminatorni elementi a;;, a(212), ... razli¢iti od nule 1 druga: to ne
moze da bude postignuto. Lako se vidi da prva moguénost odgovara slucaju da je det A # 0
(matrica A je regularna, sistem Ax = b ima jedinstveno rjesenje), dok druga moguénost nastaje
kada je det A = 0 (matrica A je singularna, nije ta¢no da sistem Ax = b ima jedinstveno
rjesenje). Dakle, tokom realizacije algoritma pokazace se da li je det A # 0 ili je pak suprotno
det A= 0.

Prema tome, pretpostavimo da je det A # 0.

Gausov algoritam eliminacije sastoji se iz dva dijela: (a) direktni hod i (b) inverzni hod.
Direktni hod algoritma obuhvata ra¢unanja kojima se polazni sistem Ax = b svede na gornje
trougaoni oblik. U inverznom hodu se prede put od trougaonog oblika do nalazenja rjesenja
sistema x.

Ostaje da se izlozi (b). Nastali trougaoni sistem se trivijalno rjesava. Iz jednacine i = n

odredi se z,, zatim se iz jednacine + = n — 1 odredi z,_;, itd. Formula glasi z; = bl(z) —
n (7') y —
Dlimit1 Gy Lt =m,..., 1.

3.2. GAUSOVA METODA ELIMINACIJE SA IZBOROM GLAVNOG ELE-
MENTA

Rijec¢ je opet o jednoj tacnoj metodi za rjesavanje sistema linearnih jednacina, a pred-
stavlja jednu modifikaciju ii poboljsanje metode izloZene u prethodnom naslovu. U ¢emu se
sastoji modifikacija? Izbor eliminatornog ili glavnog elementa vise se ne prepusta slucaju.
Glavni element se bira po kriterjjumu: neka bude sto je mogucée veéi po apsolutnoj vrijednosti.
Dakle, vrsi se upravljanje tokom rac¢unskih operacija, vrsi se vodenje ili pivotiranje. Sta se
time dobija? Prethodno, praksa ili iskustvo pokazuje da algoritam iz prethodnog naslova (bez
vodenja) ima jednu slabu stranu: uticaj greske ra¢unanja ¢esto sasvim pokvari numericki rezul-
tat. Takode se i eventualno prisutna greska ulaznih podataka cesto veoma negativno odrazi na
gresku numerickog rezultata. Ako se vrsi vodenje onda se rezultujuéa greska radikalno sman;ji.
Prva aksioma numerickih metoda — prilikom rjesavanja sistema linearnih jednacina direktnom
metodom obavezno vrsiti izbor glavnog elementa.

U prvom dijelu izlaganja bice izlozen sami algoritam. U drugom dijelu izlaganja bic¢e dato
obrazlozenje za — korisno je vrsiti vodenje.

Razmotrimo sistem linearnih jednacina Ax = b. Modifikacija se odnosi na direktni hod
algoritma. U prvom koraku se za glavni element izabere najveci po apsolutnoj vrijednosti ¢lan
¢itave matrice A, odnosno najveci po apsolutnoj vrijednosti medu brojevima a;;, 1 < ¢ < n,
1 < j < n. Neka je to ap. Broj ay dovodi se na mjesto a;;. Jednaéine 1 = 11 ¢ = k zamijene
mjesta. Pored toga, neka kolone 7 = 11 57 = [ zamijene mjesta, ¢cime promjenljive z; 1 z; zamijene
uloge; voditi ra¢una o ovoj permutaciji. U drugom koraku se za glavni element izabere najveéi

1

po apsolutnoj vrijednosti medu brojevima az(j), 2<i1<m,2<j<mn. Slicno u treéem koraku,
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itd. u n—tom koraku. Kada se trougaoni sistem rijesi, onda razduziti permutacije, u obrnutom
redosljedu.

Napisimo grubi algoritam. Program ima dvije osnovne promjenljive: matrica A oblika n x n
i niz b duzine n. Prvo se uc¢itaju ulazni podaci n, A1 b.

Za svako 7 od 1 do n ponovi
{ 1. Medu brojevima ay, i < k < n, i <I <n pronadi najvedi po apsolutnoj vrijednosti, neka
je to ag
2. Ako je ax; = 0 onda se stampa "det A = 07 i program se zaustavlja
3. Neka i—ta i k—ta vrsta matrice A zamijene mjesta i neka b; 1 by, zamijene mjesta
4. Neka i—ta 1 [-ta kolona matrice A zamijene mjesta i neka se zapamti koja je permutacija
kolona izvrsena
5. Uéini da postane a; = 1, tj. +—tu jednacinu podijeli sa a;;; konkretno:
aij<—0za1§j§i—1, aij<—aij/aii ZaZ—I—lﬁ]STL, bz<—bz/au, a; — 1
6. Za svako m od 7+ 1 do n ponovi { Uéini da postane a,,; = 0, tj. i—tu jednacinu pomnoZenu
sa —a;,; dodaj m—toj jednacini; konkretno:
Ui — 0221 <j<i—1, apmj ¢ AGnj — amiaij zai+ 1 <75 <n, by ¢ by — amibi, 4mi < 0} }
7. Sada je A gornje trougaona matrica. Za svako ¢ od n nanize do 1 ponovi z; < b; —
2j=it1 BT
8. Razduzi permutacije 1 stampaj rezultat zi,..., z,.

Zapaziti da pronalazenje glavnog elementa samo malo povecava vremensku slozenost ¢,,.

Moze se vrsiti samo djelimiéno vodenje: glavni element trazi se samo u koloni, tj. medu
brojevima agi_l), 1 < k < n. Tada nema permutacija.

Za obrazlozenje, pogledajmo po kom zakonu se mijenja opsti ¢lan matrice a,,; u i-tom
koraku:

a1121 + ...+ a1,2, = by
i + Giip1Tiv1 + ...+ T+ F G, = b

Qii + Qg 1Zig1 + o+ G + ..+ Gy = by,

Ui Qg
Ui < Ay — a .
27

Sve ¢lanove matrice smatramo pribliznim brojevima zbog greske racunanja koja se do datog
trenutka akumulirala. Vrse se nova ra¢unanja sa clanovima matrice. Pogledajmo gresku izraza
na desnoj strani u posljednjoj relaciji, u zavisnosti od velicine eliminatornog elementa a;;.
Pogledajmo uze gresku izraza % Uvedimo oznake & = amiaij, y = ai; 1 f(z,y) = % Neka
© ima greSku A(z) i neka y ima gresku A(y). Kako se to odrazava na gresku broja f(z,y)?
Naslov Greska funkcije, formula za gresku funkcije od dvije promjenljive:

e=z"+Az), y=y"+Ay), flz.y) =7F="y)+A),
of 1 of =

— __27

dx vy’ dy gy
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Of(y) L Ofmy) 1.
A(f) ~ ——=A ———=A(y) = —A(z) — —A(y).
1) = D5y TED ) = Lae) )
Sto je broj |y| = |aii| veéi to je greska |A(f)| manja. Ako se eliminatorni element udvostruéi

onda se greska priblizno prepolovi i sliéno. Pogodno biranje eliminatornog elementa a;; doprinosi
1z koraka u korak smanjivanju greske.

3.3. MJERA USLOVLJENOSTI MATRICE

Uvod. Kvadratnoj matrici A biée pridruzen broj u oznaci cond(A) (é. kondicija) ili M(A),
a naziva se njenom mjerom uslovljenosti ili kondicijom ili kondicionim brojem. Kod sistema
linearnih jednacina Ax = b, greska ulaznih podataka odrazava se na gresku numerickog rezul-
tata u stepenu koji zavisi od mjere uslovljenosti matrice A: §to je mjera uslovljenosti veca to
se viSe odrazava. Moze se pokazati da sli¢cne okolnosti vaze i kada je rijec¢ o greski racunanja.

Napomena. Znamo da se na matricu A € R™"™ moze gledati kao na linearni operator
A: R* — R", gdje je y = Ax. Tada se x i y ponekad zapisuju kao x = (z1,...,2,) odnosno
Y = (¥1,.--,Yn). To su samo drukéije oznake zato $to ostaje naravmo y; = 375, azz; (1 <0 <

O normi matrice. U skupu R", norma vektora x u oznaci ||x|| moze da bude uvedena na
razne nacine; neka ||x|| oznacava jednu moguéu normu za koju smo se opredijelili. Znamo da
vazi [|[x+y| < ||x||+]||¥|, nejednakost trougla. Nekaje A € R™*™ kvadratna matrica oblika n xn
ili neka je A: R* — R™ linearni operator u prostoru R™. Neka ||A|l oznac¢ava normu linearnog
operatora A koja je saglasna sa uvedenom normom vektora (koja odgovara uvedenoj normi
vektora), a definise se relacijom ||A|| = supy, || Ax||/||%|; tzv. indukovana norma. Vidimo da
vazi nejednakost || Ax|| < ||4] - ||x||. Ozna¢imo jedini¢nu matricu kao I € R™*"; vazi ||I|| = 1.
Ako A € R™*™ 1 B € R™" onda vazi ||[A+ B| < ||A|| + ||B|| 1 ||AB]| < ||4] - | B]l-

Definicija mjere uslovljenosti matrice.

Definicija. Za A € R™*™, det A # 0, stavlja se

cond(A) = [|A[| - |[A7H]]

Ako je det A = 0 onda cond(A) nije definisano. Neki uzimaju da je tada cond(A) = +oo.

Koliko najmanje moze da bude cond(A)? Iz AA™' = I imamo [[AA7Y|| = ||I|| = 11
|A|l-|A7| > 1, tj. cond(A) > 1.

Ako je broj cond(A) mali, tj. ako je broj cond(A) blizu donje granice 1 onda se za matricu
A kaze da je dobro uslovljena. Tada je odgovarajuéi sistem linearnih jedna¢ina Ax = b manje
osjetljiv na gresku ulaznih podataka i na gresku racunanja, kao §to ¢emo vidjeti. Ako je broj
cond(A) veliki, tj. ako je broj cond(A) blizu gornje granice 400 onda se za matricu A kaze da
je slabo uslovljena. Tada odgovarajuéi sistem linearnih jedna¢ina Ax = b ima slaba svojstva
numericke stabilnosti, tj. sistem je nepogodan za numericko rjesavanje, kao §to ¢emo vidjeti.

Navedimo jedno elementarno svojstvo karakteristike cond(A4). Prethodno, ako je Ax = Ax,
gdje je x # 0 onda se za broj A kaze da je svojstvena vrijednost matrice A, a za x se kaze
da je odgovarajuéi svojstveni vektor, kao sto je poznato iz linearne algebre. Lako se vidi da je
|A] < ||AJ|, rije¢ima: norma matrice je veca ili jednaka od apsolutne vrijednosti bilo koje njene
svojstvene vrijednosti. Ima li kakve veze izmedu svojstvenih vrijednosti dvije matrice A1 A=1?

1
Ax =)x, A 'Ax=A"')\x, x=XM"'x, A 'x= 3
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rijeCima: svojstvene vrijednosti inverzne matrice jednake su recipro¢nim vrijednostima svojstve-
nih vrijednosti same matrice, sa jednim te istim odgovarajuéim svojstvenim vektorom. Vazi:
det A=0 < A =0 je svojstvena vrijednost matrice A. Svojstvo cond(A):
|As|
cond(A) > —
W2
gdje su |Az| 1 [A;| redom najveéi odnosno najmanji medu svim brojevima |A|, A — svojstvena
vrijednost matrice A. Zaista,
|Aa|

1
Al > sl 1A > — = A ||A7Y > ==
1Al > [Aaf, |l H_|A1| 1Al H_|A1|

Provjeriti navedeno svojstvo cond(A4) u slucaju ||x|| = ||x||: = /X |#i]?, A — dijagonalna
matrica.

Teorema o uticaju greske ulaznih veli¢ina.

Razmotrimo zadatak o rjesavanju sistema linearnih jedna¢ina Ax = b ¢iji1 su ulazni podaci
A1 b samo priblizno poznate velicine. I rjeSenje x ¢emo saznati samo priblizno, greska ulaznih
podataka ocito utice na gresku rjesenja. Uvedimo potrebne oznake. Razmotrimo sistem Ax =
b, gdje se pretpostavlja da je det A # 0. Neka je A* raspoloziva priblizna vrijednost matrice
sistema. Uvedimo oznaku d A za odgovarajuée odstupanje, tj. neka je A = A* 4+ §A. Neka je b*
raspoloziva priblizna vrijednost vektora slobodnih ¢lanova. Uvedimo oznaku db za odgovarajuce
odstupanje, tj. neka je b = b* + db. Pretpostavimo da je i det A* # 0. Mi rije§imo sistem
A*x* = b* (sa x* smo oznaéili njegovo rjeSenje) i saop§timo na$ numericki odgovor x &~ x*.
Kolika je greska? Oznacimo odgovarajuée odstupanje kao dx, tj. neka bude x = x* + x;
0x € R" je apsolutna greska numerickog odgovora. Dok su d4 € R™™ i b € R™ ocito
apsolutne greske matrice sistema 1 vektora slobodnih ¢lanova, redom. Mozemo razmatrati 1
relativne greske ||6x||/||x||, [[6A||/||A| i ||0b]|/||b||. Sljedeéa teorema izrazava relativnu gresku
rjesenja ||6x||/||x|| preko relativnih gresaka ulaznih podataka i veli¢ine cond(A). Prije teoreme
dolazi jedna lema.

Banahova lema. Neka je C' kvadratna matrica koja zadovoljava ||C]| < 1. Tada postoji
matrica (I — C)~' i vazi ocjena

1

I-O)VY € —.
I0=071 < 1=

Dokaz leme. Za bilo koji vektor x imamo
(I = C)x|| = |lx = Cx|| = [|x[| = [|Cx|| = [[xI[ = [C| - lx]| = ][]
gdje je § =1—||C]| > 0. Ako je (I — C)x =0 onda je 0 > §||x|| = ||x|| = 0, x = 0. Vidimo da

homogeni sistem (I —C')x = 0 ima samo trivijalno rjesenje. Tako da je matrica I — C regularna
(invertibilna). Zato u nejednakosti ||(I — C)x|| > 6||x|| mozemo uvesti oznake (I — C)x = y i
x = (I — C)~'y pa ta nejednakost dobija oblik

_ _ 1
Iyl =l (T =C) 7yl = I =) v < <livll

Bududi da vektor y prolazi kroz ¢itav skup R™ to slijedi

1

1
I(I=C) M <5 =5—7r
i 1]

——————pagedof 16 ——



—— xXnumere.tex ———

Lema je dokazana. I — jedini¢éna matrica.

Teorema. Neka matrica A™! postoji 1 neka je ||[§A]l - [|[A7Y|| < 1. Tada postoji i matrica
(A—8§A)7! i vazi nejednakost

19| 1 lobll HMH) (1)

cond(A
Il 1= cona(a) a1 (i +

gdje je Ax =b i (A—-0A)(x—éx) =b — db.
Dokaz teoreme. Ax =b A*x*=b* A=A*+0A b=Db*+4ib x=x*+4x,

(A—0A)(x—éx)=b —db

Ax — §Ax — Aéx+ §Adx=b - b /-(-1)

(A—5§A)0x =db—-dAx |- A™!

(I - A™'0A)6x = A7'6b — A7'6Ax (I — A7'6 A je invertibilna, lema)

§x = (I — A6 A) " (A~16b — A5 Ax)

(1A i | Ax] 4] ]
Ioxi < 1-a76a) ) (4~ b+ sape) (G -1 o P

| LAl - lIx]

lox|| < [I(1 — A7 6 A) 7| (I\A"lH -[|db] Ibl]

A
A oAl ) ema)

1 19l [6A]
l6x]| < - (cond( )T Il + cond(A)Tmm el )/ x|
1 —[|A=1éA bl 1Al

16|l 1 (H5b|\ HMH)
< cond(A) | t— + 1 | -
x| = 1A [[6A] bl Al
Teorema je dokazana, buduéi da je
1Al _ [6A]
AT - 16 AJ = |ATH] - |8 Al = cond(A) ==
1Al I1A]]
Pogledajmo nejednakost (1) kada je A~ 011 — cond(A)% ~ 1. Vidimo da se tada rela-
tivna greska rjesenja % = HX”_X)ﬁ*H procjenjuje mjerom uslovljenosti matrice sistema cond(A)

puta zbir relativnih gresaka matrice sistema 1 vektora slobodnih ¢lanova ||||i’14|}| + ||||5§”|

Specijalan slucaj teoreme dobijamo kada stavimo da je ||0A| = 0, matrica sistema je
data ta¢no. Vidimo da se tada relativna greska desne strane sistema (vektora slobodnih
¢lanova) prenosi na relativnu gresku rjesenja sistema sa koeficijentom uvelicavanja koji je jednak

cond(A). Formulom: ako je Ax = b, Ax* = b*, b=Db*+ ébix =x"+ §x onda je
x|l _

=l

ond(A)%. (2)
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Drugi specijalan sluc¢aj teoreme dobijamo ako stavimo da je ||db]| = 0. Sada je desna strana
sistema data tacno, dok je matrica sistema poznata samo priblizno tacno.

Primjedba. Prilikom rjesavanja sistema Ax = b direktnom metodom, racunar ne saopstava
tacno rjesenje X, ve¢ ¢e racunar saopstiti priblizno rjesenje x*, zbog prisustva greske racunanja.
Kako da se ocijeni greska x — x*? Uvrstite x* u sistem, tj. izracunajte vektor b — Ax* =
b — b* = éb. Za vektor db kaze se da predstavlja tzv. ekvivalentnu smetnju. Ono $to je

racunar uradio ekvivalentno je sa time da je ta¢no (bez greske racunanja) rijeSen sistem ¢iji je
vektor slobodnih ¢lanova dat priblizno. Dovoljno je da se primijeni formula (2).

3.4. ITERATIVNE METODE ZA RJESAVANJE SISTEMA LINEARNIH
JEDNACINA

O normi vektora

Neka je n > 1 i razmotrimo skup R™. Postoje razne funkcije || ||: R* — R koje ispunjavaju
aksiome norme. Skup R" zajedno sa jednom takvom normom postaje normirani prostor.

Za dvije norme || ||o 1 || |[s koje su definisane u jednom te istom skupu X kaze se da su
ekvivalentne ako postoje konstante @ > 01 8 > 0 takve da vazi a|x||, < ||x|s < B||x]|o za
svako x € X. Poznato je sljedece tvrdenje bilo koje dvije norme u skupu R“ su ekvivalentne
1 svodi se na pitanje konvergencije po koordmatama (konvergencije n brojnih nizova). Dakle,
ako niz konvergira po jednoj normi onda taj niz konvergira i1 po bilo kojoj drugoj normi, tako
da se tada prosto kaze da niz konvergira.

Tri norme u vektorskom prostoru R™ koje se ¢esto koriste oznacavaju se kao || |1, || |21
| |l & definisu se sa

n n
Il = 3ol = | Sl il = ]
=1 =1

gdje je x = (21,...,2,) € R"*. Znamo da su prva i druga norma specijalni slu¢ajevi norme
x|, = (i, |:Bi|p)1/p, gdje je p > 1. Isto tako znamo da vazi lim, . ||%X||, = ||X||~. Slé¢no je
| ||, norma i u skupu C”, gdje je 1 < p < +oo0.

Razmotrimo matricu A = [a;]7;_; € BR™". Relacija ||A| = supy,, ||Ax|/|x]|| definise
normu matrice A koja je indukovana normom vektora x € R" u istoj oznaci ||x||. Za tri
uobicajene norme u R" imamo sljedece eksplicitne izraze za odgovaraju¢e norme matrice:

41 = guss (Slost) . 141 = fjx MATA) 541 = s (2 w)
trebalo bi ovo dokazati; AT je transponovana matrica matrice A4, a \;( AT A) su svojstvene vrijed-
nosti matrice AT A. Ako je matrica A simetriéna (A = AT) onda vaii || 4| = maxi<i<n |Ai(4)],
gdje su sa A;(A) oznacene svojstvene vrijednosti matrice A.

Brojevi A2 su svojstvene vrijednosti matrice AZ.

U slucaju A € C™*" ne mijenja se nista kod ||A]|; 1 ||A|| a mijenja se samo malo kod
|A]l2 kako slijedi: ||Alls = \/maxlsiSH Ai(A*A), gdje je A* konjugovana matrica. Ako je A

samokonjugovana (A = A*) onda vazi || A||, = maxi<i<n |Ai(A4)].

Uvod
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Bice rijeci o metodi proste iteracije za rjesavanje sistema linearnih jednacina. Za iterativnu
metodu se kaze da je metoda proste iteracije ako se ona zasniva na principu kontrakcije.

Priprema: princip kontrakcije

Kaze se princip kontrakcije ili princip fiksne tacke ili Banahova teorema.

Teorema. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i razmotrimo preslikavanje p: X — X.
Neka ¢ zadovoljava uslov kontrakcije: postoji broj ¢ (0 < ¢ < 1) takav da za sve z,y € X
vazi d(p(z),¢(y)) < qd(z,y). Dalje, neka je izabran z, € X na proizvoljan naéin i defini§imo
niz {z,}o2, relacijom: z,41 = @(z,), n > 0. Tada: (1) jednalina ¢(z) = = ima samo jedno
rjeSenje u oznaci X i (2) vazi lim,,, z, = X.

O pojmovima i terminima. Za metricki prostor se kaze da je kompletan ako u njemu svaki
Kosijev niz konvegira. Za niz {z,}°> | kaze se da je Kosijev / fundamentalan ako vazi: za svako
e > 0, postoji ng, takav da za sve n > ng i p > 1 vazi d(®,4p, ¢,) < €. Za razmatrano pres-
likavanje ¢ kaze se da predstavlja kontrakciju, a za broj ¢ se kaze da je koeficijent kontrakcije.
Za element z koji zadovoljava jedna¢inu ¢(z) = z kaze se da predstavlja fiksnu / nepokretnu
tacku preslikavanja .

Dokaz teoreme. Prvo éemo pokazati da je niz {z,}2°, Kosijev. Imamo redom

A(Tnt2, Tag1) = d(@(Tnt1), p(20)) < qd(Trgr, Tn),
d(Tnys, Tnys) = d(P(Tat2), P(Tat1)) < qd(Tni2, Tap1) < Cd(Tng, 20),  itd,
UTntp, Tn) < d(Tatp, Trgp-1) + A Tntp-1, Tnip-2) + ... + d(Tny1, 2n) <

qp_ld($n+17 :Bn) + ...+ qd($n+17 :Bn) + d(xn—f-l;:l;n) =

Q+g+...+ ¢ dznpr,za) < (L+ g+ )d(Tasr, 20) = 1z—qd($n+la Tn) =

q q q"
fd(‘/’(xn)v‘:o(inn—l)) <1 ATy, Tp1) = ... < .
q q q

d(iﬂl, Zﬂo).

Dobili smo d(Zp4p, ) < %d(:{:l,wg), tako da d(z,4p, %) — 0 kad n — oo, bez obzira na
p > 1. Jeste Kosijev. Odatle, buduéi da je metricki prostor kompletan, niz {z,}2°, je i
konvergentan. Ozna¢imo sa X njegovu grani¢nu vrijednost, X = lim,,_,, ©,.

Preslikavanje ¢ je neprekidno. Zaista, d(z,z') < ¢ = d(¢(z),¢(z')) < e. Iz neprekidnosti,
im0 @(2,) = p(limy— oo ©5).

Primijenimo operaciju lim,_,», na relaciju z,+1 = @(z,). Tako lim, o Zpt1 = lim, o
o(xn), X =lim, oo ©(25), X = (im0 ), X = p(X), fiksna tacka postoji.

Ne mogu postojati dvije fiksne tacke X, X» (X1 # X2). Zaista, tada bi bilo d(X;, X,) =
d(e(X1), p(X2)) < qd(X1, Xa), §to je moguée jedino u slucaju d(X;, X3) = 0, X; = X,. Fiksna
tacka je jedinstvena. Dokaz je zavrsen.

Naredna teorema predstavlja nastavak prethodne teoreme i sluzi za ocjenu greske n—te
uzastopne aproksimacije x,,.

Teorema. Vaze nejednakosti

! q
T qd(:t:l,:t:o) (%), d(X,z,) < ——d(Tp, Tp_1) (s5).

d(X,z,) <
(7$)— —1_q
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Dokaz teoreme. Napisimo nejednakost trougla za tacke @, Zni1, X:
d(zn, X) < d(@p, Tpg1) + d(Tpy1, X) =
d(p(2n-1), o(2n)) + d(p(2n), 0(X)) < qd(a-1,20) + qd(zn, X) =
(1= @)d(zn, X) < qd(Tn-1,2n),  d(zn, X) < Ed(:vn_l,wn),

¢ime smo pokazali (). Treba (). Iz uslova kontrakcije:

d(X,20) < o —d(20, Tn1) = ——d(p(Tn-1)s P(Tn2)) < ——d(n1,Tns) = ... <
1—¢q 1—¢q q

n

1—-g¢q

d(iBl, iBo).

Dokaz je zavrsen.

Princip kontrakcije vazi i u Banahovom prostoru (u kompletnom normiranom prostoru). Iz
norme vektora ||z|| proistice rastojanje po formuli d(z,y) = ||z — y||.

Hilbertov prostor predstavlja specijalan slu¢aj Banahovog prostora. U Hilbertovom prostoru
definisan je skalarni proizvod dva vektora (z,y). Iz skalarnog proizvoda proisti¢e norma vektora

po formuli ||z|| = \/(z,z).

Metoda proste iteracije
Neka su dati matrica A € R™*" 1 vektor b € R". Razmotrimo sistem linearnih jednacina

Ax = b. (1)
Sistem (1) transformisati u njemu ekvivalentni sistem oblika
x = Bx +c, (2)

B € R™™ ¢ € R™; sistemi (1) i (2) su ekvivalentni — oni imaju jedna te ista rjeSenja x € R™.
Uzmimo da sistem ili jednaéina (1) odnosno (2) ima jedinstveno rjesenje x. Za iterativne
metode (za metode uzastopnih ili sukcesivnih aproksimacija) karakteristi¢no je da se konstruise
rjesenju, tj. trebalo bi da bude limy_, ., x*) = x ili svejedno limy,_, ., ||x*) — x| = 0.
Kada se kaze da se rjesava jednacina x = Bx + c i da se primjenjuje metoda proste iteracije
tada se ustvari ve¢ podrazumijeva da su ¢lanovi iterativnog niza definisani relacijom

x®) = Bx® 4 ¢ za k=0,1,2,.... (3)

Niz ée biti definisan kada se jo§ odabere i poéetna aproksimacija x(© € R™.

Fiksirajmo u R™ jednu normu || || i sa ||B]| oznaimo naravno saglasnu normu matrice B.

Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije. Ako je ||B| < 1
onda: (a) sistem (2) ima jedinstveno rjesenje x i (b) iterativni niz (3) konvergira ka x za bilo
koju pocetnu aproksimaciju x(® € R".

Dokaz teoreme. Po uslovu ||B|| < 1 i po Banahovoj lemi iz prethodnog naslova slijedi da
je matrica I — B invertibilna. Znaéi da sistem (I — B)x = ¢ ima jedinstveno rjesenje, ¢ime je
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(a) dokazano. Uvedimo oznaku r®) za gresku k-te aproksimacije, tj. stavimo r(® = x — x(*),

Imamo redom:

x=Bx+c i x*V=Bx* ¢ = x—xFY=px— Bx(k), r+) = Br(k),

r) = Br(o), r? = Br(l)7 o= b= Bkr(o)7
) = 1B O < IBH - [l Off < [BI* ), lim r® = o0.
— 00

Dakle, dobili smo da je limy_,o, x*) = x, ¢ime je dokazano (b). Dokaz je zavrsen.
Naredna teorema preuzima oznake 1 pretpostavke od prethodne teoreme.

Teorema. Stavimo ¢ = | B||. Vaze nejednakosti
¢ o
I —x®]| < I — x| (4)
1 _ bl
q
q -
I —x®| < 14 1™ — %D (5)
q
Dokaz.
Mi ra¢unamo: x—x =x—x® 4 xO_ x(o),

e = < e = )] 4 [ = < gl — )]+ =,
' 1
(1= )l = %O < e =% Jfe=x O < = X,
-4

a ranije smo pokazali da je Hr(k)H < qur(O)H, tj. |lx — x(k)H < q"||x - x(O)H.
Stavimo ¢(x) = Bx + ¢. Mi ra¢unamo:

x — x®) = x — x*+1) 4 x(k+1) _ (k) po aksiomi trougla =

e — x| < e — BV 4[| — xB)

imamo da je p(x) = x, go(x(k_l)) — x(k) (p(x(k)) — x(k+1)
=% < gl —x ¥ + glx® —xF, (1= g)x - x¥] < glx® - x4,

Dokaz je zavrsen.

Formule (4) i (5) sluZe za ocjenu greske k-te aproksimacije x(*) za bilo koje k > 1. Iz koraka
u korak, greska se mnoz sa gq. Tako da je tempo ili brzima konvergencije prvog reda ili linearna.

( Nismo morali da se zamaramo oko dokaza teorema, buduéi da se radi o specijalnom slucaju
principa kontrakcije kada je X = R™, d(x,y) = ||x — ¥, ¢(x) = Bx+c. Iz |B]| = ¢ < 1
sljedi i(y) — p(x)]| = | By + < — Bx — <l = | Bly - %)l < | B] - |y - %)l = qlly - x]. jeste
komtrakcija. )

Analiza teoreme. Moze se desiti da je po nekoj normi | B|| < 1, a po nekoj drugoj normi da
nije || B|| < 1. Dovoljno je da po jednoj normi bude ||BJ| < 1 da bi iterativni niz konvergirao ka
rjeSenju, u vezi medusobne ekvivalentnosti svih vektorskih normi nad R™ o ¢emu je bilo rijeéi
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na pocetku. Nema protivrjeénosti u tome §to dovoljan uslov ||B|| < 1 moze da bude ispunjen
u jednoj normi, dok nije ispunjen u nekoj drugoj normi.

Kako da se datom sistemu (1) pridruzi ekvivalentan sistem oblika (2)? Za ovo postoji vise
nacina, postoji beskona¢no mnogo na¢ina. Navedimo jedan nac¢in. Neka je D € R™*™ bilo koja
regularna matrica. Jednacina Ax — b = 0 ocito je ekvivalentna jednacini x = x + D(Ax — b).

Odatle:
x=([+DA)x—-Db=Bx+c; B=I1+DA, c¢=—-Db.

Jakobijeva metoda (specijalan slu¢aj metode proste iteracije)
Primjer: Jakobijeva metoda. Neka polazni sistem (1) zadovoljava a; # 0 za 1 < ¢ < n.
Tada se i—ta jednacina moze podijeliti sa a;; 1 onda iz i—te jednacne izraziti z;. Vidimo da smo

R"; izabrati x(°) € R". Realizacija:

1121 + a19T2 + ... + a1, = by

Ax=Db ili a9y + ages + ...+ agpx, = bg
g " a b
xzz—zi:n]—zﬂj—l—— za 1<:1<n ii x=Bx+c il
1 Qi — a4 2773
7=1 7=1+1
r a a a1n 1 - - r 7
0o -2 4 e b
1 a1 a1 a11 T a1
ag a23 (¢37 b
T2 | = | — 0 —— .. = || @3 | | P2
a22 ¢33 a22 a
22
[ Pn :
L J L J
=B =c
_ :ng) -
k
) o
= x = Bx® 4 ¢ il o5 | =B 2P | +¢  za k>0. (6)
[ = ]

Da 1i Jakobijev iterativni proces (6) konvergira? Poku$ajmo da primijenimo teoremu od

malocas. Da li je ||B|| < 1? Izaberimo || || = || ||x. Imamo redom:
n
1Bllos = max ;Ibm =
a a a a a a
max{‘—ﬂ -I-‘—ﬁ —I-...—I-‘—ﬂ ,{—ﬂ -I-‘—ﬁ —I-...—I-‘—ﬂ ,} =
an a1 an QA22 QA22 az2
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ax{ laxa| + |as| + ... + |a1a| |azi| + |ass| 4. .. + |as,] }

|a11| ’ |a22| T

|B|| < 1?7 Dovoljno je da matrica A bude dijagonalno dominantna. Mi smo dokazali
tvrdenje: ako je matrica A dijagonalno dominantna (37_; ;4 |ai;| < [ais| za 1 <4 < n) onda
Jakobijev iterativni proces konvergira. Zavrsen primjer.

Mali konkretni primjer za Jakobijevu metodu kada je n = 3: dati su

ai; Q12 Qais bl 10 2 7 1 12
A= o1 Q99 QA923 i b= b2 = Ax=D>b ili 3 10 3 . To = 14
asy agz 0A33 bs -1 1 5 T3 16
1 0 —0,2 —0,7 T 1,2
= oblik x=Bx+cii [z, |=|-03 0 —-03 | |z |+]| 14 =
T3 0,2 —-02 0 T3 3,2
iteracije x*+1) = Bx® + ¢, gdje je x¥) = [x(lk) :ng) :[:gk)]T, x (k1) — [$(1k+1) :ng—H) :ng+1)]T.

Neophodni i dovoljni uslovi za konvergenciju

U nastavku Zelimo da nademo tacne, tj. neophodne i dovoljne uslove da iterativni niz (3)
konvergira bez obzira na izbor x(°) € R”, tj. za ma kakvu poéetnu aproksimaciju.

Iz linearne algebre je poznato sljedece: za svaku matricu P € R"*™ postoji matrica @) €

R™™ pomoéu koje se P prevodi u njenu Zordanovu kanonsku formu Q' PQ u smislu da vazi
jednakost

QTPQ = : : : :
0 Ce An_l(P) Ny
0 0 0 0o ... 0 A(P) ]

gdje su \;(P) € C svojstvene vrijednosti matrice P, a a; € {0,1}; za matrice P i Q™' PQ kaze
se da su sli¢ne.

Lema. Neka za matricn B € R™" vazi max;<i<, |Ai(B)| < ¢. Tada postoji matrica D €
R™" takva da je |D™*BD|o < q.

Dokaz leme. Stavimo n = ¢ — maxic;<, |Ai(B)] > 0. Zelimo da odredimo Zordanovu
kanonsku formu matrice ! B. Dakle, postoji matrica D takva da vazi:

[ A (n~'B) oy 0 0 0 0 ]
0 A(n7'B) 0 0 0
D7 (n7'B)D = : : P : : =
0 0 0 0 cor Aoi(nT'B) Q1
L0 0 o 0 .. 0 An(nB) |
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I T]_lAl(B) aq 0 0 0 0 i
0 n_lAg(B) [87%)) 0 e 0 0
0 0 0 0 Ce n_l/\n_l(B) X1
I 0 N~ An(B) |
i )\1(3) naog 0 0 Ce 0 0 i
0 )\Q(B) naos 0
D™ 'BD = : ) : :
0 e An_l(B) nNon—1
L0 0 o 0 .. 0 Au(B) |

Rekli smo a; = 0 1li o; = 1.
Znamo sljedeée: ako je A svojstvena vrijednost matrice A onda je ¢) svojstvena vrijednost
matrice cA, §to je maloc¢as upotrebljeno. Zaista, Ax = Ax = (cA)x = (cA)x.
Dalje:
|D~BD]l = max{|\(B)| + 11, Na(B)| + 51 - ucs (B)] + ntas, A(B)]} <

max{[\s (B)] + 7, Ma(B)] 47, Mea (B)] 4, Aa(B) [} < moax [N(B)] 41 = g

Lema je dokazana.

Teorema o neophodnim 1 dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije. Neka
sistem (2) ima jedinstveno rjesenje x. Iterativni proces (3) konvergira ka x (za ma kakvu
pocetnu aproksimaciju x(o)) ako 1 samo ako su sve svojstvene vrijednosti matrice B po apso-
lutnoj vrijednosti < 1.

Dokaz teoreme. Uslov je dovoljan. Dato je |A;(B)| < 1. Uzmimo proizvoljno ¢ u granicama
maxi<i<n |Ai(B)| < ¢ < 1. Kako su uslovi prethodne leme ispunjeni za matricu B i broj ¢ to
postoji matrica D takva da vazi | D' BD||» < qili svejedno ||A]|» < g, gdje je uvedena oznaka
A = D7 'BD. Imamo redom:

A=D"'BD = B=DAD™!,
B? = BB =DAD*DAD™* = DA’D!,

B®*=DA*D™', ..., B*=DA*D7' ...,

1Bl = IDA* D™ oo < [IDloc Al [ D7Hloo < Do [AEID ™ oo < [ Dllc " D"l cc-

Odaberimo x(® € R", ¢ime je niz x* = Bx®*-1 4 ¢ definisan. U prethodnoj teoremi je
pokazano da vazi r®) = B*r(©) gdje je uvedena oznaka r*) = x — x*¥)_ Slijedi

e = 1B O |oe < || B [looll= o0 < IDllooa* I D™ oo 1l

im [r®|. = 0.
k—oco
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Dokazali smo da je limg_o ||[x — x| = 0, tj. da je limp_oo x* = x po normi || |,
(vx(?). Ustvari smo dokazali da je limj_ ||x — x*)|| = 0, gdje je | || bilo koja norma,
tj. da je limp_ x*) = x po bilo kojoj normi, (Vx(?)), u vezi ekvivalentnosti svih normi u

kona¢no-dimenzionom prostoru.

Uslov je neophodan. Dopustimo da matrica B ima svojstvenu vrijednost A € C' takvu da
je |A] > 1. Oznaéimo sa v € C™ odgovarajuéi svojstveni vektor: Bv = Av, v # 0. Treba
pokazati da se moze naé bar jedna poéetna aproksimacija x(©) takva da odgovarajuéi iterativni
niz x*) = Bx*-1) 1 ¢ ne konvergira ka x kad £ — oo. Odaberimo x(© = x — v. ITmamo

x(l):Bx(o)—l—c:B(x—v)—l—c:Bx—Bv—I—c:x—Bv:x—)\v,
x(2):Bx(l)—l—c:B(x—)\v)—l—c:Bx—)\Bv—l—c:x—)\Bv:x—)\zv,
x*) = x — My,

ey

r® = x — x® = x — x + A'v = Ay,

Hr(k)H = H/\kUH = |}‘|kH v H > H v H >0, nije kliln Hr(k)H =0,
— 00
nije khm HX — X H = 0 (IllJe khm X = X)

Teorema je dokazana.
3.5. ZAJDELOVA METODA

Bice izlozena Zajdelova metoda (Gaus—Zajdelova metoda).
Razmatra se sistem oblika Ax = b, t;j.

apy ... Qiq T b, a1y + ...+ ape, = by
Sl = ili
Api - -- Gnn T, b, apiT1 + ...+ Gpny, = b,
U slucaju Jakobijeve metode:
RTINS O G S SR,
T, = — —Zaijwj — Z aijzz:j) bl 1<i<n, k> 0. (1)
@i j=1 j=it+1 7
A u slucaju Zajdelove metode:
1 7—1 n
P A (—Zaijw§k+1) — Y a1 +b), 1<i<n, k>0 (2)
Qi j=1 j=it1

Zajdelova metoda je primjer iterativne metode za rjesavanje sistema linearnih jednacina
Ax = b; A = [ay]};-y € R¥™, b = (by,...,by) € R", n > 1. Zajdelova metoda pred-
stavlja malu modifikaciju ili malo poboljsanje Jakobijeve metode. Za jednu i drugu metodu
pretpostavlja se da je a; #0za 1 < <mn.

Znamo da "matrica A je dijagonalno dominantna” predstavlja dovoljan uslov za konver-
genciju Jakobijeve metode, a vidje¢emo da je to 1 dovoljan uslov za konvergenciju Zajdelove
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metode. Ako je matrica A € R™*™ dijagonalno dominantna onda je det A # 0; ovo je dokazano
ranije, kod kubnog splajna (Interpolacija pomoéu splajna).

Neka je matrica A sistema linearnih jednac¢ina Ax = b koji se rjesava dijagonalno domi-
nantna:

Z lai;| < |a] za 1 <1i<n. (3)
=t
Tada sistem Ax = b ima jedinstveno rjesenje x = (z1,...,z,) € R". Za Jakobijevu metodu

vazi formula (1). Kod Zajdelove metode ra¢unanja se sprovode po formuli (2). Iterativni niz
{xee odje x¥) € R™, biée definisan kada se izabere x(©) = (1:(10), .5,z9) € R*. Moze se
uzeti x(0) = (0,....0).

Dakle, u formuli (2), neka je u toku raéunanje (k+1)-ve iteracije x(k+1) = ($(1k+1), o alkL)
1 neka se konkretno u datom trenutku ra¢una komponenta a:l(kﬂ). Veé su poznate kompo-
nente $(1k+1), ceey :nl(lil) vektora x*+t1) Upotrebiti ih u datom trenutku, umjesto w(lk), ceey :nl(li)l.

Iskustvo pokazuje da Zajdelova metoda daje bolje rezultate od Jakobijeve metode (greska je
manja, konvergencija je brza).

Vidimo da se Zajdelova metoda lakse programira od Jakobijeve metode: ¢im je izracunato
§k+1) vie nam ne treba mgk). Zato se u praksi koristi Zajdelova metoda, a ne Jakobijeva
metoda.

T

Na osnovu (2) je

a11$(1k+1) + a12$gk) + a13:cgk) 4+ ...+ Cl,ln;BL‘k) = bl
a21$(1k+1) + a22$(2k+1) + a23xgk) +.+ a%xgc) — b,
an1$gk+1) + an2$(2k+1) —I-an3wgk+1) 4o+ annwgkﬂ) —b,

ili Bx®*+1) 4 0x*) = b za k > 0, gdje su uvedene oznake A = B+ C'1

ai1 0 0 Ce 0 0 ais a1z ... Qaip

ao1 A9 0 e 0 0 0 asz ... Qon
B= i =

Ani Gna Gp3 .. GQpn 0 O 0O ... 0

k)

Uvedimo oznaku r® = x — x(®) za gresku k-te aproksimacije x*.

Teorema. Pretpostavimo da je

> lail < glai|  za 1<i<m, (4)
T

gdje je ¢ < 1. Tada vazi nejednakost
IV < qlrW) za k>0, (5)

Dokaz teoreme. Imamo Ax = b ili svejedno Bx 4+ Cx = b i imamo Bx*+1) 4 Oox(k) — b,
Oduzimanjem: Bx — Bx*+Y) 4+ Cx — Cx*) =b — b ili

Br+Y) 4 or®) = 0, (6)
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RN es]

.. e .. . . . . k
¢ime smo dobili sistem koji se odnosi na gresku r*). Posmatrajmo brojeve |r§ +

. "o . ’o .. . . ’o k+1 .
1 no¢imo najveéi medu njima. Neka je najveci |rl( + )|, tako da je

Hr(k+1)H (r§k+1)7 o 7r1(1k-|—1))H k+1)| _ |rl(k+1)|‘

s = max |r;

o = || T 1<i<n

Napisimo [-tu jednalinu sistema (6):

-1 n
E alﬂ“;k“) + allrl(k+1) + E Clljr;k) =0 / tag
7=1

J:l+1

rl(k+1) _ E %T(k+1) _ Z %ék),

J

=1 au ot au
(k+1)| X |ag || (k) ag || (k)
‘ ‘— o ‘Tj “I' P ‘Tj ;
j=1 an j=l+1 apy
k =1 g k .
j=1101 jolg | Gu I 1sisn
i) < alr 4| + BlIe P,
: ol ai| . n ag;
gdje su uvedene oznake a = Z — |18 = Z — 1,
=1 ap G=1+1 ay

Ie* e < alle* )+ BIrPa /i (1 -a)

et < P

L

Po uslovu teoreme je a + 3 < ¢ (u (4) stavite t =) ig< 1 = 1i§q:>
-«

e+ < gl

Teorema je dokazana.

Uzastopnom primjenom nejednakosti (5) nalazimo da je |[r®|. < ¢*|[r?V] ., tako da
je limg o |[r™]|c = 0. Pokazali smo da je limg_ o r® = 0, odnosno pokazali smo da je
limj_,. x*) = x. Dakle, ako je ispunjen uslov (4) onda Zajdelov iterativni proces konvergira
ka rjesenju.

Vidi se da je (3) < (4), samo da bi bili a; # 0.
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3.6. PRIMJER ITERATIVNE METODE (ZA RJESAVANJE SISTEMA LI-
NEARNIH JEDNACINA) VARIJACIONOG TIPA

Oznake za vektore: x*) = (:Blk), e ,zﬁf)) ii xp = (:c(lk), ey :B%k))

Za numericku metodu se kaze da je varijaciona ako ona uklju¢uje minimizaciju nekog
funkcionala. Za preslikavanje ¢ se kaze da je funkcional ako su njegove vrijednosti realni
brojevi. Postoje razne varijacione metode za rjesavanje sistema linearnih jednaéina. U ovom
naslovu govori se o jednoj takvoj iterativnoj metodi.

U ovom naslova u prostoru R™ koristi se norma || |2; ||(z1,...,2z.)|2 = VX |®il?,

euklidska norma, bi¢e oznacavana prosto kao || ||. Znamo da je ta norma povezana sa skalarnim
proizvodom (x,y) = Yr ; z;y; relacijom ||x|| = 1/(x,x)).

Iz linearne algebre je poznato sljedeée. Neka je matrica A simetricna (A = AT). Tada
A ima n realnih svojstvenih vrijednosti, tj. sve njene svojstvene vrijednosti su realni brojevi;
viSestrukost svojstvenih vrijednosti je naravno uzeta u obzir. Uredimo ih po veli¢ini: Ayin(A) =
A1 < .0 <A = Aax(A4). Neka je dodatno matrica A i pozitivno definitna, u oznaci A > 0,
§to znaci da x # 0 = (Ax.x) > 0. Tada su sve njene svojstvene vrijednosti pozitivni brojevi
(0 < A1) i njena norma || ||» jednaka je najvecoj njenoj svojstvenoj vrijednosti; | A|| = ||4|. =
An. Jo§ je1 detA # 0.

Prelazimo na izlaganje metode minimalne nepovezanosti.

Ako treba rijesiti f(z) = b1 ako odgovor glasi z ~ z* onda se kaze da x — z* predstavlja
gresku i jos se kaze da f(z*) — b predstavlja nepovezanost ili ostatak.

Neka A € R™™ 1 b € R" i razmotrimo sistem Ax = b. Sistem Ax = b ekvivalentan je
sistemu x = x + 7(Ax — b) za 7 # 0. Znadi da uzastopne aproksimacije mogu da se racunaju
po formuli x4 = x; + 7(Axr — b), £ > 0. Mi mozemo da 7 podesavamo od koraka do koraka.
Mi ¢emo uzastopne aproksimacije racunati po formuli

Xkp+1 = X + Tk+1(AXk - b), k 2 0. (1)

Niz {x1}3>, je definisan ako se izabere xq € R”.

( Poznato je tvrdenje: minimum funkcionala F'(x) = (Ax, x)—2(b, x) realizuje se na vektoru
x koji zadovoljava Ax = b. Moze se izracunati da gradijent funkcionala iznosi VF(x) =
2Ax — 2b. Zato je najrentabilnije da se od tacke x = x;, kreemo u smjeru —(Ax — b), ako
zelimo da se smanji ostatak rp = Ax;, — b. Zato se razmatrana numericka metoda naziva
metodom gradijentnog spusta ili metodom najbrzeg spusta. )

Neka x oznacava rjesenje sistema Ax = b. Mozemo sa d;, = x — x; da oznacimo gresku
k—te aproksimacije x;. Bolje je $to je greska manja. Ako se u izrazu Ax — b uvrsti x = x;, da
li ¢e se dobiti nula, §ta ¢e se dobiti, bolje je da se dobije §to manje. Uvedimo oznaku

r, = Axk — b7 k Z 0. (2)

Za rj, € R" kaze se da je nepovezanost (lijeve i desne strane sistema). Bolje je §to je norma
nepovezanosti manja. Niz {x;}72,, relacija (1), bi¢e definisan ustvari tek kada se odrede 1

brojevi {7r41}52,-
Uvedimo oznaku

@(Tet1) = |[ret1]| = | Axe41 — b|[ > 0.
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Zelimo da ©(Tr4+1) ima §to je moguée manju vrijednost. To je kriterijum za izbor veli¢ine 7p41.
Prelazimo na dobijanje eksplicitnog izraza za 7p41. Za racun je pogodnije da se gleda
najmanja moguéa vrijednost kvadrata ©?(7p11) = ||vrs1]|? = (Cha1, Ther):

X1 = Xk + Tht1(AXy — b) = Xp + 1T / |
AXppr = AXi + T Ar, [ =D
Axpi1 — b = Axp, — b+ 11 Arg,  Tryq = Pp + Try1 Arg. (%)
Zatim (,02(Tk+1) = (Tpy1,Tpy1) = (Tp + Top1 Arg, Tp + T Arg) =
(i, ) + Thy1 (Ck, Arg) + Try1 (Arg, 1r) + 'rk2+1<Ark, Ary) =

(T, k) + 27pq1 (vr, Arg) + 70, (Arg, Ary)

—b
jer je A = AT. Parabola y = az? 4 bz + c ima najmanju moguéu vrijednost kada je z = —,
a

a > 0. Prema tome A 4
i = e AN T AR g 3)

<Ark,Ark> ||A1'kH2

Rijesen je zadatak o minimumu funkcionala. Uzastopne aproksimacije su sada definisane. Re-
dosljed racunanja je: X, ro, 71, X1, itd.

Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode minimalne nepovezanosti. Neka
je A= AT i A > 0. Tada sistem Ax = b ima jedinstveno rjeSenje x. Neka je xo € R™ bilo
koji vektor. Tada niz {x1}72,, relacije (1)—(3), konvergira ka x. Pored toga, vazi sljedeca
nejednakost:

1AGe: = x)|| < pol| A(xo = %) 72 k> 0. (4)
An — A1
Svojstvene vrijednosti matrice A su Ay < Ay < ... < A,. Stavljeno je py = N h > 0.
Dokaz teoreme. Po konstrukeiji je ¢(mp41) = meilgl @(1). Zato je ¢(Tr+1) < @(7') za bilo koje
-2
7' € R. Stavimo da je 7/ = ﬁ Imamo da je ¢(Tk+1) = ||trs1|| = ||(L + Tes1 A)rs||, v. (¥).
Imamo da je o(7') = ||(I + 7’ A)ry||. Dakle
(L + Trgr A)rie]l < [[(1+ 7" A)re|. (%)
Odredi¢emo || + 7'Al|. Matrica A ima svojstvene vrijednosti 0 < A; < ... < A,. 7’4 ima
-2\, —2); L. .
svojstvene vrijednosti < ... < ———— < 0. Zapaziti da je 1 matrica 7' A simetri¢na.

/\1 + An B o A1 + An
Zapaziti da je i matrica I + 7' A simetri¢na. Znamo da je tada ||I + 7'A|| = max |Xi(L+ 7' A).

Iz linearne algebre znamo sljedeée: svojstvene vrijednosti matrice A+ ¢l su veée od svojstvenih

2\,
vrijednosti matrice A za ¢. Matrica I +7'A ima svojstvene vrijednosti po veli¢ini od 1— S
1 n
22X ) An — At A — M1
dol— ————  tj. od — do d d Dakle, |1 + 7'A|| = 1.
o Al—I—An,JO A]_‘I‘A A1+A7O po Opo ae” —I_T H p0<
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Nastavljamo od (**):
(L + Tegr A)rie]| < (L + 7" A)ref],
|l < 11+ 7" A)re],
[rall < I+ 7"Af - fIrell,
[ersall < pollewll,
uzastopnom primjenom nalazimo k]| < pkliroll,
| Ax;, — b|| < pgl| Axo — b,
| Axi — Ax]| < pg| Axo — Ax||,
| A(xx — x)|| < p5l| A(x0 — x)].

Dokazali smo (4). Iz (4) slijedi limy_, » ||xr — x|| = 0. Teorema je dokazana.
Znamo da je Ar||xi — x|| < ||A(xr — x)|| < An||xe — x]|-
Formula (4) sluzi za ocjenu greske k—te sukcesivne aproksimacije xy.

Primjer sistema Ax = b u kome je AT = A > 0:
o lawr a;p | |31 x| T
Clz sl ezl er

b= by _ 10 a11¢1 + @122 = by
b, 15 a1 + Q2222 = by |7
kvadratna forma: (Ax,x) = 3z? + 2z, + 273.

3.7. METODA SKALARNOG PROIZVODA

Rijesiti tzv. potpuni problem svojstvenih vrijednosti za matricu A € R™ "™ znaci odre-
diti sve njene svojstvene vrijednosti 1 odrediti sve odgovarajuée svojstvene vektore. Rijesiti
djelimiéni problem znaci odrediti neke svojstvene vrijednosti ili odrediti jednu svojstvenu vri-
jednost (dominantnu). Za male vrijednosti n, svojstvene vrijednosti A mogu da budu odredene
iz uslova det(A — AI) = 0.

Metoda skalarnog proizvoda (metoda stepena, engl. power method) predstavlja jednu nu-
mericku metodu za rjesavanje djelimi¢nog problema svojstvenih vrijednosti. Razmotrimo jed-
nostavni slu¢aj kada je matrica A simetricna, mada se ta metoda moZe primijeniti i na nesi-
metricne matrice.

U R™, skalarni proizvod dva vektora: (x,y) = z1y1 + ... + T, Yn.

Neka je A € R™*™ simetri¢na matrica:

ajx Qi - Q1p
ag1 Qg2 -+ Q2pn

A= : : .. . (aji = aij).
Apl Ap2 -+ Adpp
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Oznacimo njene svojstvene vrijednosti kao A; € R, 1 <14 < n, svaka svojstvena vrijednost broji
se sa svojom viSestruko§éu. Neka je numeracija izvrSena tako da bude

Al 2 [Ae] >0 = (Al

Oznaéimo odgovarajuée svojstvene vektore kao e;, 1

algebre znamo da je e; L e, tj. da je (e;,e;) =

Izaberimo svojstvene vektore tako da bude (e;, e;) =

< 1 < n; vazi Ae; = A;e;. Iz linearne
= 0za i # j; (x,y) oznacava skalarni proizvod.
1, tj. |lei]| = 1za 1l < ¢ < n. Sistem

vektora {e;}!; ¢ini ortonormiranu bazu prostora R".
Bice konstruisan niz brojeva {ur}22,, prx € R, takav da je imp_,oo pr = Az.

Izaberimo na proizvoljan naéin ne-nula vektor x(© = (:13(10), e
razlozimo po bazi (ey,...e,). Imamo da je
¢ = <x(0),ei>. Stavimo
x = Ax@  x® = A4xW x(k

I ceey

Imamo da je

<) —

n
=A Z c;e;
=1

Sliéno, imamo da je
. n
X(z) = Z ci/\?ei, cee
=1

Izratunajmo skalarne proizvode (x*) x(*)

n n
k k
= (Y adbei 3 ociMie;) =
=1 7j=1

n
= Z ciAei =
=1

<x(k)

Z czcl)\k)\k (e;,€;)

=1

Z A,

(x x(F+1) 5k

Z czcl)\kH)\k (ei, e;)

=1

Z C2 /\2k+1

Stavimo da je
(x(+1) x (k)

PR

o =

3

< Z ciditle;, E cj)\kej> =

,:131(%0)) € R™. Vektor x(©
x© = ¥ e, gdje ¢; € R, Znamo da je

) = Ax(-1),

n
Z ci)\iei.
=1

n
k
= E Ci/\i €;,
2=1

)i (x+D) 5

):

Z czcj)\k)\k<ez, e;) =

4,5=1

n
Z cicj)\f"'l)\?(ei,ej} =

7,j=1

Sada je aproksimacioni niz {pug}32, definisan i proces ra¢unanja ili algoritam je definisan.

Teorema. Ako je |A| > |Ag] ie; = (x(9, e,

O(q*

|Hk —)\1| =

) kad k& — oo,

) # 0 onda je limp oo pir = A1 1

2
< 1.

= (1

gdje je ¢q =
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Dokaz teoreme:

(x(k+1) xRy _ EANIRFL L 2NZRHL g 2 N2k

M T x ) T AN RGN L T a2A (2)
5.3ntt 4 7.ontl
Vidimo da je imy_ o pr = A1 jer je |As| < [A1], ..o |An] < |A1], kao 1}1_}1210 3 i T
3. Dalje
(A — A)AZE + (A — M)A
Pr — AL = ,

ANZE L 2ATE L 2Nk

1
ik — M| < W(Cgp‘?_)‘1|’\§k+"'+Ci|)‘"_}‘1|)\ff) <
1711

(263 M [A3F + .+ 2¢2 M| NSF) =

2132k
ciAf

A\ 1 , , Ag
(/\—1) 6—22|A1|<C2+—|—6n) :O A_l

1

Teorema je dokazana.
Formula (1) sluzi za ocjenu greske k—te aproksimacije i govori da je brzina konvergencije
(tempo konvergencije) metode skalarnog proizvoda prvog reda ili prvog stepena.

(a) Slu¢aj [A1| = |Az].

Uslov teoreme |A;| > |Az| govori da A ima svojstvenu vrijednost koja je dominantna po
modulu. Sta ée se desiti ako uslov nije ispunjen (nepovoljna okolnost)? Ima vise dominantnih
po modulu. Sve one su istog znaka ili medu njima ima i pozitivnih i negativnih.

Ako je Ay = Ag, [A2] > |A3] tada takode pup — A; kad k — oo pod uslovom da je ¢ + 2 # 0.
Ako je A1 = ... = Ay, [A| > |Apt1] tada takode prp — A; kad k& — oo pod uslovom da je
¢ + ...+ ¢ #0. Izracunajte limy_, o pr po formuli (2) i uvjerite se.

Akoje Ay = ... =X, = —=Xdpp1 = ... = =Xy, | Ay > |Ag41] onda nije istina da niz {uk}i,
konvergira ka Ay, niz {ur}7, ne koristi, taj niz "lazno” konvergira. Uvjerite se posmatranjem
¢~
2+l
pod uslovom da je ¢? + c2 # 0. Pogledajte i drugi poseban slu¢aj A\; = Ay = — A3, |As] > [A4].

Uzmimo da je nastupila nepovoljna okolnost koja stvara teskoce. Kako da teskoce pre-

vazidemo? Prvi savjet: primijenite metodu skalarnog proizvoda na matricu A + ¢l ¢&ije su
(x(++2) x (k)

dva posebna slucaja kako slijedi. Kada je Ay = —Aq, |Ag| > |A3] onda je klim pr = 1
—00

svojstvene vrijednosti A; + ¢. Drugi savjet: neka niz v, = m posluzi kao aproksi-
x*) x

macioni niz. Recimo, ako je A\; = —Xs, |A2] > |A3| onda je klim v, = A2 pod uslovom da je
—00

G+ 2 #£0.

(b) Slucaj ¢; = (x(¥ e;) = 0.

Poéetna aproksimacija x(© bira se na slu¢ajan naéin, ne koristeéi bilo kakve informacije o
matrici A odnosno o njenim svojstvenim vrijednostima 1 vektorima. Uostalom, po pravilu, mi
i ne raspolazemo sa takvim informacijama. Zato se moze desiti da bude ¢; = 0 (nepovoljna
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okolnost). Kada izaberemo x(*), mi tada ne znamo da li je ¢; # 0 ili je pak suprotno ¢; = 0.
Savjet: sprovedite algoritam dva-tri puta sa razli¢itim pocetnim vektorima x(©.

Slijede razne dopune
(a) Preveliki brojevi tokom rac¢unanja.
Posmatrajmo veli¢inu

1B = /x®, x0) = |37 2Nk = \Je2d 2k,
=1

Ako je [A;| > 1 onda je klim Hx(k)H = +o00, ¢; # 0. Kod rac¢unara ce lako doé¢i do prekoracenja.
—00

Treba vrsiti prilagodavanje veli¢ine Hx(k)H s vremena na vrijeme ili vr$iti njeno prilagodavanje
na svakom koraku. Ulogu vektora x*) neka preuzme vektor koji je kolinearan sa x*) a &ji
intenzitet = 1.

(b) Vektor e;.

Kada k neograni¢eno raste onda vektor

x*) — Zci/\fei = cl/\’fel 4+ ...+ anfLen

=1

postaje skoro kolinearan sa vektorom e, pod uslovima |A;| > |A2|i¢; # 0. Tako daimamo naéin
da priblizno odredimo svojstveni vektor e; koji odgovara dominantnoj po modulu svojstvenoj
vrijednosti A;.

(c) Vrijednost As.

Ako spektralni podaci simetri¢ne matrice A = Ax glase A1,..., A, 1ey,...e,onda spektralni
podaci matrice B = Bx = Ax—A;(x,e;)e; glase 0, X2, ..., A, 1€, es,...€, Kadasmo odredili,
makar i samo priblizno, A; i e; (||e1]| = 1), mi izracunamo matricu B. Sada, primjenom metode

skalarnog proizvoda na B mozZe da bude priblizno odredena druga svojstvena vrijednost A,.

Primjer za metodu skalarnog proizvoda (n = 2): A = l ? (1) ], x(0) = l i ], x(1) = l :1)) ],

3 7 17
(A1 = V2 + 1 =2,41421).

x? = [ 7 ] x(®) = [ 17 ] x4 = [41 ] po = 2, gy = 2,4, py = 2,41379, ps = 2,41420
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4. RJESAVANJE SISTEMA NELINEARNIH JEDNACINA
4.1. METODA POLOVLJENJA

Metoda polovljenja intervala (metoda bisekcije) sluzi za numeri¢ko rjeSavanje jednadine
oblika f(z) = 0.

Neka je [a,b] zatvoreni interval na realnoj osi i razmotrimo funkciju f: [a,b] — R. Pret-
postavimo da je f neprekidna na [a,b], f € C[a,b]. Pretpostavimo da je f(a)f(b) < 0, raz-
licitog su znaka vrijednosti funkcije u dvije krajnje tacke intervala. Tada, kao sto je poznato
iz matematicke analize, po Bolcanovoj teoremi, jednacina f(z) = 0 ima bar jedno rjeSenje
(funkcija ima bar jednu nulu).

Mi éemo konstruisati niz {z,,}o° o takav da vazi lim,,,~, z, = £, gdje je f(€) = 0, € je rjesenje
jednadine, a < £ < b.

Prelazimo na izlaganje numericke metode (na izlaganje algoritma). Stavimo [ao, bo] = [a, D]
i ®g = (a0 + bo)/2, srednja tacka. Izracunajmo f(zo). Kakvog je znaka yo = f(zo)? Ako je
yo = 0 onda smo pronasli rjesenje jednacine (zo je rjeSenje). U tom sluéaju, treba saopstiti
zo kao rezultat 1 zavrsava se rad algoritma. Napominje se da je moguénost yo = 0 vrlo slabo
vjerovatna, ali ipak moguca.

Prelazimo na slucaj yo # 0. Medu brojevima f(ao), f(2o), f(bo) ima i pozitivnih i negativnih.
Ili je f(ao)f(zo) < 0ili je f(zo)f(bo) < 0. Akoje f(ao)f(zo) < 0 onda stavimo [aq, bi] = [ag, zo],
a ako je f(zo)f(bo) < 0 stavimo [ay, b;] = [zo,bo]. Mi smo definisali novi zatvoreni interval
[a1,b1] takav da vazi f(a1)f(b1) < 0, razli¢itog su znaka vrijednosti funkcije u dvije krajnje
tacke intervala. Stavimo z; = (a3 + b1)/2 (srednja tacka).

Ako je y1 = f(z1) # 0 onda se na slican nac¢in defini§e novi interval [as, bs] koji predstavlja
lijevu ili desnu polovinu intervala [aq, b1] 1 koji ima svojstvo da obuhvata nulu funkcije (ima
svojstvo f(as)f(bs) < 0). Stavimo z, = (as + bs)/2.

Dalje se nastavlja na isti nacin. Kada ¢emo izaci iz ponavljanja, kako glasi izlazni kriterijum?
Obicno je unaprijed fiksiran broj koraka n, pa ¢e se iz ponavljanja izac¢i kada se odredi interval
[@y,, by,]. Neka algoritam saopsti z,, = (a, + b,)/2 kao odgovor i nakon toga neka se zaustavi.

Y /f

bo

Slika 1 [ag, by] = [a, b]

Kolika je greska numerickog odgovora ¢ =~ z,,7 Uvedimo oznaku za gresku r, = { — z,,. Iz
dosadasnjeg izlaganja imamo da je a, < € < b,, b, — a, = (bg — a0)/2" 1 x,, — @y, = b, — @y, =
(bg — ag)/2"*!. Prema tome, |r,| < (b — ao)/2"* ili svejedno |r,| < (b—a)/27+1.
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vees

€= % -107°. Koliko treba iteracija da se zadovolji |r,| < €? Imamo 2bn_al <eili 27 > b_Ta, pa

primijenite log,.
Analiza numericke metode.

(a) Nekoliko rije¢i o slucaju f(z;) = 0. Razmatrani sluc¢aj je privlacan sa stanovista
matematicke analize, prilikom dokaza Bolcanove teoreme. Nije privlacan sa stanovista nu-
merickih metoda. Racunar je saopstio da je f(z;) nula, ali mi ne zaborljavamo da je prisutna
greska racunanja. U takvoj situaciji, potrebne su dodatne mjere, da bi algoritam saopstio
pouzdan rezultat.

(b) Iz formule za ocjenu greske vidi se da se iz koraka u korak granica greske mmnozi sa
%. Razmatrana numericka metoda konvergira tempom geometrijske progresije. Kaze se da je
njena brzina konvergencije prvog stepena (prvog reda).

4.2. METODA PROSTE ITERACIJE

Uvod

Bice rijeci o metodi proste iteracije za rjesavanje jedne jednacéine sa jednom nepoznatom,
kao 1 sistema od n jednacéina sa » nepoznatih. Za iterativnu metodu se kaze da je metoda proste
iteracije ako se ona zasniva na principu kontrakcije.

Priprema: princip kontrakcije

Kaze se princip kontrakcije ili princip fiksne tacke ili Banahova teorema.

Teorema. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i razmotrimo preslikavanje p: X — X.
Neka ¢ zadovoljava uslov kontrakcije: postoji broj ¢ (0 < ¢ < 1) takav da za sve z,y € X
vazi d(e(z),¢(y)) < qd(z,y). Dalje, neka je izabran z, € X na proizvoljan nacin i defini§imo
niz {z,}>, relacijom: z,.1 = @(z,), n > 0. Tada: (1) jednacina ¢(z) = z ima samo jedno
rjesenje u oznaci X i (2) vazi lim, o z, = X.

O pojmovima i terminima. Za metricki prostor se kaze da je kompletan ako u njemu svaki
Kosijev niz konvegira. Za niz {z,,}2° ; kaze se da je Kosijev / fundamentalan ako vazi: za svako
e > 0, postoji ng, takav da za sve n > ng i p > 1 vazi d(¢,4p,%,) < €. Za razmatrano pres-
likavanje ¢ kaze se da predstavlja kontrakciju, a za broj ¢ se kaze da je koeficijent kontrakcije.
Za element z koji zadovoljava jednalinu ¢(z) = = kaze se da predstavlja fiksnu / nepokretnu
tacku preslikavanja .

Dokaz teoreme. Prvo éemo pokazati da je niz {z,}2°, Kosijev. Imamo redom

d($n+27 $n+1) = d(‘P(ZBn+1)7(P($n)) S qd($n+17 :Bn)7

d(Tnys, Ena) = d(P(En12), 9(2n41)) < qd(Eny2, Tat1) < @Pd(Tngr, 20),  itd.
d(xn+p7 wn) S d(wn-l-p; $n+p—1) —I' d($n+p—17 wn+p—2) —I' e ‘I’ d($n+17 :l:n) §
qp_ld(:an, Tn) 4 ...+ qd(Zpy1, 20) + d(Thg1, ) =

Qt+g+...+ ¢ Nd(znpr,za) < L+ g+ )d(@ng, za) = 1;zqd($n+la Tn) =

2 n
q q
——d n)y@(Tn_1)) < ATy, 1) = ...
1_q(90($)90(w 1))_1_(](56 Tn-1) ST,
Dobili smo d(Zn4p, ) < %d(ibl,ibo), tako da d(z,4p,®,) — 0 kad n — oo, bez obzira na
p > 1. Jeste Kosijev. Odatle, buduéi da je metricki prostor kompletan, niz {z,}>2, je i

konvergentan. Oznacimo sa X njegovu granicnu vrijednost, X = lim,,_,, ©,.

d(il)l,iBo).
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Preslikavanje ¢ je neprekidno. Zaista, d(z,z') < ¢ = d(¢(z),¢(z')) < e. Iz neprekidnosti,
im0 @(2n) = p(limy— oo ©5).

Primijenimo operaciju lim, ,», na relaciju z,+1 = @(z,). Tako lim, o Zpt1 = lim, o
o(zn), X =lim, oo ©(2,), X = (im0 ©,), X = p(X), fiksna tacka postoji.

Ne mogu postojati dvije fiksne tacke X, X» (X; # X2). Zaista, tada bi bilo d(X;, X,) =
d(e(X1),p(X2)) < qd(X1, Xa), $to je moguée jedino u slucaju d(X;, X3) = 0, X; = X,. Fiksna
tacka je jedinstvena. Dokaz je zavrsen.

Naredna teorema predstavlja nastavak prethodne teoreme i sluzi za ocjenu greske n—te
uzastopne aproksimacije x,,.

Teorema. Vaze nejednakosti

7

d(X,z,) < lq— qd(iﬂl,iﬂo) (%), d(X,z,) < %ﬁqd(fﬂnvfﬂn—l) (%%).

Dokaz teoreme. Napisimo nejednakost trougla za tacke z,,, z, 41, X:
d(z,, X) < d(zn, Tpy1) + d(2pg1, X) =

d(p(2n-1), p(2n)) + d(p(2n), (X)) < qd(@n-1, 2n) + qd(z0n, X) =
(1= Q)d(2n, X) < qd(2n_r,z),  d(zn, X) < l%qd(wn_l,;nn),

¢ime smo pokazali (#x*). Treba (x). Iz uslova kontrakcije:
2

AX ) < T d(om 2n) = T (@) (o)) < T

“1—gq 1—gq

d($n—17$n—2) = .. S

n

q
1—g¢q

d(ZEl,ZE()).

Dokaz je zavrsen.

Princip kontrakcije vazi i u Banahovom prostoru (u kompletnom normiranom prostoru). Iz
norme vektora ||z|| proistice rastojanje po formuli d(z,y) = ||z — y||.

Hilbertov prostor predstavlja specijalan slu¢aj Banahovog prostora. U Hilbertovom prostoru
definisan je skalarni proizvod dva vektora (z,y). 1z skalarnog proizvoda proisti¢e norma vektora

po formuli ||z|| = /(z, z).

Slucéaj jedne jednacine sa jednom nepoznatom

U pripremnom koraku, data jednacina f(z) = 0 transformise se u ekvivalentnu jednacinu
oblika z = ¢(z) i onda se bavimo njenim rje§avanjem.

Teorema. Razmotrimo funkciju ¢ € C'[a,b]. Neka su ispunjeni uslovi: (1) akojea <z <b
onda je a < ¢(z) < bi(2) postoji ¢ takav da je |¢'(z)] < ¢ <1 zaa <z <b. Defini§imo niz
brojeva {z,}2, sa z,41 = p(z,) zan > 0, gdje zo € [a,b]. Tada vazi: (1) jednacina z = p(z)
ima jedinstveno rjesenje na intervalu [a, b] (oznac¢imo ga sa &) i (2) lim, o z,, = &

Dokaz teoreme. Po Lagranzovoj teoremi o srednjoj vrijednosti ¢(asz) — (1) = ¢'(8) (a2 —
a1) gdje je an < B < az = |p(asz) — p(a1)| = ¢ (B)] - [az — aa| < qlaz — aul.

Kako ¢: [a,b] — [a,b] 1 2o € [a,b] to z, € [a,b] za svako n.

Dokazimo da je {z,} Kosijev niz. Imamo |z,11 — z,,| = |@(2,) — @(2n_1)| < ¢l2zn — 2poq].
Slicno |Tnts — Tut1] = |@(Tnt1) — ©(20)| < qlTnts — on| < ElTn — ooy|. Itd. Isto tako
|Tntp — Trgp_1| < ¢P|Tn — Tn_1]. Na isti nacin se dokazuje i |z, — z,—1| < ¢" |21 — 20|. Ukupno

|:Bn+p - :En| = |:En+p - $n+p—1 —I' e —I' $n+2 - :Bn—}—l —I' $n+1 - $n| S
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|$n+p - $n+p—1| —I' e —I' |$n+2 - :Bn+1| —I' |$n+1 - $n| S (qp —I' e —I' q2 —I' Q)|$n - mn—1| S

9
1—

n

1 |£1 — zo| = 0 kad n — o0
-9

|$n - :l:n—1| S

(g+ @+ .. )20 — Tpoa| =

bez obzira na p > 1.

Na realnoj osi, svaki Kosijev niz je konvergentan. Pokazali smo da je niz {z,} konvergentan
1 odmah uvodimo oznaku X = lim, ooz, Iz a < z, < bzasvakon = a < X < b. Iz
Tpy1 = @(z,) slijedi X = lim,,—,o @(z,) 1 dalje slijedi (buduéi da je ¢ neprekidna funkcija)
X = ¢(X). Zna¢i X = £ Ne mogu postojati dva rjesenja £ i &, jer bi tada bilo ¢(&1) = &,
¢(€2) = & 1 (za neko B) |& — & = |p(&) — (&) = @' (B)] - €2 — & < g[& — &1, a znamo da
je g < 1. Dokaz je zavrsen.

Vazi nejednakost (za ocjenu greske) |z, —¢| < %kﬂl — x| za svako n. Isto tako, |z, — £] <
1qTq|£Bn — &,_1| za svako n.

Dokaz druge nejednakosti:

|20 = &| < 20 — nga| + |21 — &l = lo(zn-1) — @(2n)] + () — (§)] <

glons —anl talon—¢ = (1-@n—€ <glzaa—=.] /:(1-09)
Dokaz prve nejednakosti:
e
1_

|$n—1 - wn—2| -

|$n_€| <

o = el = T lp(nn) — plans)| <

2 3 n

q q
n— - n— <
qlw(ﬂs 2) = p(ens)l < T <o

1_
Jasno, po Lagranzovoj teoremi o srednjoj vrijednosti imamo ¢p(as)— ( 1) = ¢ (B)(az—aq),
gdje je B = a1 + f(az — 1) zaneko 0 < 0 < 1 = |p(as) — ¢(a1)| < glaz — a;| za bilo koje
ai,as € [a,b].
( Nismo morali da se zamaramo oko dokaza teoreme, buduéi da se radi o specijalnom slucaju
principa kontrakcije kada je X = [a,b], d(z,y) = |z — y|, ¢ = max,e,p @' ()] )
U zakljucku, potrebno je da ¢ preslikava jedan interval [a,b] u taj isti interval i da vazi

|$n—2 - $n—3| = .. |ZB1 - iBo|

lo'(2)] < q<1zaz € [a,b]. Tempo konvergencije je linearan (prvog stepena).
Naknadno dodato: za fiksnu tacku € preslikavanja ¢ kaze se da je atraktivna ako je |¢'(£)| <
1, da je repulsivna ako je |¢’(¢)| > 1, da je neutralna ako je ¢'(§) = +1.

Primjer

Razmotrimo jednaé¢inu z = /1 4+ = na intervalu 1 < z < 2. Nacrtati odgovarajuéu sliku,
nacrtati grafik funkcije y = v/1 4+ z na dijelu 1 < z < 2, kao i pravu y = z. Stavimo ¢(z) =
v/1 + z. Data jednacina ima na tom intervalu jedinstveno rjeSenje, rjesenje moze da bude
nadeno po metodi proste iteracije (sa proizvoljnom preciznoéu) zato $to su ispunjeni uslovi
teoreme od malocas. Zaista, 1 < z < 2 = /2 < p(z) < +/3, odnosno funkcija ¢ prevodi
interval [1,2] u samog sebe. Pored toga, ¢'(z) = ﬁ pa je |¢'(z)| < § za z € [1,2]. Imamo
da je ¢ = % Radedéi preciznije, mozemo pisati da je g = 21% Kao xg uzme se bilo koja tacka
intervala [1,2], recimo stavimo zo = 1,5. Zatim redom rac¢unamo po formuli z,; = /1 + z,,.
Proces ¢e konvergirati dosta dobrim tempom zato $to je koeficijent kontrakcije ¢ manji od %
Imamo da je lim, o 2, = &, gdje je ¢ = (1 +/5)/2 = 1,61803. Uzastopne aproksimacije:
z; = 1,58114, z, = 1,60659, 3 = 1,61449, =, = 1,61694, =5 = 1,61770, z¢ = 1,61793, .. ..
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Kontrakcija: mali primjer: as —a; = 2 —1 =1, p(as) — p(aq) = 1,73 — 1,41 = 0,32,
q= 21% = 0,35.

Uopste, kada treba rijesiti jednacinu npr. £ = 4/1 4+ z, mi prvo nacrtamo dva grafika y = =
1y = +/1 4 z1vidimo gdje se krive sijeku. Tako odredimo otprilike gdje ima rjesenja, to je tzv.
lokalizacija rjeSenja, odredimo [a,b]. Jednacina z = ¢(z) = dva grafika y = z 1 y = ¢(z).

Kako postiéi da uslov kontrakcije bude ispunjen?

Buduéi da se radi o numerickoj, dosadasnja pric¢a ne vrijedi puno ako se ne da neko uputstvo
o pogodnom nacinu transformacije iz polaznog oblika f(z) = 0 u oblik z = ¢(z).

Pogledajmo prvo na primjeru. Neka se trazi rjeSenje jednacine z = ¢(z) na nekom intervalu
[a,b]. Neka smo za prvi izvod funkcije ¢ na tom intervalu ustanovili da vazi 4 < ¢'(z) < 6. Ovo
vrlo slabo izgleda sa stanovista primjene metode proste iteracije. Medutim, polazna jednacina
je ekvivalentna sa ¢ = H%%m). Izvod funkcije sa desne strane H%%m) krece se ocito izmedu 2,5 1
3.5. Izgleda nam da se nekako moze podesiti da se izvod desne strane krece izmedu —11 1.

Uopste, jedna¢ina © = ¢(z) oc¢ito je ekvivalentna sa jednacinom z + Az = ¢(z) + Az, tj.

T = ‘P(f_):;\)‘m, A # —1. Vezaizvoda funkcija p(z) i ‘p(ﬁj‘)‘m je ocita. Uspjesnost primjene ovog tzv.
A-postupka zavisi od toga — koliko jasnom informacijom o ponasanju izvoda ¢’ raspolazemo.

, . . . . . . A oo .
Tako da ¢e se sukcesivne aproksimacije ra¢unati po formuli z,,.; = ﬂm—'{%. Druk¢éije se moze
e(z)+rz

T preuzme ulogu funkcije p(z).

reci: neka funkcija

Slucaj sistema od dvije jednacine sa dvije nepoznate

U pripremnom koraku, polazni sistem f(z,y) = 0, g(z,y) = 0 transformide se u oblik
z=p(x,y),y=1(z,y)

U pripremnom koraku, odredi se skup @ C R? koji sadrzi rjesenje (¢,n) razmatranog sistema
jednacina. Obi¢no je € pravougaonik ili krug. Skup 2 treba da bude zatvoren, da bi metricki
prostor bio kompletan. Mozemo pisati ¢: & — R, ¢: @ — Rili (p,¢): @ — R

U nastavku, mi ¢emo uglavnom nastojati da konkretizujemo razne elemente principa kon-
trakcije. Treba izabrati pocetnu aproksimaciju (2o, yo) € . Uzastopne aproksimacije ratunamo

po formuli #,11 = @(%n, Yn), Ynt+1 = Y (Tn,Yn), n > 0. Dali vazi lim, o z, = &, lim, o0 Y = 97

Uvedimo potrebne oznake. Neka su m;; (4,7 = 1,2) ma koji brojevi koji zadovoljavaju
nejednakosti:
Jp(z Op(z
sup 790( .Y) < mag, sup 7(‘0( .Y) < g,
(z,4)EQ T (z,y)EQ ay
O (z 0P (z
Sup ,l)b( 7y) g m217 Sup ¢( 7y) S m22‘
(zy)€Q x @wee| Oy
. mi1 Maz . .
Dalje, M = l ] Zatim ¢; = ||M||; = max{mi; + ma1, mis + mss}. Norma matrice
M21 Ma2

indukovana je normom vektora ||(z,y)|1 = |z| + |y|.

Teorema 1. Neka su ispunjeni uslovi; (i) skup @ C R? je zatvoren i konveksan, (ii) ¢, €
C' Q)i (p,9): @ = Q, (iil) ¢ < 1. Tada: (1) sistem = = ¢(z,y), y = ¥(z,y) ima jedinstveno
rjesenje 1 (2) vazi lim,, o @, = €, lim,,,~ ¥, = 1 bez obzira na izbor (zg, yo).

Dokaz teoreme. Uzmimo (z1,y1), (%2,y2) € Q 1 posmatrajmo razliku ¢(zs2,ys) — @(z1,y1).
Po Lagranzovoj teoremi o srednjoj vrijednosti:

_ O0p(zs,y3) Dip(z3,ys)
(10(1727’!/2) - (p(wlayl) - O (332 - wl) + ay (y2 - y1)7
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gdje je (z3,ys) neka tacka sa duzi od (z1,y1) do (z2,y2), detaljnije se pise z3 = 1 + 0(zs — 1)
1ys =y1+0(y2 —y1) zaneko 0, 0 < § < 1. Konveksnost skupa £ obezbjeduje da i (z3,y3) € Q.
Na ist1 nacin

a¢(w47y4) 0’1)&(114,’!/4)

¢($2ay2) - ¢($lay1) = T(inz - $1) + T(yz - yl),
gdje je (z4,y4) neka (druga) tacka sa iste one duzi.
(3327'!/2)
(2113,’!/3)
(:Elvyl)
Slika 2
Imamo:
lo2 — 1] < mar|ee — 21| + maz|ys — y1|, |92 — 1| < mar|ze — 21| + Maslys — ya, (%)

gdje su uvedene skracenice p; = @(z;,vy;), ¥i = Y(zi,y:), 4 = 1,2.

Uvedimo nove skraéenice a; = (21,91), az = (22, y2), b1 = (¢1,%1), ba = (p2,%2). Tako da
preslikavanje (p,) prevodi tacku a; u tacku by, a prevodi a; u bs.

Saberimo dvije nejednakosti ():

lps — @1| + 102 — 1] < (mll —|—m21)|$2 — | + (mlz + m22)|yz —y| < Q1(|ZB2 — x|+ |y2 — y1|),

odnosno ||by — by||; < ¢i|las — a;||;. Time je dokaz teoreme zavrSen, uz pozivanje na princip
kontrakcije.

Oznaéimo goo = ||M||eoc = max{mi; + mq2, ma; + maz}. Norma matrice indukovana je
normom vektora ||(z,y)||~ = max{|z|, |y|}.

Teorema 2. Neka su ispunjeni uslovi; (i) skup @ C R? je zatvoren i konveksan, (ii) ¢, €
CH Q)1 (p,%): Q@ — Q, (iil) g < 1. Tada: (1) sistem z = ¢(z,y), y = ¢(z,y) ima jedinstveno
rjesenje 1 (2) vazi lim,, o @, = €, lim, o ¥ = 1 bez obzira na izbor (zg, yo).

Zaista, iz (*) imamo, kada se umjesto |z, — 1| odnosno |ys — y;| napiSe veéi od ta dva broja:

lp2 — p1| < qeomax{|zy — 21|, ly2 —y1|} 1 |2 — 1] < goo max{|zs — 1, [y2 — 1}
Slijedi ||by — b1l < goollaz — a1l jer @ < vi B <7 = max{a, B} < 7.

Kako postiéi da uslov kontrakcije bude ispunjen?
Polazni sistem f(z,y) =0, g(z,y) = 0 moze da se zapiSe u obliku:

e =z +af(z,y)+PBg(z,y), y=y+vf(z,y)+dg(z,y),

p
)

parcijalni izvodi funkcija ¢(z,y) = = + af(z,y) + Bg(z,y) i ¢¥(z,y) = y + vf(z,y) + dg(z,y)
budu bliski nuli.

samo da je # 0. Konstante «, 3, 7 1 § biraju se pogodno, tj. biraju se tako da

Opsti slucaj sistema od vise jednaéina sa vise nepoznatih
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Sistem oblika z; = @;(®1,...,2,), 1 < i < n razmatra se po analogiji sa dosadasnjim
tekstom.

4.3. NJUTNOVA METODA

Uvod

Njutnova metoda (Njutn-Rafsonova metoda) sluzi za rjesavanje jedne jednacine sa jednom
nepoznatom oblika F'(z) = 0, kao i za rjeSavanje sistema od n jednalina sa n nepoznatih oblika
Fi(z1,...,2,)=0,1<4<n.

Sluéaj jedne jednacine sa jednom nepoznatom (metoda tangente)

Razmotrimo neprekidnu funkciju F' i razmotrimo jednaéinu F(z) = 0. Uzmimo da smo,
grafickom metodom ili na neki nac¢in, odredili interval koji sadrzi rjesenje jednacine u oznaci
X. Drugim rije¢ima, odredili smo realne brojeve a,b (a < b) takve da je F(a)F(b) < 0.
Izaberimo pocéetnu aproksimaciju zg € [a, b]. Posmatrajmo pravu liniju koja prolazi kroz tacku
(z,y) = (o, F(z0)). Jednaéina prave kroz jednu tacku: y — F(zo) = k(z — o). Zelimo da ta
prava bude tangenta grafika funkcije y = F(z) u navedenoj tacki. Zato k = F'(z(), jednacina
tangente y — F'(zg) = F'(zo)(z — ©o). Posmatrajmo presjecnu tacku tangente i z—ose u oznaci

o . - _ 12 _ F(xo
z1. Izraz za .7 Jednalina z—ose glasi y = 0 pa zato —F(z¢) = F'(z¢)(z —z0), z — 29 = —#(m—o%,
B F(zo) B F(zo) : : . . . ..
T = Lo~ T, T1 = o~ F,(moz. Safl‘a, imamo novu aproksgpac‘lt]u 1. Dalje, na sl¥can nacin,
postavimo tangentu na grafik funkcije u tacki sa grafika ¢ija je apscisa = z; 1 oznac¢imo

sa Ty apscisu presjecne tacke z—ose 1 te tangente. Ponavljanjem, dobijamo niz uzastopnih
aproksimacija {z,}>,. Pozeljno je da bude lim,,,», z, = X.

X /961 o p

Slika 3 F(X) =0

Teorema (o dovoljnim uslovima za konvergenciju Njutnove metode). Neka su ispunjeni
uslovi: (1) F € C?%[a,b], (ii) F(a)F(b) < 0, (iii) F'(z) je stalnog znaka na [a,b], (iv) F" je
stalnog znaka na [a,b] i (v) tacka o € [a,b] izabrana je tako da bude F(xo)F"(zo) > 0. Neka
je niz brojeva {z,} definisan sa:

i = 1~ T2 &
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zan > 0. Tada jedna¢ina F'(z) = 0 ima jedinstveno rjesenje na [a, b] (oznacimo ga sa X) i vazi
lm, o z, = X.

Dokaz. Iz F(a)F(b) < 01 F’ je stalnog znaka slijedi postojanje i jedinstvenost rjesenja X.
U zavisnosti od toga kakvog su znaka F'(z) 1 F"(z) moguéa su Cetiri slucaja i to: (1) F' > 0,
F'">0,(2) FF>0,F"<0,(3) F'<0, F" >0, (4) F' <0, F” < 0. Mi ¢emo sprovesti dokaz
za prvi slucaj. Za ostala tri slucaja, dokaz je slican. Dakle, imamo okolnosti kao na slici.

Prvo. Vaizi ¢, > X za svako n > 0 (zapaziti odmah da je ovaj uslov ekvivalentan sa uslovom
F(z,) > 0). Dokazuje se indukcijom. Imamo da je zg > X jer je F"'(z) > 01 F(zo)F"(zo) > 0.
Ako je z, > X onda je1 z,4; > X. Zaista, geometrijski, gledajuéi od tacke ¢ = z,, unazad,
tangenta opada brze od funkcije pa ¢e tangenta presjeci z—osu prije nego funkcija. A analiticki

vees

F'(a)(X — zn)°
2F"(z,,)

F(X) = F(zn) + F'(z,)(X — z,,) + lF"(a)(X —2,)? = Tp =X+

> X
2 bl

a=z,+0(X —=z,),0<6 <L

Drugo. Niz {z,}2° , je monotono opadajuéi, tj. vazi z,41 < z,, zan > 0. Zaista, x, 1 —, =
—F(z,)/F'(x,), pri ¢emu je F(z,) > 0 (malocas je pokazano), a takode F'(z,) > 0 (definicioni
uslov prvog slucaja).

Treée. Taj niz je konvergentan buduéi da je monoton i ograni¢en (svi njegovi elementi su
veéi od X). Oznac¢imo sa ¢ grani¢nu vrijednost ovog niza {z,}.

I ¢etvrto. Na relaciju (1) primijenimo operaciju lim,,_,~. Niz {z,+1} je podniz od {z,} pa
i on tezi ka £. Funkcija F' je neprekidna pa vazi lim,,_,o F(z,) = F(lim,_ ,). Tako da vazi
sljedece: £ = € — F(§)/F'(€). Kako ¢ € [a,b] to je F'(§) # 0. Dakle, F(£) = 0. Znadi da je

¢ = X. Dokaz je zavrien.

Teorema (o ocjeni greske). Vazi sljedeéa nejednakost koja nam sluzi kao formula za ocjenji-
vanje greske:
X = 0al < (0 — @t
2my
za svako n > 1. Ovdje je m; ma koji broj za koji vazi m; < |F'(z)| za svako z € [a,b], a M> je
bilo koji broj koji zadovoljava uslov |F"(z)| < M, za x € [a, b].

Ova teorema predstavlja nastavak prethodne teoreme pa od nje preuzima oznake 1 uslove.
Naravno da se moze reéi da je m; infimum od |F'(z)|. Broj m; > 0 sa ovim svojstvom sigurno
postoji jer je F'(z) # 01 F' neprekidna i [a,b] C R zatvoren i ogranicen. Sli¢no se moze reéi
da je M, supremum modula drugog izvoda.

Dokaz. Razvijmo funkciju y = F(z) po Tejlorovoj formuli u okolini tatke ¢ = z,,—; do
drugog 1zvoda:

F(z) = F(ans) + F'(t02)(2 — 202) £ 3 F'(0)(2 — 202"
a zavisi od . Iskoristimo ovaj razvoj za ¢ = z,: F(z,) = F(@n-1) + F'(p-1)(Tn — Tn_1) +
%F”(a)(wn — z,-1)%, a je neka tacka izmedu z,_;1 i z,, |F"(a)] < M,. lzraz F(z,_1) +
F'(p-1)(¢n — ©n-1) predatavlja linearni dio Tejlorovog razvoja i jednak je u ovoj situaciji
nuli po geometrijskoj definiciji prvog izvoda, po definiciji metode tangente. Tako da se ranija
formula svodi na F(z,) = %F”(a)(mn — T,-1)% Slijedi

F ()] < 5200 — 00)" 2)
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S druge strane imamo: F(z,) = F(z,) — F(X) = F'(8)(z, — X), Lagranzova teorema o
srednjoj vrijednosti. Shijedi |F(z,)| = |F'(8)|- |zn — X|, |F(2n)| > m1|z, — X| ili svejedno

P )|

my

|°’Bn - X| g (3)

Zapaziti usput da se i posljednja relacija (3) moze smatrati jednom formulom za ocjenu greske,

za ocjenu udaljenosti nekog broja z,, od nule X funkcije F', kao i da izvodenje te relacije nije

zavisno od Njutnove metode pa se ta relacija moze koristiti za Njutnovu metodu a i za druge

metode.

1 M, (
2

Kombinovanjem (2) i (3) imamo |z, — X| < =

— T, — T,_1)>. Dokaz je zavrien.

Nabrojimo sada éetiri glavne karakteristike (1)—(4) Njutnove metode. (1) Red ili brzina
konvergencije Njutnove metode je drugi (kvadratni). Znamo da metoda proste iteracije ima

samo prvi red konvergencije. Kod metode proste iteracije bilo je |rn41] < q|ra|, gdje je 7, =
_ F”(f)

. . . 2F(8) } g
Njutnove metode potrebno je da raspolazemo dovoljno dobrom pocéetnom aproksimacijom zg.
(3) Da bi Njutnova metoda konvergirala treba da |F’| bude odvojen od nule. Ili svejedno, treba

da |F'|~! bude ogranic¢ena velicina. (4) Da bi Njutnova metoda konvergirala, treba da |F"|

¢ — z,, a kod Njutnove metode r,41 ~ cr2, gdje je ¢ = (2) Za uspjesnu primjenu

bude odvojen od +oo (tj. da bude ogranicen).

Kratka naomena o modifikovanoj Njutnovoj metodi

Uzima se z,41 = ©,, — 5,((2';)) Stepen konvergencije popusta sa drugog na prvi.

Slucaj sistema od dvije jednacine sa dvije nepoznate

Razmotrimo sistem jednacina F(z,y) =0, G(z,y) = 0. Uzmimo da raspolazemo pocetnom
aproksimacijom (zo,yo). Kako se, na bazi (z,,y,), odreduje iduéa aproksimacija (,41, Ynt1)?
Napisimo dva Tejlorova reda za F(z,y) i G(z,y) u okolini (z,,y,) 1 izjedné¢imo ih sa nulom,

F(z,y) =0, G(z,y) = 0:

aF ny JIN aF ny Jn
aG ny JIN 0G ny In

gdje je (z,y) = (X,Y), korijen. Ako zadrzimo samo ¢lanove do beskona¢no malih prvog reda:

OF (Zp, Yn OF (2p, yn
Flonin) + gm0 (o ) 4 B0y —
0G(Tn, Yn) 0G(Tn, yn) B
Glonn) 4 28T g gy g Pty
gdje je sada (z,y) = (€n+1,Yn+1). Tako, u matricnom obliku
OF (¢, yn) OF (%n,yn)
F(Cbn;yn) _I_ 0;1} @y . Tpt1 — Ty _ 0
G(wnayn) aG($”’y“) aG(z"’yn) Ynt+1 — Yn 0]
Oz Jy
Zatim, po Kramerovom pravilu
OF(onyn) OF(zn,1) Fonyn) Oge)
A= r Y A, = Y
0G(Tn,yn) OG(Tpn,yn) |’ e e ) 0G (%, yn)
Oz Jy T Yn Jdy
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OF (2, yn) A,

A 5 F(zn,yn) Tyl = Ty — N
Y| 9G(En 1) G(Zn, Yn) | Ynt1 = Yn — By
0:0 ny Yn n+1 n A

(A #0).

Opsti slucaj sistema od vise jednaéina

Neka je n > 1 i razmotrimo funkcije F;: @ — R (2 C R"). Posmatrajmo sistem jednacina
Fi(z1,...,z,) = 0, 1 < ¢ < n. MoZemo ga zapisati u vektorskom obliku kao F(x) = 0,
x = (z1,...,¢,), F = (F1,...,F,). Zna¢i da F: Q@ — R". Postupak rjesavanja analogan je
dosadasnjem tekstu.

U Banahovom prostoru (metoda Njutn—Kantorovica)

Neka su X i Y dva Banahova prostora, u njima se norma oznacava redom kao || |[x 1 || ||v-
Neka je F' operator, F: X — Y. Razmotrimo jedna¢inu F(z) = 0. Neka X oznacava njen
korijen.

Uvedimo pojam jakog izvoda ili izvoda po Freseu preslikavanja F. Za linearni operator
P: X — Y (ako takav operator P postoji) kazemo da predstavlja izvod operatora F' u tacki z
ako vazi jednakost:

I1F(z+n) = F(z) = Pplly = o([nllx)  kad [[n]lx =0,

odsad ¢emo umjesto P pisati F'(z).
Ako polazimo od z,, onda treba odrediti z,,;. Odgovarajuéi uslov:

Flen) + F'(20)(2nss — ) = 0, (4)

a odatle je

Tpi1 = Tp — (F'(2,)) " F(z2), n=01,.... (5)

Ocito se pretpostavlja da F'(z) postoji i da (F'(z,))~" postoji.
Neka su za neke konstante a > 0, a;,as € R ispunjena sljede¢a dva uslova:

I(F'(z) " <ar 72 € Qo= {z:]z - X|x <a} (6)

(na lijevoj strani znaka < je norma operatora) i

IF(Uh) = F(Uz) — F'(Us)(Uy = Us)|ly < azl|Uy = Ul 7a U1, Us € Q. (7)
1
Uvedimo oznake ¢ = a1a9 1 b = min §a, — ;.
c

Teorema. Ako su ispunjeni uslovi (6) i (7) i ako zg € € onda Njutnov iterativni proces (5)
konvergira i vazi sljedeéa formula (za ocjenu greske):

n

1 2
7w = Xllx < ~(eleo — X|1x) - 8)
Dokaz. Vidi sliku 4. Prvo. Svi z,, pripadaju Q, = {z: |z — X||x < b}, $to ¢emo dokazati
indukcijom. Za n = 0 ispunjeno je po uslovu teoreme. Treba izvrsiti indukeijski korak. Uzmimo

da z,, € Q. Kada u (7) uvrstimo U; = X, U, = z,, tada imamo

IF(X) = Fwn) = F'(2a)(X = za)lly < aaflzn — X%,
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slijedi, buduéi da je F(X) = 0, dok za F(z,) v. formulu (4):
|F'(2a) (@01 — X)lly < azllzn — X[k,

slijedi, pomoéu (6):
[Zns1 = X|x < ellzn — X% (9)

i dalje < ¢b® = (cb)b < b. Dobili smo ||z,+1 — X||x < b, odnosno z,41 € Q. Dokazano je da svi
elementi aproksimacionog niza {z,} pripadaju toj otvorenoj lopti. Ova okolnost je prikazana
na slici 5. Drugo. Dokazimo formulu (8). Uvedimo oznaku ¢, = ¢||z, — X||x. Iz (9) imamo
da je gny1 < g 7za svako n. Recimo, g1 < @3, ¢2 < ¢7, g5 < ¢; pa s < ¢5. Dakle, ¢, < ¢,
indukcijom. Dobili smo da je ||z, — X||x < (c]|zo — X||x)?", ¢ime je (8) dokazano. I treée.
Posmatrajmo nejednakost (8). Bududéi da je ¢||zo — X||x < 1 to desna strana te nejednakosti
— 0 kad n — oo. Zato i njena lijeva strana — 0. Dobili smo da je lim,, . ||z, — X||x = 0,
odnosno da je lim,,_, ., z, = X. Dokaz je zavrsen.

b Qb

L mn-}— 1 .
oLy 4

Slika 5

Prostor X, Slika 4,
X — korijen

Slijede dopune.

1. Vazno je istaéi da se u prethodnjoj teoremi pretpostavlja da rjesenje X jednacine F(z) =
0 postoji.

2. Lako se vidi da je rjesenje jednacéine F'(z) = 0 u lopti €2 jedinstveno. Zaista, dopustimo
da pored X postoji i neko drugo rjesenje Y (vazi F(Y) = 0). Izaberimo zy = Y. Onda po (5)
izlazi dajeixz; =Y, z, =Y, ..., a u teoremi je dokazano da mora biti lim,,_,,, =, = X.
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5. NUMERICKE METODE ZA RJESAVANJE KOSIJEVOG ZADATKA ZA
OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

5.1. UVOD O KOSIJEVOM ZADATKU I LEMA O DVA RJESENJA DIFE-
RENCIJALNE JEDNACINE

Da se opise znacaj numerickih metoda za rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednacina do-
voljne su sljedece dvije recenice. Veéina procesa koji se proucavaju u fizici i uopste prirodnim
naukama opisuje se parcijalnim diferencijalnim jednacinama, a u jednostavnijim sluc¢ajevima —
obi¢nim diferencijalnim jednacinama. Veoma su rijetki sluc¢ajevi kada moze da bude odredeno
tacno ili egzaktno (ili analiticko) rjesenje diferencijalne jednacine.

U ovoj glavi razmatraju se numericke metode za rjesavanje pocetnog (Kosijevog) zadatka
za obi¢ne diferencijalne jednacine, pa formulis$imo zadatak. Dati su diferencijalna jednacina
y' = f(z,y)1pocetni uslov y(z9) = yo, nepoznata funkcija ili rjeSenje zadatka y = y(z) razmatra
se na intervalu z—ose [a, b] = [zq, zg + X]|. Prilikom numeric¢kog rjefavanja, pretpostavlja se da
rjesenje (da ta¢no rjesenje) postoji, da je ono jedinstveno i da je ono jedna dovoljno glatka
funkcija. Ako f € C? onda y € CP*.

Kroz svaku tacku oblasti prolazi samo po jedna integralna kriva diferencijalne jednacine.

Prilikom numerickog rjesavanja postavljenog zadatka, mi postavimo po z—osi mrezu ¢vorova
a=o9 <z <y <...<@p=2x+ X =b. Oznacimo sa y; pribliznu vrijednost za broj y(z;),
tj. za vrijednost ta¢nog rjesenja y = y(z) u ¢voru # = z;. Brojne vrijednosti {y;} , ¢ine na§
numericki odgovor, a razmatra se naravno i greska R; = y(z;) — v;.

Numericke metode za Kosijev zadatak za o. d. j. dijele se u dvije klase i to: (a) jednokoracne
i (b) visekoracéne (k—korac¢ne) ili diferencne. U slucaju (a), priblizna vrijednost y; odreduje se
na osnovu priblizne vrijednosti y;_; koja je u datom trenutku veé odredena. U slu¢aju (b),
y; se odreduje po nekoliko ranijih pribliznih vrijednosti, recimo da se odreduje po y;_4, ¥;_3,
Yi—2 1 yi—1 (tada je k = 4). Primjer numericke metode oblika (a) jeste metoda Runge-Kuta.
Primjer numeri¢ke metode oblika (b) jeste Adamsova metoda. Obiéno je mreza ekvidistantna,
tj. ©; = xg +th,nh =b—a = X.

Od numericke metode se o¢ekuje da njena greska tezi ka nuli kada mreza ¢vorova na [a, b
postaje sve guscéa, odnosno kada broj ¢vorova neograniceno raste. Takode se ocekuje da greska
tezi ka nuli odredenim tempom, odnosno tezi ka nuli sto brze kad n — oo, odnosno kad
h — 0. Razmotrimo jednu fiksiranu numericku metodu. Neka je mreza ¢vorova ekvidistantna
sa korakom A > 0. Definicija 1. Neka z € [a,b] = [#o, 20 + X]|. Neka zp(z) oznacava pribliznu
vrijednost za y(z) dobijenu sa korakom h i neka bude Ry(z) = y(z) — zn(x). Smatramo da je
nh = b — a za neki cio broj » > 1. Za numericku metodu se kaze da konvergira u tacki z ako
vazi limp, 0 Rp(z) = 0. Definicija 2. Za numeri¢cku metodu se kaze da konvergira na intervalu
[a,b] ako ona konvergira u svakoj tacki tog intervala. Definicija 3. Za numericku metodu se
kaze da ima red konvergencije s u tacki x ako vazi |Rp(z)| = O(h*) kad b — 0. Definicija 4.
Za numericku metodu se kaze da ima red konvergencije s na intervalu [a,b] ako ona ima red
konvergencije s ravnomjerno u svim tackama tog intervala.

Zavrsavajuci uvod, metode koje ¢emo raditi nopstavaju se neposredno ili vrlo lako na slucaj
implicitno date jednacine, na slucaj sistema jednacina prvog reda, kao i na sluéaj jednacine
viseg reda.

Na redu je jedna lema iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednacina.

Lema. Neka je f(z,y) neprekidna funkcija i neka je neprekidno diferencijabilna po prom-
jenljivoj y. Neka su Yi(z) i Ya(z) dva rjeSenja diferencijalne jednacine y' = f(z,y). Tada
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()~ i(6) = (te) ~ V) exp ] [ fye.at0))de . ()

gdje je y(z) neki broj izmedu Yi(z) i Ya(z).

Dokaz. Imamo Y] = f(z,Y1) 1Y) = f(z,Y2), oduzimanjem (Y5 — Y1) = f(z,Ys) — f(z,Y1).
Na f(z,Ys) — f(z, Y1) primijenimo Lagranzovu teoremu (formulu o konaénim prirastajima), pa
1zlazi

f(ZBvY2) - f(:l?,Yl) = fg:(:[jvy)(y2 - Yl)7

gdje je 7 neki broj izmedu Y;(z) i Y2(z). Uradimo ovo za razne z, pa tako imamo
(Y2 = Y1) = fy(=,5(x))(Y2 — V1).

Posljednje predstavlja linearnu diferencijalnu jednacéinu oblika y' = P(z)y po nepoznatoj fun-
kciji Y5 — Y;. Rjesavanjem te jednacine dobija se (k).

Zapaziti da mi ne mozemo nista reéi o neprekidnosti ili eventualnoj glatkosti funkcije y(z).
To nam nije ni potrebno jer je funkcija

ety = H2 e~ Y

neprekidna. Zaista, u brojiocu i imeniocu su neprekidne funkcije, a jo§ je imenilac razlic¢it od
nule jer se dva rjesenja Yi(z) i Ya(z) jedne te iste jednacine ne sijeku (jedinstvenost rjesenja
Kosijevog zadatka). Zato su sve gore sprovedene transformacije — ispravne. Lema je dokazana.

Vodeéi primjer za ovu lemu: razmotrimo diferencijalnu jednacinu 4y’ = ay. Ovdje je ocito
f(z,y) = ay i f,(z,y) = a. Opste rjesenje glasi y(z) = Ce?*. Razmotrimo dva partikularna
rjesenja Yi(z) = C1e™ 1 Ya(z) = Cee®. Mi uporedujemo rastojanje po visini izmedu ova
dva rjesenja u dvije tacke na z—osi. Rastojanje u tacki z = 8 moze da bude znatno vece od
rastojanja u ranijoj tacki z = a:

Ya(8) - Yi(B) = (Ya(@) — Yi(a))e™ P,

Mi éemo ubuduée formulu (*) koristiti obi¢no u nesto obradenom obliku, kako slijedi. Treba
pretpostaviti da funkcija f = f(z,y) zadovoljava Lipsicov uslov po drugoj promjenljivoj y sa
konstantom L, tj. da vazi |f(z,y2) — f(z,y1)| < Llys — y1|. Ili treba pretpostaviti da vazi

|%| < L (ekvivalentno je). Tada

<

[ it g

[}

o [ et )ia| <

exp { [ |f;<w,y<w>)|dx} < exp { [ de} — exp{L(f — )}

e

¥2(B) — Yi(B)] < [Ya(a) — Yi(a)]eHP~. (4)

5.2. OJLEROVA METODA I DRUGI PRIMJERI
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Primjer: y' = z? + y2, y(1) = 2. Imamo da je f(zo,y0) = z2 +y2 =1+ 4 = 5. Odavde je
y(zo+ h) =y(1+ h) = yo + 5h = 2 + 5h. Recimo, y(1,01) ~ 2,05.

Postavka zadatka. Razmotrimo Kosijev (pocetni) zadatak y' = f(z,y), y(zo) = yo na
intervalu zo < z < 29+ X. Oznalimo njegovo tacno rjesenje kao y = y(z). Treba konstruisati
numericku metodu za dobijanje pribliznih vrijednosti analitickog rjeSenja y = y(z). Postavimo
stavimo z, = z¢ + kh za 0 < k < n. Neka y;, oznacava pribliznu vrijednost za broj y(z;) ili
svejedno neka y;, bude aproksimacija u ¢voru z = zp = o + kh, gdje je 0 < k < n. Velicine
{yr}r_o biée efektivno odredene i one ée i predstavljati numericki odgovor. Analizira¢emo i
gresku Ry, = y(zr) —yr 2a 0 < k < n.

Kako procijeniti y(z1)? Napisimo Tejlorovu formulu za analiticko rjesenje y = y(z) viseéi
razvoj oko tacke x = xy. Tako

1
y(wo + ) = y(wo) + hy'(wo) + Sh%"(a),
gdje je zg < a < ®g + h. Zanemarimo zadnji sabirak
y(zo + k) ~ y(wo) + hy'(wa),  tj.

y(z1) ~ y(zo) + hy'(zo)  ili svejedno  y1 = yo + hy'(zo).
U vezi date d. j.
y1 = Yo + hf(2o,yo).

Kako procijeniti y(z5)? Na slican naéin, mi stavljamo

Y2 =y1 + hf(x1,y1).

Slicno i dalje. Dakle, $ema za racunanje koja i1 definise Ojlerovu metodu izrazava se
sljede¢om formulom:

Yk = Yr—1 + hf(Tr—1,Yr-1) za 1 <k <nmn.

Znamo da Sema za ra¢unanje obuhvata formule pomocu kojih se moze sastaviti program za
racunar (za saznavanje pribliznih vrijednosti yy).

Mali primjer za Ojlerovu metodu: ¢ = = + y, y(0) = 1. Izaberimo h = 0,1 i n = 4,
tako da je z; = 0,1 z, = 0,2 z3 = 0.3 z4 = 0,4. Tada se dobija numericki rezultat y; = 1,1
ys = 122 y3 = 1,362 y, = 1,5282. S druge strane, odgovarajuce tacne vrijednosti glase
y(z1) = 1,11034 y(zo) = 1,24281 y(xs3) = 1,39972 y(z4) = 1,58365, buduéi da je analiticko
rjeSenje y(z) = 2e* — x — 1. Tako da pojedinaéne greske Rj, = y(zp) — yr iznose redom:
R, =0,01034 R, = 0,02281 R3 = 0,03772 R4 = 0.05545.

Prelazimo na ocjenu greske. Prvo uvodimo pojam lokalne greske i vr$imo njenu ocjenu.
Lokalna greska ili greska na koraku definise se u slucaju Ojlerove metode relacijom:

p=ylz+h)—[ylx)+hy'(z)], ti. p=ylx+h)—I|y(z)+hf(zy(x)).

Na primjer, greska metode na prvom koraku jednaka je

p1=y(z1) —y1 = y(21) — [yo + hy'(z0)] = y(21) — [yo + hf (2o, y0)]-
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Zanemareni sabirak ¢ini razliku:
1 .o 1
y(z +h) =y(z) + hy'(z) + §h2y”(ﬁ), glieje z<f<z+h = p= §h2y”(5)-

Uzmimo da je drugi izvod rjeSenja K. z. ograni¢en na intervalu [zq,zq + X], tj. da je
13y"(8)] < C. Tada je otito |p| < Ch*. Lokalna greska Ojlerove metode je reda h?.

Prelazimo na ocjenu greske (globalne greske). Uvedimo potrebne oznake. Kao i dosad, y
su priblizne vrijednosti za ¢vorove z, = zo + kh koje je racunar saopstio. Tako da greska u
pojedinom évoru iznosi naravno Ry = y(zr) —yr za 0 < k < n. Kao i dosad, y = y(z) je
analiticko rjesenje postavljenog K. z. Ocijeni¢emo gresku R,, = y(z,,) — y» u posljednjem évoru
T, =29+ nh=12+ X.

Uvedimo u razmatranje pomoc¢ne funkcije. Neka funkcija yi, = yr(z) zadovoljava postavljenu
d. j. ¥’ = f(z,y) 1 neka zadovoljava jednakost yi(zr) = yi kao svoj pocetni uslov (0 < k < n).
Vidi se da je y(z) = yo(z). Kao §to je malocas radeno, lokalne greske definisane su relacijom
Pk = yk-1($k) —Yr = yk-l(iﬂk) - yk(ivk)-

Ya 1 /y3($)

ys | Ra
p3 /yl(e'l:)
ya + 5
y1 | /y(x) 3
1 o
Yo analiticko rjesenje
0 o ify) 1 1;2 I3 Ly L
Imamo: R, = y(z,) — yu(zn) = yo(zn) — Z Yr—1(Tn) — yr(zn)),
k=1

Rl £ X lpicaon) — (o) £ p0 (4

Z|yk 1(z1) — yu(zp) [ e lnow) Z|Pk|e o)

k=1

Sada se mijenja definicija konstante C, ona se sada opstije definiSe (i zato se ona poveéava).
Uzmimo da je |1y;(z)| < C za sve € [z, 30+ X] 10 < k < n. Vise od toga (jos opstije),
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stavimo da je C' broj takav da vazi |3y"(z)| < C za sve @ € [, zo + X], gdje je y = y(z) bilo
koje rjesenje d. j. y' = f(z,y). Nastavljamo:

[Ra| < 37 ChPeHonmos),

k=1

IR, <Y Ch’e™ =nCh*e"™ = CXhe™* = ch
k=1

(¢ = const). Ii R,, = O(h). Dakle, greska Ojlerove metode je reda h. Zapaziti da R,, moze
znatno da prevazilazi |p1| + ...+ |pn|- Ponovimo, pod uslovom da je |%| < L zaneko L > 01
da rjesenja y(z) d. j. ¥’ = f(z,y) imaju ogranic¢ene druge izvode y”(z). Ako % nay = f(z,y)
onda y" = fi + fiy' = fi + f,f. Recimo, y' = 2*> + y*> = y" = 2z + 2y(z* + y*).

Slika se odnosi na ocjenu greske (globalne greske), Ry = y(z4) — ya.

O prakti¢noj ocjeni greske Ojlerove metode. Vidjeli smo da se trazi ograni¢enost funkcija
y" 1 f, na skupu Q = [z, 2o + X] x R. Realno posmatrano, dovoljna je njihova ograni¢enost na
puno manjem skupu ' C R?. Skup ' predstavlja usku traku oko analitickog rjesenja y = y(z),
QO ={(z,y)a<z<b y(z)—ec <y <y(z)+e}, [a,b] = [xo, 20 + X]. Obrazlozenje: priblizne
vrijednosti yy samo neznatno odstupaju od y(zr), y(zx) ~ yx. Jasno, (zg,yr) € &, 0 <k < n.
Navedene okolnosti prikazane su na slici:

Kao prakticni izraz za gresku sluzi R,, = Y3_; prexp [;" f,(z,y(z))dz, gdje treba uzeti p, =
2h*y"(x)_1/2), a integral izracunati preko trapezne formule po évorovima folzayi), k<@ <.

Ako primijenimo prakti¢ni izraz za gresku na prethodni mali primjer onda dobijamo R; =
0,01050 R, = 0,02315 R; = 0,03829 R4 = 0,05630, $to je u dobroj harmoniji sa stvarnim
vrijednostima R; = 0,01034 R, = 0,02281 R3 = 0,03772 Ry = 0.05545 (gdje pise y = 2¢*—z—1).

Na redu su primjeri jednokoracénih metoda (Sema).

Primjer 1: jedna implicitna Sema.

Napisimo identitet

st h) = y(e) + [ o/l 0 1

Ako za ra¢unanje integrala u (1) upotrebimo osnovnu trapeznu formulu [ F(t)dt = %(F(O) +

F(h)) 4+ O(h®) onda

v+ h) = y(e) + o (y/(@) +o/(e + )+ O0F) il
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h
y(z + k) = y(2) + 3 (f(2.y(2) + f(2 + hoy(z + k) + O(h®). )
Tako se dobija numericka formula ili §ema za racunanje
h .
Yir1 = Yj + 5(]‘( i)+ F(@e0,y541)) 78§ >0, (3)

Jednakost (3) ustvari predstavlja jednu jednaéinu po nepoznatoj y;+1. Zato se za ovu
Semu kaze da je implicitna (da je u nerijeSenom obliku). Ako se priblizna vrijednost koja se
ratuna (oblika y;11) moZe saznati neposrednim ra¢unom onda se za femu ili metodu kaze da je
eksplicitna ili da je u rijeSenom obliku.

Moze se tvrditi da postoji jedinstveno rjesenje jednacine (3) jedino ako je A dovoljno malo
(jedino za h < hy).

Lokalna greska navedene metode iznosi p = O(h?), a njena greska je jednaka R = O(h?).

Primjer 2: poboljsana ili modifikovana Ojlerova metoda.

Pokusajmo da u prethodnoj metodi nesto promijenimo, da bi se implicitnost otklonila. Ako
se na desnoj strani formule (2) broj y(z + k) zamijeni nekim brojem y* koji od y(z + k) odstupa
za O(h*) onda se ta desna strana izmijeni za O(h*). Kako je ostatak formule (2) bio O(h®) i
kako se ovom zamjenom uveéava za O(h*), to ¢e i lokalna greska metode sa y* biti O(h®).

Kao y* moze da posluzi priblizna vrijednost za y(z + k) koju daje Ojlerova metoda.

Odavde, sema za racunanje modifikovane Ojlerove metode glasi:

yj*'+1 =y; + hf(zj,y5),

h . ,
Yist = Yi + 5 (F2s05) + F(mi41,9540)) . 0<j<m—1.

Lokalna greska modifikovane Ojlerove metode iznosi p = O(h?), a njena greska je jednaka
R = O(h?).

Primjer 3: Hojnova metoda.

Za ratunanje integrala u (1) upotrebimo formulu pravougaonika, ¢ime se dobija y(z + h) ~
y(z) + hf(z + g,y(:v + %)) Kao priblizna vrijednost za y(z + %) moze da posluzi vrijednost
izracunata po Ojlerovoj formuli sa korakom g Tako imamo metodu ¢ija je Sema za racunanje
definisana sljedeéim parom jednakosti:

h
Yjr1/2 = Y; + §f($j7yj)
Yir1 = Y + hf (20172, Yj31/2)

Lako se vidi da lokalna greska Hojnove metode iznosi p = O(h®) 1 da je njena greska jednaka

R = O(h?).
5.3. OPSTI SLUCAJ EKSPLICITNE METODE TIPA RUNGE-KUTA

Metoda Runge-Kuta sluzi za rjesavanje Kosijevog zadatka y' = f(z,y), y(z) = y. Vidimo
da je Kosijev uslov oznacen kao y(z) = y, umjesto uobic¢ajenog zapisivanja y(zo) = yo.

Dovoljno je definisati kako se vr$i jedan korak, tj. definisati kako se iz tacke x prelazi u
tacku @ + h. Dakle, postavlja se pitanje: kako naéi pribliznu vrijednost u oznaci z(h) za ta¢nu
vrijednost y(z + k). Naravno da se lokalna greska metode ili greska metode na koraku definise

kao p = p(h) = y(z + h) — z(h).
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Sablon oznaka:

po z—osi | ta¢no | priblizno | greska
v |y=y) | y=yl=) | O
x+h y(z + h) z(h) p(h)

Evo opste definicije metode razmatrane klase. U procesu ra¢unanja fiksirani su izvjesni
brojevi aa, ..., g, P1,..,Pg, Bi; (1 < 7 <i—1,2 <1¢ < q). Redom se racunaju veli¢ine

ki(h),..., ky(h), Ay, z(h):

kl(h) :}"f(:nvy)v k2(h’) :hf(Ili—I-Oth,y—I—/lekl(h)), SRR
ky(h) = hf(z + agh,y + Buki(h) + ... + Byg-1ke-1(h)),

q
Ay =) piki(h),  z(h)=y+ Ay

i zatim se stavlja y(z +h) ~ z(h). Lako se zapaza da sve veli¢ine k;(h) imaju smisao prirastaja.
Zapaza se da mora biti 37, p; = 1, ako se zeli posti¢i makar kakva aproksimacija. Kao §to je veé
receno, greska metode na koraku definise se kao p(h) = y(z+h) —z(h) = y(z+h) — [y(z)+ Ay].
Postavlja se pitanje izbora zasad neodredenih (slobodnih) brojnih vrijednosti oy, p;, 8;;. Te
brojne vrijednosti bi¢e izabrane tako da postane p(0) = p'(0) = ... = p{*(0) = 0. Jasno je da
Jje bolje §to je broj s veci. To i jeste kriterijum za odredivanje parametara «;, p;, 3;;. Uzima
se da broj s ne moze da bude povecan, tj. da za neku glatku funkciju f(z,y) = fo(z,y) vazi
p+(0) # 0. Za s se kaze da predstavlja red greske metode.
Mozemo napisati Tejlorovu formulu:
= p(0), ;P (6R)
P<h)—§ R P

p(+1)(9h)

Bl p(h) =
i (k) =)

R (0< 6 <1).

Ispitajmo za prvih nekoliko q.

ki(h) = hf(z,y), Ay = priki(h), z(h) = y + Ay, y(z + k) ~ z(h),
p(h) =y(z+h) —y(z) — prhf(z,y)
p(h) =y'(x+h) = pf(e,y)
p'(0) =y'(z) = pif(z,y) = f(z,y) — pif(z,y) = (1 — p1)f(z,y).

Ako zelimo da postignemo p'(0) = 0 onda mora biti p; = 1. Ovim je jedna konkretna metoda
tipa Runge-Kuta definisana. Vidimo da smo ustvari dobili Ojlerovu metodu.

Opet ¢emo izracunati p'(h), p”(h), .. .1opet ¢emo nastojati da postignemo p’(0) = 0,
p"(0)=0, ...

Po opstem sablonu: ki(h) = hf(z,y), ka(h) = hf(z 4+ ash,y + Paiki(h)), Ay = prki(h) +
paka(h), z(h) =y + Ay, y(z + h) ~ z(h),

p(h) =y(z + h) —y(z) — prk1(h) — p2ka(h) = y(z + h) —y(z) — prhf(z,y) — p2hf(Z,7)

skratenice: T =z + ash, Y=Y+ Parki(h)

p'(h) =y (z+h)—pif(z,y) — pf(T.9) — ch(azf;(fa Y) + Baufy (7, y)f(x,y))
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p'(0) = (1—p1—ps)f(z,y)

y' = f(z,y)

V' =fit iy =1+ 1f

Y" = fou+ 2fu, f + fin f + 1y = (izrazite y” po prethodnoj formuli)
yv itd.

p'(h) = y"(w + b) = 2ps [ s (7, 7) + B £ (7, D) (2, )] — pah |0 £, (7, )+
20501 £, (. 9) f (2, 9) + B Foy (7. 9) (£ (2, ))?]
p"(0) = (1 = 2psas) fo(,y) + (1 — 2pafar) fy(z,y) f (2, y)
PR =...,  p"0)=....
Ako 7elimo da bude p’(0) = 0 onda mora biti 1 — p; — ps = 0. Ako Zelimo da bude p”(0) = 0

onda mora biti 1 — 2psas = 011 — 2pyFs; = 0. Vidimo da imamo tri uslova, a Cetiri parametra
Qs, P1, P2, [21. Jedan pa.rameta,r se bira proizvoljno. Navedimo dvije moguénosti.

(1) Izaberimo p; = ;. Onda izlazi p, = 1, @z = 1, B2; = 1. Vidimo da je ovo modifikovana
Ojlerova metoda.

Mi pisemo: k; = hf(:nl,yz) ke = hf(zi + hyyi + k1), Yiz1 = yi + (kl + k2) (RK2 metoda)
ili k) = hf (i), kS = hf(@i + by + k), yigs = yi+ L(k{? t K ))

( ) Ako se 1zabere p1 = 0 onda izlazi p; = 1, ay = 2, 521 = 2. Vidimo da je ovo posljednja
metoda iz prethodne sekcije 5.2. gdje pise Primjer 3. Sema: ky = hf(zi,y:), ks = hf(z: +
%h,yi + %kl), Yir1 = Yi + ka.

Kada kazemo p'(0) = p”(0) = 0 onda mislimo: p'(0) = p”(0) = 0 za svaku d. j. (za svaku
funkciju f), a takode i za bilo koju tacku (z,y) (ima ulogu tacke (zq,yo)).

Razmotrimo diferencijalnu jednacinu y’ = y. Neposredni ra¢un pokazuje da je p"'(0) = y,
nezavisno od izbora parametara as, p1, pa, B21. To znaci da se u slucaju ¢ = 2 ne moze pronaci
formula Runge-Kuta ¢iji bi stepen ta¢nosti bio s = 3.

Razmatra se slicno dosadasnjem. Moze se dokazati da se najvise moze postiéi s = 3.
Drugim rije¢ima, ne postoji sema za koju bi bilo s = 4 (kada je ¢ = 3). Evo jedne formule ¢iji
je red tacnosti s = 3:

h k
by = hf(e.y). kzzhf<w 2,y+;), o = hf(e + oy — ka4 2h),

1
Ay = 8(kl +4ky + k), z(h) =y + Ay,

stavlja se y(z —|— h) A~ z(h)

v

h k h k
kl:hf($7y)7 k2:hf(w+§7y+51)7 k3:hf($—|-§,y—|-?2),

1
ha=hf(e+hy+h),  Ay=c(k+2k 42k + k),  2(h) =y+Ay.
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Predlozena Sema se ¢esto koristi u praksi. Ponekad se za nju prosto kaze da je "metoda Runge—
Kuta IV reda”. Lako se mogu napisati kompletne formule, odnosno formule pomoéu kojih
se onda sastavi program za raunar, kako slijedi. Razmotrimo Kosijev zadatak y' = f(z,y),
zo <z < zo+ X, y(xo) = yo. Neka jen > 11 h = X/n. Koriste se obi¢ne oznake za ¢vorove
x; = xg + th 1 priblizne vrijednosti u ¢vorovima y;: RK4:

h k h k
ki = hf(zi,yi), ke =hf (wi+§7yi+51), ks = hf (11i‘|‘§7yi‘|‘?2)7

1 .
Ba=hf(ai+hyitha), g =g+ (ki t 2k 2kt k), 0<i<n—1

(K1, ..., ks zavise od ).

Zavrseno je ispitivanje za razne ¢q. Napominje se da se u praksi koriste samo metode u
kojima je ¢ < 6.

Sada ¢emo navesti uslove pod kojima je funkcija greske p = p(h) dovoljno glatka i ograni¢ena
na skupu Q = [zg,z9 + X| x R C R?. Pretpostavimo da f € C***(Q) 1 f € B***(Q); ¢ -
continuous — neprekidan, b — bounded - ograni¢en. Zapis f € B**t?(Q2) znaci da su funkcija f
1 svi njeni parcijalni izvodi do reda s + 2 uklju¢eno ograniceni na skupu 2. Glatkost funkcije
f prenosi se na funkcije kq(h),. .., k,(h) pa se prenosi i na funkciju p = p(h). Neposredno se
vidi da je funkcija p = p(h) neprekidno diferencijabilna s + 1 puta. Ograni¢enost funkcije f 1
njenih parcijalnih izvoda prenosi se na funkciju p = p(h). Tako da je p(h) = O(h**!), odnosno
lp(h)| < Ch**1, gdje je C konstanta. Na primjer: Ojlerova metoda: p(h) = 5;y"(x + 6h)h?,
gdie jo y(x) = £o(z.9) + £1(2 ) F(os9), " @)] < | (0,9 + £z 9)] - | Flo, )]

Posljednje, sada ¢emo izdvojiti glavni sabirak greske p(h). Pretpostavimo da p € C**%(Q)
i p € B**t?(Q). Tada vazi Tejlorov razvoj:

p(8+1)(0) hs—l—l _I_ p(8+2)(9h) h8+2

plh) =" (s +2)!

gdje je 0 < 8 < 1 (razli¢ito od ranijeg ). Slijedi
p(h) = c(z,y)h*" + O(R°F?),

gdje ¢(z,y) ne zavisi od h. Glavni sabirak greske je c(z,y)h*t'. Zapaza se da ¢ = c(z,y)
neprekidno zavisi od (z,y). Primjer: Ojlerova metoda: p(h) = £y"(z)h® + 5y" (= + 6h)h3.

5.4. OCJENA GRESKE ZA METODU RUNGE-KUTA

Ocjena greske metode jedne bilo koje fiksirane metode tipa Runge-Kuta doslovno se poklapa
sa ocjenom greske Ojlerove metode sprovedenom u naslovu 5.2. Samo $to je kod Ojlerove
lokalna greska p bila reda h?, a sada ée biti reda h*!, tako da je tamo greska metode R, u
¢voru © = ®, = xg + nh = xzg + X izaSla reda h, a sada ¢e izaci red h*. Medutim, sada ce
biti izvr§ena potpuna analiza greske, odnosno biée uzete u obzir sve tri komponente greske
R,,. Drugim rijecima, pored greske metode bi¢e uzeta u obzir i greska racunanja, kao i greska
izazvana pribliznoséu (greskom) ulaznog podatka yo.

Uvedimo oznake 1 pretpostavke. Dopustimo da mreza ¢vorova nije ekvidistantna; neka bude
ro <z < ...< @y =xo+X 12,41 —2; = h;. Neka se priblizna vrijednost y;;; racuna na osnovu
prethodne y; po formuli oblika y;+; = ®(f, z;, hj,y;). Uzmimo da veli¢inu & nismo u stanju
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da izra¢unamo potpuno tacno, ve¢ da je u stvarnosti racunamo sa izvjesnim zaokruzivanjem.
Zato prestaje da vazi y;+1 = O(f, z;, hj,y;), ve¢ uzimamo da vazi y;+1 = ®(f, z;, hj,y;) — dj11.
Za 6;41 se kaze da je greska racunanja na koraku.

Recimo y(zo) = 7, yo(xo) = yo = 3,14, Ry = m — 3,14, |Ro| < 0,002.

Mi numericki rjesavamo Kosijev zadatak

y' = flz,y), zo<z<zo+X, y(zo)=y(zo),

¢ije tacno rjesenje je funkcija y = y(z). Moze se desiti da je ulazni podatak ili ulazna veli¢ina (to
je jedna brojna vrijednost) y(zo) poznata samo priblizno. Uzmimo da imamo takve okolnosti i
neka je yo odgovarajuéi priblizni broj. Neka je Ry = y(zo) — yo = y(zo) — yo(z0). Za Ry se kaze
da predstavlja gresku ulaznih podataka ili ulaznog podatka. I Ry ée se naravno odraziti na
rezultujuéu ukupnu gresku. Veé je upotrebljena oznaka za funkciju yo = yo(z); ona po definiciji
zadovoljava y, = f(z,y0), yo(zo) = yo; zadovoljava d.j. y' = f(z,y) i zadovoljava priblizni
pocetni uslov. Oko oznaka zapazamo: u ovoj sekciji yo znaci priblizni pocetni uslov (u ranijim
sekcijama znacilo je taéni pocetni uslov), a ta¢ni pocetni uslov u ovoj sekciji oznacen je kao
y (o).

Uvedimo u razmatranje jo§ n rjefenja nase d. j. y' = f(z,y). Za 1l < j < n, neka je
y; = y;j(z) funkcija koja zadovoljava razmatranu d.j. i zadovoljava pocetni uslov u tacki z = =;
po pribliznom broju y;:

y: = flzy5),  vi(es) = y5
yi(z) = f(z,y;(z)).

Sa p; éemo oznacavati gresku metode na koraku: p; = y;_1(z;) — ®(f,z;-1, hj—1,y;-1).
Pretpostavic¢emo da je greska metode na koraku (greska metode na koraku ove fiksirane metode
tipa Runge-Kuta ¢ija se ukupna greska razmatra) reda A**!, odnosno da je |p;| < Chjﬂ 7a
svako 7.

Za funkciju -~ ili svejedno f)(z,y) pretpostavi¢emo da je neprekidna na skupu Q = [z, o+

Jy

X] X (—o00,400) i da je ograni¢ena na tom skupu, da je za neko L > 0 ispunjeno < L za

(z,y) € Q.
Nas interesuje greska R, = y(z,) — yn = y(z,) — yn(z,) u tacki z, = o + X (u krajnjoj

desnoj tacki razmatranog intervala).

af

Oy

maxj<j<n hj_1 16 = maxi<j<n |0;]. Tada vazi nejednakost

Teorema. Neka je |p;| < Ch;fi 1 neka je < L na skupu €. Uvedimo oznake H =

|Ro| < " (CXH" +nd + |Rol). (1)

Dokaz:

Ro =y(2n) — yn = y(0) — yn(zn) = y(zn) — Yo(Tn) + Yo(2n) — yu(zn) =

y(n) = 90(en) + 3 (151 (20) — 95(2)),

i=1
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Rl < [y(2n) — yo(@a)| + 3 951 (2n) — yi()].

j=1

prvi izraz
drugi izraz

Sablon oznaka: yr(zr) = yp 1

po x—osi priblizno tacno greska
Zo Yo Z/(Cﬂo) Ry = y(iﬂo) — Yo
T Y1 y(fﬂl) R, = y(iﬂl) -
T Yo y(fﬂz) Ry = y(iﬂz) — Y2
Tp =29+ X Yn y($n) R, = y(wn) — Yn
(od a do b) (racunar) (analiticko) (razlika)

Za pojedini sabirak u drugom izrazu primijenimo lemu o dva rjeSenja sa a = z;, 8 = z,,,

Yi(z) = yj-1(z), Ya(z) = y;():
() exp{/ (z,7;( dw} =

Yic1(zn) — yi(zn) = (yj-1(z;) —
(yj—1($j) (f7$1 17h1 1,Y5- 1)+q)(f7$g 17h.7 1, Y- 1 ZBJ exp{/ $ yg d:B}:

(pj +9;) exp{/ [z, (= d:v}
yiten) < (osl + 53 exp{ [ Ify(e.Ty(e))lde} <

|yj—1($n)
(Ch;fi + ) exp{/%n de} < (Ch;ﬂ + ) exp{LX}.
Sabiranjem:
Z |yj—1($n) -
-1
jer je

h8+1‘|’hi+1 +.

i(2)] < (Z C'hs‘"1 + n5) exp{LX} < (C'XHS + n5) exp{LX}
bR = B 4 Bl . BBy <
Hsho —|— Hshl —|— e —|— H'Shn_l — H'SX.

Sli¢no za prvi izraz, takode pomocu leme:

ly(zn) — yo(zn)| < |y(zo) — yo(zo)| exp{/ (z,7o(z |d:c} < | Ry exp{LX}
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Na kraju, prvi izraz plus drugi izraz:
|R.| < (CXH* +nd + |Ry|) exp{LX}.

Dokaz je zavrsen.

Pogledajmo zavrsnu formulu (1) koja izrazava totalnu ili sveukupnu gresku R,, u krajnjoj
desnoj tacki intervala od zy do zo + X. Vidimo da greska R, — 0 ako H — 0 uz istovre-
meno nd — 01 Ry — 0; numericka metoda konvergira. Veli¢ina nd predstavlja zbirnu gresku
racunanja, a Ry je greSska ulaznih podataka. Ako se razmatra samo greska metode onda vazi
nejednakost |R,| < efXCXH?; |R,| < ch® (c = const) ako je mreza ravnomjerna, red konver-
gencije je h® ako su lokalne greske reda h**+?,

5.5. ALGORITAM ZASNOVAN NA METODI RUNGE-KUTA

Samo ¢emo naznaciti elemente koji ¢ine algoritam. Neka smo se opredijelili za jednu
odredenu metodu. Oznacimo sa s red greske metode; obiéno je s = 4. Uzimamo da je prisutna
jedino greska metode. Koristicemo formulu za gresku metode:

Rp(zo+ X) = ij exp{/ (z,7;(= d:n} (1)

gdje je X = nh, v. u 5.4. Koristi¢emo 1 formulu u kojoj je izdvojen glavni sabirak lokalne
greske:
o(h) = ch** 1+ O(K*?), )
gdje je ¢ = ¢(z,y) neprekidna funkcija, v. na kraju 5.3.
1. Jedan postupak da se ocijeni greska.
Neka su zp(zo + X) 1 zon(2o + X) dvije priblizne vrijednosti za y(zo + X) dobijene redom
sa korakom h odnosno 2h. Neka su Rp(zo + X) 1 Ran(zo + X) odgovarajuée greske:

y(iﬂo-l-X):Zh(iﬂo—l-X)—l-Rh(CBo—l-X) 1 y(zo + X) = zan(zo + X) + Ron(zo + X).

Iz (1) i (2) lako se moze izvesti sljedeéa formula koja izrazava vezu izmedu jedne i druge greske:

im Ron(zo + X) _ 2% (3)
h=0 Rp(zo + X)

Zapaziti da je lim,07,(z) = y(z), gdje je y = y(z) analiticko rjesenje K. z. Isto tako,
p(2h) ~ 2*T1p(h) kad h — 0.

Iz (3) se vrlo lako izvodi sljedeéa formula:

zn(zo + X) — zan(zo + X)

Rh(LEO—|—X)N 2 _ 1

kad f — 0. (4)

Ona se izvodi na obi¢an Rungeov nacin. U numerickoj praksi, formula (4) koristi se u obliku

zn(zo + X) — zon(z0 + X)
25 —1 ’

zn(zo + X) — zon(z0 + X)
15 ’

Rh(lﬂo + X) o

RK4: Rp(zo+ X) ~
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Ocito je da posljednja napisana formula sluzi da se dobije procjena za gresku pribliznog broja
zn(zo + X). Bitno je §to je procjena efektivna (mi smo u moguénosti da izratunamo izraz na
desnoj strani).

2. Drugi postupak da se ocijeni greska.

Integral u formuli (1) izratunati po trapeznoj formuli preko f}(zi,y:), j < i < n.

Formula (1) postace prakti¢no upotrebljiva kada se nadu efektivne procjene p;.

Neka je h > 0 1 neka je X = nh. Prvo se izvrsi glavni prorac¢un. Glavni prorac¢un izvrsi
se ¢itav sa korakom h. Dakle, neka y; oznacava pribliznu vrijednost koja se odnosi na évor
z = 2o+ kh za 1 < k < n. Ponovimo: racunar je saopstio brojeve {y;}7_;, oni predstavljaju
numericki odgovor 1 pitamo se kolika je njihova greska. Moze se reci da je broj yr4; dobijen na
osnovu (zg,yr) sa korakom h. Moze se reéi da je broj yryo dobijen na osnovu (241, Yrt1) sa
korakom h. V. sliku. U cilju dobijanja efektivne ocjene greske numerickog odgovora y,,, sada se
izv1si 1 pomoéni proracun, kako slijedi. Na osnovu (z,yr) sa korakom 2h izracunati i pribliznu
vrijednost Yo koja se (znac¢i) odnosi na &vor @p4; izracunati za svako parno k. Priblizna
vrijednost Y;ys ima pomoénu ulogu, ona sluzi da se procijene lokalne greske pri1 1 prpy2 koje
se ti¢u glavnog proracuna, one se odnose na ygi1 1 Yrro. Lako se vidi da je prys ~ pry1 kad
h — 0 (tj. da je limp 0 pr+2/pr+1 = 1), $to se u numerickoj praksi koristi u obliku pryo & pri1
za male h. Upotrebom temeljnih formula (1) i (2) dosta lako se moze izvesti sljedeca relacija:

1

Prst Tt Prvz N o (Z/k+2 - Y;c+2)7 (5)
RK4:  pri1 + pry2 = 1i Yht2 — Y2 )
5

Lk inl+1 $kl+2
3. Podesavanje koraka. Tokom napredovanja po z—osi, treba smanjiti tekuci korak A ako

lokalna greska postane prevelika.

Ponavljanje o jednokora¢nim metodama: RK4: K; = hf(z;,y;), K2 = hf(z; + %,yi + &1,

2

Ks = hf(z; + gayi + %)7 Ki=hf(zi+h,yi + K3), yiz1 =y + é(Kl + 2K, 4+ 2K3 + Ky).
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5.6. DIFERENCNE METODE
1. Pojam Adamsove metode i njene lokalne greske

Neka je pr—1(z) L. i. p. funkcije F(z) = y'(z) po mrezi ¢vorova z,_; = @, — ih, gdje je
1 < < k. Napi§imo eksplicitni izraz za pr_1(z) preko y'(zn-t), ..., ¥'(zn-1):

n—1 n—1

r — T,
pe-i(z) = Y Li(z)y'(zi), Li(z)= I -
i=n—k j;;ﬂc Ly —Z;

Po izrazu za gresku interpolacije:
F(z) = pe-1(x) = y'(z) — pr-1(2) = -1 (2) =
1 1 n—1
Lo@) PU(E() = Lo ). wle) = TT (@2,
: : i=n—k
ako y € C*zg, 2o+ X]; Tor, < €(z) < z,,. Na jednakost y'(z) = pr_1(z) +rp_1(z) primijenite

ffn”_l dz:

y(z) ~ y(rams) = [

Tp—

Tn

pk_l(w)dw—l—/ " rr—1(z)dz,

Y(zn) = y(zn_1) —I—/ ’ pr—1(z)de + p, ili y(zn) = y(zn_1) —I—/ " Pr—1(z)de.

Za p, se kaze da je lokalna greska metode ili da je greska metode na koraku. Izracunajte
o pre-1(z)dz. Raéun pokazuje da je [ pr_1(z)dz jedna linearna kombinacija vrijednosti
Y (Tnek), -0 Y (Tno1):

/ " pei(@)de = h(boy (onok) + -+ bory(20o1)),

gdje su b_y, ..., b_; konstante. Sprovedite racun u slucajevima k =1,...,4.
Razmotrimo K. z.

y/:f(:nvy)a zo <z <zo+ X, y(fﬂo):yo

v

korak h = X/N, tj. po mrezi ¢vorova ¢, = zg + nh, gdje je 0 < n < N. Oznalimo sa y,
priblizne vrijednosti u ¢vorovima za 0 < n < N. Iz prethodnog izvodenja vidimo da smo ustvari
konstruisali jednu numericku metodu za rjesavanje postavljenog K. z. Ta metoda izrazava se
sljedecom §emom za racunanje koja ide u racunar:

Yo = Yoot + h(bok F(@ntrYnot) + -+ b1 f(ZnctYa)),  k<n <N

ovo je eksplicitna (e.) 1ili ekstrapolaciona Adamsova formula. Takode se kaze i Adams—
Basfortova metoda. Vidi se da velicine b_y, ..., b_; zavise od k.
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U nastavku su date eksplicitne formule u slucajevima & = 1,....4. Koristi se obi¢na
skracenica f; = f(@;,v:):

Yn = Yn-1 + h.fn—17 - Yn = Yn—1 ‘I’ (3.fn 1~ fn 2)
Yo = Y + o

(23fn 1 16fn—2 ‘|‘ 5fn—3)7

12
h
Yn = Yn—1 + — (55fn—1 - 59fn—2 + 37fn—3 - 9fn—4)-
24
Ponekad se umjesto f; pise y.. Vidimo da je k& = 1 Ojlerova metoda. Za k = 4 kaze se
da je Adamsova e. metoda IV reda. Provjera (k = 4): b_y = [3 (J%M%dt —o bs =
RTINS T T Yt Ty

Zapaza se da metoda nije u stanju sama da startuje, odnosno da je za startovanje potrebna
1 druga, pomoéna metoda. Upravo, priblizne vrijednosti yy, ..., yp_1 izraéunaju se po nekoj
metodi tipa Runge-Kuta ili po metodi Tejlorovog razvoja yir1 = y; + f (2, yi)h + 3(fo(2i, yi) +

Fo(@s,yi) f (i, yi) )2
Sada ¢emo 1zvrsiti ocjenu lokalne greske p,,:
wr(z) = (2 — Tpep) ... (¢ — Tpo1),
1 (k+1)
rh-1(z) = Ewk(f”)y (£(=)),

min(ep—g, ..., n-1,2) < {(2) < max(e,_p, ..., To1, ),
min(z,_j, ) < {(z) < max(z,_1,z),

ot < &(z) <@ jer T € [Tpo1,Tyl;

Tn 1 Tn
o= [, reertedde = g [ nlely ™t (ele)de =

t. o srednjoj vrijednosti za integrale, jer wy(z) ne mijenja znak na intervalu z,_; <z <z,

= (&) [ anla)de =

Tn—1

izracunajte integral, pomocu smjene ¢ = z,,_1 + ht

1
= W EE)CHR T, G € (k) prepiSimo:  py = k,Cky EHD(E)R.
. . ) . 251 ,
Na primjer, u slu¢aju k = 4 dobija se Cy = [5 (¢t + 3)(t + 2)(¢t + 1)tdt = 30 tako da je

251

72 ()h5 y ().

Pn =
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! d !
Eksplicitna (k=4) —e ° ° 'ify(:n) L y'(z) ~ ps(x)
Lp_2a Lp—3 Lp_2 Lp—1
! d !
Implicitna (k = 4) ® ° [y'(z)dz y'(z) ~ ps(x)
LTp—3 Lp_2 Tp—1 z,

Prelazimo na implicitnu (i.) ili interpolacionu Adamsovu formulu. Takode se kaze i Adams—
Multonova metoda. Neka sada pi_;(z) bude interpolacioni polinom funkcije F(z) = y'(z) po
mrezi ¢vorova &,_; = &, — th, gdje je 0 < ¢ < k — 1. Sada je wi(z) = (¢ — Tp-pt1) ... (z — z,).
Izvodenje je slicno onome od malo¢as. Rac¢un pokazuje da je:

/ " Pr—1(z)dz = h(b_k+1y’($n_k+1) + ...+ boy’(azn)).

Prema tome, i. Adamsova formula:
YUn = Yn—1 + h<b—k+1f($n—k+17yn—k+1) + ...+ bOf($n7yn))7 E—-1 S n S N (1)

Ustvari smo napisali jednu jedna¢inu po nepoznatoj y,, jer y,, figurise 1 na lijevoj i na desnoj
strani posljednje jednakosti.
U nastavku su date implicitne formule u slu¢ajevima k= 1,... . 4:

k=1 Yn = Yn—1 + hfn, - Yn = Yn—1+ = (fn‘|‘fn 1)
Yn = Yno1 + h(5fn+8fn 1= faca),

Yn = Yn— 1+ (gfn+]-9fn 1_Ofn 2+fn 3)

Za posljednju formulu kaze se da je Adamsova 1. metoda IV reda.

Naravno da se lokalna greska p, definise kao p, = [0 rp_i(z)dz, gdje je rp_1(z) greska
interpolacije. Kada se sprovede ra¢un koji je po svemu slican onome od malocas onda ée se
dobiti:

1

po = 2y EICH, 6 € (2nmis, 2a)
(Cr e. # Cy i.). 19 19
Recimo, k = 4: Cy = [y (t+2)(t + 1)t(t — 1)dt = ~30° "= g yV(én)-

2. Pojam prediktor—korektor metode

Kako da se jednacina (1) rijesi brzo i sa dobrom precizno§éu? Zapaza se da je pogodno da
tu jednac¢inu rjeSavamo primjenom metode proste iteracije. Stavimo

y® =y, 4 + h(b_k+1f($n_k+1,yn_k+1) to b (@, Y1) + Do f (T, ylo 1)))
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iy =) mal>1,

gdje je ¢(t) = yn1 + h(b—k+1f($n—k+17yn—k+1) + o+ b f(Ta1,Yna) + bOf(anat))a tako
da je ¢'(t) = hbof,(zn,t); Zelimo da bude lim,_, y¥) = y,.. a treba da izaberemo pocetnu

aproksimaciju y{*). S jedne strane, za dovoljno male h biée |¢/(t)| < q < 1, odnosno uslov kon-

trakcije bice ispunjen, ako je 0 ogranicena funkcija. S druge strane, dovoljno dobru pocetnu
Y
aproksimaciju moze da nam pruzi neka eksplicitna formula.
Iskustvo pokazuje da je dovoljno da se izvrsi samo jedna iteracija. Drugim rijecima, ne ide

se dalje od £ = 1; stavlja se da je y, ~ y{!). Opisali smo postupak rjesavanja jednaéine (1).

Pogledajmo jo§ jednom taj postupak. Raéunaju se dva broja y(®) = ypred j ¢(1) — gkor,

yXT se uzima za y,,. Vidimo da se kombinuju jedna eksplicitna sema i jedna implicitna sema.

Jedna i druga Sema primijene se po jednom. Tako nastaje jedna nova (treéa) sema za koju se
kor

predskazuje, a y,°" = y,, je

n

pred
n

kaze da je prediktor—korektor tipa (skrac¢eno p.—k. tipa). Broj y
popravljena vrijednost.

Dvije seme koje se kombinuju uzimaju se sa jednim te istim redom lokalne greske A*+!. po
pravilu. Iskustvo ili praksa pokazuje da upotreba metoda oblika p.-k. daje najbolje aproksi-
macije. Basfortov broj sluzi da Multonova metoda prestane da bude implicitna.

Navedimo jedan primjer seme oblika p.—k. Adamsova p.—k. Sema IV reda data je sa:

h
Yoo = Y1+ g (55fu-1 = 59fu-z +3Tfucs —Ofu-a),  f7 = flan,y).

h
Yn = Yn—1 —I' ﬂ(g‘f; —I' 19fn—1 - 5fn—2 —I' fn—3)7 4 S n g N

3. Primjeri diferencnih sema

Buduéi da je y' = f(z,y) to je
[7 vz = [ fay@)de Gy - yloa—ph) = [ fay(e)ds.

n—ph zn—ph zn—ph

Sada se na posljednji integral primijeni neka kvadraturna formula.
Izaberimo p = 1 i1 neka se primijeni trapezna formula:

Y(n) ~Yl0) % o (Fnr,Y(#0) + T2 y(20))).

Odavde imamo Semu:

Yn = Yn-1 + §(f(wn_1,yn_1) + f(wn,yn)) ili svejedno  yn = yn-—1 + 5(]‘“_1 + fn)-

Koristi se obi¢na oznaka f; = f(z;,y;). Vidimo da je ovo jedna i. Sema.
Izaberimo p = 2 i neka se primijeni Simpsonova formula:

Y(zn) — y(Tn_2) = g(f(fvn—z, Y(Tn2)) + 4f(Tn1,y(Tn 1)) + f(Zn, y(fﬂn)))-
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Odavde imamo Semu:
h
YUn = Yn—2 + g(fn—2 + 4fn—l + fn)

Ponekad se zapisuje kao vy, = y,_o + g(yg_z + 4y, _; +v.,). Vidimo da je ovo jedna i. §ema.
Izaberimo p = 2 i neka se primijeni formula pravougaonika:

y(z) —y(z —2h) = 2hf(z —h,y(z —h)) i y(@a) —y(@ns) = 2hf(2n1, y(2n1)).
Odavde imamo $emu za racunanje:

Yn = Yn—2 + 2hfn—l-

Vidimo da je ovo jedna e. Sema.

4. Opsti oblik diferencne Sseme

vees

Razmotrimo ekvidistantnu mrezu évorova g, 1, Za, ... ¢iji je korak A > 0; x; = z¢ + th za
i > 0. Sljedecéa jednakost definise opsti oblik diferencne (ili visekoracéne ili k—koracne) metode:

k k
Z a_iYn—i — }ZZ b—if(wn—ia yn—i) = 0. (2)

Formula (2) sluzi za racunanje pribliznog broja y,, a smatra se da su veé poznati priblizni
brojevi y;, gdje je j < n.

Za startovanje Sseme treba da su veé¢ odredeni yq, ..., yr_1. Za njihovo odredivanje koristi
se neka jednokoracéna metoda.

U praksi se upotrebljavaju jedino §eme sa ag # 0. Razmatra¢emo samo Seme u kojima je
ap # 0.

Diferencne seme dijele se na eksplicitne 1 implicitne. Ako je by = 0 onda se za Semu kaze da
je eksplicitna. Ako je by # 0 onda se za Semu kade da je implicitna.

Diferencne seme dijelimo na one koje su Adamsovog tipa i one koje nisu Adamsovog tipa.
Pogledajmo koeficijente ag, a_1, ..., a_p. Akoje a_s = ... = a_j; = 0 onda se za Semu kaze da
je Adamsova ili da je Adamsovog tipa; tada je o¢ito ag=11a_; = —1.

Na kraju, lokalna greska p,, opste diferencne Seme izrazene formulom (2) definise se slicno
kao lokalna greska za ranije navedene posebne slucajeve. Neka je ap = 1. Formula (2) definise
sljedec¢u Semu za racunanje koja ide u racunar:

k k
Yo = =D a-iYnoi + 0D by (Tnis Yi)-

Ta Sema za racunanje nastala je od neke formule oblika

k

Y(@a) = — Z: a—iy(en-i) + B Y b_if(nisy(2n-i))-

=0

Prema tome (razlika)

pr = y(@n) + D a iy(@ni) — h > b_if(Tnoi, y(Tni)).
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5.7. METODA NEODREDENIH KOEFICIJENATA

Napisimo opet opsti oblik diferencne Seme:

k k k k
Z A iYp_i — hz b_ifn_i =0 ili svejedno Z A_iYp_; — h Z b_if(Zn_i,yn—i) =0,
2=0 2=0 2=0

=0
gdje su a_; 1 b_; konstante, tj. a_; 1 b_; ne zavise od h. Posmatrajmo sljedeéi izraz:

k k k k
L= a_iy(ni) —hD bif(Tairy(zni)) i L= aiy(zni)—hd by (znsi),
=0 2=0 =0 =0
gdje je ocito uzeto da je funkcija y = y(z) analiticko rjesenje d. j. y' = f(z,y). Metoda neod-
redenih koeficijenata predstavlja jedan moguéi nacin da se izaberu zasad neodredene velicine
a_; 1 b_;, tj. da se pogodno odrede koeficijenti a_; 1 b_;. Postupa se kako slijedi. Napisimo
Tejlorov razvoj funkcije y = y(z) u okolini tacke z = z,,:

1
y(zn + @) = y(z,) + y'(zn)a + gy”(ﬂcn)&2 +...

(do nekog stepena a). Diferencirajmo ili svejedno napisimo Tejlorov razvoj funkcije y' = y'(z)
u okolini tacke z = z,,:

1
Y'(on +a) = y'(en) +y"(zn)o +

Ey'"(:vn)cu2 +....

Napisimo jedan i drugi razvoj kada je « = —kh, ..., a = —h 1 @ = 0 redom. Sve to uvrstimo
u L. Na taj nacin, kada se izvrsi sredivanje:

L = Eoy(zyn) + Eihy'(z,) + Eoh?y" () + ... + Eq_lhq_ly(q_l)(:nn) + O(h?).

Sada zelimo da s§to vise pocetnih koeficijenata E, bude jednako nuli. Recimo, Zelimo da bude
Ey = E; = E; = E3 = 0. Na osnovu te zZelje odreduju se koeficijenti a_; 1 b_;.

Pretpostavlja se da je analiticko rjesenje y = y(z) dovoljno glatka funkcija.

Necemo dalje konkretizovati ovaj postupak.

5.8. OCJENA GRESKE DIFERENCNE METODE
1. Sluéaj eksplicitne Adamsove metode

Razmotrimo eksplicitnu Adamsovu Semu:

k
Yn = Yn—1 + hzb—if(xn—ivyn—i)v E<n<N.

=1

Kao i dosad, y = y(z) oznacava analiticko rjeSenje razmatranog Kosijevog zadatka y' = f(z,y),
y(z0) = Yo, a Yy, su priblizne vrijednosti. Isto tako, z,, = g+ nh = g+ nX/N (mreza ¢vorova
je ravnomjerna).

Brojeve yq, ..., yr_1 dala je neka pomocéna metoda. Za gresku tih brojeva pretpostavlja se
sliedeée: |R;| = |y(z;) —y;| < Coh**tzaj=1,... k—1.
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Iz 5.6. za lokalnu gresku p,, znamo:

k
P = y(@a) —yi = Ceb*My®HI(E), gdieje  yn = y(@am1) + B boif (Tami, y(@ami)):
i=1
Slijedi
|Pn| S Clhk+17
ako se pretpostavi: (k 4+ 1)-vi izvod y*+Y(z) funkcije y = y(z) je ograni¢en na intervalu
[z0, o + X], gdje y = y(z) oznacava bilo koje rjesenje d. j. y' = f(z,y). Ako f € C*(Q) =
C*([zo, 2o+ X] x R) onda vazi ta ograni¢enost, ako su jo§ naravno svi parcijalni izvodi funkcije
f = f(z,y) do reda k uklju¢eno ograniceni na skupu .
Mi treba da ocijenimo gresku metode R,, = y(x,) — y, za razne n.
Mi ¢emo u izvodenju izraziti R,, preko R, ..., R,_1. Mi ¢emo napredovati po z—osi od
tacke x = xo prema tacki ¢ = zy = zo + X.

Ln . ..
PnI yE ) Slika za 1. Eksplicitna Adamsova
Yn y(z,) je tacan broj, y, je priblizan broj (ra¢unar saopstava y,,)
R, = y(z,) — yn je greska, p, je lokalna greska
Yn

Vidjeéemo da je potrebna jo§ jedna pretpostavka (treca), pa se sada i ona uvodi, kako slijedi.
Neka funkcija od dvije promjenljive f = f(z,y) zadovoljava Lipsicov uslov po svojoj drugoj
promjenljivoj y sa LipS§icovom konstantom L, tj. neka za ma koje dvije tacke (z,y;) € Q1
(z,ys) € Q vazi nejednakost

|f($7y1) - f("l:7y2)| < L|y1 - y2|

Za tre¢u pretpostavku potrebno je i dovoljno da funkcija f;(z,y) bude ograni¢ena na skupu {2,
tj. da bude [f)(z,y)| < L za svako (z,y) € .
Imamo redom:

Ro=y(@n) —yn=y(zn) =y, + U, — Yo = pn + Y, —Yn =

Pn + ’y(iBn—l) — Yn—1 + hz b—i[f($n—i7 y(wn—i)) - f(wn—ia yn—i)] =

=1

k
Pn + Rn—l +h Z b—if;(lﬁn—i,gn—i)(y(ibn—i) - yn—i) =

=1

k
Pn + Rn—l + h Z b—if;(wn—iygn—i)Rn—ia

=1
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k
|Rn| S |pn| + |Rn—1| + hz |b—i||f;($n—i7gn—i)||Rn—i| S

=1

k
|pn| + [Rea| + B D2 bi| L] R

=1
Uvedimo u razmatranje niz brojeva { E, }_ sljedeéom relacijom:
E, = max(|Ro|, |Ri1|,...,|Ra]), n>k.

Jasno, |R,| < E,. Jasno, uvedeni niz brojeva je neopadajuéi. Mozemo reéi da uvedeni brojevi
odrazavaju "rastuci” oblik greske 1 da majoriraju gresku. Dalje imamo:

k
|Ro| < |pal + Ency + By [b_i| LE, 1,

=1

|Rn| S |pn| + En—l + hBLEn—17

E, <|pn|+ En—1(1 + hBL) za n=kk+1,...,N. (1)

Uvedena je oznaka B = Y2 | |b_;].
Odranije raspolazemo sa sljede¢im relacijama:

EO = 0, El = ...= Ek—l = Cohk-l_l, |pn| S Clhk+1 (k g n S N) (2)

Rekurentne formule (1) i (2) primjenjuju se uzastopno u nastavku.
Pisa¢emo kao da je C; > Cy. Imamo redom:

Ey < |px| + (1 + hBL)Ey_y < C1A*! 4 (1 4+ ABL)Coh*** <
C1h**! + (1 + hBL)C1A**! = C1R* 1 + (1 4+ RBL)],

Er1 < |prs1| + (1 + RBL)E), < C1h*' + (1 4+ RBL)C1R*™[1 4+ (1 4+ hBL)] =
C1h** 1+ (1 + hBL) + (1 + hBL),

slicno By < Cih* 1+ (1 + RBL) + (14 ABL)* + (1 4+ hBL)®],  itd.

En < Cih*™ ' 1+ (1+hBL)+ (14 hBL)*+ ...+ (1 + hBL)N "],

Exy <CiR* 1+ (1 +hBL)+ ...+ (1 + hBL)Y 1] = zbir geometrijske progresije
1 1
hFt 1+ hBL)Y —1] < C;h**'——(1+ hBL)"
O ) (LT ABL)T — 1 = Gl (L4 RBL)T

) ) 1\" 1\ "
poznato je lim <1 + —) =e, Vn (1 + —) <e,
n

n—oo
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poznato je lim (1 + ﬁ) =e% Vn (1 + E) <e*, a>0.
n

n—oo n

1
Mi imamo Ey < Clhk+1ﬁeXBL = Ch*

XBINY
jer je (14 hBL)N = (1 + T) < XBL,

Mi imamo definitivno |Ry| < Ch*.

Formulis$imo teoremu koju smo upravo dokazali.

Teorema. Neka su ispunjeni sljedeéi uslovi. (a) Neka y = y(z) oznacava bilo koje rjesenje
d. j. v = f(z,y). Za svaku funkciju y = y(z) vazi y € C**zg, 2o + X]. Sve funkcije
yF+1) — o (k+1)(2) su ravnomjerno ograni¢ene na intervalu [zg, zo + X]. (b) Funkcija fy(z,y) je
neprekidna i ograni¢ena na skupu = [z, 2o+ X] X (—00, +00). (c) Startne priblizne vrijednosti
Y1, ..., ys—1 dobijene su po nekoj semi tipa Runge-Kuta ¢iji red lokalne greske iznosi A*+?. Tada
vazi nejednakost |Ry| < Ch*, C' = const, tj. C ne zavisi od h.

Vaze nejednakosti |R,| < Ch*, gdjeje 0 < n < N.

Kao $to je radeno, skup {2 moze se smanjiti do skupa Q' C R? koji predstavlja usku traku oko
grafika funkcije y = y(z), tj. oko grafika analitickog rjeSenja razmatranog Kosijevog zadatka.
Tacke (z,,y,) pripadaju £'. Za pojedino zy < z < 2o+ X, skup Q' obuhvata y(z) —e <y <
y(z) +e.

2. Sluéaj implicitne Adamsove metode

Razmotrimo implicitnu Adamsovu §emu:

k-1
Yn = Yn-1 + hzb—if($n—i7yn—i)7 E-1 S n S N. (3)

2=0

k+1 a vidjedemo da je greska reda h*. Izvodenje

je sli¢éno 1 iskaz teoreme je slican pa ¢emo iznijeti bez dokaza. Ipak, pojavljuje se jedna razlika,
kako slijedi. Kod eksplicitne §eme u iskazu teoreme je bilo: neka je N ma kakav prirodan broj i

Bice opet: znamo da je lokalna greska reda h

neka je onda h = X/N. Sada u iskazu teoreme imamo: neka je N dovoljno veliki prirodan broj
i neka je onda h = X/N. Ili: neka je broj A > 0 dovoljno mali. Ovim se postize da jednacina
(3) ima jedinstveno rjesenje za svako n.

(Fho > 0) (Vh < hg) (postoje jedinstveni brojevi {y,} & vaii |R,| < Ch*)

Ima jo§ jedna okolnost karakteristi¢na za implicitnu Semu. Jednaéina (3) po nepoznatoj y,
po pravilu bude rijesena samo priblizno ta¢no. Ako se ona svaki put, tj. za svako n rijesi sa
greskom do Cyh**t!, gdje je Cy neka konstanta, onda iskaz teoreme ostaje da vazi.

3. Opsti slucaj diferencne metode ili slucaj diferencne metode koja ne mora da
bude Adamsovog tipa

Razmotrimo Semu:

k k
Yaigni—hY b if(tniyai) =0, a#0, k<n<N (4)
=0

=0

——————page9of 12— ——



——— xnumeri.tex ———

Teorema. (a) Neka lokalna greska ima red veli¢ine 2°+1. (b) |f)(z,y)| < L za (z,y) € Q. (c)
Red veli¢ine greske brojeva yy,...,yr_1 jednak je h*t!. (d) Neka je ispunjen uslov «, v, nize.
Tada je red veli¢ine greske seme (4) jednak hA* (Vh < hyg).

Ovu teoremu navodimo bez dokaza, a samo ¢emo razjasniti §ta je to "uslov o”.

Razmotrimo jednac¢inu po nepoznatoj a € C":

k k-1
aga” + a_j« 4+...4+a_ =0,

ovo je tzv. karakteristi¢na jednalina. Sagledajmo sva njena rjeSenja (sve njene korijene) u
kompleksnoj a-ravni. Uslov « ili uslov korijena glasi: svi korijeni su po modulu < 11 svi
korijeni koji su po modulu = 1 su prosti (jednostruki).

Primjer. Sema

Yn = _4yn—1 + 5yn—2 + h(4fn—1 + 2fn—2)

ima lokalnu gresku O(h*). Njena karakteristi¢na jednacina glasi a® + 4a — 5 = 0, korijeni su
a; = 11 ay = =5, tako da uslov « nije ispunjen. Tu Semu ne treba upotrebljavati.

prost Slika za 3. Opsta diferencna

Korjjeni ay, ..., ap

Napomena za buduée gradivo. Kasnije ¢emo u 5.11. raditi Milnovu p.—k. metodu, tako da
se 1zrazava preko dvije formule:

prva formula yn:yn_4—|—h(... )
znadi af — 1 =0, slijedi a; 5 = +1, ag4 = +4, tako da je uslov « ispunjen,
druga formula yn:yn_z—l—h(... )
znaci o’ — 1 = 0, slijedi a; 5 = +1, tako da je uslov « ispunjen.
5.9. ADAMSOVA METODA CETVRTOG REDA
Adamsova p.—k. Sema IV reda izrazava se pomocu sljedece dvije formule:

pred

h
Yl =y + — (55f(:vn_1,yn_1) —59f(pn_2,Yn—2) + 37f(Tn-3,Yn—3) — 9f (zn_a, yn_4)),

24
h
Yn = Yn—1 —I' ﬂ (9f($n7 ygred) —I' 19f($n—17yn—1) - 5f($n—27 yn—z) —I' f($n—37 yn—S))
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zan =4,5,..., N. Njena lokalna greska p,, je reda h°, a njena greska R, = y(z,) — y, je reda
h*. Za lokalnu gresku p!, Adamsove e. Seme IV reda vaii:
1 1,251
P e, Vg (2N Vg5 !
po=C (0 = (5 W (OB, waa <€ <o (1)

A za lokalnu gresku p,, razmatrane p.—k. Seme vazi:
1 ( 19

_ l 14 5 6y __ -

VYR 0(), s <E<mn  (2)
Dosad receno radeno je ranije u naslovima 5.6. 1 5.8. a sada ¢e biti koriséeno. Zadrzavamo
ranije oznake. Primjera radi: b = X/N iy, = y**. U ovom naslovu samo ée biti izveden
efektivni izraz za p,,.

Dva broja yf™d i y,, izraéunati su oslanjanjem na jednu te istu prethodnu pribliznu vrijednost
Yn—1 (uslov u tacki ¢ = ®,_1). Ta dva broja se razlikuju zato §to se razlikuju njihove lokalne
greske p! 1 p,. Mi pisemo

red
U = Y = (Y(2n) — pn) = (y(2n) = pn) = pn = py.: (3)
Vidimo da ¢ — ¢ kad A — 0, a mi éemo to koristiti u obliku y¥ (¢') ~ y¥ (£).
3

U nastavku se jo§ samo primijene sredstva aritmetike na formule (1)—(3):

19 251 270 270
pred :n_/%_ V h__V h5:——V }5%—71%1471.
Yn P = P =y (B = 5o0y7 (8) 790Y OF = T P
(digitron pokazuje % ﬂ = 14,21). Konacno:
Pn & (ypred — yn) u drugim oznakama  p, ~ 1 (y* — yn).
14\ ’ 14\

Prakti¢ni izraz za gresku: Ry ~ YN p, exp{f;”'fV [z, (= d:n} gdje se p, uzima iz
konacéne formule, integral izra¢unati po trapeznoj formuli, staviti y( i) R Y
Na primjer, d. j. y' = 2* + ¢, znadi f(z,y) = 2> +y*> = f,(z,y) = 2.

5.10. ALGORITAM ZASNOVAN NA DIFERENCNOJ METODI

Razmatra se pocetni zadatak y' = f(z,y), o <z < zo + X, y(zo) = vo.

Samo ¢emo naznaciti elemente koji ¢ine algoritam. Zadatak je definisan sljedecim paramet-
rima: f = f(z,y), ©o, yo 1 X. Neka smo se opredijelili za jednu odredenu diferencnu metodu.
Bice izlozena dva nacéina za prakti¢nu ocjenu greske.

Prvi nacin. Sprovedu se dva odvojena proracuna. Neka su z,(zo + X) 1 zop(zo + X) dvije
priblizne vrijednosti za y(zo + X) dobijene redom sa korakom h odnosno 2h. Oznacimo sa

Ri(zo + X) 1 Rop(zo + X) odgovarajuée greske:
Y(zo + X) = zn(zo + X) + Rp(zo+ X) 1 y(zo+ X) = zan(zo + X) + Ran(zo + X).

Uzmimo da je red greske diferencne metode koja se primjenjuje jednak h?*.
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Izmedu jedne 1 druge greske postoji sljedeca veza:

th(iﬂo + X)

pm Rumo + X) =16 ii  Rop(mo + X) ~ 16Ry(zo + X).

Na obi¢an Rungeov naéin, lako se dobija sljedeéa procjena greske pribliznog broja zp(zo+X):

= (Zh(fvo + X) — zop(z0 + X))

Rh(JBO —|— X) 15

Drugi nacin. Izvrsi se jedan proracun, a greska se procjenjuje preko lokalnih greski. Koris-
timo obi¢ne oznake Nh = X i z,, = o + nh. Za gresku vazi (za razne n):

Z_: prexp{(zn — zi) £y (Geome)} il |Ra| < )0 okl exp{(zn — 2)L}, L2 3y

k=1

5.11. MILNOVA METODA

Neka je Nh = X i z,, = zg + nh. Milnova metoda defini§e se §emom za racunanje:

4h
yzred = Yn-4 + ? (2f($n—37 yn—S) - f(:l:n—27 yn—2) + 2f($n—17yn—1))7
h pred
yn:yn—2+g(f(wn—27yn—2)+4f($n—17yn—1)+f($n7yn ))7 n:4757"'7N'
Prva formula moze da se dobije kada se u identitetu [7” y'(z)dz = [7"  f(z,y(z))dz funkcija
F(z) = f(z,y(z)) zamijeni svojim interpolacionim pohnomom po tackama z = z,_4, T =
Tp_3, T = Tp_2 1 = ¢, 1. Kada se izra¢una integral od polinoma onda ¢e se kao jedan

sabirak dobiti 0 - F(z,_4). Druga formula moZe da se dobije kada se napise [ y'(z)dz =
for, f(z,y(z))dz ionda se f(z,y(z)) zamijeni svojim interpolacionim polinomom koji se odnosi
na tacke z,,_s, x,,_1, £, 1 ©,41. Kada integral od polinoma onda ¢e se kao jedan sabirak dobiti
0 f(Zns1,y(Tns1))-

Lokalna greska Milnove metode je reda h®, a njena greska R,, je reda h*.

Za lokalnu gresku p,, vazi prakti¢na procjena:

1
Pn A (yzred yn) ili u drugim oznakama Pn R Yy — yn)-

29 29 (

Ponavljanje o visekora¢nim (diferencnim) metodama: Adamsova p.—k. cetvrtog: y:. , =

Yn + 2’1_4(55.fn - 59fn 1 ‘|’37fn—2 - 9fn—3)7 Yn+1 = Yn + % <9f;+1 + 19fn o 5.fn—1 ‘I’fn—2)7 Milnova:
yn+1 = Yn-3 —I' (2fn 2 fn—l —I' 2fn)7 Yn+1 = Yn—1 —I' %(fn—l —I' 4fn ‘I’ f;:_}_l)-
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6. NUMERICKE METODE ZA RJESAVANJE GRANICNOG ZADATKA ZA
OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Razmatratemo dvije vrste metoda. (a) Diferencne metode, drukéije se kaze — metoda
konaé¢nih razlika. (b) Varjjacione metode, za neke od njih kaze se — metoda konalnih ele-
menata. Jednu i drugu vrstu opisaéemo u slucaju diferencijalne jednacine drugog reda.

6.1. METODA KONACNIH RAZLIKA

Bic¢e konstruisana numericka metoda za dobijanje pribliznog rjeSenja grani¢nog zadatka
drugog reda. Biée dokazano da numeri¢ka metoda ima tzv. red aproksimacije A% i da je ona
stabilna u odnosu na svoju desnu stranu i svoja dva grani¢na uslova. Na kraju ¢ée biti dokazano
da ona konvergira, s tim da je red konvergencije (red ta¢nosti) takode h.

Prvo se daje postavka analitickog zadatka koji treba da bude numericki rijesen. Neka
p € C*0,X], p(z) > 0zaz€[0,X], fe C?0,X]. Razmotrimo jednacinu

—y"+px)y(z)=f(z) za0<z<X (1)

1 grani¢ne uslove

y(0) =a, y(X)=0 (2)
Iz teorije obi¢nih d. j. poznata su sljedeéa svojstva grani¢nog zadatka (1)—(2). Zadatak (1)-(2)
ima jedinstveno rjesenje y = y(z) iy € C*[0,X]. Moze se posmatrati diferencijalni operator
Ly = —y” + p(z)y &iji je domen skup D = {y: y € C?[0,X], y(0) = y(X) = 0}. Samo
se napominje da je operator L simetrican, tj. vazi (Lyi,y2) = (y1, Lys) za sve y1,ys € D (za
simetri¢nost nije potrebno p(z) > 0). Pored toga, operator je i pozirivan, tj. vazi (Ly,y) > 0 za
sve y € D osim za y(z) = 0. U Lebegovom prostoru L?(0, X), skalarni proizvod dvije funkcije
definise se kao (y1,y2) = ¥ y1(z)y2(z)dz.

Neka je N prirodan broj i neka je h = X/N. Uvedimo ekvidistantnu mrezu ¢vorova z,, = nh
za 0 < n < N. Neka je y = y(z) analiticko rjeSenje razmatranog zadatka (1)-(2), tako da je
y(z,) njegova vrijednost u ¢voru z = z,,. Neka su y,, odgovarajuée priblizne vrijednosti, biée
dobijene kasnije. Uvedimo i oznaku za gresku (gresku metode): R,, = y(z,) —y,za 0 <n < N.

Neka je .
lo(y(#4)) = =15 (4(@ns1) = 29(w0) +y(2a-))

1
ra = ~lo(y(2a) = y"(20) = 35 (y(@ar) = 2y(@a) +y(2as)) —y"(2n).
Za r, se kaze da je greska aproksimacije. Poznata je sljedeca formula:

1 ..
Tn = Eyfv(gn)h27 gd.]e Je Tp1 < 5” < Tt

Dokazimo formulu koris¢enjem Tejlorovog razvoja
1 1 1
y(on+ @) = y(on) + ay'(wn) + 50°y"(2n) + 570%y" (@) + o'y (2 + ba)
(0<f<l)kadajea=hia=—h
1

r, = —
"2

() + 0" (o) + 0™ ()* — 2y o)+
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1 2 1 4 "
y(oa) + 59" (@) + ™ (€)R*) — 2" () =
1 1
e (Z/IV(&) + Z/IV(&)) = 19Y

Tako da je greska aproksimacije reda h?. Ili |r,| < 5 Myh%, gdje je My = max,eo.x) |y’ (=),
gdje je y = y(z) tacno rjeSenje za (1)—(2).
Neka je p, = p(z,) 1 fn = f(2,). Napisimo jednacéinu (1) kada je z = z,:

IV(€)h27 Tp—1 < € < Lpt1-

—y”(:l?n) +pny($n) = fa-

Uvedimo oznaku

Uy(2n)) = =55 ((@asa) = 29(20) + y(@aa)) + puy(a).

Imamo
Z(y(:l)n)) = fn — Tn.

U numerickoj metodi, drugi izvod y”(z) u évoru ¢ = x,, zamjenjuje se razlikom drugog reda
koja je sastavljena od efektivno poznatih brojeva {y,}Y_, (bi¢e dobijeni kasnije), tj. od y,_1,
Yn, Yns1, a ne od brojeva y(z,_1), y(=n), Y(Tni1). Mi éemo saznati brojeve {y, }_, ako rijesimo
sljedeci sistem linearnih jednacina:

1

h?

(yn—l—l - 2yn + yn—l) + Pnln = fn ili z(yn) = fn7 1 <n< N — ]-7 (3)

Yo =a, yy=>o. (4)

Imamo da je £(y(z,)) = fo — a1 £(yn) = fn. Oduzimanjem, uzimajuéi u obzir linearnost
diferencnog izraza /£,

Ly(zn))—L(yn) = fo—rn—fa I Ly(zn)—y,) =—r, i L(R,)=-r,, 1<n<N-1,

veza greSke metode R,, 1 greske aproksimacije r,.

Bic¢e dokazana sljedeéa teorema.

Teorema. Sistem linearnih jednaéina (3)-(4) ima jedinstveno rjesenje {y,})_, i vazi
sljedeéa formula (za ocjenu greske):

max_|R,| < iX2M4hz.
0<n<N 96
Mi ¢emo ustvari dokazati nesto opstiju teoremu koja se odnosi na nesto opstiju situaciju.
Prethodna teorema analizira samo gresku metode. Sljedeca teorema uzima u obzir i gresku
racunanja i gresku izazvanu pribliznoscu ulaznih podataka; ulazni podaci su a1 b. Neka velicine
{yn}_, vise ne zadovoljavaju sistem (3)-(4) nego odsad uzimamo da one zadovoljavaju sljedeéi
sistem:

1

_ﬁ(ynﬁ-l - 2yn —I' yn—l) —I'pnyn - fn —I' 577, lh Z(yn) - fn —I' 577,7 ]- g n S N - ]-7 (5)

yo=a— Ry, yny=>b— Ry. (6)
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Uslovi (5)—(6) bi se ocito sveli na (3)—(4) da je §,, = 01 Ry = Ry = 0. Zasto su uvedeni 6,7
Kada se sistem linearnih jednacina rijesi onda se njegovo rjesenje radi provjere uvrsti u sami
taj sistem. Lijeva i desna strana se ne poklope veé se razlikuju za §,,. Razlikuju se zato §to se
tokom rjesavanja sistema akumulirala greska ra¢unanja. Jos, brojevi 4, odgovaraju i slucaju
kada je desna strana jednacine f = f(z) poznata samo priblizno, poznata sa nekom greskom.
Zasto su potrebni Ry 1 Ry? Moguce je da su brojevi a 1 b koji defini$u par grani¢nih uslova
samo priblizno poznate veli¢ine.

Za mjeru greske racunanja uzeéemo maxgcn<n |0,|. Za mjeru greske ulaznih podataka
uzeéemo max(|Ry|, |Rn|). I dalje je R, = y(z,) — y,.. Sada R, odrazava sve tri komponente
greske (metode, rac¢unanja i od ulaznih podataka).

Ranija veza {(R,,) = —r, sada u novoj situaciji o¢ito postaje

UR,) = —1y — by, 1<n<N -1

Sada u novoj situaciji vazi sljedeca teorema (koja ée biti dokazana).
Teorema. Sistem linearnih jednaéina (5)-(6) ima jedinstveno rjesenje {y,}_, i vazi
sljedeéa formula (za ocjenu greske):

L s 2 Lo
01&35\/_|R | < %X Myh* + 8X max |0, + max(|Rol|, |Rn|)-

Dokaz teoreme. Sistem linearnih jednacina (5) sastoji se od N — 1 jednacina i ima N — 1
nepoznatih {y,}N ', Mozemo pomnoziti jednacine sa —h?. Oznacimo sa M matricu sistema,
ona je dimenzije (N — 1) x (N —1). Vidimo da je matrica M trodijagonalna. Prvo pitanje:
pokazacemo da je matrica M regularna, tj. da je det M # 0; koristicemo sljedeée: p(z) > 0 za
svako = € [0, X] = p, > 0 za svakon € {1,..., N — 1}. Mi piSemo

—2 — pih? 1 0 - 0 0
1 2 —pah? 1 er 0 0
M =
0 0 0 v 1 —2— py_1h?

-2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
M=} 0 1 -2 1 0
o 0 1 -2 1
o 0 0 1 =2
Posmatrajmo homogeni sistem Mx = 0, stavimo z; =  Jmax |£,| 1 dopustimo da je |z;| > 0.

Ne moze biti [ = 1, buduéi da prva jednacina sistema glasi —2z; + x5 = 0 ili —(2 + ph?)z; +
zo = 0. Na isti na¢in, ne moze biti I = N — 1. Prema tome, [-ta jedna¢ina ima oblik
21—y — (24 pih?)z; + 2141 = 0. Napisana relacija je odrziva samo ako je py = 01 @_; = 71 = 2141.
Zatim gledamo (I — 1)-vu jednaéinu, itd. (zatim gledamo (I + 1)—vu jednacinu, itd.). Tako
dobjjamo z; = ... = zy_;. Dobili smo kontradikciju jer smo dopustili da je |z;| > 0. Ne
moze biti |z;| > 0, mora biti |z;| = 0. Znaéi |z,| = 0 za svako n = 1,..., N — 1. Znadi da
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homogeni sistem Mx = 0 ima samo trivijalno (nulto) rjeSenje. Mi smo pokazali da je matrica
M regularna.

Zato sistem (5)—(6) ima jedinstveno rjesenje. Prvo pitanje je zavr§eno.

Mi raspolazemo sa

UR,) = —1y — by, 1<n<N -1 (7)

Bilo bi bolje da raspolazemo sa R,, = .... Kao da bi se na relaciju 4(R,) = —r,, — §,, primijenio
operator £71. O tome je ustvari rije¢ u nastavku.
Mi raspolazemo i sa

1
7| < EJ\/.f4h2, 1<n<N-1. (8)
Yy I
y(T,) IR“
y=y(z)
a
b b
: | : |
0 T Hip) Ty N1 X L

Dokazimo dvije leme (uslov stabilnosti).

Lema 1. Neka je p, > 0za 1l <n < N —1. Neka je £(z,) = —h%(zm_l — 2z, + zn_l) + PnZn.
Neka je {z,}_, ma kakav konac¢an niz brojeva. Ako je £(z,) > 0za1<n < N —11iz >0,
zy > 0ondajez,>0zal<n<N-1.

Dokaz. Uvedimo oznaku d = Oini<nN 2, 1 dopustimo da je d < 0. Za koje n vaz z, = d? Ne

moze biti zy = d, niti zy = d. Neka je ¢ najmanji cio broj za koji je z, = d. Imamo z,_; > d 1
Zg1 > d. Tako da je — (2401 — 224+ 24—1) < 0. Jo§, p, > 012, =d < 0= p,z, < 0. Sabiranjem

1
Uzy) = —ﬁ(zqﬂ — 224 + zq_l) + pgzq < 0.

Po uslovu leme je £(z,) > 0, tako da smo dobili kontradikciju. Dakle, ne moze biti d < 0, nego
mora biti d > 0. Lema je dokazana.

Lema 2. Nekaje p, > 0zal <n <N —1. Neka je £(z,) = —h%(zn_,_l — 2z, + Zn—l) + PnZn.
Neka je {z,}Y_, ma kakav konacan niz brojeva. Vaii nejednakost

1, ..
Jnax, |zn| < max(|zol, |zn]) + §X Z, gdjeje Z = Jmax, ()]
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Dokaz. Uvedimo u razmatranje niz brojeva
X —nh
X

b1
+ |zN|% + 5 Z(X = nhjnh.

Wn = |Z0|

Iz eksplicitnog izraza za w, je w, > 0. Neposrednim ra¢unom nalazimo da je —h% (wn+1 — 2w, +
wn_l) = Z, tako da je {(w,) = Z + pow, > Z. Dalje, zal < n < N — 1 imamo {(w, + z,) =
Uwp) £ 4(2zn) > Z £ £(z,) > 0. Pored toga, wg+ 2o = |20| £ 20 > 01wy *+ 2y = |zn| £ 25 > 0.
Prema tome, niz brojeva {w, & z,}Y_; zadovoljava sve uslove prethodne leme. Zato imamo
wp, 2z, > 0za0 <n < N. Napisimo odvojeno: w, + 2z, > 01w, — 2, > 0. Znaci da je
|2n| < wy. Slijedi da je |z,| < max w,.

0<n<N
Ostaje samo da se izratuna max w,. Imamo:
0<n<N
a2 o Jaal s < man(faol, o)+ ezl )y = max(Jzl, o)
z zn| = < max(|zol, |z max(|zo|, |zn|) = = max(|z], |2
0 X N')( > 0]y [#N X 0fy [#N X 0[5 [#N1)s
1 1,10, .. 1
—Z(X —nh)nh < -Z-X jerje  z(l—z)<-= za z€]0,1],
2 2 4 4
1_1
sabiranjem:  w, < max(|z|, |zn|) + §ZZX2.
Znadi da je max w, < max(|z|,|2x|) + $Z23X?. Lema je dokazana jer (Vn) |z,| < z =

0<n<N

< z.
orgr}mag%v |zn| < @

Lema 2 govori sljedeée. Neka {z,}Y_, predstavlja rjesenje diferencnog grani¢nog zadatka
Uz,) = fo2a0<n< N,z =a, zy =b. Tada je ispunjen tzv. uslov stabilnosti, tj. tada vazi
nejednakost ||z]| < C1||f]| + C:|gll, gdje je z = (20, 21, .., 2n), £ = (f1,-.., fn-1) 18 = (a,b).
Imamo u vidu max—normu. Dva diferencna problema: ako su mali Af i Ag onda je 1 Az
(oduzimanjem, uzmite u obzir linearnost). Male promjene f i g = samo male promjene z.

Slijedi zavrsni dio dokaza teoreme. Primijenimo lemu 2 na niz brojeva {R,}2_,:

1 2
e |Ro| < max(|Rol, [Rav)) + X maxc [6(Ra)| = po (7

0<n<N

1
max(| Rol, | Bu|) + o X* max | —r — & <

1 2 1 2
masx(| Rol, | Ruv]) + < X* maax [ral + X max [, < po (8)

0<n<
Rol, |Rwl) + 2X* L Mh 4 LX* max |6,
max(|Ry|, N)‘|‘§ o Ma +§ Jmax |-

Teorema je dokazana.

U nastavku — dopune.

Dopuna 1. O ocjeni greske.

Posmatrajmo samo gresku metode, tj. neka je §, = 01 Ry = Ry = 0. Red greske je h?,
greska ~ C'h%. Na obi¢an Rungeov naéin dobija se praktiéni izraz za gresku. Dakle, neka je z
tacka sa intervala [0, X] koja je ¢vor i po mrezi sa korakom h i po mrezi sa korakom 2h. Neka
su zp(z) 1 zon(z) dvije odgovarajuée priblizne vrijednosti. Tada je

1

greska(zp(z)) = Ru(z) = y(z) — zn(2z) =~ §<zh(w) — zzh(w)). 9)
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Drugi pristup ocjeni greske nalazimo ako diferenciramo relaciju y” = py — f: y"” = p'y +
py =y =0y 2y oy — S =+ 20y plpy — f) — f7 preko yu iy, 7a 1 <
n < N — 1 dolazimo do Mj, gdje y' treba procijeniti na bazi y'(z) ~ 5= (y(z + k) — y(z — h)),
Yl ~ i (Yn+1 — Yn—1). Time postaje upotrebljiva formula %XzMélhz

Dopuna 2. Trodijagonalni sistem.

Koji postupak moze da posluzi za rjesavanje trodijagonalnog sistema linearnih jednacina
(3)? Naravno da je to (pojednostavljeni) Gausov algoritam uzastopne eliminacije nepoznatih.
Ako je potrebno napisati program za racunar, mogu se koristiti gotove formule (Tomasov algo-
ritam):

azy+ bz =di, it ewi+bria=d, i=2,...,n—1,  a,x,_1+ chr, =d, (10)

b, d; b; d; — azﬂi
= Ay = ——, /32 = Q1 = — ) /Bi-}-l = ) - 17 ,TL—]_ (0,1 = 0)7
c1 c1 ¢+ a;oy ¢ + a;0
dn - a'n/Bn .
Ty, = —————, X = &Gr1Tiy1 + Piv1, t=m—1,.... 1

Dopuna 3. Ako potencijal nije pozitivan.

Ako se ukine uslov p(z) > 0 onda u iskazu teoreme treba dodati: za dovoljno male h > 0.
Dodati i pretpostavku o postojanju jedinstvenog rjesenja y = y(z) analitickog problema (1)—(2).

Dopuna 4. Nesto opstija diferencijalna jednacina.

Ako diferencijalna jednacina glasi y” + p(z)y’ + ¢(z)y = f(z) onda u numerickoj metodi
imamo ovakav sistem diferencnih jednac¢ina (ovakav diferencni problem):

%(yn—l—l — 2y, + yn—l) + p(wn)% (yn-l-l - yn—l) + Q($n)yn = f(:l;n)

(1 <n < N —1). Obrazlozenje: poznate su formule: limj_,q h%(y(wn_H) —2y(z,) + y(wn_l)) =

y" (), limpso & (Y(2nt1) — Y(2a1)) = y/'(2).

Dopuna 5. Drugadéiji graniéni uslovi.

Za grani¢ne uslove y(0) = a, y(X) = b kaze se da predstavljaju grani¢ne uslove prve vrste,
Dirihleove uslove. Kao sto smo vidjeli, u numerickoj metodi, njima se pridruzuju relacije yo = a,
yny = b. Ako u postavci analitickog problema pise y'(0) = a, y'(X) = b (grani¢ni uslova druge
vrste, Nojmanovi uslovi) onda u numeri¢koj mnetodi treba

%(yl - yo) =a, %(yw - yN—l) =b.

Obrazlozenje: limy_,qo h( (h)— (O)) =4'(0), limpo %(y(X) —y(X — h)) = y'(X). Pogledajmo
i slu¢aj grani¢nih uslova treée vrste, Robenovih uslova ay(0)+ay’(0) = a, By(X) +By'(X) =

U numerickoj metodi, takvim uslovima odgovaraju diferencni uslovi ayg + H%( — yo) = a,

Byn + B% (yN - yN_l) =b (a,a,a,B3,3,b € R). Bilo koji interval, ne mora [0, X

Ako se grani¢éni problem —y” + p(z)y = f(z), y(0) = y(1) = 0 rjeSava primjenom metode
varijacionog tipa (METODE KONACNIH ELEMENATA) onda se odreduje funkcija y = y(z)

koja realizuje minimum funkcionala

F(y) = (Iyy) ~2f9) = [ (/@) +p(e)y(2) — 2 2y (e) da
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gdje je Ly = —y" + p(z)y (p(z) > 0).

NEKA PREZIMENA U ORIGINALU:

Adams  Adams Gaus Gauss Lebeg  Lebesgue | Rafson  Raphson

Banah  Banach | Hermit Hermite | Lezandr Legendre | Romberg Romberg

Basfort Bashforth | Hilbert  Hilbert Lipsic  Lipschitz | Runge Runge
Kosi Cauchy Jakobi Jacobi Miln Milne Zajdel Seidel
Kotes Cotes Kuta Kutta Multon Moulton | Simpson  Simpson
Ojler Euler Lagranz Lagrange | Njutn Newton Tejlor Taylor

MATLAB je najpoznatiji komercijalni softverski paket za oblast numeri¢kih metoda.

LITERATURA. Desanka Radunovi¢: Numericke metode, Akademska misao, Beograd, 2003.
Ima na internetu. Slobodno se moze preuzeti kao jedan fajl formata pdf, ima 240 strana. Otku-
cati u Google: desanka radunovic numericke metode. Nalazi se na sajtu elibrary.matf.bg.ac.rs.

————pageTof 7T———



————— xnu.tex ————

NUMERICKA ANALIZA
SADRZAJ PREDAVANJA:

1.1 Lagranzov interpolacioni polinom
xnumera.tex

1.2 Ocjena greske za Lagranzov
interpolacioni polinom xnumera.tex

1.3 Podijeljene razlike 1 njihova svojstva
xnumera.tex

1.4 Njutnova interpolaciona formula sa
podijeljenim razlikama xnumera.tex

1.5 Konacne razlike xnumera.tex

1.6 Njutnove interpolacione formule sa
konaénim razlikama xnumera.tex

1.7 Interpolacija sa viestrukim ¢vorovima
xnumerb.tex

1.8 Interpolacija pomocu splajna
xnumerb.tex

1.9 Numericko diferenciranje xnumerc.tex

1.10 Nestabilnost numerickog diferenciranja
1 tri vrste greske u numerickim metodama
xnumerc.tex

1.11 Pojam pribliznog broja xnumerc.tex

1.12 Greska funkcije xnumerc.tex

2.1 Tri formule xnumerd.tex

2.2 Rungeovo pravilo za praktiénu ocjenu
greske xnumerd.tex

2.3 Rombergova formula xnumerd.tex

2.4 Kvadraturne formule u slu¢aju
prisustva tezinske funkcije xnumerd.tex

2.5 Gausova kvadraturna formula
xnumerd.tex

3.1 Gausova metoda eliminacije xnumere.tex

3.2 Gausova metoda eliminacije sa izborom
glavnog elementa xnumere.tex

3.3 Mjera uslovljenosti matrice xnumere.tex

3.4 Tterativne metode za rjesavanje sistema
linearnih jednaéina xnumere.tex

3.5 Zajdelova metoda xnumere.tex

3.6 Primjer iterativne metode (za
rjesavanje sistema linearnih jednacina)
varijacionog tipa xnumerf.tex

3.7 Metoda skalarnog proizvoda xnumerf.tex

4.1 Metoda polovljenja xnumerg.tex

4.2 Metoda proste iteracije xnumerg.tex

4.3 Njutnova metoda xnumerg.tex

5.1 Uvod o Kosijevom zadatku 1 lema o dva
rjeSenja diferencijalne jednacine xnumerh.tex

5.2 Ojlerova metoda 1 drugi primjeri
xnumerh.tex

5.3 Opsti slucaj eksplicitne metode tipa
Runge-Kuta xnumerh.tex

5.4 Ocjena greske za metodu Runge-Kuta
xnumerh.tex

5.5 Algoritam zasnovan na metodi
Runge-Kuta xnumerh.tex

5.6 Diferencne metode xnumeri.tex

5.7 Metoda neodredenih koeficijenata
xnumeri.tex

5.8 Ocjena greske diferencne metode
xnumeri.tex

5.9 Adamsova metoda cetvrtog reda
xnumeri.tex

5.10 Algoritam zasnovan na diferencnoj
metodi xnumeri.tex

5.11 Milnova metoda xnumeri.tex

6.1 Metoda konac¢nih razlika xnumerj.tex

Fajlovi (gsview): xnumera.tex 11 pages
xnumerb.tex 8 pages xnumerc.tex 9 pages
xnumerd.tex 16 pages xnumere.tex 16 pages
xnumerf.tex 6 pages xnumerg.tex 11 pages
xnumerh.tex 13 pages xnumeri.tex 12 pages
xnumerj.tex 7 pages. X = 10 files & 109 pages
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