Numericka analiza (A i B smjer). Ogledni primjeri

Za Prvi kolokvijum (30 poena) oblasti: Interpolacija, Numericka integracija i Numericke
metode algebre. Za Zavrsni ispit (30 poena) oblasti: RjeSavanje sistema nelinearnih jednacina,
Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine 1 Nu-
mericke metode za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine.

Za Prvi kolokvijum dolaze dva pitanja iz teorije 1 dva zadatka. Za Zavrsni ispit dolaze dva
pitanja iz teorije 1 dva zadatka.

pitanja iz teorije | zadaci
prvi kolokvijum 1-39 1-32
zavrsni 1spit 40-70 33-67

Prvi kolokvijum, najvaznija pitanja iz teorije su: 1, 2, 3, 4, 7, 12, 14, 15, 16, 19, 21, 23, 26,
27, 30, 31, 34, 35, 37, 39.

Zavrsni 1spit, najvaznija pitanja iz teorije su: 44, 45, 46, 48, 49, 53, 55, 56, 57, 59, 60, 61,
62, 63, 66, 67, 68, 69.

Sto se tice zavrsnog ispita, potreban je digitron za rjesavanje zadatka tipa: metodom proste
iteracije 1i Njutnovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog rjesenja jednaéine sinz — x +
1 = 0 na pet decimala.

(U nastavku: Pitanja iz teorije, Zadaci i RjeSenja zadataka.)
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Numericka analiza. Pitanja iz teorije
> Interpolacija

1. Najbolja aproksimacija pomoéu prave linije y = az + b (metoda najmanjih kvadrata,
linearna regresija).

2. Dokazati postojanje i jedinstvenost Lagranzovog interpolacionog polinoma (Lagrange).
Izvesti eksplicitni izraz za Lagranzov interpolacioni polinom.
Ocjena greske za Lagranzov interpolacioni polinom.
Podijeljene razlike 1 njihova svojstva.
Njutnova interpolaciona formula sa podijeljenim razlikama (Newton).

oGt w

Konacne razlike.

8. Prva Njutnova interpolaciona formula sa kona¢nim razlikama (Njutnova interpolaciona
formula za interpolaciju unaprijed).

9. Postojanje i jedinstvenost Hermitovog interpolacionog polinoma (Hermite) (interpolacija
sa viSestrukim évorovima).

10. Ocjena greske za Hermitov interpolacioni polinom (interpolacija sa vi§estrukim &voro-
vima).

11. Interpolacija pomoc¢u splajna: kako se formira sistem po nepoznatim {b;, ¢;, d; }1_;.

12. Ako je (realna) kvadratna matrica A dijagonalno dominantna onda je det A # 0.

13. Numeri¢ko diferenciranje: kako se izvodi izraz za gresku r(z) = £ (z) — L ().

14. Formula za prvi izvod u ¢voru, jednostrana formula.

15. Kako se aproksimira y”(z,) na osnovu y(2,—1), y(2,), y(Zn+1) 1 izvesti izraz za gresku
pomoéu razvoja funkcije po Tejlorovoj formuli (Taylor).

16. Nestabilnost numerickog diferenciranja.

17. Tri vrste greske u numerickim metodama.

18. Pojmovi greska i relativna greska pribliznog broja. Znacajna 1 sigurna cifra pribliznog
broja.

19. Greska funkcije A i linearna ocjena za gresku funkcije L.

>t Numericka integracija

20. Osnovna i sastavljena formula pravougaonika (zajedno sa izrazom za gresku).

21. Osnovna i sastavljena trapezna formula. Koliko se greska smanji prilikom polovljenja
koraka.

22. Osnovna i sastavljena Simpsonova formula.

23. Rungeovo pravilo za prakticnu ocjenu greske u sluc¢aju trapezne formule, dobro svojstvo
i slabo svojstvo.

24. O Rombergovoj kvadraturnoj formuli, u glavnim crtama.

25. Kvadraturne formule u slu¢aju prisustva tezinske funkcije 1 Njutn—Kotesove formule
(Cotes).

26. Ortogonalni polinomi i njihova svojstva.

27. Izvodenje Gausove kvadraturne formule (Gauss).

28. Ocjena greske za Gausovu kvadraturnu formulu.

> Numericke metode algebre

29. Gausova metoda eliminacije (sistem linearnih jednac¢ina) (kada nema biranja glavnog
elementa).
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30. Gausova metoda eliminacije sa izborom glavnog elementa — algoritam.

31. Pojam mjere uslovljenosti matrice 1 svojstva.

32. Teorema o greski rjesenja sistema linearnih jednac¢ina Ax = b ¢iji su ulaznmi podaci A i
b samo priblizno poznati.

33. Norma vektora i norma matrice u R*. Posebno || - ||, kadaje p=1,p =2, p = 0.

34. Rjesavanje sistema linearnih jednacina metodom proste iteracije: teorema o dovoljnim
uslovima za konvergenciju (|| B|| < 1).

35. Jakobijeva metoda (Jacobi) (sistem linearnih jednacina).

36. Teorema o neophodnim 1 dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije
(sistem linearnih jednacina) (|A;(B)| < 1), u glavnim crtama.

37. Zajdelova metoda, isto se kaze i Gaus—Zajdelova metoda (Seidel).

38. Primjer iterativne metode za rjeSavanje sistema linearnih jednacina varijacionog tipa ili
svejedno metoda minimalne nepovezanosti, u glavnim crtama.

39. Metoda skalarnog proizvoda (svojstvena vrijednost matrice), isto se kaze i metoda
stepena, samo dokaz navedene teoreme.

> Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina

40. Algoritam za metodu polovljenja.

41. Ocjena greske u slu¢aju metode polovljenja.

42. Priprema za metodu proste iteracije (sistem nelinearnih jednacina): kako glasi princip
kontrakcije ili Banahova teorema o fiksnoj / nepokretnoj tacki (Banach).

43. Metoda proste iteracije u slucaju dvije nelinearne jednacine: teorema o dovoljnim
uslovima za konvergenciju (¢; < 1 ili ¢o < 1), u glavnim crtama.

44. Dokazati prvu formulu za ocjenu greske u slucaju primjene metode proste iteracije

(gdje pise )
—9q : L. . ..
45. Dokazati drugu formulu za ocjenu greske u slucaju primjene metode proste iteracije
o q
(gdje pise T— q).

46. Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije u

slu¢aju jedne jednacine.

47. Metoda proste iteracije u sluéaju jedne jednacine: kako posti¢i da uslov kontrakcije
bude ispunjen (A-postupak).

48. Metoda tangente ili svejedno Njutnova metoda u slu¢aju jedne jednacine: algoritam i
izvodenje formule po kojoj se racuna x,,,;.

49. Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode tangente.

50. Dokazati teoremu o ocjeni greske u slucaju metode tangente.

51. Njutnova metoda u slucaju dvije jednatine (F(z,y) = 0, G(z,y) = 0), u glavnim
crtama.

52. Njutnova metoda u opstem slucaju Banahovog prostora (F: X — Y'), u glavnim crtama.

>t Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine

53. Lema o dva rjesenja diferencijalne jednacine.

54. Izvodenje Ojlerove metode (Euler).

55. Ocjena greske Ojlerove metode.

56. Modifikovana (ili poboljsana) Ojlerova metoda.

57. Opésti slucaj eksplicitne metode tipa Runge—Kuta (Kutta): samo sluc¢aj ¢ = 2 (kada dva
prirastaja k; 1 ko).
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58. Ocjena greske za metodu Runge-Kuta, u glavnim crtama.

59. Numericki algoritam zasnovan na metodi Runge-Kuta: prakti¢ni postupci da se ocijeni
greska.

60. Kako glase formule za metodu Runge-Kuta cetvrtog reda i kako se prakti¢no ocjenjuje
greska.

61. Pojam eksplicitne Adamsove metode — diferencne metode za rjesavanje Kosijevog za-
datka (Cauchy): formula po kojoj se ra¢una i izraz za lokalnu gresku (y, = yn—1 + h( ... ),
Pr=...).

62. Pojam implicitne Adamsove metode: formula po kojoj se rac¢una i izraz za lokalnu
gresku.

63. Pojam prediktor—korektor metode. Navesti primjer.

64. Metoda neodredenih koeficijenata za izvodenje diferencne §eme za rjesavanje Kosijevog
zadatka.

65. Ocjena greske eksplicitne Adamsove metode.

66. Kfmko glasi Adamsova prediktor—korektor metoda IV reda i kako se procjenjuje lokalna
greska <ﬁ)

67. Numericki algoritam zasnovan na diferencnoj metodi: dva nacina za prakti¢nu ocjenu
greske.

1

68. Milnova metoda: kako se izvodi formula i kako se procjenjuje lokalna greska (—)

‘ 29
(Milne).
>t Numericke metode za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obicne diferencijalne jednacine

69. Metoda kona¢nih razlika (za rjesavanje graniénog zadatka): numericki algoritam, tj.
formule koje su dovoljne da se napise algoritam za ra¢unar. Ukratko objasniti.
70. Metoda konacnih razlika (za rjeSavanje grani¢nog zadatka): dokaz teoreme o ocjeni

greske. Dovoljno je razmotriti slu¢aj kada je prisutna samo greska metode, — XM, h%.

96
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Numericka analiza. Zadaci

1 Interpolacija

1. Neka su o funkeciji y = f(z) dati podaci fc g :1,) g . Naéi najbolju aproksimaciju
oblika y = az + b (po metodi najmanjih kvadrata)

e 3 0 5] [63)

. FERE

3. Za fiksirano n, razmotrimo tzv. Lagranzove koeficijente £;(z) = ﬁ % zat=20,...,n.

p
Dokazati da je £o(z) 4+ £i(z) + ... + Lu(z) = 1.
Uputstvo. Koliki je stepen polinoma #;(z) odnosno y(z) = £o(z) +41(z)+. ..+ £, (z). Kolika
je vrijednost y(z) kada je x ¢vor.

4. Za fiksirano n, razmotrimo tzv. Lagranzove koeficijente £;(z) = [] zat1=0,...,n.

i
Dokazati da je (z — zo)*4(z) + (z — z1)*1(z) + ...+ (z — ) (z) =0zak=1,...,n
5. Funkcija f(z) aproksimira se interpolacionim polinomom sa ¢vorovima z; = a + ih, gdje
je0<i <3 (a€R,h>0). Dokazati da greska interpolacije u tacki = € (z1,z2) nije veca od
128h maXie(a,b] |f ( )|

Uputstvo. Znamo kako glasi izraz za gresku Lagranzovog interpolacionog polinoma. Neka

T;—T;

3
je wa(z) = II (z — ;). Ocijeniti sa gornje strane |wy(z)| kada je 21 < z < z.

2=0
6. Nekajea € R, h > 01in > 1. Cvorovi su ekvidistantni sa korakom h, a = zq <
£y < ... < ®, = b. Neka je P,(z) interpolacioni polinom za funkciju f(z) po razmatranoj
mreZi ¢vorova, gdje f € C™ ' a,b]. Dokazati: |f(z) — Pa.(z)| < Js—j_ll)maxte[ab] |F+D(#)] kad

T € [a,b].

2041 06 |08
v —11-05]05
Uputstvo. Posmatrati inverznu funkciju & = z(y). Izracunati z(0) pomoéu aparata inter-
polacije (primjenom Lagranzovog interpolacionog polinoma).
o 204106 08
y|—1]-051
9. Sastaviti eksplicitni izraz za kubni splajn y = s(z) koji odgovara funkciji y = f(z) na

7. Funkcija je data tablicom . Naéi priblizno nulu funkcije.

intervalu —1 < z < 1 ako se mreza sastoji od ¢vorova ¢ = —1, z = 01 z = 1. Znadi, dati su
brojevi f_1 = f(—1), fo = f(0) i fi = f(1). Smatra se da je f’(—1) = f”’(1) = 0, odnosno da
je 8"(=1) = s"(1) = 0 (tzv. prirodni "grani¢ni uslovi”).

Uputstvo. Direktnim raunom, s(z) = s;(z) za 7,01 < z < z; (i = 1,2), si(z) = a;2® +
bi:l}z + C; T + ClZ (’L = 1, 2)

10. Neka je y dovoljno glatka funkcija i neka je z; = o+ jhiy; = y(z;), j =0,+1,+2, ...
Pomocu Tejlorovog razvoja izvesti formulu za numericko diferenciranje

1
y"(zo) = 72 ( Ys + 4y2 — Sy1 + 2yo) + O(R?).

11. Neka je y dovoljno glatka funkcija i neka je z; = o+ jhiy; = y(z;), j =0,+1,+2, ...
Odredite koeficijente a, b. ¢ i d tako da vazi y"(zq + g) = S(ay_1 4 byo + cy1 + dys) + O(R?).
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12. Neka se unaprijed zna da je x = 10 £ 1. Sa koliko sigurnih cifara iza decimalnog zareza
treba saznati pribliznu vrijednost z* broja z, da bismo zatim bili u stanju da izracunamo
vrijednost izraza z* sa greskom do 107*7

Uputstvo. Formula za gresku funkcije, sluc¢aj funkcije od jedne promjenljive. Moze se
primijeniti tzv. linearna ocjena za gresku funkcije (L).

13. Neka se unaprijed zna da je ¢ = 10 £ 11y = 10 £ 1. Sa koliko sigurnih cifara iza
decimalnog zareza treba saznati pribliznu vrijednost z* broja  odnosno pribliznu vrijednost y*
broja y, da bismo zatim bili u stanju da izratunamo vrijednost izraza z2y sa greskom do 10747

Uputstvo. Formula za gresku funkcije, sluc¢aj funkcije od dvije promjenljive. Moze se
primijeniti tzv. linearna ocjena za gresku funkcije (L). Primijenite princip jednakih gresaka ili
jednakih relativnih gresaka ili jednakih doprinosa.

Stavimo f(z,y) = z’y. Veli¢ine Az i Ay odreduju se tako da bude zadovoljen uslov |Af| <
10~*. Ako dobijemo |Az| < 107" ili [Az| < 710" za neko n onda u odgovoru treba kazati:
z treba saznati sa n decimala. Slicno naravno i kada je rije¢ o |Ay| odnosno y.

14. O¢ito je z = 2 jedno rjesenje jednaéine z2 — z — 2 = 0. Kolika se greska ¢ini kada se
kaze da je z = 2 priblizna vrijednost jednog rjesenja jednaéine z* + bz + ¢ = 0, pri éemu je
b=-1401,¢=-2+0,17

Uputstvo. Pomocu linearne ocjene za gresku funkcije L, slucaj funkcije od dvije promjen-
ljive. Uslov z?+ bz + ¢ = 0 implicitno definise funkciju z = z(b, ¢), gdje imamo u vidu pravilno
izdvojenu granu od dvije grane koje postoje. Kada se F(b,c,z) = z* 4 bz + ¢ = 0 diferencira
po b, odnosno po ¢ onda

0F+@F @:B_O 0F+0F 3:3_0
o 0z 9 de Oz Oe

15. Nekajex # 0,y = %, a y* priblizna vrijednost za broj y koja zadovoljava |1—zy*| < 0,02
i |y*| = 100. Dati sto bolju ocjenu greske |y — y*| s gornje strane.

>t Numericka integracija

16. Odredite koeficijente a, b i ¢ tako da kvadraturna formula I(f) ~ S(f), I(f) =
fozh 2 f(z)dz, S(f) = (2h)*™(afo + bAfo + cA?fy) bude taéna za polinome f(z) $to je moguée
vi§eg stepena. Ovdje je a > —1, fo = f(0), f = f(h), fo = f(2h).

Uputstvo. Zelimo da bude zadovoljen uslov I(f) = S(f) kada je f(z) = 1, sli¢no i kada je
f(z) = =z, itd.

17. Razmotrimo kvadraturnu formulu I(f) ~ S(f), I(f) = [, \f/(lm_)%, S(f) = le(—é) T

c2f(0) + c;:,f(?) Odredite koeficijente ¢;, ¢2 1 ¢5 kvadraturne sume S(f) tako da bude I(f) =
S(f) kada je funkcija f polinom §to je moguée viseg stepena.

Uputstvo. Uvrstiti f(z) = 1, f(z) = z, f(z) = 2%, ..., tzv. metoda neodredenih koeficije-
nata. (Uostalom, zapazamo da se radi o specijalnom slu¢aju Gausove kvadraturne formule.)

18. Sastaviti kvadraturnu formulu I(f) ~ S(f), I(f) = [*, f(z)dz, S(f) = ci1f(z1) +
c2f(z2), tj. odrediti velicine ¢;, ¢p, @1 1 z5 tako da algebarski stepen tacnosti ove formule
I(f) = S(f) bude sto je moguée vedi.

Uputstvo. Zadatak moze da bude rijeSen pomoéu metode neodredenih koeficijenata. (Za-
pazamo da se radi o specijalnom slu¢aju Gausove kvadraturne formule.)

19. Lezandrovi polinomi P, (Legendre). Razmotrimo polinom n-tog stepena P,(z) =

1 i(:Bz —1)". Dokazati da je f_ll P.(z)P,(z)dz = 0, odnosno P,, L P, u Lebegovom

27n! dz”

prostoru L?(—1,1) (Lebesgue) kada je m # n, kao 1 || P,|| = /2/(2n + 1).
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Uputstvo. Pomoéu [ (™ (z)v™(z)dz = [u™ (z)dv™ V) (z), itd. - parcijalna integracija.

20. Dokazati da vazi rekurentna relacija (n 4 1)P,y1(2) — (2n 4+ 1)z P,(z) + nP,—1(z) = 0.

21. Cebisevljevi polinomi T,. Razmotrimo polinom n-tog stepena T, (x) = cos(n arccos x).
Dokazati da je [, M\/%_iu;zﬂdw = q kada je m # n, kao i | To|| = V27, || Tal| = m zan > 1.

Dodajmo da je n—ti polinom Cebiseva T, (z) definisan naravno za svako z € R. Relacija
T.(z) = cos(narccos ¢) vazi samo za —1 < z < 1, ali je ipak dovoljna da definise polinom.

U ovom zadatku, ||y||*> = [, W@ g,

Vice®
22. Dokazati da vazi rekurentna relacija 7,11 (z) = 22T, (z) — The1(2).

> Numericke metode algebre

23. Razmatra se sistem linearnih jedna¢ina Ax = b. Vektor b poznat je samo priblizno,
tako da se 1 rjesenje sistema x moze saznati samo priblizno. Zelimo da ocijenimo gresku za x.

9 8 7 3
Nekaje A= |8 7 6 |,b*=[b]=1|3|,b=][b],x* =z, x =[x, osim toga Ax = b,
7 6 4 4

Ax* =b*ib; = b +£ 0,001 (s = 1,2,3). Ako se x* uzme kao priblizna vrijednost za x — kolika
je greska?

Uputstvo. R(x*) < cond(A)R(b*), oznaka R — relativna greska.

24. Neka je A regularna kvadratna matrica, B = A~', a B* priblizna matrica, matrici
B, koja zadovoljava ocjene: ||[I — AB*|| < 0,02, ||B*|| = 100. Dati $to bolju ocjenu norme:
||B — B*|| s gornje strane.

Dovoljno je rijesiti jednostavni slucaj A = diag(A1,...,A.), B = diag(pa,. .., pn), B* =
diag(ys, 1), [0 = I -z

Radi jednostavnijeg pisanja, ograni¢ite se samo na slucaj n = 2.

Napomena. Nas zadatak dosta je slican zadatku broj 15. koji se odnosi na slucaj jedne
dimenzije (na sluc¢aj n = 1).

25. Neka je B = l 8:2 —()(’)6,36 ], c= [(1) ], x(0) = [; ] i x*+Y) = Bx®) 4y cza k > 0. Na
ovaj naéin definisan je niz {x®}°  &ji ¢lanovi pripadaju skupu R?. Dokazite da niz konvergira
i odredite X = lim x®),

k—oo
Uputstvo. Dovoljan uslov za konvergenciju je ||B]| < 1 u bar jednoj normi. Mozda je

|| Bl|2 < 1. Ako niz konvergira onda vazi jednakost X = BX + c.

26. Neka je A = l ; ? ] ib= l (1) ] Da 1i postoji realan broj r takav da iterativoi niz

x™ = (I — rA)x™Y 4 rb (za n € N) konvergira ka rjeenju sistema Ax = b?
Uputstvo. Neophodan i dovoljan uslov za konvergenciju glasi: za svako #, [A;(B)| < 1. Kod
nas je B=1—rA.
27. Dokazati da Jakobijev iterativni postupak za rjesavanje sistema linearnih jednacina
: . 2 -1
Ax =b, Ac R**?, b € R?, konvergira ako je A = l 1 9
Uputstvo. Ax =b = x = Bx + ¢, svojstvene vrijednosti det(A] — B) =0, |A;] < 1.
28. Dokazati da Jakobijev iterativni postupak za rjesavanje sistema linearnih jednacina
2 -1 0
Ax=b, Ac R*3 b € R? konvergirtaakoje A=| -1 2 -1
0 -1 2
29. Dokazati da Jakobijev iterativni postupak za rjesavanje sistema linearnih jednacina
Ax =b, A€ R™" b € R", konvergira ako je (a;; = 2, @;;—1 = @;;+1 = —1, a;; = 0 u ostalim
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slu¢ajevima, tj.)

R T SR |
0 e - 0 -1 2
30. Neka je dat sistem jednacina Ap =f, pricemuje A=1-C,¢;; >0, >0,1<4,5 <n.
Ako je rjesenje sistema Ap = f nenegativno (tj. ¢; > 0, 1 < i < n) tada iterativni proces:
Ut = Cpl) 4+ f konvergira.
31. Ispitati konvergenciju Jakobijevog iterativnog postupka za rjesavanje sistema linearnih

1 -2 2
jednaéina Ax =bakojeA=| -1 1 -1
-2 =2 1

2 03 05 4.1

32. Dat je sistem linearnih jednac¢ina Ax =b, gdjeje A=101 3 04 |ib=]| 73

0,1 0,1 4.8 14.7

Dokazati da iterativni postupak x*+1) = (I — §A)x*®) + éb, k = 0,1,2,... konvergira za
0 < d < 0,41 proizvoljno x(©),

> Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina

33. Metodom proste iteracije ii Njutnovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog
rjefenja jednadine /= = z? — 4z + 1 na pet decimala. (Ra¢una se dok se z,,_; i z,, ne poklope
na pet decimala.)

34. \/r =2 — 4z + 3.

35. sinz —z+1=0.

36. cosz—x+1=0.

37. e —x —2=0.

38. e —xz —4=0.

39. Metodom proste iteracije ii Njutnovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog
rjesenja jednaéine z° — z — 1 = 0 na pet decimala.

40. 23—z —2=0.

41. arctgzr = = — 2.

42. arctgz = z? — 4.

43. nz — 2z +2 = 0.

44. lnxz — 2 +4 = 0.

a
45. Neka je a > 0. Odredite realne brojeve p, ¢ i r tako da iterativni niz =, = pz, + :(i_z

_|_

raz

—- moZe da posluzi za racunanje /a1 da ima $to je moguce vidi red konvergencije.

$’I’L

1:2 + 2a
Ty —————

2z3 + a
jednagine z° — a = 0 (a # 0) ima red konvergencije r = 3.

Uputstvo. Definicija. Kaze se da iterativni niz z,41 = ¢(z,) za n > 0 sluzi za nalazenje

46. Pokazati da iterativni proces z,41 = (n = 0,1,...) za nalazenje rjesenja

pribliznog rjesenja jednaline z = ¢(z) i da ima red konvergencije r ako vazi lim z, = £ 1
n—o0

Tpy1 — & ~ c(z, — &), gdje € oznacava tacno rjesenje jednacine. Teorema. Dovoljan uslov glasi

P(&) =1 ¢'(§) =0, ..., ") =0, () £ 0.
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47. Odredite broj rjesenja sistema u R?:

22 —zy —z+2=10
$2+y2—100:0

48. Njutnovim postupkom, sa tacnoséu % -107%, odredite realno rjesenje jednaéine x> — 2z —
5=0.
49. Metodom proste iteracije rijesite jednaéinu z? = e® + 2 sa taénoséu % <1074,

50. Sa greskom manjom od % -10~* odredite maksimalnu vrijednost funkcije f(z) = e ha

intervalu [0, 7]. Koristite metodu proste iteracije.

51. Neka je a > 0. Konstruisati postupak za izracunavanje 1/4/a zasnovan na Njutnovoj
metodi. Ispitati konvergenciju tog postupka.

52. Postupkom po izboru odrediti priblizno najmanji pozitivni korijen jednaéine z sin ¢ =

1/2.
>t Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine

53. Ojlerovom metodom sa korakom h = 0,2 rijesite Kosijev zadatak y' = 2z —y, y(0) = —1
na intervalu [0, 1].
54. Za nalazenje pribliznog rjeSenja jednacine y' = f(z,y), y(zo) = yo u tackama zj =
h
zo + kh koristi se formula yri3 = yry1 + §(7y2+2 -2y, + y;) Odredite red velicine lokalne

greske predlozene diferencne seme.

55. Za rjesavanje pocetnog zadatka y' = f(z,y), y(zo) = yo koristi se diferencna Sema
Yn = Yo — 4Yp_1 + h(af(xn_z,yn_z) + ﬁf(:vn_l,yn_l)) zan > 2, gdje je z, = xo + nh za
n>01h >0, pri ¢emu su a1 [ zasad neodredeni koeficijenti. Izaberite a 1 § tako da lokalna
greska Seme iznosi O(h?).

(0) =1 0) 1 (0 < z < 1) primjenjuje se dife-
Yy =1, Yy - -

56. Za diferencijalnu jednacinu {
rencna Sema
Yirr — 2Yi +yic1 qYit1 —Yi
h? 2h
Y1 — Yo
=-1
h

4y, =0, 1<i<n-—1

y0:17

1
gdje je h = —. Odredite red aproksimacije.

Kako tre%a, izmijeniti aproksimaciju pocetnih uslova da bismo povecali red aproksimacije?

57. Pocetni problem y' = y — z, y(0) = 1 numericki rijesite na intervalu [0, 1] sa korakom
h = 0,25 Ojlerovim postupkom.

58. poboljsanim Ojlerovim postupkom

>t Numericke metode za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obicne diferencijalne jednaéine

59. Dat je grani¢ni zadatak y” +y =z, y(0) = 1, y(0,4) = 2. Odredite pribliznu vrijednost
rjesenja y = y(z) na intervalu 0 < z < 0,4 pomocu metode konaénih razlika, uzimajuéi korak
h=0,1.

60. Dat je granic¢ni zadatak

{ y' +aoy +xy =€, 0<z<3
y(0)=1, y(3)=3
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Odredite pribliznu vrijednost rjesenja y = y(z) pomoéu standardne diferencne metode (pomoéu
metode konacénih razlika) uzimajuéi korak h = 1.

61. Nastavak prethodnog zadatka. Precizno opisite kako bi se racunalo za h = 0,5 i kako
bi se onda, na osnovu dvije priblizne vrijednosti za rjeSenje dobijene sa dva navedena koraka,
ocijenila greska bolje priblizne vrijednosti (one dobijene sa manjim korakom).

2
diferencijalni izraz L(y) = y"(z) + 2y'(z) u tacki ¢ = z,, i odredite red (po h) te aproksimacije.

1
62. Dokazite da diferencni izraz M(y,h) = = {(1 —h)Yn—1— 2y, + (1 + h)yn_H} aproksimira

Pretpostavlja se da je funkcija y = y(z) dovoljno glatka.
63. Nastavak prethodnog zadatka. Upotrebite pribliznu formulu od maloc¢as L(y) ~ M(y, h)
za odredivanje priblizne vrijednosti rjeSenja y = y(z) granicnog zadatka (0 < z < 1):

{ yll_l_ 2yl =
y(0)=1, y'(1)=1

C . . . r .. ... . ..
uzimajuéi da je korak mreze h = 3 tj. uzimaju¢i da mrezu ¢évorova ¢ine z,, = nh, 0 < n < 3.

64. Razmotrimo graniéni zadatak y” + 22y’ — 2*y = 2, y(0) = 1, y(1) = 0. Neka je b = ;.
Napisati diferencne jednacine (radi primjene metode konacnih razlika).

65. Razmotrimo graniéni problem y” 4 2zy’ — z?y = 7, y'(0) + y(0) = 1, y'(1) + 3y(1) = 0.
Neka je h = i. Napisati sistem diferencnih jednacina.

66. Tanki metalni §tap duzine 1 metar (0 < 2 < 1) ima toplotni izvor i nakon vremena
dostize stacionarno stanje gdje se temperatura u pojedinoj tacki u(z) ne mijenja. Koeficijent
toplotne provodljivosti stapa zavisi od pozicije z i dat je sa ¢(z) = 1 + z®. Lijevi kraj stapa
z = 0 drz1 se na konstantnoj temperaturi od 1 stepena. Desni kraj stapa z = 1 je toplotno
izolovan, tako da u tom kraju nema ni dotoka ni oticanja toplote. Razmatrani problem opisuje

7’ M
se pomocu granic¢nog zadatka

% ((1 + :BZ)Z—Z) =f(z), O<z<l1l, wu(0)=1, '(1)=0.

Nekajen >11h = % Za razmatrani problem, napisati skup diferencnih jednacina.

67. Nastavak prethodnog zadatka. Izabrati » 1 rijesiti skup diferencnih jednacina. Moze se
napisati program za racunar. Moze se isprobati za razne n.

Radi uvida u gresku (u preciznost numerickog odgovora), izabrati neki slucaj kada se
raspolaZe 1 sa analitickim rjeSenjem (ta¢nim rjeSenjem). Na primjer, ako je f(z) = 2(3z2—2z+1)
onda je u(z) = (1 — z)?. Na osnovu rezultata, sta biste rekli o redu taénosti (o stepenu kon-
vergencije) predlozene numericke metode?
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Numericka analiza. Rjesenja zadataka

1 Interpolacija

2
ag; = < , X) = 5, a1 = <X,1> = 3, dg1 = Q12, Q29 = <1,1> = 3, bl = <f7X> = 13,
b, = (f,1) = 10. Uvedena je oznaka za skalarni proizvod (x,y) = Y7i; z;y;, gdje je x =

@ 0 ; g metoda najmanjih kvadrata.
X, X)

(Z1,...,24), ¥ = (Y1,---,Yn), kao 1 oznaka 1 za vektor ¢ije su sve komponente 1

Pat3b=13 s 1 Odgovor: y = 15z + 1,83

3a+3b = 10 =3, 0=7. govor: y = 1,9z + 1,35.

Dato je y; = 2, y» = 3, y3 = 5. Kaze se da su to izmjerene ii empirijske vrijednosti.
Kaze se da relacija y = 1,5z + 1,83 izrazava teorijski oblik zavisnosti (y zavisi od z). Po

0] 1 | 2
1,83 3,33 | 4,83

sa pojedina¢nim odstupanjima

teorijskom obliku (po modelu) imamo

10,17 —0,33 [ 0,17 |.

E?:O [z(:li) =1.
ekajen > 1. Nekaw; € Rza 0 <7 < mix # x; za+ # 7. Razmotrimo funkciju
f: R — R i stavimo f; = f(=;). L. i p. L, = L,(z) za podatke {(z;, fi)}ir, je jedan
polinom stepena < n. Ako je f polinom stepena < n onda vazi f(z) = L,(z). Zaista,
r(z) = f(z) — Ln(z) = mwnﬂ(:l:)f(“"'l)(f) (izraz za gresku) i f(*t1(£) = 0.
Posmatrajmo interpolacioni polinom za funkciju f(z) = 1, ona predstavlja polinom nultog
stepena. Ocito je f; = f(x;) = 1. Imamo:

L,(z)= ilez(:ﬂ) = zn:&(w) i Ly(z)=f(z) =1, dokazano.

2=0

Yiso( — zi)*i(z) = 0.

ogledajmo u slucaju k = 2:
(z —z0)lo(2) + ... + (2 — ) n(z) =
(:B2 — 2zxy + wg)fo(gn) +... 4+ ($2 — 2zx,, + zi)ln(w) =

22 (lo(z) + ... +La(z)) —2z (zolo(z) + ...+ Tpln(z)) + (zilo(z) + ... + T2l (z)) =

L.i. p. za f(z) =1 L.i. p.za f(z) ==z L.i. p. za f(z) = 2?2
funkcija i polinom se poklapaju funkcija i polinom se poklapaju funkcija i polinom se poklapaju

:$2-1—2£B-£B—|-.’E2:($—:B)2:0, dokazano.

Smatrali smo da je n > 2.
Sliéno se radi u opstem slucaju 1 < k < n.
r| < =h* maxeep gy [f1V (1))
namo da je po opstoj formuli |r| < Flws(z)| My, gdje je wy(z) = (2 — xo) ... (z — z3) 1
M, = maxyepa | f7V (t)]. Tako da treba dokazati da je £ |ws(z)| < 32h* kad = € (21, z5). Dato
je xy = g+ h, ©3 = xo + 2h, x3 = Tg + 3h. Stavimo t = = — zg — gh, tako da t € (—%, g)

Imamo:
i~ (30 (20 (~20) (- 30~ o~ ) (o ).
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Stavimo ¢* = . Posmatrajmo parabolu (v — 2h%)(u — 3A%) za 0 < u < %. Okrenuta

je nadolje, ima nule v = ihz 1w = %hz, ima tjeme za u = %hz (minimum), ima negativnu
vrijednost u tjemenu. Ako posmatramo za 0 < u < %: parabola je pozitivna i ima najveéu
vrijednost za v = 0,
u
h? 1 9 1,9
0<u<™ Ku— —h2> < —h2> < pp
4 4 4 4
1 9 1.,9
e £ —h2> <t2 - —h2> < Zh2p?,
2 ‘( 4 4 —4 4
1 1 1,9 3
T, < T < Ty z|w4($)| < i Zh2zh2 @h‘l, dokazano

ly—y |l =ly—y " +y| |1 -2y, ly—y"| < (ly—y*| + [yl — 2y,

100 - 0,02 2

ly —y"| < (ly —y"| +100) - 0,02, [y — y|_1_002 0.98

Odgovor: |y — y*| < 2,041.

>t Numericka integracija

@/ m 1f( \/§>+sz()+03f(\/7§).
/2 dsin t

1 dz 1 dz
o =1 10)= [ =] e Gmienn) =2 [0
S(f)=cit+ecates I(f)=5(f) catcates=m,

=T

=0 (neparna)

flz)== I(f)Z/jlﬁ

3 3
S(f):_%cl‘l‘\g_ _\/7_61+%03—0 c3 = €1,

7/2 sin? tdsin t /2
_ = 2/ sin? tdt =
0

fla)=at (5= [ =2 [ 2y [T
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/21 — 2t 3 3 3 3
2/ %dt (kada se izracuna) = % S(fy=-a+-c -a+
0

Vi3

4TS TR Ty
™ Vs Vs
5762: Cy = —

Rjesenje: ¢, = — .
J ] 1 3 3 3

Vidimo da se radi o specijalnom slu¢aju Gausove kvadraturne formule po tezinskoj funkciji
p(z) = ﬁ (tzv. Hermitova formula) kada je n = 3. Znamo da je T5(z) = cos(3 arccos z),
odnosno T3(z) = 4z® — 3z, Cebisevljev polinom treéeg stepena i da su njegove nule 1, zs, 23 —
¢vorovi kvadraturne formule. Znamo da u razmatranom specijalnom sluc¢aju p(z) = \/11—T vazi
ci="Tzal<i<n.

Navedena kvadraturna formula I(f) ~

A S(f) 1ma algebarski stepen tacnostl a=2n—1=5.
To znaci da vazi I(f) = S(f) i kada je f(z) = f(z) =2 f(z) =

‘ / z)de ~ ¢ f(x1) + caf(z2).

1 1
—, Ty = —=.
V3 VB

Predstavlja specijalan slu¢aj Gausove kvadraturne formule po tezinskoj funkciji p(z) =
kada je n = 2. Cvorovi su nule Lezandrovog polinoma drugog stepena Py(z) = 322 — 1
Algebarski stepen tacnosti kvadraturne formule iznosi a = 2n — 1 = 3.

2 2"
‘Lezandr Py L Pozam#ni||P,| =,/327 z2an > 0.

Ako je u(z) = 2" onda je u(0) = «'(0) = ... = «*V(0) = 0. Ako je u(z) = (z —1) onda
jeu™(1) =02za0 <k <n—1. Ako je u(z) = (z2 — 1) onda je u*)(-1) = u¥)(1) = 0 za
0<k<n-1.

Neka je u(z) = (z* — 1), v(z) = (> = 1)", m >0, n >0, m >n, ¢,

Rezultat glasi ¢; =1, ¢o =1, 2, = —

I
—_

= ﬁ Imamo

1 1
(P, P,) = / P (z)P,(z)dz = cmcn/ u(m)(:n)v(n)(x)dm, parcijalna integracija:

-1 -1

1 1 o 1
/ u(m)(w)v(")(w)dw = / 'U(“)(:c)du(m_l)(:c) = v(")(w)u(m_l)(w) ' . —/ u(m_l)(m)dv(")(w) =
—1 —1 z=— ~1

1
_/ (m—-1) n+1)( )diB — / u(m—2)($)v(n+2)($)dw =...=

(—1)" /1 w7 ()0 (5)dg = (—1)" /1 W7 () ede =

-1

(1) D ()™ =0

r=-1

Pokazali smo da je (P, P,) = 0.
Neka je u(z) = (z* —

1), ¢n = 527, n > 0. Imamo redom

1.7 = (PP} = & [ 0 eyl ) =

-1

e (=) /_11 w? (z)u(z)de = E(—1)"(2n). .. 1/ u(z)de;
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-1

I, = /_11 w(z)de = /1 (3:2 —1)"dz = (wz —1)"z :Zl_l — /;11 :Bd(:z:2 -1 =

1 1
—2n/ (z? —1)"'zidz = —2n/ (22 —1)" (2 -1+ 1)dz = —2n(l, + L,_1),
-1

-1

—2n 2n 2n — 2 2 2n - ... 2
n = w1 = (—=1)" : o 2Dy = (=1)" 2 (I = 2);
mri = V' gl = )(2n—|—1)-...-3 (- =2)
11 . L 2 (2m—2)-...-2 2
[Pall* = ooy - 5y (< 1) (20) . 1(=1) — 2= :
Inpl  2npl 2n+1)-2n—1)-...-3 2n +1

Poka,zaliv smo da je || P, || = ,/275;1.
Cebisev T,,(z) = cos(n arccos z), treba dokazati T,,42(z) — 22T 11(z) + Tn(z) = 0, n > 0.

mjena: arccos ¢ = &, odnosno x = cos «.

Treba dokazati cos(n + 2)a — 2 cos acos(n + 1)a + cosna = 0. Po adicionim formulama:

cos(n + 2)a — 2 cos acos(n + 1)a + cosna =
Ccos na cos 2 — sin nasin 2a — 2 cos a(cos nQ COS @ — SIN NQ SIN a) + cosna =

. . . 2 . .
cosna(cos a — sin a)—smna-251nacosa—2cosnacos o + 281n no sin o cos a + cos no =

2 . 2 2 . . .
cosna(cos a —sin” a — 2cos a—l—l) —|—smna(—2smacosa—|—2smacosa) =

cos na( —sin’a — cos? a + 1) =0, dokazano.

>t Numericke metode algebre

@) IIx — x|

Ixlloe = max fz:l | 4llc = max {; Iaijl}
91131 + 8132 + 7133 =3
[0x| [6b]| _ _ _ _
i < cond(A) bl 8xy + Txy + 623 = 3 =2, vo=—1, z3=—1
x

7QB1 —|—6£l}2 —|—4113 =4

9 8 7 -8 10 -1 3
A=18 T7 6 Al=|10 —-13 2 b=|3
7 6 4 -1 2 -1 4
|Al=24  [JAT =25 cond(A)= [|A]-][A7]| = 600
Ibll = max [b;| = 4 dato je |b; — b;| < 0,001 |6b]|| = 0,001
x=(2,-1,-1) |x|=2
|| 6x|| 0,001
5 < 600- 1 ||0x|| < 0,3 Odgovor: z; =2+0,3, o= —-1£0,3, z3=—-1£0,3.
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(Teorema: relativna greska x < cond(A) - relativna greska vektora slobodnih ¢lanova. Sa

cond(A) oznacava se mjera uslovljenosti matrice sistema.)
x =Bx+c.

Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju niza x**9 = Bx®*) 4 ¢: dovoljno je da
bude || B|| < 1. U tom slu¢aju, x*) konvergira ka rjesenju sistema x = Bx + ¢ kad k — oo.

Ako je matrica B simetri¢na onda je || B||; = max;<;<n |Ai[. Znamo da se svojstvene vrijed-
nosti A; = A;(B) matrice B mogu definisati kao rjeSenja jednacine det(AI — B) = 0, gdje je I
jedini¢na matrica dimenzije n X n. Imamo

A—06 —06

10,6 06 _ nT _ . — B =
B_l ] B=B" |Bl:=max N(B)] A B—l ~0,6 A+06

0,6 —0,6

det(AI — B) = A2 — 0,36 — 0,36 = A2 — 0,72, det(A] — B) =0, A2 — 0,72 = 0, A\;» = +4/0,72.
Ispunjeno je [A;| < 11 |Ag] < 1. Dokazali smo da niz x*) konvergira kad k — co. Dalje

x — Bx +ec 1 . 0,6 0,6 . 1 n 0 T = 076131 -+ 076:132
= Ty | 0,6 —0.6 To 1 £y = 0,6z, — 0,6, + 1
0,4z; — 0,6z, =0 =14 s 14 5 - 15 10
1 — o = T = — Ty — —
—0,6z; + 1,622 =1 yEl Y2 1 7 D) 7
15 10
Od . X = (—7 —> .
govor T

(Izbor poéetne aproksimacije x(® ne uti¢e na konvergenciju i na limes.)

Da 1i postoji r.

Teorema o potrebnim i dovoljnim uslovima za konvergenciju niza x*+1) = Bx*) 4 ¢ (metoda
proste iteracije za rjesavanje sistema linearnih jednaéina): potrebno je i dovoljno da bude
Mi(B)| < 12za1<i<mn. Misli se: da bi konvergirao bez obzira na izbor x(®) € R™.

Dato je B = [ — rA, gdje r € R. Poznato je: ako se ¢lanovi matrice pomnoze nekim
brojem onda se 1 njene svojstvene vrijednosti pomnoze sa tim istim brojem. Zaista, Ax = Ax
= (cA)x = (cA)x, isti svojstveni vektor x. Sli¢no: ako se matrica uveéa za I onda se svojstvene
vrijednosti uveéaju za 1. Zaista, Ax = Ax = (A + I)x = (A 4 1)x, ostaje isti svojstveni vektor

x # 0. U zadatku je n = 2, tako da je I = (1) (1) .
. 1 2 .
Datot]eA:[2 1].M1racunamo
ClA=1 =2 | A2 —2XA-3=0
det(/\I—A)—‘ 9 /\_1‘—)\ —2X -3 A= 1, A=3

ako je r = 0 onda nije ispunjeno |A;(B)| < 1
akojer >0ondajel+7r>1
akojer <Oondajel—3r >1

A matrice —rA su r, —3r

Ai(B)sul+r, 1—3r

Odgovor: ne moze se izabrati r € R.

@ Jakobijeva metoda (n = 2).
na

mo da dovoljan uslov za konvergenciju Jakobijeve metode glasi: matrica A je dijagonalno
dominantna, ali vidimo da u zadatku uslov nije ispunjen (nije ispunjen kada je n > 2).
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Oslanjamo se na teoremu o neophodnim i dovoljnim uslovima za konvergenciju metode
proste iteracije, uslov glasi |\;(B)| < 1 za 1 < ¢ < n. Treba ispitati svojstvene vrijednosti
matrice B.

Pogledajmo prvo specijalan slucaj n = 2:

IBET
Lo Ebz

21131 — L9 = bl
—1 + 2z = by

e

Lo

Ax=Db { Jakobijeva l o1 ] = l

= O

x=Bx+c, x*tY=pBx"® ;¢

0 L ) — 1
lel 2] detM —B)=| N T2|=x-1  depr—B)=0
s 0 T2 4
, 1 1 . .. .
A% — i 0, A= i§’ IAi| <1lzai=1,2, uslov je ispunjen, dokazano.

(Jakobijeva metoda: Ax = b, iz i—te jednacine izraziti z; za 1 < i < n, tako x = Bx + c,
zatim x**1) = Bx®) 4 ¢ za k > 0.)
Pogledajmo sada specijalan slu¢aj n = 3 (Jakobijeva):

2 -1 0 0 3 0 A =2 0 !
A= -1 2 -1 B=|3 0 3 det(A] — B) = | —3 -3 :/\3—5)\
0 -1 2 030 0 -1 A
A3 1,\ 0 A ! A2 =0, A ! i jen je uslov |X;| < 1, dok
—=A =0, = ——, =0, = —, 1Ispunjen je uslov |A; , dokazano.
2 1 \/5 2 3 \/5 punjen j

@ Na redu je opsti slucaj (Jakobijeva).

Dobice se A; = cos e Ay =, cOs %7 coey An = cos 2T
Neka je matrica B dimenzije n x n. Neka je z, = det(AI — B). Imamo zy = 1, z; = A,

Ty = A% — i, T3 = A3 — %/\. Razvoj po elementima prve vrste. Na primjer:

_1
AN L
: 72 110 -3 0 171
Ty = 0 —3 /\ —3 0 :AZE4—|—§ 0 1 1 :)\£B4+§ —5 s,
0 0 —3 A - 0 o0 -1 X
o o0 o -1 2

:c5—)\w4—|—i:n3 = 0. Sli¢no, u opstem slucaju xn_Awn—1+i$n—2 =0 (n > 2), linearna diferencna
jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima po nepoznatoj {z,}2>,. Karakteristicna
jednaéina glasi X% — AX + i = 0. Njemi korijeni su X = )‘ifm
cy (Hﬂ)n + ¢ (%ﬂ)n Trazimo ¢; 1 ¢g 1z uslova zg = 1, x; = A. Dobija se ¢; =

Opste rjesenje z,, =

—g% \)\/2)\—21_1’ Cy = %@:1 Tako da je z,, = m (—(A — VAT T 4 (A + /A% 1)n+1).

Prelazimo na rjesavanje jednacine z,, = 0 po nepoznatoj A. Neka je A = cosp (smjena):

1

Tn = 1. .
" 2n+lisin

(—(cos @ —isin )™t + (cosp + isin (p)“"’l) =

1

m( — (cos(n 4+ 1)p —isin(n + 1)) + cos(n + 1) + i¢sin(n + 1)(,0) =
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1 i 1 i 1 1
———— - 2isin(n + 1)p = w, zapaziti da je  lim sm(nl—l— )¢ - + # 0,
2ntlgsin @ 27 sin @ =0  27sin @ 2n

i 1
z, =0, M =0, sin(n + 1) =0,
2™ sin @
k k
(mn+ V) =knr, ke Z, (pzn—_r_rl, (bila je smjena) )\:cosgo:cosn_r_rl.

Dovoljno je & = 0....,2n + 1 zbog periodiénosti COs. Dovoljno jek =0,...,n da se ne bi

dvaput rac¢unalo. Treba samo k =1,...,n zbog lim,_,, s‘;ﬂﬁf # 0.
Mi smo pokazali da je Ax(B) = cos ?, gdje je 1 < k < n. Vidimo da je |[Ax(B)| < 1 za

1 < k < n. Dokazali smo da iterativni postupak konvergira.
> Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina

Metodom proste iteracije ili Njutnovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog
rjefenja jednacine /z = z? — 4z + 3 na pet decimala. (Rac¢una se dok se z,,_; i z,, ne poklope
na pet decimala.)

Yy y:w2—4$—|—3

y =+

0 1\/3

Njutnova metoda (metoda tangente) f(z) = 0, f(z) = V/z—2*+4z -3, f'(z) = \/— —2z+4,
(=) = —49;/5 — 2. Interval: neka jea =%, f(a)=—-2 <0, b=1, f(b)=1>0. Uslovi
teoreme: f € C?[a,b], f(a)f(b) <O, f'(z) > f'(1) =2, f'jestalnog znaka na [a,b] (f' > 0),
f'(z) < =2, f" je stalnog znaka na [a,b] (f” < 0), svi uslovi su ispunjeni. Kao #o biramo
bilo koju tatku iz skupa [a,b] = [1,1] takvu da je f(zo)f"(zo) > 0. Neka je zo = ;. Neka je

Tpy1 = Ty — ;,((9;';)). Sigurno je lim, o ©, = &, gdje je 1 < € < 1 rjeSenje jednadine f(z) =0,

Tn f(zn) f'(zn)
0,25 —1,5625 4.5
0,597222 | —0,194984 | 3.452552
0,653698 | —0,004015 | 3,311022
0,654910 | —0,000002 | 3,308024
0,654911

W= oS

Odgovor: =z = 0,654911.
Metodom proste iteracije ili Njutnovom metodom naé¢i pribliznu vrijednost jednog
rjesenja jednaéine z° — z — 1 = 0 na pet decimala.
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Metoda proste iteracije # = @(z). Neka je p(z) = V142, a =1, b= 2. Zatim
(1) = V2 = 1,26, ¢(2) = V/3 = 1,44, ¢ je rastuéa na [a,b]. Dalje ¢'(z) = 1

33/(1+x)2’
1 <z <2= |¢(z)] < i Uslovi teoreme: ¢ preslikava interval [a,b] u taj isti interval i

l¢'(z)| < g <1 zax € [a,b], oba uslova su ispunjena. Izaberimo z, — bilo koju tacku skupa

[a,b]. Neka je zqg = 1. Neka je z,41 = @(2,,). Sigurno je lim,,_, z, = ¢, gdje je z = £ rjesenje
jednacine z = v/1 + .

21 = 1,259921 z, = 1,312204 25 = 1322354 =z, = 1,324269
zs = 1,324633 ¢ = 1,324702 =z, = 1,324715 =g = 1,324717
zo = 1,324718

Odgovor: =z = 1,324718.

y=z3—z—1

a
Neka je a > 0. Odredite realne brojeve p, ¢ i r tako da iterativni niz z,, 1, = pz,, + a

$—2—|-
ra’ "
— moZe da posluzi za racunanje ¥/a i da ima $to je moguce vi§i red konvergencije.
:Bn
2
qga T s
‘P(ZB):WH‘E‘F? E=+a () =¢ pf—l———l———é’/é’ p+qg+r=1,
2qa  bra’ 2qa  5ra?
‘Pl(fﬂ):l’—?— : ¢'(§) =0 P= s T e =0 p—2¢—95r=0,
6ga  30ra’ 6ga  30ra?
(’0”(1;):1:4+ z’ #1(8) =0 €—4+€—7:0/'€ q+5r =20 q = —or,
p—or4+r=1 p—4r=1 5 1 ) ) 1
Eo o p=—= 1r=—= Odgovor: p=—, ¢q= -, r= ——.
p+10r —5r =0 p+o5r =20 9 9 9’ 9 9

D o z3 4 2a .
Pokazati da iterativmi proces z,.; = z, 2“3+_|_ (n = 0,1,...) za nalazenje rjeSenja
3 +a

jednaéine z® —a = 0 (a # 0) ima red konvergencije r = 3. Uputstvo. Definicija. Kaie se da

—————page 18 of 21 ———



iterativni niz ©,411 = @(z,) za n > 0 sluzi za nalazenje pribliznog rjeSenja jednacine z = p(z) 1
da ima red konvergencije r ako vazi lim z, = €1 2,41 — € ~ c(z, — §)", gdje € oznacava taéno

n—oo
rjesenje jednacine. Teorema. Dovoljan uslov glasi ¢(¢) = €1 ¢'(€) = 0, ..., " (&) = 0,
p"(€) #0.
z3 + 2a . . a -+ 2a
90(:11)_1:'2:133_'_0,7 (10(\/5)_\/52a_|_a[7
, 22+ 2a 1 %a TS + 2a 3 62> z3 + 2a 9az?
¢'(z) = +z|-+ = —T-—a- = — ,
223 + a 2 23 +a 223 4+ a 27 (223 +a)? 22%4a (223 +a)?

' (z) = —9az? B 9a(2:v3 + a)2 —z3. 2(2:1:3 +a)-2 342 — —9az? _0g —223 4+ a 37
(223 + a)? (223 4+ a)* (223 + a)? (223 + a)3 ’
—42° + 4ax? z® — ax?
"¢ 3 — 0 n" — _9 — 36
(10 (\/E) 2 (10 (:’B) a (2.’.33 _I_ a)3 a’(2$3 _I_ U,)S’
5z* — 2az)(2z® + a) — 3(z® — az?) - 622
mn — 36 ( —
SO (:B) a (2$3 _I_ G,)4
36a B 36a - 9a®

4a
QT 4 2 nye s — 3/
2 + a)4( 82" + 19az* — 2a”z), ¢"(V/a) (3a)? a ; # 0.

>t Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine

Za nalazenje pribliznog rjesenja jednacine y' = f(z,y), y(zo) = yo u tackama zj =

h
zo + kh koristi se formula yr 3 = yry1 + §(7y2+2 -2y, + y;) Odredite red velicine lokalne
greske predlozene diferencne seme.
Taylor, y = y(z), ¥y’ = y'(z), ¢ = z:

1 1 1
L = yry3 = y(zx) + 3hy'(zx) + 5(3h)2y”(wk) + 8(3h)3y"'($k) + ﬂ(?)h)‘lyw(:nk) + O(hs),
_ ﬁ [, T AN h' _2 " h_3 " _4 v I5

R = ysr + 5 (Mo = 2ppa +yi) = y(@) Hhy' (o) + 5y (@) + oy () + 5097 (22) +O(R7)+

h 2h)? 2h)3

o)+ 720" o) + 7y ) 4 7 () 4 0

/ " h2 " hs v 4 !
2¢/(2) — 2hy" (e1) — 259" (wx) — 2" (2) + O(h) + ¢/ (a)) =
h? h3 ht h
y(ze) + hy'(21) + 5y () + gy’"(ﬂﬂk) + ﬂyw(fﬂk) + 3%

(6y/(wx) + 12hy" (wx) + 13B%y" (zx) + 9B%y™ (21)) + O(R°) =

9 9 73
y(xx) + 3hy'(xx) + §h2y”(:ck) + §h3y”’(:ck) + ﬂh‘*y”’(mk) + O(h®),
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lokalna greska p=L — R = %h4yIV(azk) + O(R®), p = O(h?). Odgovor: cetvrti.

@ Za rjesavanje pocetnog zadatka y' = f(z,y), y(zo) = yo koristi se diferencna Sema

Yn = DYn_o — 4yn_1 + h(af(:l:n_2,yn_2) + ﬁf(:nn_l,yn_l)) zan > 2, gdje je z, = xo + nh za
n>01h >0, pri ¢emu su a1 3 zasad neodredeni koeficijenti. Izaberite a 1 # tako da lokalna

greska Seme iznosi O(h*).

Uvedimo skraéenice y,, = y(z,,), v, = ¥'(2x), .. ., neka p oznacava lokalnu gresku,
(racunamo razliku lijeve i desne strane) p=L—R=
2h)? (2h)3 (2h)* h? h? h*
n_5 n_2h/ ( "o " v 4 n_h/ N M A AN
= 5 (g — 2hyy, + oy = eyl ) 4 — byl oyl = o )
2h)? 2h)3 h? h?
an(y, — 2yl + By ORIy gy + g ) o) =
19 4a 3

6—a—pB)hy.+( —8+2a—p)h*y!+(6—2 —éh3”’ — 42V +0(h%).
(6 —a—8) hyy+ (= 8+ 20— B) Wy + (6 — 20 — ) Wy’ + (= o+ 5 + 5 )by + O(R)

=0 =0 —0

1 4
Tako a =2, B =4, p:(—gg—l—?a—l—%)h‘lyiv—l—O(hS),

p~ ty'V(z,)h* kad h — 0. Odgovor: a =2, 3 =4.
>t Numericke metode za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obicne diferencijalne jednacine

Dat je grani¢ni zadatak y” + zy’ + 2%y = €, 0 < z < 3, y(0) = 1, y(3) = 3. Odredite
pribliznu vrijednost rjefenja y = y(z) pomocu standardne diferencne metode (pomoéu metode

konaé¢nih razlika) uzimajuéi korak h = 1.
Oznake [a,b] = [xo, zo + X]| = [x0, zn], h = X /N, mreza je ekvidistantna. Znamo da je

y//($) _ y(:B + h) — 2yh(2$) + y($ — h) + O(hz),

y'(:v) _ y(ZE + h)2_hy($ — h) + O(hz)
f(z)

Prema tome =

{ y" +p(e)y + q(z)y =
y(a)=A, yb) =18

{ hiz(yn%—l — 24n + Yn_1) ‘|‘P($n)i(yn+1 —Yn-1) T ¢(n)yn = f(2n), 1<n<N-1 (%)

yo=A4A, yvn=1DB (%)
Vidimo da ima N +1 uslova i N +1 nepoznatih yo, y1,...,yn (N —1 uslovai N —1 nepoznatih

Y1,...,yn—1). U nadem zadatku [a,b] =[0,3], N =3, 20=0,21 =1, 3 =2, 23 = 3:

1
=2 3—2ys +y1+3 —y1 + 8ys = €7, 6y, =e* — 6 y2:662—1,

1 S + 1+ 1 1 n 3 3 1 2 1
r = 1 — - — = =€ — — — = e — — — = —e — —
Y2 51 21/2 2 31 ) 2:'/2 2y1 2 Y2 — 3 3
2 1
Y1 = Y2 — ge + 3 Poznato e =271 ¢*=17,39. Tako y» =0,23 y; = —1,25.
T 0 1 2 3

Odgovor:

y | L |—125/023] 3
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Dokazite da diferencni izraz M (y, h) = %[(1 —h)Yno1—2yn+ (1+ h)yn_H} aproksimira
diferencijalni izraz L(y) = y"(z) + 2y'(z) u tacki ¢ = @,, i odredite red (po h) te aproksimacije.
Pretpostavlja se da je funkcija y = y(z) dovoljno glatka.

Dato je L = y"+2y', M = 75 ((1 —h)y(z—h)—2y(z)+ (1+h)y(z+ h)), uvedimo skraéenice
y = y(z,), ¥ = y'(z,), ..., vréimo razvoj po Taylorovoj formuli po stepenima z — z,, (zatim
stavljamo ¢ = ,,_1 1 & = Z,41):

M—_—l(l h( l’—|——h2 " —h3 ’”—I——h4 “+Ol5) 20 + (1 4+ h)x
hz( v —hy 2 Y 6" 247 (#%) v+ )
h2 h3 h4
! " " IV 5

(y—l—hy + ?y + gy + ﬂy +O(h ))) =
1 ht ht h? h?

2h2 / hz " " IV h5 9 / n " IV h3 ]
_h?< yHy Syt Y + O( ))—— A e AT +O0(R)

Za gresku aproksimacije p = p(h) imamo p =L — M = —%y”’ - %yIV + O(h®), p ~ Ch?.
Vidimo da je limy_,o p = 0 tako da zaista aproksimira. Odgovor: aproksimacija je drugog

reda (drugog stepena).
@ Nastavak prethodnog zadatka. Upotrebite pribliznu formulu od malo¢as L(y) ~ M (y, h)

za odredivanje priblizne vrijednosti rjefenja y = y(z) grani¢nog zadatka (0 < z < 1):
y'+2' =2, y(0)=1 y(1)=1

uzimajuéi da je korak mreze h = 3 tj. uzimaju¢i da mrezu ¢évorova ¢ine z,, = nh, 0 < n < 3.
Dato je y" + 2y’ ~ h%((l — h)y(z — h) — 2y(z) + (1 + h)y(z + h)) Neka je h = %, neka

jexo =0, 2y = L, zy = %, z3 = 1, neka su yo, y1, Y2, ys odgovarajucée priblizne vrijednosti

3
rjesenja. Tako da je ustvari dato y"(z,) + 2y'(z,) ~ h%((l — h)yn-1 — 2y, + (1 + h)yn_H), sto
¢e biti upotrebljeno kada jen =11 n = 2.

Iz y(0) = 1 slijedi yo = 1, iz y'(1) = L slijedi 252 =1 ys—y, = & ys = y2 + 3, iz
y' 4+ 2y =2 (0 <z < 1) slijedi

_ 1. 2 9%, + 4 _ 1 9%, + 4 _ 17 601 + dusy — 17
r = 3 3y0 A1 3y2 o Y 3y2 ~ o7 n Y2 = 9’
2 2 4 2 2 10
= —: —y; — 2 —1Y3 = — 2y — 6 4ys = — 2y1 — 2Ys = ——.
x 3 3y1 Y2 + 3y3 27 Y1 Yo + 4y3 9 Y1 Y 9
37 47 53
O govor Yo y Y 187 Yo 187 UYs 18

(Analiticko rjesenje y = —26_29”2 + iwz — iw +14 gez. Tabela: tacke zq,...,z3 0 0,33333
0,66667 1, analiticko rjesenje y(zo),...,y(z3) 1 2,29 2,98 3,40, numericko rjesenje yo,...,ys 1
2,06 2,61 2,94, razlike ro,...,73 0 0,23 0,37 0,46.)

Dato je [a,b] = [0,1]. Prakti¢no, u unutrasnjim tackama z; i z, radeno je po formulama

Za unutrasnje ¢vorove (N — 1 tacaka), primijenite formule (x). Modeliranje
granicnih uslova (dvije tacke): ako y(a) = A = yo = A, y(b) = B = yy = B, u slucaju
y'(a)=A= 2(y1 —yo) = A4, y'(b) = B= +(yv — ynv—1) = B, slicno Agy(a) + A1y'(a) = A =
Aoyo + A4 %(yl —yo) = A, Boy(b) + B1y'(b) = B = Boyn + B %(yN —yn-_1) = B.
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