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RASPODJELE DISKRETNIH PROMJENLJIVIH
1. Binomna raspodjela
2. Puasonova raspodijela
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Diskretna slucajna promjenljiva i
karakteristiChe raspodjele vjerovatnoca

+ Funkcija X koja svakom elementarnom ishodu (dogadaju) jednog eksperimenta ,
pridruzuje neki realan broj naziva se slu€¢ajna (aleatorna) promjenljiva X.

+ Diskretna slu€ajna promjenljiva uzima sa pozitivnim vjerovatno¢ama konacan
broj vrijednosti ili prebrojiva mnogo vrijednosti (da se mogu prebrojati skupom
prirodnih brojeva)

Slu¢ajna promenjiva X je diskretnog tipa (diskretna slu¢ajna promenljiva) ako je
njen skup vrijednosti x, € S(X) konacan ili beskonacan (ali prebrojiv) niz realnih
brojeva.

»  Skup uredenih parova &iji prvi ¢lan predstavlja vrijednost x, €S(X) slu¢ajne
promjenljive X, a drugi €lan predstavlja vjerovatnoc¢u p, =P(X=x,) da slu¢ajna
promjenljiva X uzme pomenutu vrijednost x, naziva se raspodjela vjerovatnoée
slu¢ajne promjenljive X.

« Najznacajnije raspodjele vjerovatnoéa diskretne slucajne promjenljive:

— binomna raspodjela
— Puasonova raspodjela

— hipergeometrijska.....




Binomna raspodjela B(n,p)

Definisana na osnovu matemati¢ke $eme koju je definisao Bernuli (1654-1705) za
n-tostruko ponavljanje eksperimenta (Bernulijeva Sema, ,nula-jedan” raspodjela)

Binomna raspodijela B(n,p) definiSe kolika je vjerovatnoca da ¢e seu n
nezavisnih eksperimenata dogadaj A realizovati x puta, a da se nece realizovati n—x
puta, pod uslovom da je 0=x=n.
Uslovi koje ispunjava slu¢ajna promjenljiva X=broj realizacije dogadajaAu n
eksperimenata, da bi imala binomnu raspodjelu B(n,p):
— svi eksperimenti se obavljaju pod istim uslovima
— svi eksperimenti su nezavisni jedan od drugog: vjerovatnoca pojave dogadaja A
u svakom eksperimentu ne zavisi od toga da li se dogadaj A pojavio ili nije u
drugim (prethodnim ili narednim) eksperimentima
— vjerovatnoca realizacije dogadaja A u svakom od eksperimenata je konstantna i
jednaka p, odnosno

P(A)=p, P(A)=1-p=q




Zakon raspodjele vjerovatnoce
(funkcija vjerovatnoce)

Treba odrediti zakon raspodjele (funkciju vjerovatnocée) slu¢ajne promjenljive
X (broj realizacije dogadaja A) , odnosno odrediti vjerovatnocu da promenljiva X
uzme vrijednost x, odnosno da se u n puta ponovljenom eksperimenti, realizovao
dogadaj A :
f(x)=P(X = x)= p(x), x={0,1,2,3,4,....n}
— Ishod jednog eksperimenta mogu biti dogadaji A i A (koji su uzajamno
nezavisni)
— vjerovatnoéa pojave dogadaja A u jednom eksperimentu je p, a vjerovatnoéa
pojave dogadaja A je g=1-p
— Ishodi n ponovljenih eksperimenata su uredene n-torke sastavljene od
dogadaja AiA
— Povoljne su one n-torke koje sadrze x dogadaja A i n -x dogadaja A, a
vjerovatnoca svake od ovih n-torki dogadaja je:
px . qu—x

— Takvih povoljnih n-torki ima (:) =

X(n—x)! pa je zato zakon raspodjele
vjerovatnoce (funkcija vjerovatnoce) slucajne promjenljive X:
n
FG) = p) = PX =) = (1) - p*- g




Funkcija raspodjele vjerovatnoée
(za slu€ajne promjenljive sa binomnom
raspodjelom)

— Ako sratunamo sumu svih vjerovatnoc¢a p(X), ona treba da bude =1

n n
;p(x) =Z(:)-p"-q""‘= q“+(?)p-q“‘1+-“+ (nfl)p"‘l-qup“

x=0

(@+p"=1"=1
(%)-p*-q™* - ¢lanovi binomnog razvoja (g + p)™

Za slu¢ajnu promjenljivu X koja ima binomni zakon raspodjele moze se definisati i
funkcija raspodjele (kumulativne) vjerovatnoce u sliedecem obliku:

0, zax <0,
n
F(x) = Z(k)-p"-q""‘,za(] <x<n
xsk
1, zan<x

Za sve slucajne promjenljive X koje imaju sliku R(X) = {0;1;2;....n} i funkciju
vierovatnoce f(x) = (%) - p*- q"* kazemo da imaju binomnu distribuciju s
parametrima n i p i oznacavamo: X~B(n,p)




Parametri binomne raspodjele

f=p@=Px=x=")p* qv*
X
matematicko ocekivanje:
MX)=n-p
disperzija (varijansa):
DX)=s*=n-p-q=n-p-(1-p)
Standardno odstupanje

cX)=\n-p-(1-p)=ya-pq

za proracun p(x) moze se koristiti i rekurentna formula:
n—-x+1p

P(x)=T'a'P(x—1)

Ako n—< binomna distribucija teZi normalnoj distribucifi (Muavr-laplasova teorema).

Ako n—« | p—0 binomna distribucija teZi Puasonovoj raspodjeli




Binomna raspodijela

«  Primjer 1: Eksperiment se sastoji u bacanju kockice za igru. Posmatra se dogadaj A: ,Pao je
broj 6°. Ako se eksperiment ponovi 30 puta, pitamo se koliko puta moZzemo ocekivati ,Sesticu” ,
kao i koliko je prosje¢no odstupanje broja ,8estica“ od o¢ekivane vrijednosti? Naci vjerovatnocu
da su pale makar 2 Sestice.

« Rjesenje: Neka je X slu¢ajna promenljiva koja predstavlja broj pojavljivanja ,8estice“. Tada X
ima binomnu raspodelu B(30,1/6 ), pa je zbog toga:

matemati¢ko ocekivanje pojavljivanja broja 6 u 30 ponovljenih bacanja kockica:

1
M(X)zn-p:B()-g:S

— disperzija (varijansa):
D) =s*=n-p-q=n-p-(1-p)
— Standardno odstupanje=prosje¢no odstupanje=kvadratni korjen od (matemati¢kog
ocekivanja kvadrata odstupanja slu¢ajne promjenljive od matematickog ocekivanja)

o(X) =np-(1-p) =y pq=301/65/6 =2,04

— Pale najmanje 2 Sestice:- nadi p(2)+p(3)+p(4)+....p(30), ili jednostavnije:

FXz2)=1-F(X<2)=1- Z (:) op® B = Lo {(300) : (%)“- (%)3°‘°+ (310) : (%)1- (%)30‘1}
x<k

=1-1(0,004213 + 0,025276) = 1 — 0,029489 = 0,97051




Binomna raspodijela

Primjer 2: Uredaj se sastoji od 8 djelova. Vjerovatno¢a da se jedan dio pokvari je 0,3, a
djelovi se kvare nezavisno jedan od drugog. Odrediti vjerovatnoce dogadaja:

— A: pokvarila su se tacno dva dijela,
— B: pokvarila su se najvise tri dijela,
— C: pokvarila su se bar dva dijela.

Rjesenje: Neka slu¢ajna promenljiva X predstavlja broj pokvarenih djelova. Tada ona
ima binomnu raspodjelu B(8;0,3)

* A: pokvarila su se ta¢no dva dijela:- naci p(2)
n 8
= - = . » —X — - 2, 8-2 _
pP@=Px=2)=() p*q"*= (2) 0,3%-0,75°2 = 0,2965

« B: pokvarila su se najviSe dva dijela:- naci p(0)+p(1)+p(2)

FX<2)= Z (;:)  p® g

x<k

8 8 8
= (0)-0,30-0,78-0 + (1)-0,311-0,73-1 + (2)-0,32-0,73-2 =0,55175

+ C: pokvarila su se bar dva dijela:- naci p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6)+p(7)+p(8), ili
jednostavnije =nije se pokvario najmanje 1 dio ;
P(C) = P{Xz2} = 1-P{X<2} = 1- (P{X =0} + P{X =1})=1-(0,0576+0,19765)=0,728




Puasonova raspodjela Po(A)

Definisana je kao grani¢ni slu¢aj binomne raspodjele (Simeon Denis Poisson (1781-

1840)
Ako u binomnoj raspodijeli B(n,p) za fiksirano x stavimo da n—« i p—0, ali tako
da je np=A=const, onda binomna raspodjela tezi Puasonovoj raspodjeli definisanoj

sljede¢im zakonom raspodjele vjerovatnoca

xX.,—A
PAL(?C)=’1 ., x=0123..,1>0

x!

[ee] - [e'e) Ax —_
Yo Pr(x) =e AZ;::QE: et.et=1

prakticno se Puasonova raspodjela moze koristiti za n250, i p<0,1 (primjenjuje
se na rijetke dogadaje)
za prorac¢un se moze Koristiti rekurentni obrazac

A
P(x) = ol P;(x—1)




Parametri Puasonove raspodjele

AxX. e
P,)=——, x=0123.,1>0

matematicko ocekivanje:

M(X)=4
disperzija (varijansa):
D(X)=s?>=2
Standardno odstupanje
o(X) =V2

10



Puasonova raspodjela

Primjer 3: U skladistu se nalazi p = 1% neispravnih proizvoda.Naci vjerovatnocu
da se u izabranom uzorku od r elemenata iz skladiSta nade bar jedan neispravni
proizvod.

RjeSenje:

Vjerovatnoca da je izabrani proizvod neispravan p=0,01

slu€ajna promjenljiva X = broj neispravnih proizvoda u uzorku ima binomnu
distribuciju X ~ B(r; p).

za nz50, i p0,1 (mozZe se raspodjela aproksimirati Puasonovom), jer je r=100,
i p=0,01

A=n-p=r-p=100*0,01=1

vjerovatnoca da je makar jedan proizvod u uzorku neispravan P,(Xz1), jednaka
je ostatku vjerovatnoce da je jedan ispravan

A0 71 - 1
PiXz1)=1-PX<1)=1-PX=0)=1-—F—=1-et=1-=
. !
g 2,7181 R
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Puasonova raspodjela

Primjer 4: Kroz naplatnu kucicu produ prosje¢no u minuti 2 automobila. Kolika je
vjerovatnoca da ¢e u toku bilo koje minute proci: Praps

(a) jedan automobil, P;(x) = ' ,
. x!
?

. v(b)_baremls automo-blla. ) - x=0123..,1>0
RijeSenje: Broj automobila koji produ naplatnu kucicu u jednoj minuti ima
Puasonovu raspodielu Po(A),

A=2

21.0,-2

a) Pi(X=1)==—"—=2/e*=0,27067
b Pa(X23)=1-P;(X<3)=1-(PX=0)+PX=1)+PX=2)) =
0 1 2z
1-(e? (g +3+3))=1-10,6766 =0,3233
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