KVANTITATIVNE METODE U GRADEVINSKOM
MENADZMENTU
predavanja 2017/18

METODE OPTIMIZACIJE | NJIHOVA PRIMJENA U
GRADEVINARSTVU

1. Operaciona istrazivanja
2. Linearno programiranje
1. graficka metoda (u prethodnom predavanju)

2. simpleks metoda (Jordanove eliminacije)
3. transportni problemi- (4 narednom predavanju)

predavanja koncipirana uglavnom na osnovu knjige:
Z. Praiéevi¢, N. Prastevi¢- Operaciona istraZivanja u gradevinarstvu, Beograd 2009
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Opsta formulacija zadaka linearnog
programiranja

1. funkcija cilja (linearna funkcija):
max (llimin) z = f(x1, X3, .. Xp) = €1X1 + €2X + =+ +Cpxy = Y11 G- %
gdje su:
c; - troSkovi resursa, realni brojevi, za i=1,2...,n
x; - promjenljive koje treba odrediti, za i=1,2...,n
2. sistem ograni€enja (ukupno m ograni¢enja)
+ kograni¢enja sa znakom ,<*
X, + Ay + o A x, = Z;}:l aij xp <b  (i=1,2.K)
+ pograniCenja sa znakom ,2*
Ay Xy + Qg + o F QX = Dl @i Xy 2 by (iFk+, k42, k)
« m-p-k ograni¢enja sa znakom ,=*
Xy + ApXy + o QX = Z}’;l a;;x; = by (i=k+p+1, k+p+2,..m)
gdje su:
-, O @, realni brojevi, za r=1,2....n
b;, b, b, pozitivni realni brojevi
3. uslov nenegativnosti
x =20




Matri¢ni oblik zadatka linearnog programiranja

1. funkcija cilja: maxz = c"x

2. sistemograni¢enja Ax <, == b

3. uslov nenegativnosti x =0,b >0,
gdje su vektori i matrica:

[ by
c= CZ vektor trodkova resursa, b= bf vektor zahtjeva
Cn b,

a1 Q2. Qi
a a - a . ..
A=| "2 T2 Zn | matrica koeficijenata
Am1 A2 o« Opn

X1
X = ;2 vektor rjeSenja problema, ako zadovoljava sistem ogranicenja, a ako
xn

zadovoljava i uslov nenegativnosti onda ovaj vektor predstavlja i dopustivo rieSenje




Dopustivo i optimalno rjesenje, interpretacija u
n-dimenzionalnom prostoru

«  Akoje:
+ x -rjeSenje problema (zadovoljava uslove ograni¢enja)
+ x" dopustivo rije$enje koje zadovoljava uslove ogranicenja i uslove nenegativnosti
* c¢x* ima kona¢nu vrijednost, tako da:
cx* < (=)ex,
tada je x* - optimalno rje$enje problema odredivanja minimuma (maksimuma) funkcije cilja

+ komponente vektora x predstavljaju koordinate neke tatke u n-dimenzionalnom vektorskom
prostoru, a vektor x je njen vektor poloZaja (odreZuje koordinate tacke u n-dimenzionalnom prostoru)

+ ograni¢enja sa znakom < ili 2 odreduju po jedan poluprostor
« ograniéenja sa znakom = odreduju po jednu hiperravan
+ Moze se pokazati da je:
min z = - max(-z), pa se odredivanje minimuma moze tretirati, kao odredivanje maksimuma funkcije -z




Svodenje uslova ograni¢enja na kanonski oblik

sistem ogranic¢enja (ukupno m ogranic¢enja) se dodavanjem k+p dopunskih promijenljivih
pretvara u sistem jednacina, tako da se mogu pisati u tzv. kanonskom obliku:
-k ograniéenja sa znakom ,=“ se transformise:
Ap X1 + Appxp + o FAinXy T Xn4; = E}l:l ajj * Xj + Xpei = b; (|=1,2k)
+ pograni¢enja sa znakom ,2" se transformise:
aj X1 + Qiaxg + A xy — Xp4 = Z;‘:] Qjj*Xj — Xpyy = b; (i=k+1, k+2,...k+p)
+ m-p-k ograni¢enja sa znakom ,=*, ostaju ista:
@ Xy + QX + Xy = B a0 X
gdje su:
G, O 0y, realni brojevi, za r=1,2...,n
b;, bj, b, pozitivni realni brojevi
uslov nenegativnosti glavnih promjenljivih se proSiruje sa uslovima nenegativnosti dopunskh
promjenljivih

=b; (i=k+p+1, k+p+2,...m),

x=0,(za i=1,2,..n) | x,,;20,(za i=12, .. k+p)
funkcija cilja ostaje nepromjenjena (trodkovi resursa za dopunske promjenljive se pretpostavijaju
jednaki nuli, odnosno ¢,,;=0)

max z=c1Xq + CaXz + .+ CpXy = X1 G X




Uslovi za postojanje rjeSenja problema

rjieSavanje se svodi na riedavanje sistema od m jednacina (u kanonskom obliku) sa N=n+(k+p)
nepoznatih.

prema Kroneker — Kapelijevoj teoremi, potreban i dovoljan uslov da sistem linearnih jednacina bude
konzistentan, odnosno saglasan je da rang matrice sistema bude jednak rangu proirene matrice
(rang matrice je maksimalan broj njenih linearno nezavisnih vektora vrsta ili vektora kolona):

— matricu sistema ¢€ine svi koeficijenti uz glavne i dopunske promjenljive iz svih uslova
ogranicenja

— pro&irenu matricu sistema &ini matrica sistema uvecana za kolonu u kojoj se pisu slobodni
Elanovi (vektor zahtjeva)

od medusobnih odnosa broja uslova ogranienja, broja promjenljivih i ranga matrice zavisi
postojanje rieSenja i njinov broj:

— ako je m=N (N- ukupan broj glavnih i dopunskih promjenljivh) i rang matrice m, onda sistem ima
samo jedno rje$enje, odnosno skup dopustivih riedenja ¢ini samo jedna tacka, pa se ne moze
razmatrati problem optimizacije

— ako je m>N i rang matrice je m, onda je m-N ograni€enja suvisno i mozZe se odbaciti, pa se
dobija prethodni slu¢aj- samo jedno rjeSenje

— ako je m<N, a rang matrice je m, onda sistem ima viSe rjesenja, pa se moze traZiti od svih
dopustivih rieSenja optimalno- za ove potrebe je razvijena simpleks metoda




Simplex metoda reSavanja zadataka LP

Simpleks metoda - iterativha procedura za odredivanje optimalnih rje§enja problema
linearnog programiranja sa proizvoljnim brojem promenljivih (iterativni proracun se
obavlja po razli¢itim pravilima u tabelama)

Predlozio je americki matemati¢ar G.B.Danzig 1947. godine.

postoji vise varijanti simplex metode, ali se sve uglavnom zasnivaju na sljede¢im
koracima:

1.

2.
3.

prevodenju sistema uslova ograni¢enja u kanonski sistem, dodavanjem
dopunskih (ako je potrebno i vjestackih) promjenljivih

izboru najjednostavnijeg pocetnog, odnosno najjednostavnijeg bazicnog rjesenja,
provjeri optimalnosti,

iznalazenju boljeg rieSenja od onog nadenog u prethodnom koraku (ide se do
sliedece ekstremne tacke na konturi oblasti dopustivih rjesenja),

provjeri optimalnosti i ponavljanju koraka 3-5 dok se ne nade optimalno rie$enje




Simplex metod sa Jordanovim eliminacijama

najjednostavnija varijanta simpleks metode koja zahtijeva najmanje racunanja.

Neka je dat linearni program koji sadrzi funkciju cilja i uslove ogranicenja (uslovi
ograni¢enja mogu biti <, = ili 2, a ovdje je jednostavnosti radi razmatran sluc¢aj samo
sa <. Ostali slu¢ajevi se odredenim transformacijama svode na isti slucaj)

maxz =cXx, +C,X, + e+ €, X, + e+ C, X

578 nrn

apX, + X+t QX ot ax, b,
Qyiy + Xy Foar @y X Fonatly®, £ by,

a.%, +a,%; + o+ QX+ +a, X, <b,,

mn

A X +d,,X, +ota, x +...+a,x, <b

msts mnn m?




Dopunske promenljive

Uvodenjem dopunskih promenljivih

u, 20, (=12,..,m)
uslovi ograniéenja i funkcija cilja se mogu pisati u obliku sistema linearnih jednacina

Xy + Ay Xy + o+ A X, + o+ A, X, +U, = by,

inn

X +Cx 4ot e X+t e, x, —2=0.

ove se jednacine mogu napisati i u drugom obliku, kako bi se preko njih izrazile
dopunske promenljive




Jordanova (Zordanova) eliminacija

Ako se u r-toj jednacini ovog sistema izvrSi Jordanova eliminacija promenljive x,

dobija se

Kada se ovaj izraz uvrsti u prethodni sistem jednacina on postaje sistem:

G, (=%,) + @y (=X, ) F oot 8y, (~1, ) oo Gy, (=3, )+ by =,
a,(=x)+a,(x,)+ta (—u)+...+da,(-x,)+ 1;2 =%.;
() B () oot B (o, ot B ) B, 1
&, (-x) + 65 (2 oo H &, (U, ) ek &, (X, ) b g =2
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Transformisani koeficijenti

gdje su transformisani koeficijenti u jednacinama izrazeni preko ranijih koeficijenata

alf = ar[ - az_y‘ayi\ /arx"
s F=1200 j£5),

a,=-a,la,, (i=12,...
ar:» = l/ar.\"

¢c,=c,—ayc,la,, (j=12,..nm j#s),

¢, =-c,/a,.

l;,. =b-ab la,, (=12...m i#r),
b =b la,.
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Pocetno resenje, bazi¢ne i nebazi¢ne promjenljive

Ako se u sistemu jednacina u pocetnom resenju promenljive u;i z smatraju bazi¢nim
(pocetnimy), a promenljive x; nebazicnim, onda je

u,=b, x,=0, z=0, (i=12,...m j=12,..n).

Primenjujuéi Zordanovu eliminaciju iz baze prostora £m se iskljutuje dopunska
promenljiva u,, a na njeno mjesto uklju¢uje promenljiva x; i transformigu elementi a;
matrice A prema izrazima sa prethodnog slajda

U opstem slu¢aju u nekoj eliminaciji (iteraciji) p se dobijaju transformisane vrijednosti
koeficijenata iz prethodne eliminacije p-1 prema izrazima sa prethodnog slajda

Red r matrice A iz kojeg se iskljuéuje bazi¢na promenljiva i stubac (kolona) s kojem
odgovara promenljiva koja se ukljucuje u bazicno rieSenje nazivaju se, kljucni red i
kljucni stubac, a element koji im pripada naziva kljucni ili vodeci element.

Sistem linearnih jedna&ina ima n+m+1 promenljivih (n glavnih, m dopunskih i 1 je z).
Ako je rang matrice ovog sistema jednacina m+7 (koliko ima i jednacina), $to znaci
da su ove jednacine linearno nezavisne, onda se moZe pretpostaviti da m+7
promenljivih imaju nenegativne vrednosti i predstavljaju bazicne promenljive.
Preostale promenljive, kojih ima n, su nebazicne i njihova vrijednost je jednaka nuli.
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Za kljucni red r izabrati onaj red za koji je nenegativna vrijednost 8

Izbor klju¢nog reda r

U ovoj simpleks proceduri se, kako je vec¢ reeno, za polazno reSenje uzimaju u; = b;
(i=1,2,....m) iz = 0, za bazi¢ne promenljive.

Ako je izabran klju¢ni stubac s, onda se klju¢ni red r odreduje tako da se prilikom
Zordanove eliminacije p za sve bazi¢ne promjenljive, &ije su vrijednosti jednake
slobodnom ¢&lanu Efp), dobiju nenegativne vrijednosti, tj. da bude:

RP) — (1) _ R (p-D A1)y A(p-1)
b? =b b al"lal” 20,

odnosno

C(p-1) L (p=1)
b; b

~A(p-1) T A(p-l
a'crr ) acw )

s
biranjem kljuénog reda odreduje se koja se bazi¢na promjenljiva izbacuje iz baze u
sljedecoj iteraciji
Ako se uvedu oznake
6}[1}*1) :bj[ﬂfl) /&f(.‘l'*!)’ Bﬁﬂfll i b’(_.ufl) /&’(:;rHJ’
onda mora biti

6" >8P odnosno 6™ = min 67 = of

®~1 minimalna.
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Izbor kljucnog stubca (kolone) s

Biranjem klju¢ne kolone bira se promenljiva koja se u sljedecoj iteraciji ubacuje u
bazu, kako bi se povecala funkcija cilja u sljedecoj iteraciji
Vrijednost funkcije cilja posle eliminacije (iteracije) p je:

_(p) _ (p) _ (p-) | Ap-Dp(p-1) 4 A(p-1) _ m _
2 =g =q" +e 70 a T, (p=23,0), g =0,

odnosno (uz ranije uvedene smjene iy R U T ey
Hr' ! = bi /ar.\‘ 3 61‘ = br /ar.s* >

:(ﬂ) - :(JHJ +é“"” Bf.rw)
Da bi se posle Zordanave eliminacije {p) dobila veca ili ista vrijednost funkcije cilja
f(p} (dakle kada se trazi maksimum z) od vrijednosti iz prethodne eliminacije z(p-1) ,
.
7P =P, (p=2%..)

Cf\ip—l) 9:,')—1) > 0
Kako je kljuéni red izabran red r tako da je

mora biti

0 >0,

mora biti ispunjen i uslov
¢ =0,

Za kljuénu kolonu treba birati kolonu s za koju je ispunjen uslov: E(f’l) >0
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Optimalno rjesenje — kraj postupka

Optimalno rjeSenje (KADA SE TRAZI maxZ) je dobijeno onda kada su svi elementi
u poslednjem redu simpleks tabele negativni ili jednaki nuli, a elementi
transformisanog slobodnog ¢lana nenegativni, tj.

<0 ,b;20 (i=1,2...m; j=1,2,...n)

Sluéaj reSavanja zadatka gdje se trazi minimum funkcije cilja, odnosno min Z, svodi
se na prethodni, jer vazi da je:
min z = - max(-z)

Optimalno rjiesenje (KADA SE TRAZI maxZ) je dobijeno onda kada su svi elementi
u poslednjem redu simpleks tabele negativni ili jednaki nuli, a elementi
transformisanog slobodnog ¢lana nenegativni, tj.

<0 ,b;=0 (i=1,2..m; j=1,2,...n)

15



Posebni slucajevi

U slugaju kada je u uslovima ogranicenja i u potetnoj tabeli jedan ili vise lanova b; < 0, moze se
dogoditi da posle nekoliko Jordanovih eliminacija budu svi €lanovi ¢; < 0, a neki od Clanova b; <
0:

— ovo redenje nije optimalno i treba nastaviti simpleks proceduru. Red u kojem je b; < 0
postaje kljuéni (r=i), a za kljucni stubac (s=)) se bira onaj u kojem je &;; < 0

— Ako postoji viSe takvih elemenata, treba za vodeci izabrati onaj koji ima vecu apsolutnu
vrijednost. Postupak se nastavlja sve dok se ne ispune uslovi

<0 ,b;=0 (i=1,2..m; j=1,2,...n)

Ako u p iteraciji (eliminaciji) svi elementi u poslednjem redu simpleks tabele budu:

& = 0 (=1,2....n) i postoji red u kojem je B{"’ < 0,a u kojem nema ¢lanova @’ < 0, onda su
uslovi ogranicenja nesaglasni i problem nema riedenja

Ako u p iteraciji (eliminaciji) ispunjeni uslovi optimalnosti, ali je makar jedan cf"’ =0 ili je jedna od
bazi¢nih promjenljivih je dnaka 0 (degenerativno rieenje), postoji jo$ optimalnih rieSenja (sa istom
vrijednoscu funkcije cilja)

Ako u p iteraciji (eliminaciji) dobijemo degenerativno rjeSenje (bar jedna vrijednost slobodnog
Elana b(”) = 0, onda je moguée da u daljoj proceduri dode do cikliénog ponavljanja riegenja,
odnosno da se ponovo dobije polazno rie$enje. Da bi se ovo izbjeglo umjesto b(m = 0, usvaja se
b(p) & (proizvoljno mali broj koji nece uticati na z.

Ako u p iteraciji (eliminaciji) dobijemo za neku nebaziénu promjenljivu vrijednost u koloni k
simpleks tabele &} > 0,: a da su sve vrijednosti dlanova @;!” < 0, onda je rjesenje problema
neograni¢eno i funkcija cilja moze imati proizvoljno veliku vrijednost
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Algoritam za simpleks metodu sa Jordanovim
koeficijentima

sve uslove ogranicenja svesti na oblik nejednacina sa znakom < (one koji imaju oblik nejednakosti 2, pomnoziti sa -1)
(=ai)xy + (=@igdxz + - +(=ai) < =b;
uslove ograni¢enja svesti na oblik jednacina uvodenjem dopunskih promjenljivih u; (uvode se i kod ogranitenja koja
su ve¢ imala oblik jednacina, kako bi se i iz tih ograni¢enja najjednostavnije izratunale bazi¢ne promjenljive)
Xy + Qipxp + o F Xy + U = by
dopunske promjenljive izabrati za bazi¢ne i preko njih izraziti sve jednacine
@ (—x1) + @z (=x2) + ot (=) + by =w;

funkciju cilja napisati u obliku

e (=x1) + e2(—x) + - 4ep(—x) +qg = —2

formirati pocetnu simpleks tabelu

i X1 K2 | e -Xn bi 6i
ul all a12 | . aln bl

u2 a2l a22 | e an b2

um aml am2 | . amn bm

-z cl [+ 2N cn q
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Algoritam za simpleks metodu sa Jordano— 117> 1=

i xl -x2 o bi i

ul all | al2 aln | b1

6. izabrati kljucni red, odnosno kolonu: um aml | am2 amn | bm
. ako u tabeli postoji &lan bi<0, = a @ P a
. onda je i-ti red kljucni red
. kljuénu kolonu izabrati na esnovu vrijednosti aij u kljuénom redu i to tako da treba izabrati najmanju negativnu

vrijednost aij<0.

. ako su svi aij20, onda su uslovi nesaglasni i problem nema rjesenja
. ako su u tabeli svi bi20, birati najprije kljucnu kolonu:
A. ako nijesu postojali uslovi ogranicenja sa znakom jednakosti
- kljuéna kolona odgovara najvecoj pozitivnoj vrijednosti ¢j
- klju¢ni red biramo na osnovu 8i gdje je 95"")2 55""’/&9"” tako da biramo red koji ima najmanju
nenegativnu vrijednost 6/
- napomena za manji broj iteracija: kljucni red i kljucna kolona se mogu izabrati simultano ako se
rukovodimo prirastom funkcije cilja koji zavisi od kolone j i reda i, a koji je odreden izrazom:
Azj= Ej‘"“ . min|9?”” > 0| >0, odnosno:
» za svaku kolonu j kod koje je u datoj iteraciji E‘(."_l) > 0, treba sracunati BE”_UE ng_l]/’ﬁg"n
» treba sradunati i prirast funkcije cilja ako bi kolona j bila izabrana za kljuénu kolonu
azj= &V min |0V = o
» od svih sraéunatih Az;, naci najvecu pozitivnu vrijednost, a kolona j kojoj odgovara to Az; ¢e biti kljuéna
kolona
» Kjuéni red e biti red u kojem za tu kolonu imamo min 6% = u|
B. ako su postojali uslovi ogranicenja sa znakom jednakosti

za kljuéni red biramo red koji odgovara uslovu ogranicenja sa znakom jednakosti (jer Zelimo da ovu
promjenljivu isklju¢imo iz bazi¢nog rjesenja)
kljuéna kolona odgovara najvecoj pozitivnoj vrijednosti ¢j, ako je aij>0
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Algoritam za simpleks metodu sa Jordanovim
koeficijentima - nastavak

7. izvrsiti transformaciju koeficijenata u simpleks tabeli , prema formulama:

a,=ala,, (j=L2,....m j#5),
a,=-a.la,, (i=12,..,m i#r),
a,=1/a,.
¢, =c;—agcla,, (j=12....n j#s5),

& =-c,la,.

5

8. Provijeriti da li su zadovoljeni uslovi optimalnosti: Ej <0 , Bi =0 (i=1,2...m; j=1,2,...n)

- ako su zadovoljeni prekinuti postupak, riesenje je optimalno
+ ako nijesu zadovoljeni ponoviti postupak od tacke 6 i dalje
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