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Predavanja na tabli — Pripreme za predavanja iz pred-
meta NUMERICKA ANALIZA (smjerovi A, B)
SADRZAJ:

1: 1. Interpolacija, 1.1. Lagranzov interpolacioni polinom (Lagrange), 1.2.
Ocjena greske za Lagranzov interpolacioni polinom.

2: 1.3. Podjjeljene razlike 1 njihova svojstva, 1.4. Njutnova interpola-
ciona formula sa podijeljenim razlikama, 1.5. Konacne razlike, 1.6. Njutnove
interpolacione formule sa kona¢nim razlikama.

3: 1.7. Interpolacija sa viSestrukim ¢vorovima, 1.8. Interpolacija pomocu
splajna, 1.9. Numericko diferenciranje.

4: 1.10. Nestabilnost numerickog diferenciranja. Tri vrste greske u nu-
merickim metodama, 1.11. Pojam pribliznog broja, 1.12. Greska funkcije.

5: 2. Numericka integracija, 2.1. Tri formule, 2.2. Rungeovo pravilo za
prakti¢nu ocjenu greske, 2.3. Rombergova formula.

6: 2.4. Kvadraturne formule u slucaju prisustva tezinske funkcije, 2.5.
Gaussova kvadraturna formula, 3. Numericke metode algebre, 3.1. Gaussova
metoda eliminacije, 3.2. Gaussova metoda eliminacije sa izborom glavnog
elementa.

7: 3.3. Mjera uslovljenosti matrice, 3.4. Iterativne metode za rjesavanje
sistema linearnih jednacina.

8: 3.5. Zajdelova metoda, 3.6. Primjer iterativne metode (za rjeSavanje
sistema linearnih jednacina) varijacionog tipa, 3.7. Metoda skalarnog proizvo-
da.

9: 4. Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina, 4.1. Metoda polovljenja,
4.2. Metoda proste iteracije.

10: 4.3. Newtonova metoda.

11: 5. Numericke metode za rjesavanje Cauchyjevog zadatka za obicne
diferencijalne jednacine, 5.1. Uvod o Cauchyjevom zadatku i lema o dva
rjesenja diferencijalne jednacine, 5.2. Eulerova metoda 1 drugi primjeri, 5.3.
Opsti slucaj eksplicitne metode tipa Runge-Kutte, 5.4. Ocjena greske za
metodu Runge-Kutte, 5.5. Algoritam zasnovan na metodi Runge-Kutte.

12: 5.6. Diferencne metode, 5.7. Metoda neodredenih koeficijenata, 5.8.
Ocjena greske diferencne metode, 5.9. Adamsova metoda cetvrtog reda, 5.10.
Algoritam zasnovan na diferencnoj metodi.

13: 5.11. Milnova metoda (Milne), 6. Numericke metode za rjesavanje
graniénog zadatka za obicne diferencijalne jednacine, 6.1. Metoda konac¢nih
razlika.

14: Napomena o metodi kona¢nih elemenata.

FAJLOVTI: ynumera, ynumerb, ..., ynumern (3 = 14 files).
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Numericka analiza, prvo predavanje

14. 2. 2019.

1.1. Lagranzov interpolacioni polinom (Lagrange)

Neka je n > 0 i1 razmotrimo n + 1 tacaka na z—osi (n +1 évorova) Lo < ... <
z,. Razmotrimo i realnu funkciju f i uzmimo da su date njene vrijednosti
u ¢vorovima: f(z;) = fi. Zelimo da kroz tacke (zi, fi) u ravni provuéemo
grafik polinoma, u oznaci L,, stepena n ili manje. Drugim rijecima, uslov
interpolacije glasi L, (z;) = f(z;) za svako 0 <4 < n. Za postavljeni zadatak,
ispostaviée se da rjesenje (L, ) postoji i da je ono jedinstveno.

Opsti oblik polinoma stepena n ili manje glasi L, (z) = ag+a1z+. . .+a,z".
Da bi uslov interpolacije bio zadovoljen, treba ag + a1z; + ... + a,z? = f;, sto
mozemo zapisati u matricnom obliku kao

1 z9 -+ z() g fo

1 =z --- z7 a f
n

1 z, - 2z} an fn

Vidimo da smo dobili jedan sistem linearnih jednac¢ina po nepoznatim aq, .. .,
ay,. Oznacimo sa M matricu sistema. Njena determinanta je tzv. Vandermon-
dova determinanta. Kao §to je poznato iz linearne algebre, vazi

det M = H (z; — ;).

0<i<j<n

Po pretpostavci, évorovi mreze su medusobno razli¢iti (z; # ©; ako je i # j).
Zato je det M # 0. Prema tome, sistem ima jedinstveno rjesenje, $to je i
trebalo.

Prelazimo na konstrukciju interpolacionog polinoma. Posmatrajmo proiz-

vod
n

Wyt () = [[ (2 — @3),

=0
jednak je nuli u svim ¢vorovima. Ako se izostavi faktor (z — ;) onda prestaje
da bude jednak nuli kada je x = x;. Prema tome, uvedimo funkcije

ZB—:BJ'
7

s

Zz(:li) =

[N
ol

40..’127;—133'
2

ovo su tzv. Lagranzovi koeficijenti. Oni zadovoljavaju

I It ako je1 =3
tilw;) = 0 _{ 0, ako jei# j

page 1 of 4



ynumera.tex

Drugim rije¢ima, u i—tom ¢vor £;(z;) = 1, u ostalim ¢vorovima nula. Preostaje
samo da se ¢;(z) pomnozi sa f; i da se sve sabere, ¢ime se konstrukcija zavr§ava.
Na taj nacin:

ovo je glavna formula, ovo je 1zraz za Lagranzov interpolacioni polinom.

f L, Interp.
Yy
Ulazni
podaci:
Zo fO
0 o T 1 To

Smatramo da tacka ¢ € R nije ¢vor. Vidi se da broj L,(z) moze da bude
efektivno izra¢unat. Ta vrijednost sluzi kao priblizna zamjena za broj f(z),
mozemo pisati f(z) ~ L,(z).

Mi sprovodimo interpolaciju radi vrijednosti funkcije u tacki x € R. Ako
z € (zo,x,) onda se kaze da se vrii interpolacija u uZem smislu, a ako z ¢
[zg, ©,] onda se visi ekstrapolacija.

Kasnije ¢e biti analizirano odstupanje (greska) r(z) = f(z) — Ln(z). Znadi,
mi ¢emo procijeniti razliku izmedu tacnog i pribliznog broja.

Zadatak o najboljoj aproksimaciji (metoda najmanjih
kvadrata)

Drukéije se kaze linearni trend ili linearna regresija ili engl. best fit. Neka je
n > 2 i razmotrimo n (medusobno razli¢itih) évorova @i, . .., x,. Sto se tice
realne funkcije f, uzmimo da raspolazemo njenim vrijednostima u ¢évorovima:
fz:) = fi. 5

Bice fiksirana jedna klasa funkcija. Zelimo da odredimo funkciju, u oznaci
g, koja pripada klasi i najbolje aproksimira nasu funkciju f. U najprostijem
slu¢aju, opredjeljujemo se za klasu linearnih funkcija. Dakle, trazi se funkcija
g oblika g(z) = ax + b, tj. traze se a,b € R.
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Sta znadi da ¢ najbolje aproksimira f? Za & = x; imamo dva broja. To su
gi = g(z;) = az; + b, ponekad se kaze da je to teorijska vrijednost ili vrijednost
po modelui f; = f(z;), ponekad se kaze da je to vrijednost dobijena mjerenjem.
Pojedina¢na odstupanja iznose r; = az; + b — f;. Zbirno ili ukupno odstupanje
oznatavaéemo sa r. Stavlja se da je r? jednako zbiru kvadrata pojedinaénih
odstupanja, §to je u skladu sa euklidskom normom vektora u prostoru R".

Rekli smo:

7

r? = Z(awi +b— fi)%

Mozemo pisati F'(a,b) = r®. Za koje (a,b) se ostvaruje minimum?

Y

fa
Ulazwi 3 "4 Aproks.

Ts .
podaci: 7 y=aatb

T | fi

1

ZTn | fn
Al/ xz
/ 0 T T T3 X4

Imamo % =2¥y", :Bia(Fa.’Bi +b—f), % =237 (az; + b— f;). Da bi bila

stacionarna tacka, treba 2& = 0, 2 = 0. To znaéi (/- z3)a + (Xj; ;)b —

Yo fiwi =0, (X ®)a+nb— X", fi = 0. Mozemo zapisati u matri¢énom

obliku kao
( Yiiel Sinw ) , ( a) _ ( Sy fis )
D T n b Yo fi '

MozZemo zapisati u drugom obliku kao

gdje su uvedene oznake za vektore x = (z1,...,2,), f = (f1,...,fa), 1 =
(1,...,1), kao i oznaka za skalarni proizvod dva vektora (u,v) = 3" | u,;v;, ako
jeu = (u1,...,u,), v=(v1,...,9,). Ovo je tzv. normalni sistem jednacina.

Njegovim rjesavanjem dolazimo do a 1 b, ¢ime se kompletira rjesenje postav-
ljenog problema.
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Vidi se da je matrica prethodnog sistema linearnih jednac¢ina regularna.
Zaista, vektori x 1 1 nisu kolinearni, a znamo da Cauchy-Schwrzova nejed-
nakost glasi |(u,v)| < (/(u,u)y/(v,v), s tim da vazi znak jednakosti ako i
samo ako su u 1 v kolinearni.

Po Sylvesterovom kriterijumu, vidi se da funkcija F' ima minimum u tacki

(a,b).

U prethodnom slucaju, za aproksimaciju je sluzila funkcija oblika y = ax +
b (linearni trend). Cesto, za aproksimaciju sluzi funkcija oblika y = ae®
(prirodna funkcija rasta). Primjenom operacije "In” na lijevu i desnu stranu
znaka jednakosti dobijamo Iny = ln a + bz, ¢ime se svodi na prethodni slucaj
(na linearni slucaj).

1.2. Ocjena greske za Lagranzov interpolacioni polinom

Stavimo @ = min(z,zo,...,%,), b = max(z,zo,...,2,) i pretpostavimo da
f € C™*a,b]. Odredenim izvodenjem, u kome se pojavljuje pomoéna funkcija
o(t) = f(t)—Ln(t)— Kwnt1(t) 1 pozivamo se na Rolovu teoremu (Rolle), dobija
se

a) = Lu(2) = e ()0

za neko £ € (a,b). Mozemo pisati i

1
|[f(2) = La(2z)| < I wnt1(2)[Mas1s  Mapr = max | ()],

(n+1 t€[a,b]
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Numeric¢ka analiza, drugo predavanje

21. 2. 2019.

1.3. Podijeljene razlike i njihova svojstva

Razmotrimo realnu funkciju f i n 4+ 1 évorova @, . .., z,. Stavimo f; = f(z;).
Podijeljena razlika prvog reda f[zo, z1] definiSe se kao f[zg, z1] = gi:i‘(’) Podi-
jeljena razlika drugog reda obuhvata tri ¢vora: flzg, z1, 2] = ﬂ%:—ﬁm

Podijeljena razlika k—tog reda definiSe se preko onih (k — 1)-vog reda:

f[ZBO, ceey ZEk] = f[iBl, .” ’:Bk:l];k__fgzo7 ) wk—l] )

Na kraju, nultog reda flzo]: flzo] = fo.

k .
Lema: f[iBo, ceey fﬂk] = Z /

T —— (indukcijom po k).
i=o jzi(zi — ;)

Vidi se da vazi f[zg,z1] = f[z1, 2] 1 sli¢no; ako permutujemo z, ..., zy,
ostaje vrijednost f[zo, ..., z|; simetri¢na funkcija.

Uopstenje u sluéaju visestrukih évorova: po definiciji, stavlja se da je
flz 2] = f(z), fle,z, 2] = 5" () i sliéno, flzy, o1, 5] = lim.o flz1, 31 +

€, %] 1 sli¢no.

1.4. Njutnova interpolaciona formula sa podijeljenim
razlikama

Razmotrimo opet n 4+ 1 évorova g, . .., x, 1 odgovarajuce vrijednosti funkcije
fi = f(z;). Interpolacija se vrsi radi tacke z € R. Vidjeli smo da je interpo-
lacioni polinom stepena n, u oznaci L, = L,(z), jedinstven. U ovoj sekciji,
taj polinom ¢e biti prikazan u drugom obliku. Izvodenje se izostavlja. Kao
rezultat imamo

L.(z) = fo+ flzo, z1](z — ©o) + flzo, z1, 22](x — zo)(z — 1) + ... +

flzo, @1, ..., za)(z — 20) ... (2 — Tyq)

ili svejedno
L.(z) = fo+ flzo, T1]wi(z) + flzo, 21, Ta|wa(z) + ... +

flzo, ... zn]wn(z).
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Isto tako, kao rezultat imamo

F(2) = La(@) = flo, 20, ., 2alonss (2).

predstavlja izraz za gresku r(z) = f(z) — L,(z), razlika tacnog i pribliznog
broja.
Najzad, jednostavnim kombinovanjem napisane formule i formule

Fa) = Luo) = gy ) O o),

€ =¢(z) € (a,b) iz sekcije 1.2. dobijamo

T,To, ..., Ln = (nt1)

za neko ¢ € (a,b), gdje je a = min(z,zo....,2,), b = max(z,zg,...,Z,),
f € C™a,b], n > 0; veza podijeljene razlike (n + 1)-vog reda neke funkcije 1
njenog (n + 1)-vog izvoda. Naravno, isto tako: podijeljena razlika n—tog reda
jednaka je n—tom izvodu u nekoj tacki ¢ kroz n!

1.5. Konaéne razlike

Fiksirajmo korak A > 0 1 posmatrajmo ¢vorove z; = xo + th za razne ¢ > 0,
za razne ¢ € Z, ekvidistantna mreza. Posmatrajmo i vrijednosti funkcije y; =
y(z;). Konacne razlike neke funkcije definisu se samo u slucaju ekvidistantne
mreze oblika zg,...,z, recimo, o ¢emu u nastavku. Konaéna razlika prvog
reda oznacava se kao Ayg j iznosi Ayg = y; — yo 1li vopste Ay; = yi1 — y;.
Konaéna razlika drugog reda A%y, = Ay, — Ay 1 uopste A?y; = Ay, — Ay,
Slicno, A™y; = A(A™ 1y;) = A™ 1y, — A™ Ly (m > 1), m—tog reda.

Pogledajmo primjer mreze zg,..., x5, gdje je zo = 1 1 A = 0,1 1 funkcije
y = y/z. Tabela sadrzi konséne razlike prvog i drugog reda:

T Yi Ay; Ay;

1 1 0,04881 | —0,00217
1,1 | 1,04881 | 0,04664 | —0,00101
1,2 | 1,09545 | 0,04473 | —0,00169
1,3 | 1,14018 | 0,04304 | —0,00152
1,4 | 1,18322 | 0,04152
1,5 | 1,22474

Mi kazemo da izraz A™y; predstavlja kona¢nu razliku ili kona¢nu razliku
unaprijed.

Lako je izraéunati A%y; = y;40 — 2ysr1 + ¥sy A3 = Yivs — 3Yspo +3yip1 — i
1 slicno.
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Lema 1. A™y, = E’f:o(—l)j (T;) Ym—j. Dokazuje se indukcijom, uz upotre-
bu relacije <;) + <j£1) = (H]'.l).

Lema 2 o vezi podijeljenih i konaénih razlika. A™y; = h™mly(z;, ..., Ti1m]-
Zaista, prilikom formiranja podijeljene razlike, u imeniocu imamo redom h, 2h,
.., mh.

Lema 3 o vezi konacnih razlika i izvoda. Akoy € C™[a, b] onda vazi A™y; =
h™y(™)(€) za neko ¢ € (2i, Titm). Dokazuje se jednostavnim kombinovanjem
prethodne leme 1 relacije iz 1.4. o vezi podijeljenih razlika i izvoda.

Rede se koriste konaéne razlike unazad Vy; = y; — yi_1, V™y; = V™ Ly, —
V™= ly,_1 1 centralne konalne razlike 6y;y1/2 = Yiy1 — ¥i, 0°Yiy1 = OYiys/n —
0Yit1/2, itd. (u drugim oznakama yi1+1/2, YZiq, itd.).

Konacne razlike m—tog reda polinoma stepena m su konstantne, dok su
njegove konacne razlike viseg reda jednake nuli.

1.6. Njutnove interpolacione formule sa kona¢nim raz-
likama

Bice izvedena Prva Nj. i. f. ("za interpolaciju uinaprijed”), predstavlja jednu
od najpoznatijih formula u matematici. Ta formula takode predstavlja samo
drugaciji zapis interpolacionog polinoma prikazanog u Lagranzovom obliku, s
tim da je ona definisana samo u slu¢aju ravnomjerne mreze.

Razmotrimo mrezu {zg,...,z,} 1 vrijednosti y;. Iz 1.4. i leme 2, au-
tomatski
1 | .
Ln(z) =yo + EAyO (x —mo) + ...+ n'h”A Yo (z —mo)... (2 — 1), (1)
kao 1 izraz za gresku
1 . n
y() = La(z) = — ==y T] (@ — =), (2)
(n + 1)' =0

gdje je € neki broj takav da je min(zo, z) < ¢ < max(z, z,).

Dalje, u slucaju ekvidistantne mreze, ¢esto se vr§i smjena nezavisno prom-
jenljive, nova promjenljiva oznacava se sa tito z = zo+ht ili svejedno ¢ = #=7¢.
Zapazite da je t — 1 = =57 slicno ¢ — 2, itd. Npr. o =1, z; = 1,1, z = 1,05

= t = 0,5. Formule (1) i (2) mozemo zapisati kao
1 1

y(zo + ht) — L,(zo + ht) = y("+1)(€)hn+1t(t —1)...(t—mn).

(n+ 1)!
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Sledeée, mogu se spojiti (1) i (2) u jednu formulu y(z) = L, (z) + r(z), §to
¢emo uraditi u slucaju n = 3:

y(z) = yo + : _thAyO + 2= :B;n);(;: - $1)A2y0_|_
(o~ o)l )= 22) sy, 1 L (o — ) — 1) = ) — )™ ).

y(z) tacan broj, Ls(z) priblizan, r(z) razlika.

Sli¢cno glasi i Druga Nj. i. f. (za interpolaciju unazad), u njoj se pojavljuju
V.

Nekada davno, Babbage je bio napravio Difference Engine. Ta ma$ina je
mogla da tabelira polinome Sestog stepena.

Ako n =1 onda Ly(z) = yo + =57 Ayo (linearna interpolacija), ako n = 2

onda Ly(z) = yo + 220 Ay + %Azyo.
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Numericka analiza, trece predavanje

28. 2. 2019.

1.7. Interpolacija sa viSestrukim évorovima

Drukéije se kaze Hermitov interpolacioni polinom (Hermite). Neka je n > 1
1 razmotrimo ¢vorove z; < ... < @z,. Neka je m; > 1, viSestrukost pojedinog
évora. Sto se tice funkcije f: R — R, date su njene vrijednosti u évorovima,
kao 1 vrijednosti njenih izvoda:

fOw) =", 0<j<mi—1, 1<i<n
(date su brojne vrijednosti fi(j) € R). Stavimo m; + ...+ m, = s + 1, ukupan

broj uslova. Mi ¢emo oznacavati interpolacioni polinom sa H,, stepena s ili
manje. Trazimo da bude zadovoljen uslov interpolacije

HO(w)=f7, 0<j<mi—1, 1<i<n

Postojanje 1 jedinstvenost interpolacionog polinoma dokazuju se na bazi
poznate teoreme: ako je p polinom stepena s ili manje koji ima vise od s nula
(broje se sa visestrukoséu) onda je p(x) = 0. Sto se ti¢e konstrukcije, ne postoji
formula koja bi obuhvatala opsti slucaj polinoma H,. Izraz za gresku dobija
se po analogiji sa LagranZovim interpolacionim polinomom. To znaci da se
koristi pomoéna funkcija p(t) = f(t) — Hs(t) — Kw,y1(t) 1 da se pozivamo na
Rolovu teoremu (Rolle). Stavljeno je

wapr (2) = [[(& = =)™,
i=1

Interpolacija se sprovodi radi tacke z € R, a formula za gresku glasi

1

fe) = Hile) = (e @700, a<e<b,
a = min(z,z1,...,2,), b = max(z,z1,...,2,) (€ zavisi od z). Pretpostavlja
se da f € C**1[a,b).
Primjer. Cvor z = —1 je prost (jednostruk), évor ¢ = 0 je dvostruk,

¢vor ¢ = 1 je prost (jednostruk). Data su Cetiri realna broja p, q,r,s. Treba
konstruisati polinom Hj koji zadovoljava uslove

H3(—1) = p, H;(0) = q, H3(1) =, H3(0) = s.
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Rjesenje glasi

1 1
Hs(z) = —§$2(1: —p—(z—1)(x+1)g+ §w2($ + 1)r —z(z — 1)(z + 1)s,
a odgovarajuci izraz za gresku
1
f(@) = H(z) = [wa(2)fO€),  wi(e) =2’z —1)(z +1),

gdje je —1 < £ < 1 (ako je —1 < z < 1). Navedeni primjer ¢e koristiti kod
Simpsonove kvadraturne formule.

Drugi primjer bi bio: imamo n ¢vorova, svi su dvostruki. Znaci da su dati
brojevi fi, fi,..., fa, fi € R i da ¢e rezultat biti Hj,_;. Navedeni primjer ée
se pojaviti kod Gausove kvadraturne formule (Gauss).

1.8. Interpolacija pomocu splajna

Iskustvo pokazuje da interpolacija pomoéu polinoma L,, stepena n > 6 ne daje
dobre rezultate. Zato je pogodno da interpolaciona funkcija bude dio—po—dio
polinom (treéeg stepena).

Fiksirajmo n > 1 i interval [a,b]. Tako da je h = b_Ta, a ¢vorovi su
Lo, ..., Tn, upravo ¢; = a + th (0 < ¢ < n). Date su vrijednosti funkcije u
¢vorovima: f(z;) = f;. Treba procijeniti f(z) za dato z € [a, b].

U cilju rjesavanja postavljenog problema, bice konstruisana interpolaciona
funkcija s: [a,b] — R, kubni splajn. Na svakom malom intervalu [z;_;, z;]
ona predstavlja jedan polinom treceg stepena. Ona treba da zadovoljava uslov
interpolacije s(z;) = f;. Ona treba da zadovoljava i uslov glatkosti s € C?[a, b],
ima neprekidan drugi izvod.

Dali smo postavku zadatka (kasnije ¢e biti dopunjeno), pa pristupamo
rjesavanju. Uvedimo oznaku s(z) = s;(z) za z;-1 < z < z; (1 < i < n);
na pojedinom malom intervalu, splajn se svodi na s;.

Bududi da je si(z) = a; + bi(z — z;) + G (z — z;)? + %(w — z;)3, vidimo da
raspolazemo sa 4n slobodnih vrijednosti a;,...,d;. A koliko ima uslova koji
moraju biti zadovoljeni? Zbog uslova interpolacije s;(zi—1) = fi_1, si(z;) = f;
(1 <4 < n), a zbog uslova glatkosti si(z;) = si,,(z;), si(xi) = siyq(zs)
(1 < i <mn—1), tako da smo — sveukupno — obavezni da ispunimo 4n — 2
zahtjeva.
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Nedostaju dva uslova. Postavku zadatka kompletira izjava: treba da bude
s"(a) = s"(b) =0 (ili svejedno sY(z) = s (x,) = 0).

Sada se radi o tzv. prirodnom kubnom splajnu.

Kazimo unaprijed da postavljeni zadatak ima jedinstveno rjesenje i da
aproksimacija f(z) ~ s(z) ima dobra svojstva.

Izvodenje je priliéno opsirno, pa se ovdje izostavlja. Klju¢nu ulogu ima
sistem linearnih jednacina po nepoznatim co,...,cy,:

6 .
Ci—1+4c; + ¢y = ﬁ(fi-kl —-2fi+ fi—l) (1<i<n—-1), cp=cp, =0.
Vidi se da je uvedena pomoéna promjenljiva cy.

Definicija. Za realnu kvadratnu matricn A = [a;;] dimenzije n X n kaze se
da je dijagonalno dominantna ako za svako i = 1,...,n vaii |as| > 35,4 |ai]
(wsumi: j=1,...,¢i—1,¢+1,...,n).

Teorema. Ako je matrica A dijagonalno dominantna onda je ona regularna

(det A #0).

Definicija. Za realnu kvadratnu matricu A = [a;;] dimenzije n X n kaze se
da je trodijagonalna ako svi njeni elementi a;; koji su razli¢iti od nule (a;; # 0)
zadovoljavaju: j =¢1li j =1 £ 1.

U sistemu linearnih jednacina, ako je matrica sistema trodijagonalna onda
se do rjesenja sistema moze doéi primjenom jednog veoma efikasnog algoritma.
To je Tomasov algoritam (Thomas) ili metoda progonke.

1.9. Numericko diferenciranje

Polazi se od n + 1 ¢vorova =z, ..., z, 1 odgovarajucih vrijednosti funkcije f;.
Stavlja se f'(z) ~ L’ (z) i uopste f*)(z) ~ L¥)(z) (rezultat). Tatka = moze
da bude ¢vor mreze. U slucaju prvog izvoda, formula za gresku

71 ) (&) (z
i o) +

50751 € (CI,, b)7 treba f € Cn+2[a'7 b]

F(o) ~ Ii(o) - L o (z).

(n+2)

Na redu su tri osnovne formule za numericko diferenciranje. Vidjeéemo da
je mreza ekvidistantna.

(a) Jenostrana formula: prvi izvod u évoru zo (preko fo, ..., fn).
Ako je n = 1 onda f} = +Afo, sa greskom f'(zo) — f} = —gf”(f), g <
€ < .
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Ako je n = 2 onda f] = % (Afo — %Azfo). Npr. y =z, 2o =1, h=0,1
slijedi yj = £ (0,04881 + £0,00217) = 0,49895 (numericki odgovor), dok tacna
vrijednost iznosi y'(1) = 0,5 (v’ = ﬁ) Izvodenje formule: Ly(z) = fo+ 7(z —
wO)AfO—I—ﬁ(m—wg)(:ﬂ—wl)A%‘O, slijedi Ly(z) = %Afo—l—ﬁ(Qw—xo—wl)A“’fo,
slijedi Lj(20) = LA fo + zhz(—h)A%fy ili svejedno f5 = 1 (Afo — 1A%f), kao
§to smo veé.

Sli¢no, fj u slucaju veéeg n.

(b) Simetri¢na formula: prvi izvod u évoru z; preko fi_i, fi, fit1.

Formula glasi f/ = i (fix1 — fi—1), a u nastavku éemo izvesti izraz za
gresku r = f'(z;)— f! (razlika jednako tac¢an minus priblizan) razvojem funkcije
f = f(z) po Taylorovoj formuli u tacki ¢ = z;: fiy1 = f(zip1) = flz: +
h) = flai) + hf () + 5 f" () + 5 (&), slitno fi = f(wia) = flas —
h) = f(mi) — hf' () + 5 F"(m:) = B (&), v = F(@:) = % (firr — fim1) =
—53 (F(&) + £(&)), r = 5 f7(€), @iy <€ < wiga.

Mi smo prikazali f"”(&) + f"(&2). Neprekidna funkcija uzima sve medu-
vrijednosti: ako je y(a) = A, y(b) = B, A < C < B onda postoji ¢, y(c¢) = C,
a < ¢ <b. U tom smislu, y(&) + y(&) = 2y(¢); C = 1(A+ B).

(c) Drugi izvod u ¢évoru z; preko fi_1, fi, fi+1 (simetri¢na formula).
Formula glasi f!' = 75 (fit1 — 2fi + fi—1) (predstavlja aproksimaciju za
f"(z;)), takode razvojem r = —% @(€), ziiy < € < migs.
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Numericka analiza, cetvrto predavanje

7. 3. 2019.

1.10. Nestabilnost numerickog diferenciranja. Tri vrste
greske u numeric¢kim metodama

Nestabilnost numerickog diferenciranja

Radili smo jednostranu formulu (n = 1): z; = 2 + h, treba procijeniti f'(zo),
procjenu oznacavamo kao fj, greska te procjene definise se kao r; = f'(zo) — f§,
tada: f) = +(f1 — fo), 11 = —%f”(f), zo < & < my. Isto tako |ri| < FMoh,
M, = maxicpp |f"(t)|, gdje zo, 21 € [a,b], f € C?[a,b]. Za 71 se kaze da
predstavlja gresku (gresku metode).

x f zaokr. | razlika | granica
Lo fo 13 €0 E
L1 f1 I1 €1 E

Ulaznim veli¢inama smatramo fy, f;. Raspolazemo samo sa pribliznim vri-
jednostima fJ, ff. Oznacimo greske ¢; = f; — f7. Uzmimo da raspolazemo sa
granicom greske: |¢;| < E.

Ulogu numeri¢kog odgovora preuzima veli¢ina (f))* = +(fi — f;). Uve-
dimo oznaku ry = f§ — (f})*. Za rs se kaze da predstavlja gresku izazvanu
priblizno§éu ulaznih veli¢ina (neotklonjivu gresku). Treba procijeniti ro:

re = fo—(fo)" = %(ﬁ—fo)—%(fl*—fg) = %(fl—fl*—fo—l-fg) = %61—%80,

1 1 1 1 2F
< — — < -F+ —-F < —,
7] < h|51| + h|50| <7 + Tk 7] < A

Formula je nestabilna, zato $to nije ispunjen uslov da male promjene ulaz-
nih veli¢ina izazivaju samo male promjene numerickog rezultata.
Ukupna greska:

r = f'(z0) — (fo)" = f'(x0) = fo + fo — (fo)" = r1 + 72,

1 2F
| < e 4 fre| < §M2h + (nije ispunjeno: h — 0 = r — 0).

h
Ponovimo: greska od ulaznih podataka r, je prevelika. Zato se za razma-
tranu numericku metodu (n. d.) kaze da je nestabilna u odnosu na gresku

ulaznih podataka; greske ulaznih podataka ¢;, njihova granica E; ro = ro(E).

Sve formule za numericko diferenciranje su nestabilne. Pogledajmo na
primjeru y” po simetriénoj formuli. Date su vrijednosti funkcije y = €® u

tackama zo = 0, z; = 0,1, z, = 0,2:
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z y
0 1

0,1 |1,10517

0,2 | 1,22140

Tada, kao procjena veli¢ine y”(z1) sluzi

L oya— 2y Ly 1,22140 —2-1,10517 + 1
= h? - 0,12

= 1,106.

Ulazni podaci yo, ..., ys imaju gresku do najvise %10_5, dok rezultat y; ima
gresku (ry) barem %10_3. Pored toga, ulazni podaci imaju po 6 sigurnih cifara,
dok rezultat 1,106 ima svega 4 sigurne cifre.

Tri vrste greske u numerickim metodama

Vidjeli smo da je greska metode oznacena sa r;, a greska od ulaznih podataka
sa Tq.

Za bilo koju numericku metodu, ukupna greska r racuna se po formuli
r =11 + 19 + 73, gdje se za r3 kaze da predstavlja gresku ra¢unanja il gresku
operacija. Kod racunara, rezultat aritmeticke operacije ima relativnu gresku

1077,

Primjer (za r3): I, = Lol z:‘% Moze se rac¢unati preko I, = % — 107,41 1
01 _ 0,01 , 0001
kao In = o7 — i + gy — L .
Drugi primjer za r3: rjeSenje kvadratne jednacine z? + 2pz + ¢ = 0 u kojoj
je q blisko nuli. MozZe se ra¢unati kao ¢ = —p + /p? —qili e = ——4%

pHy/p-a

Cesto se vodi ra¢una samo o 7, (kao da nema rq,73).

1.11. Pojam pribliznog broja

Znamo da je m = 3,14159265... (tacan broj). Uzmimo 7 = 3,14 (3,14 je
priblizan broj). Tada greska iznosi A = 7—3,14 = 0,00159265 . . ., dok relativna
greska iznosi R = %. Zapazamo da je |A| < 1072, pa se kaze da su sve tri
cifre pribliznog broja sigurne u Sirem smislu. One su sigurne 1 u uzem smislu,
buduéi da vazi |A] < 3 -107% Sto se tice granice greske, u oznaci A, mozemo
pisati A = 0,0016. Potpuno je ispravno i1 A = 0,002 ili A = 0,005 1 sli¢no.
Granica relativne greske § = %.

Neka je a tacna vrijednost neke velicine i1 neka je a* njena raspoloziva

priblizna vrijednost. Greskom pribliznog broja a* naziva se veli¢ina A(a*) =
a—a*
laf

a — a*. Relativnom greskom pribliznog broja naziva se velicina R(a*) =

Granica greske pribliznog broja a* oznacava se sa A(a*). Po definiciji, to
je bilo koji broj koji zadovoljava |a — a*| < A(a*). Slicno, granica relativne
greske: % < d(a*).
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Znacajnim ciframa nekog broja nazivaju se njegova prva cifra razli¢ita od
nule 1 sve cifre koje za njom dolaze. Za znacajnu cifru pribliznog broja koja se
nalazi na n—toj decimali kaze se da je sigurna (u uzem smislu) ako vazi relacija
|A| < 1-107". Kaze se da je sigurna u §irem smislu ako [A| < 107",

Ako priblizan broj ima n sigurnih cifara onda je granica njegove relativne
greske izmedu % :10-(*=1) § % -107". U memoriji ra¢unara, realni brojevi imaju
granicu relativne greske 1077 (ako IEEE standard onda 6 - 1078); 32 bita.
"Double precision” — 64 bita za jedan broj (tada 1071¢).

Za znacajnu cifru koja nije sigurna kaze se da je sumnjiva. Podrazumijeva
se da su sumnjive cifre odbacene. Drugim rije¢ima, uzmimo da je dato prosto
npr. a = 2,71 (priblizna vrijednost) i da nije nista receno o greski. Po konven-
ciji, tada se smatra da je A = 0,01. Ili malo drukéije: A = 0,005; smatra se
ovo drugo; prilikom odbacivanja, zadnja decimala je zaokruzena.

Zapis npr. a = 7,2 + 0,1 znaci naravno 7,1 < a < 7,3.

1.12. Greska funkcije

Sta je to greska priblizne vrijednosti funkcije? Ako su argumenti funkcije pri-
blizni brojevi onda ¢emo 1 vrijednost funkcije moci da saznamo samo priblizno.
Pogledajmo prvo sluc¢aj funkcije od jedne promjenljive.

Znaci: tacan broj z, priblizan broj,z*, granica greske |z — z*| < A(z*), s
tim da z* + A(z*) € [a, b] 1 razmotrimo realnu funkciju f € C'[a, b]. Greskom
funkcije naziva se razlika A = f(z) — f(z*) 1 treba da bude procijenjena. Po
Lagranzovoj teoremi o srednjoj vrijednosti A = f'(§)(z—z*), £ = 2*+0(z—=z*),
0 < 6 < 1. Dalje [A| = |f(H]lz — =*| < My|z — z*|, My = maxcjqp |f/(t)] 1

definitivno: ocjena greske funkcije
Al < MiA(z"). (1)

Dalje, vidi se da je A(z*) > |z —z*|, t &~ z* i pitanje je mozemo li izra¢unati
"max”. Zato se uvodi u razmatranje tzv. linearna ocjena greske funkcije, u

oznaci L, kao

L=[f(27)|A(=7). (2)
Velicina L koristi se u prakti¢cnom radu. Ona predstavlja zadovoljavajucu
zamjenu u slu¢aju da je greska argumenta mala.

Npr. kolika se greska ¢ini ako se kaze da je /m = /3,147 U slucaju A
posmatra se 3,135 < ¢ < 3,145, dok se u slucaju L posmatra samo ¢t = 3,14,
y'(t) = 2%/2 (y(t) = +vt). Ne moze se tvrditi da je |A| < L. Vaz |A| <
L + o(A(z*)) kad A(z*) — 0.

Prelazimo na slu¢aj funkcije od vise promjenljivih f(zq,...,z,). Tako:
tacni brojevi z;, priblizni brojevi z}, granice greske |z; — z;| < A(z]), s tim

da (z} + A(z3),...,z5 + A(z})) € @ C R™ i pretpostavlja se da f € C1();
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Q je n—dimenzioni zatvoreni pravougaonik. Greskom funkcije naziva se razlika
A= f(z1,...,2,)—f(z3,...,2%) 1treba da bude procijenjena. Po Lagranzovoj
teoremi o srednjoj vrijednosti

< 0f(€17---7€n)

A= (i —z}), &=z+60(zi—2z;), 0<6<1,
=1 0t7‘
Of(&r,. ... & i
M lz; — zf| < ZBZL"BZ —z}],
Of (t1,... ta : . -
B, = max ‘% ., ocjena greske funkcije:  |A| <Y B;A(z]).
7 =1

(3)

Dalje, moze se razmatrati 1 tzv. linearna ocjena greske funkcije

Of(=1,..., =)
ot;

A(z;), (4)

2

nepouzdana zamjena za A.

Dva specijalna slucaja. 1. Greska zbira jednaka je zbiru gresaka sabiraka.

2. Linearna ocjena relativne greske proizvoda jednaka je zbiru relativnih
greSaka ¢inilaca. Zaista: y = z1zy (21,22 > 0), A = (z1+¢€1)(22+63) — 2129 =
To€1 + T162 + €162 R Tae1 + T162, R = f A L ot =,

Obrnuti problem greske: dato je e > 0 — granlca greske funkcije f, a treba
odrediti dozvoljene greske argumenata z; tako da se € ne prekoraci. Apriori

znamo grube aproksimacije ;.
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Numericka analiza, peto predavanje

14. 3. 2019.

2.1. Tri formule

Formula pravougaonika

Dati sun > 11 [a,b], stavimo h = I’_Ta, x; = a+ th i razmotrimo f: [a,b] — R.
Cilj je I = [°f(z)dz. Na malom intervalu [zj_1,z]: I = Ik fz)de,
Sk = hfy_1/2, greska

Ry =1,— 5, = / (f(fﬂ) - fk—l/z)diﬂ = / (fk—1/2 + fllc—l/2(w - $k—1/2)‘|‘

Tk

1 1 E
§f”(€k($))($_mk—1/2)2_fk—1/2)d$ = f”(fk)/ §($—wk—1/2)2d:6 = ﬂf”(fk)

Lr—1

(po teoremi o srednjoj vrijednosti za integrale). Na velikom intervalu: [ =

EZ:I Ik? S = 2221 Sk = hEZ:l fk—1/27 greéka
— :_h3 // :_h3 " — —(h— }2 7"
R= 3 R= b3 S16) = ghn (€)= (b~ a9
(po teoremi o meduvrijednostima za neprekidnu funkciju).

Trapezna formula

Na malom intervalu: [, = [7* f(z)dz, Sp = %(fk—l + fr),

Tr—1

T T zr 1
R, =1, — S, :/ f(:n)dw—/ Ly(z)dx :/ §(w—wk_1)(w—a:k)><

zr ] 1
f%@@mﬁzfﬁgéu5@—mMMz—me:—ﬁﬁﬂ@”

Na velikom intervalu: I =37, Iy, S =371 Sk = h(%fo + %fn + S0 fr),

1

- 1
R= fz:——m (&) = ——=h*nf"(€) = ——(b— a)h’ " (¢).
2 B kZlf (&) = =5k f"(€) = =5 (b= a)h’f"(¢)
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Simpsonova formula

Stavimo h = bz_—na. Na malom intervalu: Iy = [2*  f(z)dz, Sp = g(f2k_2 +
4for—1 + for),

R,=1—- 5, = /m% f(:n)d:c—/m Ly(z)dx = /m f(:c)d$—/m Hs(z)dz
Lok —2 Lok —2 Lok —2 Lok —2

1 [z
= m_Q(:z: — Zop_o) (@ — Top_1) (2 — 2or) FV (& (2))da =
1 ok 1
ﬂf(él)(gk) /;zk—z(x - $2k—2)($ - $2k_1)2($ — isz)diE — _%h5f(4)(€k)

Na velikom intervalu: I =37, I, S =Y, Sk = g(fo + fon+43 01 for—1+
2 ZZ;% f2k)7
1

N R = st @y = s, s g = C a)ht @
R = 3R = oS F0(6) =~ goh Q) = — 50—l FO ).
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Ako je nh = b —a onda M; = -5 max,—q,__ .2 |A2fi].

hZ

2.2. Rungeovo pravilo za prakticnu ocjenu greske

Razmatramo I = [ f(z)dz, gdje f € C*%a,b]. Neka je n > 1 i stavimo
nh = b — a. Sa I, oznatavamo pribliznu vrijednost po trapeznoj formuli
dobijenu sa korakom h, a sa I, onu sa korakom % Odgovarajuce greske
R,=1-1,, Ry, = I — I, Polazeci od formule za grsku trapezne formule

R, =CR* 4+ O(h*) (C = —11—2f; f"(z)dz), imamo

Rzn . R2n . R2n
] hm = hm

Iy—1I, n1—Ry—(I—Rn) 7~ R,— Ry

. LOh? 4+ O(h*) 1

noo Ch? + O(h%) — (3Ch* 4+ O(h*)) 3
(C #0). Definitivno:

1
R2n ~ g(-[2n - -[n)

2.3. Rombergova formula

Uzastopno, korak se usitnjava i1 vrse se korekcije.

(1) ¢ (2) ¢ (4) ¢ (7) ¢ etc.
BkG) | GkG) | @kG) | et
if(2)=(3)| O)k(L) | Ok | et

if (5) = (6) | (10) k (&) etc.
if (9) = (10)

Dva broja smatramo jednakima ako se poklapaju njihovi zapisi u memoriji
racunara.
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Numericka analiza, Sesto predavanje

21. 3. 2019.

2.4. Kvadraturne formule u sluc¢aju prisustva tezinske
funkcije

Newton—Cotesove formule

Dati su n > 11 interval [a, b], dok tacke z; = a + ih (0 < ¢ < n) predstavljaju

¢vorove (h = b_Ta) Sa f; oznacavamo vrijednosti date funkcije f u ¢vorovima

(f: [a,b] = R). Treba procijeniti I = [° f(z)dz. U slu¢aju Newron-Cotesove
formule zatvorenog tipa, kao priblizna vrijednost sluzi S (I ~ 5), gdje je
S =Y cifi. Kako se racnaju ¢;7 Oznacimo sa L, interpolacioni polinom
f po To,..., &, bilo je Ly(z) = S, 4i(x)fi. Stavlja se S = [0 L,(z)dz =
¢ = f:[i(:c)dz. Npr. (n = 3) S = %(fo + 3f1 + 3f2 + f3), ovo je tav.

tri-—osminska formula.

Tezinska funkcija

Fiksirajmo jednu funkciju p(z) > 0 (p: [a,b] — R), ovo je tzv. tezinska
funkcija. Imamo n + 1 ¢vorova a < zg < ... < z, < b. O nekoj funkciji
f:[a,b] = R imamo date vrijednosti u ¢vorovima f;. Treba aproksimirati
1(f) = J* f(e)p(e)ds. Kao procjena shuii S(f) (I(f) ~ S(f), adie je S(f) =
Yo cifi. Kako se racnaju ¢;7 Oznacimo sa L, interpolacioni polinom f po
Lo, ..., Ty, bilo je L,(z) = Y7 4i(z)f;. Stavlja se S(f) = N L,(z)p(z)dz =
b
¢ = [ 4i(z)p(z)de.

2.5. Gaussova kvadraturna formula

Niz ortogonalnih polinoma

Fiksirajmo interval [a,b]. Sa L?(a,b) oznacava se Lebesgueov prostor. Elementi
definise se kao (f,g) = f: f(z)g(z)dz. Kaze se da su dvije funkcije ortogonalne
jedna na drugu (f L g) ako je (f,g) = 0.

Za konacan niz polinoma @g(z),...,¢.(z) kaze se da predstavlja konacan
niz ortogonalnih polinoma ako vazi: (a) ¢; je polinom stepena ta¢no ¢ (0 <
i <n)i(b) ¢ L g;(i+# 7). Moze se posmatrati i ukupan niz ¢, @1, ..., ovo
je tzv. niz ortogonalnih polinoma.

Sa {P,(z)}2, oznatavamo niz Legendreovih polinoma. Oni éine niz or-
togonalnih polinoma u prostoru L%(—1,1). Izraz: P,(z) = 572 (22 — 1)™

27n! dzn
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Rekurentna formula: (n + 1)P,41(z) = (2n + 1)z P,(z) — nP,—1(z). Diferen-
cijalna jednacina: %[(1 — :Bz)%ﬂ] + n(n + 1)P,(z) = 0. Npr. Py(z) = 1,
Pi(z) =z, Py(z) = %(33}2 — 1), P3(z) = %(53}3 — 3z).

U slu¢aju prisustva tezinske funkcije p(z) > 0, skalarni proizvod (f,g) =
I f(z)g(z)p(x)dz, po definiciji.

U prostoru L*(—1,1) sa tezinskom funkcijom p(z) = ﬁ, niz tzv. Ce-
bisevljevih polinoma {7, ()}, ¢ini niz ortogonalnih polinoma. Vazi relacija
T.(z) = cos(narccosz), —1 < z < 1. Npr. To(z) = 1, Ti(z) = z, To(z) =
2z% — 1, Ts(z) = 42® — 3z. Oznaka za prostor L;‘;(m)(—l, 1) (mozda).

Lema. Uvijek (za ma kakve (a,bd), p(z)), jedna¢ina @,(z) = 0 ima n me-
dusobno razli¢itih realnih rjesenja i sva pripadaju intervalu a < x < b.

Gaussova kvadraturna formula

Razmatra se I(f) = [*, f(z)p(z)dz, gdje je npr. p(z) = 1 ili p(z) = \/11—T
Aproksimacija ima oblik S(f) = X", ¢;fi, gdje je fi = f(z;). Gauss je za
¢vorove z; uzeo rjeSenja jednaline p,(z) = 0. Koeficijenti ¢; odreduju se iz
uslova I(f) = S(f) kada je f(z) = z* za svako 0 < k < n — 1. Formula
I(f) = S(f) ima algebarski stepen ta¢nosti 2n — 1. Pokazao je da ne postoji
formula ¢ij1 bi algebarski stepen tacnosti bio veéi od toga.

Uvijek je ¢; > 0 (1 < ¢ < n), §to doprinosi numerickoj stabilnosti Gaussove

kvadraturne formule. Primjer formule [*, f(z)dz ~ f(—%) + f(%)

Razlaganje vektora x po ortonormiranoj bazi u euklidskom prostoru R™:

X =)0 cie; = (X, e)e;.

3.1. Gaussova metoda eliminacije

Razmotrimo sistem linearnih jednacina

ai; +° QAin i bl

Ap1  **° OGpp Ly bn

(det A # 0). Drugi naziv: Gauss—Jordanova metoda redukcije.

Tokom rada algoritma, vrse se ekvivalentne transformacije sa elementima
prosirene matrice sistema, dok matrica sistema ne dobije gornje trougaoni ob-
lik. Drugim rije¢ima, u prvom koraku se anuliraju asy, ..., a,;, u drugom ko-
raku ass, ..., ays, itd. Nakon direktnog hoda algoritma, slijedi njegov obrnuti
hod. Iz gornje trougaonog oblika, dobijjamo z;, redom, od n—te vrste prema
prvoj.

Nema greske metode (r; = 0). Nema ni greske od ulaznih podataka (r, =
0), jer smatramo da su ulazni podaci a;;, b; dati ta¢no (da je "E = 07).
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3.2. Gaussova metoda eliminacije sa izborom glavnog
elementa

Na poéetku prvog koraka, u matrici sistema, treba odrediti (k,[) takav da
je |ar| = max; =1 n|aij|. Element ap dolazi na mjesto ai;. U prosirenoj
matrici sistema, neka prva i1 k-ta vrsta zamijene mjesta 1 neka prva i [-ta
kolona zamijene mjesta (zapamtite permutaciju 1 <> [).

Na pocetku drugog koraka, u dijelu 2 < 2,5 < n matrice sistema, treba
odrediti (k,1) takav da je |aw| = max; j=s . n |ai;|. Element ay; dolazi na mjesto
as2. U proSirenoj matrici sistema, neka druga 1 k—ta vrsta zamijene mjesta 1
neka druga i I-ta kolona zamijene mjesta (zapamtite permutaciju 2 « [).

Analogno, sve do kraja n—tog koraka. Kroz obrnuti hod dobijamo ;. Pre-
ostaje da razduzite permutacije (redom ”downto”).

Racunska greska r; smanjila se radikalno, zbog vodenja.

Parcijalno pivotiranje: mi trazimo pivota samo u okviru kolone. Prvi korak
|ak1| = maxi=1 ., |ai|, drugi korak |ags| = maxi=s, a |ail, itd.

Koliko iznosi racunska greska r3? Oznacimo sa x* rjeSenje koje je racunar
saopstio. Pomnozite matricu A i1 vektor x*: Ax* = b*. Imamo b — b*, a

zanima nas X — X*. Postoji korelacija izmedu dvije velicine, o ¢emu u iduéem
naslovu. Naime, vazi formula

[x —x7|| [b — b
——— < cond(4)—7F——. (1)
[BS] b
Tako saznajemo ocjenu ||x — x*||.
Razmotrimo Hilbertovu matricu

13 .
1 1 _1

|0
[ U
n n+1 2n—1

Za njenu mjeru uslovljenosti po normi 2 vazi cond(H,) = O( 1+\/_ ) (npr.

cond(Hs) = 4,8 -10°); mjera uslovljenosti je prevelika, matrica je lose uslovlje-
na. Zato je sistem linearnih jednacina ¢ija je matrica sistema H,, nepogodan
za rjeSavanje, sa stanovi§ta numericke analize. Naime, formula (1) pokazuje
u kolikom se stepenu greska ulaznih podataka E = ||b — b*|| (date su nam
samo zaokruzene vrijednosti ulaznih podataka b;) prenosi na rezultat, prenosi
na gresku 7y = ||x — x*||; neotklonjiva greska ry = r4( E).

Ako se, po metodi najmanjih kvadrata, vrsi aproksimacija polinomom ste-
pena n — 1 onda se dobija s. 1. j. ¢ija je matrica sistema H,,.
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Numericka analiza, sedmo predavanje

28. 3. 2019.

3.3. Mjera uslovljenosti matrice

Linearni operator

Razmotrimo realnu kvadratnu matricu A dimenzije n X n. Po definiciji, in-

| Ax|| < [ AJ Il 121} = 1,

dukovana norma matrice: ||A|| = supy_, |||ﬁ<T|||' Vaizi
|4+ BJ < | 4]l + |BI, |AB| < || Al | BI|

Ako je Ax = Ax onda se kaze da je broj A € C' sopstvena vrijednost matrice
A, dok se za vektor x # 0 kaze da predstavlja odgovarajuéi sopstveni vektor.
Vazi |A;] < || 4], gdje su sa Aq,..., A, oznacene sopstvene vrijednosti matrice
A. Matrica A ima a)\;, matrica A + ¢/ ima \; + ¢, matrica A™! ima )\i_l
(ostaju vektori). Ako A% onda A} (ostaju vektori). Vazi: det A =0 A =0

je sopstvena vrijednost matrice A.

Mjera uslovljenosti matrice

Za regularnu realnu matricu A dimenzije n xn stavlja se cond(A4) = || A || A7}
Vidi se da je 1 < cond(A) < oo. Ako je karakteristika cond(A) blizu donje
granice onda se kaze da je matrica A dobro uslovljena, well conditioned, a ako
je blizu gornje granice onda slabo uslovljena, ill conditioned.
%, gdje su A, p ma koje dvije sopstvene vri-
jednosti matrice A. Npr. A = diag(10,8,4,1) = cond(A) = 20 (po normi
2).
Teorema. Posmatrajmo vektore x,x*, b, b*, matrice A, A*, uzmimo da je
Ax = b, A*x* = b*, uvedimo oznake éx = x —x*, db=b —b*, §A = A — A*,
pretpostavimo da su matrice A, A* invertibilne i da je ||§A|| ||[A7!|| < 1. Tada

Svojstvo: vazi cond(A) >

vazi nejednakost

[ B (H%H N HMH) |

x| = 1- cond(A)% [b]| |A]

Ova teorema pokazuje u kolikom stepenu se relativne greske ulaznih podataka
A, b prenose na rezultat x (na relativnu gresku rezultata), prilikom rjesavanja
sistema linearnih jednacina.

Posmatramo kao da je 1 — cond(A)% ~ 1. Relativna greska rezultata
HITYXIIH = “ﬁu Specijalan slu¢aj (]|0A|| = 0, matrica sistema je data tacno):
x—x* b-b*

pa < cond(4) T
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3.4. Iterativne metode za rjeSavanje sistema linearnih
jednacina
Norma vektora

U vektorskom prostoru R™, norma vektora x = (z1,...,2,) € R" moze da
bude definisana na razne nac¢ine. Tri norme u prostoru R™ koje se ¢esto koriste:
norma 1, norma 2 (euklidska norma), norma oo (max—norma):

n n
Il = - Jel. liclla = (| D il oo = mmaux [
2=1 2=1 - =

n
Indukovana norma matrice:  ||Alj; = max Y ]ay| ],
1<i<n \;7

— (AT — ..
1Al = |/ max Xi(ATA),  [[Afl = max (; |au|) :

Ako je A simetriéna (A = AT) onda vazi ||A|, = max |Ai.

Princip kontrakcije

Teorema. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i razmotrimo preslikavanje
p: X — X. Neka ¢ zadovoljava uslov kontrakcije: postoji broj ¢ (0 < ¢ < 1)
takav da za sve z,y € X vazi d(p(z),p(y)) < qd(z,y). Dalje, neka je izabran
zo € X na proizvoljan nacin i defini§imo niz {z,,}>° , relacijom: ©,4+1 = p(z,),
n > 0. Tada: (1) jednaéina p(z) = z ima samo jedno rjesenje u oznaci
X 1 (2) vazi lim, o, = X. Teorema o ocjeni greske. Vaze nejednakosti

n

d(X,z,) < qud(wl,wo), d(X,z,) < ﬁd(wn,wn_l).

Iz norme ||z|| proizilazi metrika d(z,y) = ||z — y||. Teorema. Neka je X
Banachov prostor 1 razmotrimo preslikavanje p: X — X. Neka ¢ zadovoljava
uslov kontrakcije: postoji broj ¢ (0 < g < 1) takav da za sve z,y € X vaii
le(z) — e(y)|| < qllz — y||. Dalje, neka je izabran z, € X na proizvoljan
nac¢in i defini§imo niz {z,}°°, relacijom: z,11 = @(z,), n > 0. Tada: (1)
jednac¢ina ¢(z) = z ima samo jedno rjeSenje u oznaci X i (2) vazi lim, o , =
X. Teorema o ocjeni greske. Vaze nejednakosti | X — z,| < %H:Bl — zo||,
1X = 2|l < 75 ll2n — znal].

U normiranom vektorskom prostoru R”, konvergencija niza vektora {xy }72,
ne zavisi od izabrane vektorske norme 1 svodi se na konvergenciju n brojnih
nizova (po koordinatama).

U sluéaju X = R pise se |z — y| i drugo. Mogué je i slu¢aj X = [a,b] C R,
tj. ¢: [a,b] — [a,b]. Kazimo unaprijed da |¢'(t)| < ¢ povlad |¢(y) — ¢(z)| <

qlz —y|.
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Metoda proste iteracije za rjeSavanje sistema linearnih
jednacina
U pripremnom koraku, prikazite dati sistem Ax = b u obliku x = Bx + c.
Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije.
Ako je ||B]| < 1 onda: (a) sistem x = Bx + ¢ ima jedinstveno rjesenje x i (b)
iterativni niz X413 = Bxy + ¢ (K > 0) konvergira ka x za bilo koju pocetnu
aproksimaciju xo € R".
”Ako je ||B]| < 1 po bar jednoj normi”. Prethodna teorema dobija se iz
principa kontrakcije (¢(x) = Bx + ¢), §to se ne bi moglo reéi za iduéu.
Teorema o neophodnim 1 dovoljnim uslovima za konvergenciju metode
proste iteracije. Neka sistem x = BxX + ¢ ima jedinstveno rjesenje x. Ite-
rativni proces Xg4+1 = Bxy + ¢ (k > 0) konvergira ka x (za ma kakvu pocetnu
aproksimaciju x¢) ako i samo ako je |A;(B)| <1 (1 <1 < n).

Jacobijeva metoda (specijalan slu¢aj metode proste ite-
racije)

Posmatrajmo s. 1. j. Ax = b; P = diag(ai1,...,amm), A = P+ Q, Px =
—@x + b. Prikazite dati sistem u obliku x = Bx + ¢, gdje je (u slucaju n = 3)

0 _g12  __ a3 by

ar ar a1

B=| —ou 0 __ a3 c= | &=

as2 az2 ’ az2

_a; a3 0 b3

ass3 ass ass
Uzastopne aproksimacije racunaju se po formuli xz1; = Bxp + ¢ (k > 0);
oznaka X = (m§ ), ..., 2™): kao x izaberite npr. (0,...,0). Da li niz iteracija

konvergira, tj. da i postoji limy_, X (i ¢emu je jednak)?
Teorema: dovoljan uslov za konvergenciju Jacobijeve metode glasi: matrica
A je dijagonalno dominantna. Tada je ||Bl|~ < 1.

e ) 15 1 2

Npr. | 28 | =B| 2 |+¢c. Npr. A=| —4 16 3
L) Q) -5 —6 17
3 3
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Numericka analiza, osmo predavanje

4. 4. 2019.

3.5. Zajdelova metoda

Drukéije se kaze Gauss— Seldelova metoda U slucaJu primjene Jacobijeve

k+1
metode: w£ o= (117<— azj ;]g_a,w P (1 << n) a

u slucaju G.—S. metode: wl( oot ar \— 2= a” ;yﬂw )

(1 <4 < n). Dvije metode su po svemu sli¢ne jedna drugoj.

3.6. Primjer iterativne metode (za rjeSavanje sistema
linearnih jednaéina) varijacionog tipa

Bice izlozena metoda minimalnog ostatka (minimal residual method).

Treba rijesiti sistem linearnih jednaéina Ax = b, gdje je A matrica dimen-
zije n X n, b vektor dimenzije n (n > 1). Pretpostavlja se da je matrica A
simetri¢na: AT = A, zato \; € R (1 <4 < n). Dodatno, pretpostavlja se da je
matrica A i pozitivno definitna: (Ax,x) > 0 za x # 0; simetri¢na + pozitivno

definitna = A; > 0. Znamo da se skalarni proizvod vektora x = (z1,...,2,),
Yy = (y1,---,yn) definiSe kao (x,y) = Z;L__miyi i da iz njega proizilazi norma
x| = (x,x)"/2.

Razmotrimo nelinearni funkcional f(x) = (Ax — 2b, x) (odrediti minimum
funkcionala — to je varijacioni zadatak). Dokazite da se njegova minimalna
vrijednost dostize kada je x = x*, gdje je x* rjeSenje sistema Ax = b (x* =
A~'b). Zaista, razmotrimo

g(x) = (A(x —x"),x — x") = (Ax,x) — (Ax,x") — (AX", %) + (AX",x") =

(Ax,x) — 2(b,x) + (b,x") = f(x) + (b,x").

Vidi se da je g(x*) = 0, g(x) > 0, (b,x*) = const, ¢ime je dokaz zavrien. U
izvodenju, koristili smo formulu (Ax,y) = (x, ATy). er 4+
7. €1

Izracuna radijent skalarnog polja f(x). Znamo da je Vf = 9f =
JJ egi, Jktorsko polt]eg g%Jé] ezfc(mza standardnu azu.fImamo

= lim — [(A(x + ae;), x + cve;) — 2(b, x + ae;) — (Ax,x) + 2(b,x)| =

lim = [2a(Ax, e:) — 2a(b, e;)] = (24 — 2b, es),

a—0

slijedi Vf(x) = Z?:1<2Ax — 2b,e;)e; = 2Ax — 2b, ¢ime smo izracunali. U

: : - N
1zvodenju, koristili smo formulu 21:{3(7 e;)e; = x.
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T
v ? YV

X X1 \Y
\\ .

Minimal residual method

min f(x) = (Ax — 2b,[x) \v4
min || Ax;, — b||?, po liniji dxs
L1
0
ox*

Od tacke xq, ako se kreéemo u smjeru Axy— b onda ¢e se ostvariti najbrze
povecéanje vrijednosti f. Ako Zelimo da dobijemo manje vrijednosti onda se
treba uputiti u smjeru negativnog gradijenta. Dokle?

Stavimo ro = Axg — b (ostatak) i x; = xo — trg. Izaberite ¢t tako da se
minimizuje ||r1]|, gdje je r1 = Ax; — b. U izvodenju, koristi¢emo formulu iz
linearne algebre ||x||?> = (x,x). Imamo da je

HI'1H2 = <AX1 — b7 Ax1 — b> = <AXO — tAI'O — b7 AXO — tAI'O — b> =

t2<AI'0, AI'0> — 2t<AI'0, AXO — b> + <AXO — b, AXO — b>

Zatim %Hrlw = 0, pa definitivno slijedi ¢t = m, izabrali smo ¢.
Uopste: Xpi1 = Xp — %rk, r, = Axy — b (k > 0); izaberite x¢ kako

bilo. Numeri¢ki odgovor glasi x* & x, (do koje smo iteracije).

Teorema: ako je AT = A > 0 onda limp_, o X, = X*.

Razmatrana numericka metoda konvergira tempom geometrijske progresije.
To znaéi da za gresku k-te aproksimacije vaii ||x* — x| < eg® (¢ > 0,0 < g <
1). Kod nas je ||x||? = 7 |=:]*.

U sluc¢aju metode najbrzeg spusta, ¢ se bira iz uslova min f(x), po onoj
istoj polupravoj x = x¢ — trg (¢ > 0); ro je smjer gradijenta.

3.7. Metoda skalarnog proizvoda

Drukéije se kaze metoda stepena, engl. power method.

Treba odrediti dominantnu sopstvenu vrijednost date matrice A dimenzije
n x n. Pretpostavlja se da je A simetritna: AT = A. Tada: (1) sopstvene
vrijednosti A; € R (1 < i < n), (2) za sopstvene vektore vazi e; L e;, tj.
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(e;,e;) = 0 (¢ # j), (3) sistem vektora (ey,...,e,) obrazuje ortonormiranu
bazu euklidskog prostora R™, podesili smo |e;|| = 1 (1 < ¢ < n). MozZemo
pisati x = Y7 cie; = Y7 (x,e;)e;. Slicno tome, mozemo pisati Ax = Y7
Ai(x, e;)e;, analogno A%x, itd. Veé smo rekli Ae; = \e;.

Na pocetku algoritma, odaberite proizvoljni vektor xo # 0. U numerickoj
metodi ¢e biti konstruisan niz realnih brojeva {pu}32,. Pod odredenim uslo-
vima, vazi limy_, o, g, = A;. Numerisali smo |[A;| > ... > |\,|; kaZe se da je A;
dominantna. Stavlja se

P = <Axk7xk>/<xkaxk>7 Xp1 = Ax, (k> 0).

Teorema. Ako je |A;| > |Az2] 1 ¢1 = (X0, €1) # 0 onda aproksimacioni niz gy,
konvergira ka A; (limj_ o pr = A1) tempom geometrijske progresije, tj. vazi

2
Az

A1
Dokaz teoreme: xo = Y.{'c;e;, Xp = AFx, = E{Lci/\fei,

relacija (A — | = O(¢%), gdje je ¢ =

n n
kaH2 = (X, Xn) = Zcf)\fk, (Xhy1, Xx) = ZC?/\?kH,
=1 i=1

232k+1 | 2y2k+1 2 ) 2k+1
NPT L AN L 2R

ANk CINTE 22k

J

P = <Xk+17xk>/<xk7xk> -

limy oo (ptr — A1) = 0, dokaz je zavrien.

Ako govorimo o programskoj realizaciji razmatrane numericke metode onda
treba s vremena na vrijeme redukovati intenzitet vektora x;. Preostaju ko-
mentari. Numericki odgovor glasi A; &~ ;. (do koje smo iteracije). Zapazamo
da je kod nas norma 2.

Radi ubrzanja konvergencije, vrsite pogodne translacije po A, tako da ulogu
matrice A preuzima A+ ¢l ¢ije su sopstvene vrijednosti A; + ¢. Lako se razbija
zabrana |A;| = |Az| (ustvari Ay = —Xy), time $to se izvr§i translacija, kao i
zabrana c; = 0, time §to ¢e se promijeniti 2-3 pocetna vektora xy. Pored pri-
blizne vrijednosti A;, mozemo dobiti 1 pribliznu vrijednost sopstvenog vektora
e; (to je xg, samo podesite intenzitet), kao i ostale A;, e; (2 < 4 < n), preko
matrice B = Bx = Ax — A (x,ej)e;.
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Numericka analiza, deveto predavanje

11. 4. 2019.

4.1. Metoda polovljenja

Takode se kaze 1 metoda polovljenja intervala ili metoda bisekcije.
Razmotrimo realnu funkciju f € Cla,b] koja zadovoljava f(a)f(b) < 0;
suprotni znaci u # = a, ¢ = b. Tada, po Bolzanovoj teoremi, f ima bar jednu
nulu, tj. jednac¢ina f(z) = 0 ima bar jedan korijen (rjesenje). Biée konstruisana
numericka metoda (algoritam) za nalaZenje korijena. Na pocetku, stavimo

[ao,bo] = [a,b] 1z = %(ao + bg). Izrac¢unamo f(z;) i gledamo znak. Ako je
f(ao)f(z1) < 0 onda stavljamo [aq,b1] = [ao, z1], a ako je f(z1)f(by) < 0 onda
stavljamo [a1,b1] = [#1,bo]. Moze se desiti f(z,) = 0, onda smo odredili ta¢nu

vrijednost korijena; saopstiti x,, 1 obustaviti racunanje; r,, = 0.

Uopste, u n—tom koraku, polazimo od intervala [a,,_1, b,_1], stavljamo =z,, =
%(an_l + b,—1) 1 dolazimo do duplo kradeg intervala [ay, b, koji takode sadrzi
korijen. Jasno, lim, o 2, = ¢, gdje je f(£) = 0. Vaii relacija |{ —2,| < 2=(b—
a), o ocjeni greske n—te aproksimacije z,,. Numericki odgovor glasi ¢ ~ z,.
Sto vise iteracija, to smo blizi korijenu ¢, buduéi da je lim,,_ o (b —a) = 0.
Kada postane 2%(1) —a) < ¢, gdje je € unaprijed propisana dozvoljena granica
greske, onda se racunski proces obustavlja; |r,| < ¢, r, = § — z,.

Metoda bisekcije konvergira i ima linearni red konvergencije.

4.2. Metoda proste iteracije

Drukéije se kaze metoda fiksne tacke. Datu jednacinu f(z) = 0 treba prikazati
u obliku « = ¢(z). Vidjecemo da je red konvergencije linearan.

(*) Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste
iteracije u slu¢aju jedne jednacine.

Metoda proste iteracije sluzi za numericko rjesavanje jednacine oblika © =
o(z).

Neka je ¢ realna funkcija definisana na jednom intervalu realne ose [a, b).
Za funkciju ¢ = ¢(z) kaze se da je kontrakcija ako ona ispunjava sljedeéi uslov:
(g <1) (Vor, 22 € [a,b]) [p(22) — @(21)] < qlzs — @1].

Teorema. Razmotrimo funkciju ¢ € C'[a,b] (neprekidno diferencijabilna).
Neka su ispunjeni uslovi: (1) ako je a < & < b onda je a < p(z) < bi (2)
postoji ¢ takav da je |¢'(z)| < g < 1za a < & < b. Defini§imo niz brojeva
{2}, sa Tu1 = @(z,) za n > 0, gdje zg € [a,b]. Tada vazi: (1) jednacina
z = ¢p(z) ima jedinstveno rjeSenje na intervalu [a, b[ (ozna¢imo ga sa §) i (2)

lim,, o z, = ¢&.
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Dokaz teoreme. Po Lagrangeovoj teoremi (po formuli o konaénim prirasta-
jima) p(az)—@(a1) = ¢'(B)(ar—au), gdje je ar < B < az = |p(az) —p(au)| =
0" (B)] |az — 1| < qlaz — aul.

Kako ¢: [a,b] — [a,b] 1 z¢ € [a,b] to z,, € [a,b] za svako n.

Dokazimo da je {z,} Cauchyjev niz. Imamo |z,11 — z,| = |p(z,) —
o(2n1)| < qlTn — 2o 1| Slicno |Tnys — Tuga| = |@(Tnt1) — @(2n)] < qlTags —
T, < @*lzn — Ta_q]. Itd. Isto tako |Tpip — Tpip-1| < @P|Tn — Tnu_1|. Na isti
naéin se dokazuje i |z, — z,_1| < ¢"" |z, — zo|. Ukupno

|$n+p - $n| = |$n—|—p — Tpgp-1 + .o F Tppe — Tpp1 + Tpgr — :Bn| S

|$n+p_$n—|—p—1|+- . -‘|’|$n—|—2_$n+1|+|$n+l_$n| S (qp—l' . -‘I’q2+Q)|$n_$n—l| S

7

(q+@+.. )|en—Tp1]| = ——|Tn—2n_1| < |21 —2o| = 0 kad n — oo

l—gq l—gq
bez obzira na p > 1. Znaéi da |2,4, — ©,| — 0, razmatrani niz je Cauchyjev.

Niz {z,} je Cauchyjev = niz {z,} je i konvergentan i odmah uvodimo
oznaku X = lim, o z,. Iza <z, <bzasvakon = a < X <b. Iz 2, =
o(zy,) slijedi X = lim, @(z,) 1 dalje slijedi (budué da je ¢ neprekidna
funkcija) X = p(X). Znacéi X = €. Ne mogu postojati dva rjesenja & i & jer
bi tada bilo ©(£1) = &1, (€2) = &2 1 (za neko B) [& — &if = |p(&2) — w(&)] =
I (B)] €2 — &1| < qlés — &1, a znamo da je ¢ < 1. Dokaz je zavrsen.

(*) Dokazati prvu formulu za ocjenu greske |z, — £| < %h:l — x| (za
svako n).

Treba da dokazemo nejednakost. S jedne strane, |z, — z,_1| = |p(Tn-1) —
(P(wn—2)| S (Z|$n—1 - $n—2| = (Z|(10($n—2) - (P($n—3)| S S qn—1|$1 - $0|7
prepisimo |z, — z,_1| < ¢""Y|z1 — mo|. S druge strane, z,, — € =z, — Tpy1 +
ZTpr1 — & pa po aksiomi trougla imamo |z, — §| < |z, — Tps1| + |Tpy — €| 1
dalje

20 — &| < 2n — Tog1| + [Tagr — & = |@(@no1) — @(20)] + [0(20) — 0(§)] <

Q|$n—1 - $n| + Q|$n - €| = (1 - (Z)|$n - €| < Q|$n—1 - $n| =

q
n— € <

| €1 — @l

Ukupno:

§to je 1 trebalo.
(*) Dokazati drugu formulu za ocjenu greske |z, — | < {4 [z — 41| (za
svako n).
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Zadatak 1. Data je iteracija z,41 = z,(3 — 3z, + z2), r = 0,1,2,....
Izracunajte fiksne tacke iteracije i odredite koje su privlacne i koje su odboj-
ne. U okolini privla¢nih fiksnih tacaka odredite red konvergencije. Rjesenje.
Fiksne tacke su rjefenja jednacine g(z) = =z, gdje je g(z) = z(3 — 3z + z?).
Dobijamo tri rjesenja z = 0, z = 1 iz = 2. Izratunamo izvod ¢'(z) = 3(z—1)%
Kako je [¢'(0)] =3 > 1, |¢'(1)| =0 < 1, |¢'(2)| = 3 > 1, to je jedina privlaina
fiksna tacka z = 1. Iz ¢’'(1) = 0, ¢"(1) = 0, ¢"'(1) = 6 # 0 slijedi da je red
konvergencije u okolini fiksne tacke kubni.

Zadatak 2. Data je iteracija z,41 = %(wr + i — %), r = 0,1,2,....
Izracunajte fiksne tacke iteracije i odredite koje su privlacne i koje su odboj-
ne. U okolini privlaénih fiksnih tacaka odredite red konvergencije. Rjesenje.
Iterativna funkcija je g(z) = % (:B + % — %) Fiksne tacke su rjeSenja jednacine
gla)=a. Ingla)—a=—tat+ - =—(’+a—2) = ——(a+2)(a—1)

dobijamo da su fiksne tacke a = —2 ?a = 1. Kako je g'(—2) = 31 g'(1) = 0, to
su obe tacke privlacne fiksne tacke. Kako je ¢'(—2) # 0, to je u blizini a = —2
red konvergencije linearan. U blizini @ = 1 red konvergencije je kvadratni, jer
jeg'(1)=0ig"(1) =3 #0.

Zadatak 3. Jednalinu z® — A = 0, A € R, rjesavamo pomoéu iteracije
oblika z,.; = az, + m‘%, r = 0,1,.... Odaberite parametre a 1 g tako da
red konvergencije u okolini rjeenja jednaéine bude barem kvadratni. Koliki
je ta¢no red konvergencije? RjeSenje. Rjesenje jednaline je olito z = v/A.
Iterativna funkcija je jednaka g(z) = az + m% Da bi v/A bila fiksna tacka i da

bi red konvergencije u njenoj okolini bio barem kvadratni, mora vaziti g(\g/Z) =

av/A+ \3/% = VA, ¢(VA) = a—2 \3/% = 0. Jednacine se pojednostavljuju
u o« —I—% =1 a— 2% = 0. Rjesenje je jednako a = %, g = ?. Kako je
g”(:li):fi;%, g”(\g/Z)ZG B 2

= 5= # 0, znadi da je red konvergencije tatno
kvadratni.

var T Va
Zadatak 4. Jednaéinu z?> —a = 0, a > 0, rjeSavamo pomoéu iteracije

Tpp1 = Am?%, r = 0,1,.... Odaberite nepoznate koeficijente A 1 B tako

da red konvergencije u okolini rjesenja y/a bude barem kvadratni. Koliki je
223
3z2—-a’

tacno red konvergencije? Rezultat. A = %, B = znafl T,y =

29
r =0,1,..., konvergencija je tacno kvadratna (Izvor: Marjeta Krajnc).

Za fiksnu tacku ¢ funkcije ¢ (¢(€) = €) kaze se da je atraktivna (privlacna)
ako |¢'(€)] < 1, da je repulsivna (odbojna) ako |¢'(£)| > 1, da je neutralna
ako |¢'(€)| = 1. Za konvergentan niz iteracija &,4+1 = @(z,), n = 0,1,2,...
(lmy,— 00 2, = (&) = €) kaze se da ima konvergenciju reda s > 1 ako |r,q1| ~
c|rn|?, T = &€ — ,. Teorema: ako je ¢'(£) =0, ..., e V(&) =0, p¥(¢) # 0
(plus ¢(&) = ¢) onda je u okolini fiksne tacke ¢ red konvergencije niza iteracija
jednak (ta¢no) s. Naime, po Taylorovoj formuli, z,+1 — £ = ¢(z,) — @(§) =
L(z, — &)*f0)(&,), tatka €, je izmedu € i z,, @ € C*[a,b].

8!
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Numericka analiza, deseto predavanje

18. 4. 2019.

4.3. Newtonova metoda

Takode se kaze 1 Newton-Raphsonova metoda. U slucaju jedne jednacine
sa jednom nepoznatom obiéno se kaze metoda tangente. IzloZicemo metodu
tangente.

(*) Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode tan-
gente.

Metoda tangente sluzi za numericko rjesavanje jednacine oblika F'(z) = 0
na jednom intervalu realne ose [a, b].

Polazimo od grube aproksimacije zy. Posmatrajmo grafik funkcije y =
F(z) i uotimo na grafiku tacku ¢ija je apscisa @ = z, njene koordinate su
(z,y) = (xo, F(z0)). U toj tacki, prislonimo tangentu na grafik. Jednacina
tangente? Kao prava kroz jednu tacku y — F(zo) = k(z — zo) ili y — F(x0) =
F'(zo)(x — xo), na bazi geometrijske interpretacije prvog izvoda. Presje¢na
tacka tangente 1 z—ose predstavlja bolju aproksimaciju od . Apscisa presjecne

tacke? Izy = 01y — F(zo) = F'(z0)(z — o) imamo —F(zo) = F'(z¢)(z — =),
F(zo)
Fl(zo)”

zatim —F(zg)/F'(z9) = © — z¢ 1 definitivno z = z¢ — Stavlja se ©; =

Ty — If,((z(:]). Sli¢cno x5 na bazi z;, itd. Da li niz {z,} konvergira ka rjesenju
jednaéine(}

Teorema (o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode tangente). Neka
su ispunjeni sljedeéi uslovi: F € C?[a,b], F(a)F(b) < 0, F'(z) je stalnog
znaka na [a,b] (to znaéi: F'(z) > 0 za svako = € [a,b] ili F'(z) < 0 za svako
z € [a,b]), F"(z) je stalnog znaka na [a, b], tacka z¢ € [a, b] izabrana je tako da
vazi F(zo)F"(zo) > 0. Neka je niz brojeva {z,,} definisan sa ,11 = 2, — %&—%
za n > 0. Tada jednac¢ina F'(z) = 0 ima jedinstveno rjesenje na intervalu [a, b]
(oznacimo ga sa X) 1 vazi lim,, o z, = X.

Dokaz teoreme. Iz F'(a)F(b) < 01 F'(z) je stalnog znaka slijedi postojanje
i jedinstvenost rjesenja X. U zavisnosti od toga kakvog su znaka F'(z) i F"(z)
moguca su Cetiri sluc¢ajaito: 1) F/ >0, F” >0,2) F' >0, F" <0, 3) F' <0,
F">0,4) F' <0, F" < 0. Mi ¢emo sprovesti dokaz za prvi slucaj. Za ostale
slu¢ajeve dokaz je slican.

Prvo. Vazi z,, > X za svako n; zapaziti odmah da je ovaj uslov ekvivalentan
sa F(z,) > 0. Dokazuje se matematickom indukcijom. Imamo da je zq > X
jer je F"(z) > 01 F(xo)F"(x9) > 0. Ako je z, > X onda je i z,41 > X.
Zaista, po Taylorovoj formuli:

F(X) = Flan) + F'(a) (X — ) + 5 F(@)(X — 2,)°
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F'()(X — z,)?

Ln+1 + 2F/($n)
Drugo. Niz {z,} je opadajuéi, tj. vazi z,.; < z, za n > 0. Zaista,
Tpy1 — T, = —F(2,)/F'(2,) < 0 zato $to je F(z,) > 0 kako je malocas

pokazano i takode F'(z,) > 0 po definicionom uslovu prvog slucaja.

Trec¢e. Razmatrani niz je konvergentan, buduéi da je monoton i ogranicen
(svi njegovi elementi su veéi od X). Oznacimo sa § graniénu vrijednost niza:
neka je lim,,_,, z,, = £.

Jos cetvrto. Na relacyju =, = =, — ]];,((Z”)) treba primijrniti operaciju
lim,,_,, ¢ime se dobija £ = § — 5,((‘?); zapaziti da je F'(¢) # 0 buduéi da

€ € [a,b]. Dakle, F(§) = 0. Znaci da je { = X. Dokaz je zavrien.

1 t

Y

Metoda tangente ima kvadratni red konvergencije, $to znaci da se elementi
niza @, vrlo brzo priblizavaju rjesenju jednacine X.
: Flx F'(z F(z)F"(z
/ Zaista, F'(§) =0, p(z) =z — ﬁ, el) =€ () =1— F'Emg + ((F2(m))(2)7
¢'(§) = 0.

Specijalan slu¢aj metode tangente: F(z) = z*—a (datojea > 0), F(z) =0

= T = 4/a, Tpy = % (:Bn + mi), Heronova metoda za ra¢unanje kvadratnog
korijena.
(*) Dokazati teoremu o ocjeni greske u slu¢aju metode tangente.
Teorema (o ocjeni greske). Vazi nejednakost
M,

|X - $n| S 2m1 (:Bn - :Bn—l)z
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za svako n > 1, my = infocpp [F'(z)], My = sup,ep, 5 | F"(2)].
Dokaz. Razvijmo funkciju y = F(z) po Taylorovoj formuli u okolini tacke
z = x,_1 do drugog izvoda:

L pra) (@ — mnr)?,

F(2) = F(n) + F'(#n1)( — 20m1) + 5

a zavisi od z. Iskoristimo ovaj razvoj za ¢ = z,: F(z,) = F(z,1) +
F'l(¢p_1)(2n — Tpo1) + %F”(a)(mn — Z,-1)%, a je neka tacka izmedu z,_; 1
Ty, |F"(a)| < M,. Izraz F(z,_1) + F'(2n_1)(2, — ©,—1) predatavlja linearni
dio Taylorovog razvoja i jednak je u ovoj situaciji nuli po geometrijskoj defini-
ciji prvog izvoda, po definiciji metode tangente. Tako da se ranija formula

svodi na F(z,) = %F”(a)(:cn — z,_1)%. Slijedi

P ()] < 252 on = 30s ) (1)

S druge strane imamo: F(z,) = F(z,) — F(X) = F'(8)(z, — X), La-
grangeova teorema o srednjoj vrijednosti. Slijedi |F(z,)| = |F'( )| |z, — X]|,
|F(z,)] > mi|z,, — X| ili svejedno

2o — X| < : (2)

my

Kombinovanjem (1) i (2) imamo |z, — X| < = —

> (:cn —,-1)% Dokaz je
zavrsen.
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Numericka analiza, jedanaesto predavanje

25. 4. 2019.

5.1. Uvod o Cauchyjevom zadatku i lema o dva rjeSenja
diferencijalne jednacine

Lema. Neka je f(z,y) neprekidna funkcija i neka je neprekidno diferencijabilna
po promjenljivoj y. Neka su Yi(z) 1 Y2(z) dva rjesenja diferencijalne jednacine
y' = f(z,y). Tada vazi

()~ i(6) = (ale) ~ Ve exp | [ ff o))}

gdje je y(z) neki broj izmedu Y;(z) i Ya(z), Yi(z) < y(z) < Ya(=).
Uvedimo oznaku @ = {(z,y)|Yi(z) <y < Ya(z), @« < z < B}. Stavimo
L =sup(, e %. Shijedi

Y2(8) = Ya(B)] < [Ya(e) — Yi(a)|exp {L(B — a)} .

Ocito @ < 3. Smatramo Yi(z) < Y3(z). Pisali smo exp z umjesto e”.

5.2. Eulerova metoda i drugi primjeri

(*) Izvodenje Eulerove metode i njen izraz za lokalnu gresku.

Razmotrimo problem inicijalnih vrijednosti y' = f(z,v), y(zo) = yo. Neka
su fiksirane velicine h > 01 n € N. Mrezu ¢vorova ¢ine tacke z; = zg + 2h
(0 <4 < m). Mi trazimo priblizno rjesenje razmatranog problema. Sa y;
oznacava se priblizna vrijednost u tacki z = z; (0 < ¢ < n). Greska u pojedinoj
tacki definise se kao R; = y(z;) — y; (0 <7 < mn).

Prelazimo na izvodenje Eulerove metode. Napisimo Taylorovu formulu:

1 - 1
y(zoth) = y(wo)—l—hy’(:ng)—|—§h2y”(a) i y(z) = yo—l—hf(:co,yo)—|—§h2y"(a),

gdje je g < a < ®o + h. Uzimamo da yo + hf(zo,yo) predstavlja pribliznu
vrijednost i (samim tim) $h’y"(a) predstavljaée gresku. Prema tome, stavlja
se y1 = Yo + hf(zo,yo). Pored toga, stavlja se r; = 1h%y"(a), ovo je tzv.
lokalna greska. Kaze se lokalna greska ili greska na (jednom) koraku.

Sliéno se dobija ys na bazi y;, itd. Dakle, formula za Eulerovu metodu ili
Sema za ra¢unanje Eulerove metode glasi y;11 = y; +hf(z;,y;) za 0 < i < n—1.

Slicno se definisu i ostale lokalne greske ry,....7, 1 vaz relacija r; =
sh*y"(a) gdje je mim1 < a < z; (1 < i < n). U zakljucku, lokalna greska Eu-
lerove metode iznosi 7; = O(h?). Lako se pokazuje da vazi sljedeée izvodenje
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(kada je y rjeSenje jednacine): y' = f(z,y) =

d d
—y' = = fley) = v' =fit+fy = Yy =f+1T
dz
(*) Ocjena greske Eulerove metode.
U cilju ocjene greske, uvedimo potrebne oznake. Naravno, y = y(z) je
analiticko rjeSenje razmatranog problema. Stavimo yo(z) = y(z). Neka je

y; = y;(z) funkcija koja zadovoljava diferencijalnu jednac¢inu y’ = f(z,y) i uslov
yi(z;) = y; za 1 <i < n. Lokalna greska r; definiSe se kao r; = y;_1(z;) — yi(z;)
i za nju vazi relacija r; = A%y} (o), gdje je mi_1 < a; < ;.

Prelazimo na ocjenu greske R,,. Po lemi o dva rjesenja diferencijalne
jednacine vazi

Yic1 (%) — Yi(25) = (yic1(2i) — yilzi eXP/ (z,7;(x))dz,

gdje je recimo y;_1(z) < y;(z) < y;(z). Ova relacija pokazuje da razlika
Yi—1(z) — yi(z) u tacki z = =, moze da bude veéa od one u tacki z = z;.
Drugim rijec¢ima, tokom napredovanja po z—osi dolazi do dodatnog razilazenja
dva rjesenja, uopste uzev. Imamo da je

n

R, = y(wn) — Yn = yO(xn) - yn($n) = Z(yi—l(wn) - yi(lin)) =

=1

E(Z/z 1(z:) — yi(:)) eXp/ (z,7;(z))dz  slijedi

7=

Z|yzl _yz 1. eXP/ $yz d S

Z |rz| exp/ ! Ldr = Z |’I°Z| exp{L(:ﬂn - :Ez)}7
=1 Zi 1=1

gdje je uvedena oznaka L = sup f)(z,y) po skupu @ = {z; < z < zo +
X, y(z) —e <y <y(z)+e}

Dobili smo definitivno |R,| < Y%, |ri|exp{L(z, — z;)} ili |R,| < X5, |
exp{LX}, stavili smo X = nh. Buduéi da je |r;| = O(h?) slijedi |R,,| = O(h).
Takode vazi |R;| = O(h) za ostale ¢. Zakljucak: greska Eulerove metode je
reda h ili |R,| < Ch za neku konstantu C' > 0.

Poboljsana Eulerova metoda: y;',, = y;+hf(zi, vi), yip1 = yi—l—;—‘(f(:ci,yi)—l—
f($i+1,yi*+1)) ili by = hf(zi,9:), ks = hf(zi+hyi+Fr), yirr = yi+ 5 (ks +Fa).
Lokalne greske r; = O(h®), greska R,, = O(h?).

Heunova metoda (Hojnova metoda): yip1/2 = i + f(:nz,yz) Yir1 = Ui +

hf(zis1/2, Yirry2) il by = hf(zi,yi), ks = hf(@i + 3R,y + 3k1), vier = yi + ka.
Lokalne greske r; = O(h®), greska R,, = O(h?).
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5.3. Opsti slucaj eksplicitne metode tipa Runge—Kutte

Prirastaj funkcije y = y(z) u blizini tacke z = zo moze da bude procijenjen
pomoéu broja y'(zo) = f(zo,y0), §to stvara Eulerovu metodu.

Razmatra se Cauchyjev problem y' = f(z,y), y(z0) = yo na intervalu
[z0, 2o+ X]. Izabrali smon > 1, pa mrezu ¢ine évorovi ¢; = zo+th (0 < i < n),
h = % Numericki odgovor ¢e imati oblik yo, ..., y,, a posmatracemo 1 greske
R; = y(=;) — y;. Formule za metodu RK4:

h k / k
kl:hf(:l:“yl)? k2:hf (:Bz‘l’_ayz‘l'_l)y k3:hf ($z+_layz+_2>7

2 2 2 2
1
ha = hf(zi +hoyi k). yinn = gt o (b + 2k + 2k + B
0 <i<mn—1(ki,...,kszavise od i). Formule su izvedene po metodi neodrede-

nih koeficijenata. Lokalne greske r; = O(h®), greska R,, = O(h*). Ocito, naziv
metode "Runge-Kutta cetvrtog reda” predstavlja posljedicu relacije |R,| <
C'h* za neku konstantu C' > 0. Pretpostavili smo da je funkcija f(z,y) dovoljno
glatka.

5.4. Ocjena greske za metodu Runge—Kutte

Kao prakti¢ni izraz za gresku Eulerove metode sluzi
Fo= Y riexp [ f(@.y(x))de, (1)
=1 Ti

gdje treba uzeti r; = 1h%y"(2;_1/2), znamo da y"(z) = fi(z,y)+f(z,y)f(z,y),
a integral izracunati preko trapezne formule po ¢vorovima f(z,,y,), ¢ <v <
n, npr. f(z,y) = 2%y’ = f,(z,y) = 22%y.

Formula (1) moze da posluzi za bilo koju jednokora¢nu metodu (metodu
Runge-Kutte), a isto tako i za bilo koju visekora¢nu metodu (diferencnu
metodu), samo treba saznati ;. U slucaju RK4 preporucuje se: r;41 & 142,
Tir1 + Tips R %(Z/iu — Yi12), gdje se broj Y2 dobija polazeéi od (z;,y;) sa
korakom 2h.

5.5. Algoritam zasnovan na metodi Runge—Kutte

U slucaju RK4, procjena greske u tacki z = 2o + X po Rungeovom pravilu:
Ron(zo+X) ~ % (yzn(zo +X) —yn(zo —I—X)) . Treba sprovesti grubi ili pomo¢ni

racun sa korakom /1 fini ra¢un sa korakom %, takodeod z = zgdoz = £+ X.
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Numericka analiza, dvanaesto predavanje

2. 5. 2019.

5.6. Diferencne metode

Razmatra se Cauchyjev problem y' = f(z,v), y(z0) = yo na intervau [zq, 2o +
X], dok mrezu ¢ine évorovi @, = xo+nh (h = %) Fiksirajmo 1 < k < 41 raz-
motrimo k ¢vorova xg,...,Tr_1. Fokusirajmo se na slu¢aj k = 4: razmotrimo
4 &vora g, ..., ¢s3. Oznalimo sa Lsz(z) interpolacioni polinom funkcije y'(z)
po navedenim ¢vorovima ¢iji su indeksi 0 < n < 3:

3 3 .
Lo(e) = Y bi(a)y/(e:).  i(e) = [[ ——
i=0 j=0 Ti — Tj
i
Greska interpolacije:
1 3
e() = jes(@)y(E(2),  wi(2) =TIz — =),
' =0

akoy € C®[zg, zo+X]. Narelaciju y'(z) = Ls(z)+e(z) primijenimo integral od
x3 do z4: y(z4) = y(zs) + [ Ls(z)dz+ [ e(x)dx ili svejedno y(z4) = y(zs3)+
Jai Ls(x)dx 414, gdje r4 predstavlja lokalnu gresku. Kada se izracuna: y(z4) =
y(ws) + 25 (55y'(w3) — 59y (z2) + 3Ty (1) — 9y (wo)) + 14, 74 = BEhSy) (&),
o < & < z4. Dalje y(z4) =~ y(z3) + 2}‘—4(55y'($3) — 59y’ (z2) + 37y (z1) —

9y’(:c0)) ili y(zq) ~ y(:c3)—|—2h—4<55f(:c3,y(m3))—59f(:c2,y(m2))—|—37f($1,y(a:l))—
9f(:n0,y(:c0))), buduéi da je y' = f(z,y). Na taj nacin, imamo numericku

formulu y4 = ys + 2"—4(55]‘(1:3,3/3) —59f(x2,y2) + 37f(x1,91) — 9f($07y0))-
Slicnim postupkom, mi napredujemo od tacke do tacke. Na taj nacin,
imamo numericku metodu ili §emu:

_ _I_ h><
yn+1—yn 24

(55f($n7 yn) - 59f($n—17yn—1) —I' 37f($n—27 yn—Z) - 9f($n—37 yn—3))7
3 <n < N —1 Kraéi zapis yni1 = Y + 25 (55fn — 59 facs + 37fncz — 9facs).

Ova Sema za racunanje predaje se racunaru. Mi smo upravo izveli tzv. eks-
plicitnu Adamsovu metodu cetvrtog reda (ponekad se kaze i ekstrapolaciona).
Numericki odgovor (rezultat) ima oblik (zo,v0), (£1,y1),. .., (zx,yn). Veli¢ine
Y1,...,Ys 1zracunajte po RK4.

Sa 7, oznacavamo lokalne greske, sa Ry = y(zn) — yn gresku, a sa y(z)
analiticko rjeSenje razmatranog Cauchyjevog problema.
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Prelazimo na drugu metodu (drugu Semu). To je tzv. implicitna Adamsova
metoda cetvrtog reda (ponekad se kaze i interpolaciona).

Dakle, L3(z) ostaje interpolacioni polinom funkcije y'(z) po mrezi évorova
Zg, ..., x3, panaravno da ostaje iizraz za njegovu gresku e(z). U ovom slucaju,
narelaciju y'(z) = Ls(z)+e(x) treba primijeniti integral od x5 do z3. Postupak
je slican. Npr. dobiée se r3 = —%h5y(5)(€3), o < €3 < m3 (1 €. F Ty 1.).
Sema za racunanje:

h
yn+1 :yn‘l’ﬂ(gfnﬁ-l +19fn_5fn—1 ‘I’fn—Z)a 2 STLS N_]-

y/ ~ L3 y/ ~ L3
Ekspl. Impl.
[ [
Lo L1 Lo Zl}3j Ta Lo L1 Jlgj I3

Prelazimo na trecu metodu, to je tzv. Adamsova prediktor—korektor me-
toda cetvrtog reda:

* h * *
Yor1 = Un + ﬂ (55fn - 59](‘71.—1 + 37fn—2 - 9fn—3)7 fn-}-l = f($n+17yn+1)7

h
Yorr = Yo+ 57 (91 +19f0 = 5fucs + fuma), 3<m SN L

Vidimo da je izvreno jedno malo prilagodavanje implicitne Seme.

Velicine y;_, imaju pomocne uloge, dok ¥, predstavljaju numericki od-
govor. Zay, , kaze se da je prediktor vrijednost, dok je 4,41 korektor. Vidimo
da smo se oslobodili sabirka f(z,+1,yn+1) koji je stvarao implicitnost, po cijenu
samo beznacajnog povecanja lokalne greske.

5.7. Metoda neodredenih koeficijenata

Kao zadatak: za rjeSavanje pocetnog problema y' = f(z,y), y(zo) = yo koristi
se diferencna Sema Y,41 = dyn_1 — 4y, + h (af(:nn_l,yn_l) + Bf(zn, yn)). Iza-
berite a i 8 tako da lokalna greska Seme r = L — R iznosi O(h*). Uputstvo za
zadatak: razviti funkcije y 1 ¥’ = f po Taylorovoj formuli. Rezultat: a = 2,

B =4
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5.8. Ocjena greske diferencne metode

Lokalne greske eksplicitne Adamsove metode jednake su r, = O(h**!), njena
greska je jednaka Ry = y(zn) — yv = O(A*), izvodenje je sliéno onome u
slucaju Runge-Kutte. Isto tako, vazi v, = O(h**1), Ry = O(h*) u slucaju
implicitne Adamsove metode. Navedene dvije formule vaze bez izmjene 1 za
Adamsovu prediktor-korektor metodu, buduéi da se sema samo neznatno ra-
zlikuje od prethodne.

5.9. Adamsova metoda cetvrtog reda

Mi govorimo o Adamsovoj prediktor—korektor metodi éetvrtog reda, ¢ije su

formule veé napisane. Veé je pokazano: 7} = y,_1(z,) — y) = %y(S)(€;)h5,

T = Yn-1(Tn) — Yn = :g%y(‘r’)(fn)h‘:’ —;510(136); yr je ist;)méto i yPred, Slijedi
Ypn — Yn = Tn — T, R _%y(5)(€n)h5 - %y(5)(€n)h5 = _%y(5)(€n)h5 ~ 14r,.
Bilo je: eksplicitna Adamsova: z,,_4 < £ < @,, implicitna Adamsova: ©,_3 <
&n < T, tako da za male h vazi £ ~ ,. Definitivno

1 *
Tn N ﬂ(yn_yn)a

izraz za lokalnu gresku r,,.

5.10. Algoritam zasnovan na diferencnoj metodi

Formula za prakti¢nu ocjenu greske:
N .
Ry =) exp/ f(z,y(zx))dz,
n=1 Zn

gdje je Ry = y(zn) — yn, 1, su lokalne greske i potreban je izraz za r,,.
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Numericka analiza, trinaesto predavanje

9. 5. 2019.

5.11. Milnova metoda (Milne)

Za diferencnu metodu kazemo da nije Adamsovog tipa ako se, prilikom racu-
nanja y,,1, ne oslanjamo na y,, veé na y,_; ili slicno. Milnova:

. 4h . .
yn+1 = Yn-3 + ?(2fn - fn—l + 2fn—2)7 fn+1 = f($n+17yn+1)7

h
Yarr = Y1 + 5 (Fra + 4+ fars), 3<n <N -1

Lokalne greske r, su reda h®, greska Ry je reda h*, praktiéna procjena: r, ~

6.1. Metoda konaénih razlika

Fiksirali smo interval [0, X]. Fiksirajmo funkcije p € C?[0,X], p(z) > 0,
f € C?0, X] i realne brojeve ag, a;. Razmotrimo graniéni problem sa diferen-
cijjalnom jedna¢inom drugog reda:

—y" +p(x)y(z) = f(z), y(0)=ao, y(X)=a1. (1)

Iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina, poznato je da navedeni graniéni
problem ima jedinstveno rjesenje y(z), pri ¢emu y € C*[0, X].

Fiksirajmo N > 2. Oznacimo sa y,, priblizne vrijednosti u ¢vorovima z,, =
nh, 0 < n < N (h = %) Te priblizne vrijednosti predstavljaju rjesenje
diferencnog problema u kome uéestvuju konaéne razlike drugog reda A?:

_yn+1 - 2yn —I' Yn—1
12
Pn = p(:nn)a fn - f(mn) Sazeto Z(yn) = fn ili Z(Y) = f7 Yo = Go, Yn = a1.
Oduzimanjem relacija (1) i (2) dobijamo £(R,) = —r,, 1 <n < N — 1,
Ry = Ry = 0. Sa R,, oznalena je greska (greska metode): R, = y(z,) — yn;
y(z,) od analitickog rjesenja, y,, kompjuter. Sa r, oznacena je tzv. greska

—I'pnyn - fna Yo = ao, Yn = aa, (2)

aproksimacije:

Tn = —y”(:l?n) + ( +1) (2 ) ( 1) = _hzy(4)(€n)7
h 12
Tp_1 < & < Tpy1, v. Numericko diferenciranje. Zmnadéi |r,| < %thél, 1<
n < N —1, My = maxo<,<x |y (z)|. Drugim rije¢ima |jr|| < Sh* My, gdje je

r=(r1,...,78-1), |[r|| = maxic,cn_1|rnl.
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Pitanje: dali sistem (2) ima jedinstveno rjesenje?

Sistem linearnih jednacina (2) sastoji se od N —1 jednacina i ima isto toliko
nepoznatih y;,...,yny_1. Matrica sistema My_; je trodijagonalna i npr. za
N =4 ona glasi

-2 —p1h2 1 0
M3 = 1 -2 - p2h2 1
0 1 —2 —p3h2

Posmatranjem homogenog sistema ¢ija je matrica sistema My _;:

mii mi N-1 Y1 0
— 9
my-11 -°° MN-1N-1 YN-1 0
yo = ynv = 0, broja |yx| = maxjc,<n_1|yn| 1 k-te jednacine zakljuéujemo

da homogeni sistem ima samo trivijalno rjesenje. Zakljuéujemo da je matrica
Mpy_; regularna. Prema tome, sistem (2) ima jedinstveno rjeSenje. Samo se
napominje da za matricu My y_;1 (odgovara slucaju p, = 0) vazi det Moy =
(=1)M(N + 1), $to moe da bude pokazano njenim razvojem po elementima
prve vrste; tako, za determinantu izlazi d,, 12 +2d, 11 +d, = 0, dy = =2, dy = 3.
Na primjer, u slucaju N = 4:

M073 — ]_ —2 ]_

Ponovimo det My # 0 (N =1,2,...). Odgovor: sistem (2) ima jedinstveno
rjesenje.

Preko dvije leme, dokazuje se da vazi uslov stabilnosti maxi<n<n—_1 |yn| <
Bmaxi<,<n-1|fal (ili svejedno |ly|| < B/f]]), tj.

1,
(ax ya| < o X7 max [fu],
gdje je yo,...,yn ma kakav konacan niz brojeva, yo = yy = 0, p, > 0,
UYn) = fu, Lyn) = —h%(yn_,_l — 2y, + yn_l) + pnyn. Kako postoji konstanta
B > 0, to kazemo da je razmatrana diferencna Sema stabilna u odnosu na svoju
desnu stranu (u odnosu na slobodan sabirak u sistemu jednaéina f).

Definitivno, mi dobijamo da za gresku metode vazi |R,| < $X25Myh?,
znadl |R,| < %Xz]\/.ﬁlh2 zal <n < N-—1(Ry =Ry =0). Zato se kaze da
razmatrana numericka metoda konvergira, ona ima kvadratni red konvergencije
(limy,_o |R|| = 0, |R]| = O(h?)). Ponovimo da 'y = (yo,...,yn) predstavlja
numericki rezultat.
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e Veé smo vidjeli da je razmatrana diferencna Sema stabilna u odnosu
na f. Pored toga, ona je stabilna i1 u odnosu na grani¢ne uslove a =
(ao, a1). Naime, preko dvije leme, mi smo ustvari dokazali da vazi uslov
stabilnosti ||y|| < alla]| + B||f|, gdje je &« = 1, B = $X? (max—norma),
gdje je yo,...,yny ma kakav konacan niz brojeva. Dalje, oduzimanjem
slijedi modifikovani oblik ||y — y1|| < «aflas — ai|| + B||f2 — f1]|, gdje
jo yi = (' uy)s & = () a)), £ = (A7, AL, M) = £
y(()i) = aéi), yl(\? = agi), ¢ = 1,2. Ova relacija pokazuje da male promjene
desne strane f 1 grani¢nih uslova a = samo male promjene rjesenja dife-
rencnog problema y, §to mozemo zapisati kao ||Ay| < af|Aa| + 3||Af]|.

Oko oznaka: v; = (5,10,15,20) ili v{ =5, ..., »{") = 20.

e Ako diferencijalna jednacina glasi y” + p(z)y’ + ¢(z)y(z) = f(z) onda u
diferencnoj $emi imamo relacije

Yn+1 — 2yn + Yn—1 Yn+1 — Yn
+ Pn
h? 2h

-1
+ @uYn = fn
(1 <n < N —1), sto se obrazlaze poznatim limesima

: y(:B + h) — 2y(m) + y(:l3 — h) o
lim T2 =y (x),

) y(:n—l—h)—y(w—h)_,
Hm 2h AR

(spec. © = my,).

e Ako granicni uslovi imaju oblik y'(0) = b, y'(X) = b; onda, u diferencnoj

Semi, odgovarajuée relacije glase Y20 = by, ==L = by, bududi da
je limy_o M = 4/(0), limp_o ﬂﬁﬂzﬂl = y'(X); moZemo pisati
h — +0.

Metoda konaénih razlika primjenjuje se za rjeSavanje svih tipova obiénih i
parcijalnih diferencijalnih jednacina.
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NA14 (16.5) Napomena o metodi konaénih elemenata

Za numericko rjeSavanje grani¢nog problema —y” + p(z)y(z) = f(z), y(0) =
y(1) = 0, gdje su p(z), f(z) date neprekidne funkcije, p(z) > 0, pored
metode konac¢nih razlika, primjenjuje se 1 metoda konacnih elemenata. U
Lebesgueovom prostoru L?(0,1), razmotrimo linearni diferencijalni operator
Ay = —y" + p(z)y(z) ¢&iji se domen D sastoji od funkcija koje zadovoljavaju
y(0) = y(1) = 01 y” € L*(0,1). Taj operator je samokonjugovan i pozitivan,
A* = A > 0. Tako da se grani¢ni problem moze formulisati kao Ay = f.
S druge strane, posmatrajmo nelinearni funkcional F(y) = (Ay,y) — 2(f,y),
y € D. Zelimo da odredimo njegov minimum. Teorema: dva zadatka su ekvi-
valentna. Drugim rijeéima, oba zadatka imaju jedinstveno rjesenje, s tim da
jedna te ista funkcija 1 predstavlja rjesenje GP i realizuje min F'.

Kada se izratuna, F(y) = f, (—y”—l—p(a:)y(w)—2f(:n)$y(:n)d:n =/ ((y’(:l:))2
+ p(z)y*(z) — 2f(:c)y($))d:lz, buduéi da je y(0) = y(1) = 0, pomocu parcijalne
integracije. Skalarni proizvod u prostoru L2(0,1): (y1,ys) = fo y1(z)yz(z)dz.

Ako bismo odredili analiticko rjesenje varijacionog zadatka (zadatka o mi-
nimumu funkcionala) onda bismo oéito imali i analiticko rjesenje grani¢nog
problema; trazi se minimum po svim funkcijama iz domena. Medutim, ako
se ogranic¢imo samo na funkcije 1z jednog kona¢no—dimenzionog potprostora
S C D onda ¢emo dobiti numericko rjesenje (po Ritzovoj metodi).

Prva moguénost: potprostor § sastoji se od funkcija oblika y = ¢; sinwe +

.+ epsinnmz (¢; € R).

Druga moguénost: potprostor S sastoji se od funkcija oblika y = ¢1¢1(z) +
coit Cnm1@n—1(2) (¢; € R), gdje su ;(z) tzv. konacéni elementi: ako oznacimo
z; =th (0 <i<m), h= % onda: p;(z) = %(ZB —xio1) z2a ximg <z <y,
wi(z) = %($i+1 — ) za z; <& < ®ig1, pi(z) = 0 za ostale z € [0,1]. Na slici
su prikazani grafici funkcija y = ¢;(z) u slucaju n = 4:

¥1 P2 ©3

Z T T

0 1 0 1 0 1

Drugim rije¢ima, odredite ¢; da se ostvari min F(y), gdje ocito y € S.
Algoritam: rijesite sistem linearnih jednac¢ina Mec = b po nepoznatoj ¢, gdje
je mi; = (Agi, @) = Jo (el(@)@}(z) + plz)pi(2)es(z) ) dz, € = (c1,...,cam)7,
b = (b1,...,b,1)T, b = (f,0:) = [ f(z)pi(z)dz; Ritzova metoda u formi
MKE. Iz g—i =0 = Mc = b. Odgovor y*(z) = X1} cips(z).
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