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NUMERICKE METODE (FIZIKA) / NUMERICKA ANALIZA (C SMJER)
1. INTERPOLACIJA

U numerickim metodama razmatraju se matematicke formule 1 ra¢unski procesi koji mogu
da budu efektivno sprovedeni. To znac¢i da mogu da budu sprovedeni za kona¢no mnogo izve-
denih rac¢unskih radnji 1 da mogu da budu dovedeni do poznatih konkretnih brojnih vrijednosti,
najcesce do pribliznih vrijednosti.

U glavi 1. govorimo o zadatku interpolacije. Dato je nekoliko tacaka u ravni, a treba odrediti
kruvu liniju da prolazi kroz sve te tacke.

1.1. LAGRANZOV INTERPOLACIONI POLINOM

Razmotrimo funkciju f: R — R ili f: [a,b] — R, Razmotrimo n > 1 medusobno razli¢itih
tacaka z1, ..., z, na realnoj osi. Neka su date vrijednosti f(z;) za i = 1, n. Zelimo da odredimo
funkciju L,: R — R ili L,: [a,b] — R koja zadovoljava uslov L, (z;) = f(z;) za i = 1,n. Za
funkciju L, se kaze da je interpolaciona funkcija. Kazemo da Zelimo da rijesimo zadatak o
interpolaciji za podatke (z;, f(=;)), sa ¢ = 1,n. Treba definisati klasu funkcija {L,} u kojoj se

vees

vees

gdje su a; € R (j = 0,n — 1) zasad neodredene veli¢ine. Iz uslova interpolacije L, (z;) = f(z;),

i =1,n imamo a, 12/ ' + ...+ a1z +ag = f(z;), i = 1, nili

7

An—1

T P | : f(z1)

2t o g, 1 a1 f(zn)
ag

Imamo linearni sistem od n jedna¢ina sa m» nepoznatih. Njegova determinanta D je poznata
Vandermondova determinanta i znamo da je |D| = [];<;c;j<n(®; — #:). Po uslovu je z; # z; za
i # 7. Tako da je D # 0. Zato sistem ima jedinstveno rjesenje. Dakle, postavljeni zadatak o
interpolaciji ima rjesenje u razmatranoj klasi {L,}, i to jedinstveno. Na redu je konstrukcija
interpolacionog polinoma L, = L,(z), odnosno dobijanje njegovog eksplicitnog izraza. Mogao
bi da bude rijesen linearni sistem, a mi ¢emo izvrsiti konstrukciju drugim putem.

Razmotrimo proizvod w,(z) = [[,(z — z;). Funkcija w, je polinom stepena tac¢no n i

zadovoljava w,(z;) = 0 za ¢ = 1,n. U izrazu za w,(z) izostavimo jedan faktor, recimo prvi
faktor © — ¢;. Vidimo da je funkcija y(z) = [[i-,(z — #;) polinom stepena ta¢no n — 11 da
zadovoljava y(z;) = 0 za i = 2,n. A y(z;) = [[,(z1 — z;) # 0. Prema tome, lako formiramo

funkciju ®; = ®;(z) da zadovoljava: ®;(z;) =0 za j # 1 ®;(x;) = 1. Upravo

n
r—T; .. . T —x;
®;(z) = H 2 ili se pise samo  P;(z) = H 7
i=1 Ti =T j#i Ly — Ly
FEL

Na kraju, funkcija L,(z) = ®1(z)f(z1) + ... + ®u(z)f(z,) predstavlja rjesenje postavljenog
zadatka, za L, se kaze da predstavlja Lagranzov interpolacioni polinom, piSemo

Ln(z) = > f(=:) [1

i=1 J#i

:B—:Bj

:Bi—.T?j
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U numerickoj praksi, veli¢cina f(z) nije poznata, a veli¢ina L, (z) je poznata odnosno moze
da bude izracunata, tako da je L,(z) priblizna zamjena za f(z). Ovdje je = jedna tacka na
realnoj osi koja nije ¢vor tj. koja ne pripada mrezi ¢vorova tj. koja se ne poklapa ni sa
kojim z;, ¢ = 1,n. Ponekad se upotrebljava sljedeéa terminologija. Ako tacka z za koju se
interpolacija vr§i pripada odsjecku [a, b] obrazovanom od strane ¢vorova onda se kaze da se vrsi
interpolacija u uZem smislu. A u suprotnom slucaju se kaze da se vrsi ekstrapolacija. Ovdje je
a=min,—y _, % 1b=maxj_;__,x;.

y‘ y=f(z) y=Ls(z)

Tabela Ulazni podaci za
zadatak o interpolaciji

i i f(zi)

1 T flz1)

2 T2 f(z2)

; ; ; T
n Ln f(xn) 0 iﬂll iIB iﬂlg I3
Slika za L. 1. p. u sluéaju n = 3

Donekle slican zadatku o interpolaciji je zadatak o najboljoj aproksimaciji, engl. best
fit. Skup ulaznih podataka (z;, f(z;)), : = I,n je jedan te isti kod oba zadatka. Kod aproksi-
macije se ne trazi vise da pojedinaéno odstupanje r; = f(z;) — L,(z;) bude = 0, veé se sada
trazi da r; = f(z;) — g(x;) bude sto je moguée manje. Ovdje je g funkcija koja predstavlja
rjesenje zadatka o aproksimaciji. TraZi se ustvari da vrijednost izraza r? = Y_r_; |r;|> bude sto
je moguée manja, pa se zato kaze i — metoda najmanjih kvadrata. Iz koje klase funkcija {g}
treba izabrati g7 U najprostijem slucaju g je linearna funkcija. Ili je g polinom stepena < k,
gdje je k <n — 2. Ili je g oblika g(z) = a + g ili g(z) = ae* ili itd.

Najbolja aproksimacija sa g(z) = az + b za (z;, f(z;)) = (=i, f;), gdje je 1 < i < n (linearna
regresija):

Yiiw Y ] ) [ a ] _ l Yis1 @i fi ]

2lim T n b Yima fi
Navedena formula (za odredivanje a i b) lako se izvodi iz uslova za stacionarnu tacku funkcije
F = F(a,b), odnosno iz uslova za njenu tacku minimuma. Znamo da uslov za stacionarnu
tacku glasi: aFESZ’b) =0, aFg;’b) = 0. Uvedena je oznaka F(a,b) = 31 (az; + b — f;)®. Vidimo
da je 7 = F(a,b).

Uzmimo da treba naéi zavisnost oblika y = ae

b2 na osnovu podataka {(z;,y;), 1 <i < n}.

Svodenje na prethodni sluéaj pomoéu: y = ae®® = Iny = Ina + bz. Treba primijeniti model
prave linjje na podatke {(z;,Iny;), 1 < i < n}. Kao rezultat, imaéemo b1ilna.
Primjer 1: Naci najbolju aproksimaciju oblika y = axz + b po metodi najmanjih kvadrata

za podatke z|1]2]3]|4 Irada: Y22 = 30 Yo = 10 Yawy = 59 Yy = 19
y|1|4|6]8 g
30a + 10b = 59 B _ o
{ 10a+4h—19 @¢=23 b=-1 Odgovor: y =23z —1.
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Primjer 2: Po metodi najmanjih kvadrata, naéi aproksimaciju oblika y = ae®® (svodenjem na

z][112] 3] 4 z 1] 2 | 3 | 4
14 10 20| 7ade ny =Y s 950 209
304 + 10B =21,64
10A + 4B =6,68

linearni slucaj) za podatke

Y = Az + B A=09 B = —-080 % = 0,45. Odgovor:

y = 0,45¢%%.
1.2. OCJENA GRESKE ZA LAGRANZOV INTERPOLACIONI POLINOM

Ova sekcija predstavlja nastavak prethodne, tako da se sve oznake preuzimaju. Neka z €
[a,b] ili z € R, s tim da = nije ¢vor. Razmotrimo numericki odgovor f(z) ~ L,(z) na pitanje:
¢emu je jednako f(z). Greskom ili greskom numerickog odgovora nazivamo razliku r(z) =
f(z) — L,(x). U ovoj sekciji treba da dobijemo izraz za r(z), odnosno treba da ocijenimo sa
gornje strane |r(z)|. Pretpostavlja se da f € C*(R) ili f € C"[a,b]. Uvedimo funkciju ¢
relacijom

o(t) = f(t) — La(t) — Kwa(t), (1)
gdje je K zasad neodredena konstanta. Izaberimo K tako da bude ¢(z) = 0. Dakle, neka je

f(2) = Lu(z)

R

(2)

Sada je vrijednost K odredena. Pogledajmo rjesenja jednacéine p(t) = 0. Vidimo da ¢ ima

bar n + 1 nulu. Upravo, njene nule su sigurno t = z, t = z;, ..., t = z,. Naime, p(z;) =
f(z;) — Lp(z;) — Kwy(2;) = f(z;) — f(z;) — K -0 = 0. Tacke z, 21, ..., z, obrazuju na realnoj
osi odsjecak [a, b]. Dakle, neka bude @ = min(z, zy,...,2,) 1 b= max(z,z;,...,2,). Nabrojane

tacke obrazuju na realnoj osi n malih odsjecaka. ( Rolova teorema: ako je f neprekidna na
[a,b], diferencijabilna u (a,b) 1 f(a) = f(b) onda postoji broj € € (a,b) takav da je f'(¢) = 0.
) Rolova teorema govori da izmedu dvije nule funkcije postoji bar jedna nula njenog izvoda.
Tako da funkcija ¢’ ima bar n nula unutar [a,b]. Slicno, ¢” ima bar » — 1 nulu. Itd. Na
kraju, ¢(® ima bar jednu nulu: postoji ¢ € (a,b) takav da je ™ (¢) = 0. S druge strane,
jasno je da je LM (t) = 0 i da je w™(t) = n! Ako se (1) diferencira n puta po ¢ onda imamo

o™ (t) = f™(t) — Kn! Uvrstimo t = & o™ (&) = (&) — Kn!ili 0 = f™(£) — Kn! ili

(3)

¢ = &(x) € (a,b). Cesto se (4) pise u obliku:
1 .o n
|f($)_Ln($)| < E'Mn'|wn($)|7 ngeJe Mn: max |f( )(t)|

te(a,b]

greska = ... ili |greska| < ...
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1.3. PODIJELJENE RAZLIKE I NJITHOVA SVOJSTVA

U ovoj sekciji uvodi se pojam podijeljene razlike 1 utvrduju se neka njihova jednostavna
svojstva. Kaze se konacéna razlika ili razlika ili engl. difference za izraz f(z.) — f(z1). A kaze se
f(@a) — f(21)

o9 — I
(f,z1,22) ili f(z1;@4). Dakle, neka su o funkciji f: R — R dati na raspolaganje oni isti podaci
kao u prethodnim sekcijama: (z;, f(z;)), ¢ = 1,n. Podijeljena razlika prvog reda funkcije f

podijeljena razlika za izraz , a za taj izraz koriste se razne oznake, kao [z, z,] ili

oznacava se sa f(z;;z;) 1 jednaka je

Flasay) = TE) =T 3) 0

Tr; — I
Slicno, drugog reda

flzj;ar) — f(fﬂi;wj)_

L — L4

(i, ), k] i f(zi; 2 2,) =

Uopste, razlika reda k definise se pomocu razlika reda k — 1,1 to

flxos ..y zpyr) — flees .. .;wk)'

T4l — L1

flza;. . pg) =

Podijeljena razlika nultog reda oznacava se sa f(z;) i jednaka je f(z;).

Sljedeca lema utvrduje jedno svojstvo podijeljenih razlika. Lako se vidi da je podijeljena
razlika jednaka jednoj linearnoj kombinaciji vrijednosti funkcije u obuhvaéenim ¢vorovima.
Lema daje izraz za koeficijente linearne kombinacije.

Lema. Za svako k > 1 vazi jednakost

flaai-osme) = 3 f(=) -

i=1 [lizj(w; — i) 2
[lic1,.. o141,k
Lemu ¢emo dokazati primjenom principa matematicke indukcije po k. Za k = 1 razmatrana
jednakost svodi se na f(z;) = f(z1) i ocito je istinita. Za k = 2 ona se svodi na definicionu
relaciju (1). Uzmimo da je jednakost (2) ta¢na za k = £ i dokazimo da je ona tada taéna i
za k = £ 4+ 1. Prva naredna transformacija oslanja se na definiciju, a druga na indukcijsku
pretpostavku:

f($1;...;$4+1):%(f(fﬂzb--;wlﬂ)_f(wﬁ'“;m)) -
AR )
1 L1 1 1
1 2. _ z:) - ) 3
s (B e S ) O

Cemu je jednak koeficijent ¢; uz f(z;) u posljednjem izrazu? Vidimo da je 1 < j < £+ 1.
Uzmimo prvo da je 1 < j < £+ 1. Tada je

1 1 1
Cc: = _
I Typ+1 — 1 H2§§§{+1 (:Bj — CBZ) ngigl (:Bj — Jtz)
i#]

%5
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: 1 (5 = 3) — (25 — w3 :
. N (x;—zp) — (25— = .
Tiy1 — L1 H1§i§£+1 (:Bj — CBZ) 7 ! / Sk H1§i§£+1 (th — 1171)
i#j i#j
Vidimo da ¢; ima predvideni oblik. Uzmimo sada da je j = 1. Veli¢ina f(z;) pojavljuje se
samo u drugom sabirku desne strane formule (3) i ocito je
1 -1 -1
L = —————— <H1§.‘g£ ($j - 331)) = <H1§i§£+1 (33,7' - 171)) s
Lpg41 — L1 i#] i#j

ima predvideni oblik. Sli¢no kada je y =4 + 1 tj. za ¢4y1. Lema je dokazana.
Iz leme neposredno slijede sljedeca dva svojstva podijeljenih razlika.

1. Podijjeljena razlika je linearni operator od funkcije f tj. vazi (a1 f1 + asfa)(z1;...;28) =
arfi(ze; .. er) + asfoze; .. a).
2. Podijjeljena razlika f(zy;...; ) je simetri¢na funkcija svojih argumenata z1, . . .,z tj. ne

mijenja se pri bilo kakvoj njihovoj permutaciji. Recimo, f(z1;22) = f(z2;21) 1 f(@1; 225 23) =
f(zs; z1; 22) 1 slicno.

Na kraju, uobicajeno je da se podijeljene razlike prikazuju u obliku tabele. U nastavku je
data tabela u slu¢aju kada su poznate vrijednosti funkcije f u tackama zq,...,z,.

f(iﬂl) f(iBl;iBz) f($1§332§333) f($1§$2§---§$n)
flz2)  fzo;2s) .

f(xn—l; xn)
f(@n)

1.4. NJUTNOVA INTERPOLACIONA FORMULA SA PODIJELJENIM
RAZLIKAMA

Neka su opet poznate vrijednosti f(z1),..., f(z,) funkcije f: R — R u n medusobno razli-
¢itih tacaka x1,...,z,. U ovoj sekciji ée: a) L.i.p. biti prikazan u drugom obliku. Naime, u 1.1.
je bila dokazana jedinstvenost interpolacionog polinoma, tako da Nj.i.p. koji slijedi predstavlja
samo drugi oblik jednog te istog polinoma (drugi prikaz, drugi zapis). Jo§ ¢ée: b) biti izvedena
formula o vezi izmedu podijeljene razlike n—tog reda neke funkcije 1 njenog n—tog izvoda.

Kao prvo, dokazimo jedan identitet. Vidi se da je

n ZB—iBJ_

f(z) = La(z) = f(z) = >_ flz) I]

J=1 j#i r; — :BJ -

szl(w—wi)-(%Jri f(z _:,;J)) Flma .. ),

i=1 (:Bl - :B) HJ 1 J;éz

=1
uz primjenu leme iz prethodne sekcije. Ranija oznaka w,(z) = [T, (z — ;).
Identitet f(z) — Ln(z) = wal(z) - f(z;21;. .. 5 20). (1)
S druge strane, prepi§imo formulu (4) iz sekcije 1.2.
1
rle) = £(2) = Lnle) = 217 (Eunle). € = E(x) € 0,8,
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izraz za gresku L.i.p. Uporedimo formulu (1) i prepisanu formulu. Tako dobijamo

o 2ai ) = S 0 (¢) (2)

T on!
za neko ¢ € [a,b], gdje je a = min(z, z;....,2,), b = max(z,z1,...,2,), f € C"a,b],n > 1.
Na lijevoj strani formule (2) napisana je podijeljena razlika n—tog reda funkcije f.
Uradili smo b) i na redu je a).
Prelazimo na izvodenje Nj.i.f. Uvedimo oznaku wy(z) = Hle(:B — z;). Neka L, = Lg(x)

oznacava L.i.p. funkcije f po mrezi ¢vorova {z1,...,z}. Tako da je naravno Li(z;) = f(=;)
zai=1,..., k. Funkcija L, () — L,,—1(z) predstavlja o¢ito polinom stepena manjeg od m, a
Za T = L1, ..., T = Ty_y OCitO je

Ly(z) — Lp—1(z) = f(z) — f(z) = 0.

Primjera radi, kvadratni polinom p = p(z) ¢ije su nule ¢ = 3 i = 4 prikazuje se kao p(z) =
Ay(z — 3)(z — 4). Tako da se polinom L,,(z) — L,—1(z) prikazuje kao

Ln(2) = Lm-1(%) = Am-1wm-1(2),
a treba odrediti A,,_;. Supstitucija & = z,,:
Ln(zm) = Lin-1(Tm) = Ap—1wm-1(Tm),
f(@m) = Loy () = Am_1@m-1(2m). (3)
S druge strane, upotrebimo (1) kada je n = m — 1:
f(@) = Lin1(2) = woma(2) f (252155 Bma),

supstitucija = = 2t f(2Zm) — Lin—1(Zm) = W1 (Zm) f(Zm; 215 . o B,
f@m) = Lin-1(#m) = wm-1(€m) f(215 .. 5 2m), (4)

jer je podijeljena razlika simetriéna funkcija svojih argumenata.

Uporedimo (3) i (4). Tako A1 = f(®1;...;Tm-1) 1 zato
Lin(2) = Lin-1(2) = f(21;. . 3 2 )wm—1(2).
Slijedi
Lu(z) = Li(z) + (L2(z) — Li(z)) + (Ls(z) — La(2)) + ... + (Ln(z) — Ln-1(2)),

Ln(z) = Li(z) + f(z1; 22)wi(z) + f(z15 225 23)wa(@) + .o+ fl@1; 225 20)wnoa (2),
Lu(z) = f(z1) + f(@1;22) (2 — 21) + f(21; 225 3) (T — 1) (T — ®2) + ... +
flerze; . en)(x — 1) .. (2 — Tpy). (5)

Interpolacioni polinom zapisan u obliku (5) naziva se Njutnovim interpolacionim polinomom
sa podijeljenim razlikama.
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Na kraju, zelimo da zapisemo zajedno tj. u jednoj formuli i izraz za interpolacioni polinom
1 izraz za njegovu gresku, zelimo da napiSemo formulu oblika ta¢na vrijednost = priblizna
vrijednost + greska tj. formulu f(z) = L,(z) + r(z). Na osnovu (1) i (5) imamo:

f(z) = f(z1) + f(z1; z2)wi(z) + f21; e; 23)wa(z) + ...+
flaes . zn)waoi(2) + f(zy 2050 20)wi(2).

Najzad, zapazimo jedno dobro svojstvo koje posjeduje Njutnova interpolaciona formula sa
podijeljenim razlikama, neka vrsta "aditivnosti”. Zamislimo ovakvu situaciju. Mi procjenju-
jemo f(z) pomoéu Ls(z) tj. koristimo &vorove zi,...,z4. U okviru toga, ocijenimo odgo-
varajuéu grefku f(z) — Ly(z), pri Cemu se ispostavi da je greska isuvie velika, ispostavi se da
nismo zadovoljni dobijenom precizno$éu. Tada, radi dobijanja bolje aproksimacije, ukljucimo
u racun jo§ jedan évor zz. Zapaziti da prilikom rac¢unanja zbira Ls(z) ne moramo da ponovo
racunamo sve njegove sabirke, veé¢ da je dovoljno da se dosad izra¢unatoj pribliznoj vrijednosti
L4(z) doda jo§ jedan sabirak; uporedi izraze za Ly(z) 1 Ls(z).

1.5. KONACNE RAZLIKE

Konacne razlike ¢ine osnovni aparat u numeri¢kim metodama, a definisu se samo u slu¢aju
ravnomjerne (ekvidistantne) mreze ¢vorova. U ovoj sekciji daju se definicije i svojstva. Ekvidis-
tantna mreza &vorova definise se pomoéu pocetnog évora zo € R i svog koraka h > 0. Cvorovi
sux; = xg+1th, obicno zai vazii = 0,1,...,n, gdje je n > 1. Sljedeca tablica predstavlja prim-
jer. Mreza je definisana sa zo = 0 h = 0,1 n = 5. Tablica se odnosi na funkciju y(z) = €.
Prikazane su njene vrijednosti u é¢vorovima y; i odgovarajuée konacne razlike prvog reda Ay; 1

drugog reda AZy;:

Z; Y Ay; Azyi
0 1 0,22140 0,04902

0,1 1,22140 0,27042 0,05988

0,2 1,49182 0,33030 0,07312

0,3 1.82212 0,40342 0,08932

0,4 2,22554 0,49274

0,5 2.71828

T W N RO =,

Razmotrimo funkciju f: R — R ili f:[a,b] — R. Oznaéimo sa f; njene vrijednosti u
¢vorovima mreze tj. f; = f(z;) zai =0,1,... n. Za jednu te istu kona¢nu razliku koriste se tri
razli¢ita naziva. Izraz f;;; — f; naziva se kona¢nom razlikom prvog reda. Za taj izraz koriste se
sljedece trirazlicite oznake: Af; = f;11— f; kona¢na razlika unaprijed, Vf;1; = f;11— f; kona¢na
razlika unazad 1 §f;11/2 = fiz1 — fi ili svejedno fil-}-1/2 = fix1 — fi centralna konac¢na razlika.
Razlike viseg reda definifu se na osnovu razlika nizeg reda: A™f; = A(A™1f;) = A™ i, —
A, VP i = V(VP ) = VP =V i 1 16™ fi = 007 i) = 0™ fignp— 0™ fimaye
ili svejedno f* = Z—I/lz — ﬁz/lz Vidimo da se za centralne razlike koriste dvije razlic¢ite oznake
0™ fi 1 f*. U slucaju centralne razlike 6™ f; = f™, ako je m paran onda je ¢ cio, a ako je m
neparan onda je ¢ polucio.

Tabela razlika unaprijed A™ ima oblik : , tabela razlika unazad V™ ima oblik

k , a tabela centralnih razlika §™ ima oblik > . U nastavku je prikazana tablica

centralnih razlika:
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x [ of=f &f=f &f=5°
To fo

fiss
Ty f 1 12 3
fs/z ) fa/z
T2 fa 1 2
fs/

132
T3 f3 1 f3 .
f1p
L4 fa ‘

Na primjer: Af; = fiy1 — fi, A%fi = fiva = 2fips + fi, A%f; = firs — 3fiva +3fira — f;
A*f; = fiysa — 4fizs + 6fiya — 4fip1 + fi, itd. Vidimo da je konaéna razlika jedna linearna
kombinacija vrijednosti funkcije u évorovima koji su obuhvaceni. Sljedeca lema utvrduje cemu
su jednaki koeficijenti linearne kombinacije.

Lema 1. Za svako m > 1 vazi jednakost

&g = 31y () s

Lemu éemo dokazati indukcijom. Za m = 1 jednakost se svodi na Af; = fi11 — fi 1 oéito
je tacna. Uzmimo da je jednakost tatna za m = [ 1 dokazimo da je tada jednakost ta¢na 1 za

m=10+1:

! {1 ! (1
AT = Afi — Alfi = Z:(—l)J (]) firrrii — D (1) (]) Jivi-j =

=0

I -1
firi + X1 (J’) Farssis — S(=1) (J’) Pt — (<1)fi =

I {1 I ) Ji
finsa+ SV () nsrcs = S0 (L) g + (0175

a (5)+ (1) = (57)
pomocu N = . 1maimo
J J—1 J

I {1
firin + Z(—l)J( JJr 1) firrpimj + (1) fi =

I+1 ) l
E(—l)J( erl) fitir1-j,

§=0

$to je i trebalo. Lema je dokazana.
Lema pokazuje da je operator uzimanja konacne razlike od neke funkcije linearan po toj

funkeciji tj. da vazi jednakost A™(af + B9); = aA™ f; + BA™y;.
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Podijeljena razlika f(z;;...;%itm) reda m obrazuje se po vrijednostima funkcije u m + 1
CVOTOva T;, . . . , ity koji su rasporedeni bilo ravnomjerno bilo neravnomjerno. Konaé¢na razlika
A™ f; reda m obrazuje se po tim istim ¢vorovima, jedino kada oni ¢ine ravnomjernu mrezu.

Lema 2. Vazi jednakost

A" fi=h™-m!- f(zi;. .. @igm)-

Dokazuje se indukcijom. Za m = 1 imamo Af; = hf(z;; i) il Af; = h%‘ii:i‘ ii Af; =
fix1 — fi- Indukcijski korak:

Al+1fi — Alfi-l—l o Alfz —

h-(I+1
(hl-l!-f(wi+1;...;:ni+l+1)—hl-l!-f(:vi;...;:ni+l))-¥ =

Titl+1 — X4
bt I+ D) fxi;...;24041), dokazano.

Bila je formula (2) u sekciji 1.4. f(@;;...; fizm) = %f(m)(f)

Formula (1.4.2) izrazava vezu izmedu podijeljene razlike odredenog reda 1 izvoda funkcije
tog istog reda. Jednostavnim njenim kombinovanjem sa prethodnom lemom, dobija se veza
konac¢nih razlika 1 izvoda, kako slijedi.

Lema 3. Ako f € C™[x;, x;4m] onda vazi

A™f; = h™ - f0)(€), zaneko € € [, Tism).

Naravno da se ista jednakost moze zapisati 1 u drugim oznakama: A™f, = V™f..,, =

0™ fixmpa = [t = B - (&), za neko € € [x;, Tipm] = [€o + ih, o + (4 + m)h].

1.6. NJUTNOVE INTERPOLACIONE FORMULE SA KONACNIM RAZ-
LIKAMA

U ovoj sekciji izvode se dvije najpoznatije interpolacione formule. I one predstavljaju samo
drugi zapis L. 1. p. Racun je jednostavan, jer je sve pripremljeno u prethodnim sekcijama.
h > 0. Sami ¢vorovi su z; = g+ ¢h za razne cijele i. Pored nezavisno promjenljive z koristi se 1
druga nezavisno promjenljiva ¢, kako je to uobi¢ajeno kada se radi o ravnomjernoj mrezi. Dvije
promjenljive povezane su sljedecom relacijom o smjeni promjenljive: x = xo + ht ili svejedno

t . =X
o h ) . . . . . . . .
Razmotrimo funkciju f 1 oznacimo sa f; njene vrijednosti u évorovima z;.
Neka je L, = L,(z) L. i. p. za funkciju f za mrezu ¢&vorova zg, 1,...,%,—1. Prepisimo

formulu (1.4.5) iz sekcije 1.4.
L.(z) = f(zo) + f(zo;z1)(z —z0) + ... + f(z0o; ... jZpo1)(z — 20) ... (2 — Tpps)

sa podijeljenih razlika prelazimo na konacne razlike po lemi iz prethodne sekcije

1 1
(n—1)! At

L,(z) = f(zo) + %Afo (z—mo) + ...+ AT (2 —20) - (B — Tala)
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sa ¢ prelazimo na ¢
w—wozht7 Jl—ililzh(t—]_), il}—Jigzh(t—Q),

1 1
L,(zo+ht) = f0‘|‘Af0't+§'A2f0't(t_1)‘|‘- --+m'An_lfo-t(t—l) S (t—=n+2), (1)
ovo je I Nj. 1. f. ili Nj. 1. f. za interpolaciju unaprijed.
Iv\/Ioglo bi se naravno umjesto Afy, A%fy, ..., A" f, pisati i fll/z, O f&__ll)/z.
Sto se tice izraza za gresku formule (I), kako se radi samo o drugom prikazu jednog te istog
polinoma, to mozemo naravno da iskoristimo raniju formulu za gresku (1.2.4), samo §to ¢emo
toj formuli dati nesto drugi oblik, kako slijedi:

()~ Luli) = Floo + ) Lu(ro+ 1) = & £90) - TL (s~ ),

1
f(@) = Ln(w) = f(wo + ht) = Ln(zo + ht) = — ) Rt (E—1). . (t—n+ 1),
gdje je € neki broj takav da je min(zg, z) < ¢ < max(z,z,_1).
Razmotrimo sada n ¢vorova z_(,_1) < ... < x_; < To. Neka je sada L, = L,(z) L. i p. za
f po toj mrezi ¢vorova. I dalje je ¢ = @y + ht. Shiénim izvodenjem dobija se IT Nj. 1. f. ili Nj.
i. f. za interpolaciju unazad:

Ln(z) = f(zo) + f(zosz_1) - (2 —20) + ... + f(zo; .. .5 2_(n=r)) - (& — o) ... (T — T_(5_9)),

Ln(wo+ht) = f0—|—Vf0-t—|—%-V2fo-t(t—|—1)—|—...—|— V(1) . (En—2), (IT)

(n — 1)!

a za gresku formule (11) vazi sljededi izraz:

r(z) = f(z) — Ln(z) = f(zo + ht) — L,(zo + ht) = % FE) At + 1) (4 —1),

min(z_g,—1),¢) < § < max(z,z0). I z_,_1) < € < o, kada se radi o interpolaciji u uzem
smislu.

Pogledajmo jo§ jednom I Nj. i. f. Uobicajeno je da se ta formula zapisuje preko konacnih
razlika unaprijed. Tako da se prethodno formira odgovarajuca tablica konaé¢nih razlika unapri-

jed, ta tablica ima gornji trougaoni oblik : Vidi se da sve potrebne brojne vrijednosti
¢itamo samo iz gornjeg reda tablice.
Ako koristimo mrezu {zq, z;, 25} onda je

1

Dodajmo jo§ jedan ¢vor, da bismo sa veéom preciznoséu saznali f(zo + ht). Ako koristimo
mrezu {zg, 1, T2, £3} onda je

L4(:n0—|—ht):f0—|—t-Af0—|—%-t(t—1)-A2f0—|—%-t(t—l)(t—Q)-A?’fo.
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Vidimo da se doda jedan sabirak, kada se sa Ls prelazi na Ly.
Zapisimo L4 zajedno sa izrazom za gresku:

1
f(o + ht) = La(zo+ ht) + 5o -4t = 1)(t = 2)(t - 3) - V(&) - nt.
Kaze se da je I Nj. i. f. slicna Tejlorovoj formuli.
Pogledajmo mali primjer. Neka je h =0,1 =0 z; =0,1 z,=0,2 =z3=0,3. Poznata
je veza x = xg + ht. Recimo, ako je z = 0,04 tada je t = 0,4.
Sljedeca slika prikazuje vezu dvije promjenljive z 1 ¢:

=y T=x T=2 T=24 r=x3 T
Il ]

tZIO t—=t tzll t:|2 t:|3 . t

Pogledajmo mali primjer za II Nj. 1. f. Nekabude h =01 z_3=97 z_, =98 z_; =99
zo = 10. Stalno je x = zq + ht. Recimo, ako je z = 9,87 tada je t = —1,3.

Iskustvo pokazuje da je najbolje da se interpolacioni polinom obrazuje pomoéu vrijednosti
funkcije u malom broju tacaka, obi¢no manje ili jednako od pet ili Sest tacaka. Pogledajmo
tri moguca slucaja. Neka imamo veliku tablicu vrijednosti funkcije f, po ravnomjernoj mrezi.
Recimo od £ = 0 do z = 10 sa korakom h = 0,1. Na osnovu datih informacija treba, za
dato x koje nije ¢vor, primjenom aparata interpolacije, na¢i dobru pribliznu vrijednost za broj
f(z). Tacna vrijednost f(z) ocito je van naseg domasaja. Prvi slu¢aj: tacka z je blizu pocetka
mreze. Tada treba primijeniti I Nj. 1. f. Drugi slucaj: tacka z je blizu kraja mreze, blizu
krajnjeg desnog ¢vora. Tada je pogodno da se primijeni IT Nj. 1. f. T jo§ treéi mogudéi slucaj:
za dati broj £ moze da se kaze da se nalazi u sredini tablice. Ako se opredijelimo da koristimo
Sest ¢vorova (oni su uzastopni) onda uzimamo tri lijevo od i tri desno od z. Zato §to se
tako minimizuje greska, jer se minimizuje proizvod w,(z). A i intuitivno je jasno da je tako
povoljno. A za sprovodenje samog racunanja treba upotrebiti bilo koji od raznih, a medusobno
ekvivalentnih, zapisa (prikaza) interpolacionog polinoma. Recimo L. i. p. Ii Nj. i. f. sa
podijeljenim razlikama. Ili I Nj. i. f. gdje sa zg oznac¢imo krajnji lijevi od tri lijeva ¢vora.
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1.7. INTERPOLACIJA SA VISESTRUKIM CVOROVIMA

U slucéaju L. 1. p. pretpostavljalo se da su u ¢vorovima date samo vrijednosti funkcije. Raz-
motrimo sada jedan opstiji zadatak interpolacije. V. sliku. Neka mrezu ¢ine ¢vorovi @4, ..., @, €
[a,b], medu kojima nema poklapanja. Ovdje je a = min(z, ®q,...,2,) 1 b= max(z,zy,...,2,).
Neka su u évorovima date vrijednosti funkcije f(z;) i njenih izvoda fU)(z;) do reda m; — 1
ukljucéeno, 3 =1,...,m; —1,za+=1,...,n. Prema tome, u svakoj tacki z; poznate su brojne
vrijednosti f(;), f'(2i), ..., f™(z;), i = 1,...,n. Tako da ulaznih veli¢ina ukupno ima
mi+ ...+ m, = s. Zelimo da odredimo interpolacionu funkciju koja odgovara ovim ulaznim
podacima. Opredijelimo se da interpolacionu funkciju trazimo u klasi svih polinoma stepena
manjeg od s. Za H, se kaze da je Hermitov interpolacioni polinom ili da je interpolacioni
polinom sa viSestrukim ¢vorovima. Za m; > 1 se kaze da predstavlja visestrukost ¢vora xz;,
1=1,...,n.

Mi treba da razmotrimo sljedeéa Cetiri pitanja: 1) postojanje i. p. 2) jedinstvenost i. p. 3)
konstrukcija i. p. tj. dobijanje eksplicitnog izraza za i. p. i 4) ocjena greske: kolika se greska
¢ini kada se kaze da je f(z) priblizno jednako H,(z), za odredeno z € [a, b].

Dakle, H, = H,(z) treba da bude polinom stepena < s — 1 koji zadovoljava uslove:

H9(z;) = fO(x;), 5 = 0,...,m; — 1,4 = 1,...,n. Ima s uslova. Opéti izraz za polinom
stepena < s — 1 glasi: H,(z) = a,_12°" ' + ... + a1z + ao. Ima s koeficijenata tj. s stepeni
slobode.

Oko jedinstvenosti. Iz algebre je poznato sljedeée tvrdenje: jedini polinom p = p(z) stepena
< s — 1 koji ima s nula, pri ¢emu se pojedina nula broji svojom videstrukoséu, jeste p(z) = 0.
Dopustimo da postoje dva polinoma H{Y(s) i H{?(z) stepena < s —1 da oba zadovoljavaju sve
uslove (svih s ograni¢enja). Neka bude H®(z) = HY(z)— H?(z). Imamo da je H®U)(z) = 0,
§=0,...,mi—1,i=1,...,n. H® je polinom stepena < s — 1 i ima barem s nula (brojano sa
visestrukostima). Zato je H®)(z) =0 tj. HV(z) = H®)(z). Ovim je jedinstvenost dokazana.

Oko postojanja. Dovedimo u vezu s ogranicenja i s stepeni slobode. Dakle, treba da budu
zadovoljene sljedeée jednakosti (ima ih s):

H(J)(LBZ):f(J)(ITZ), ]:0,,77”1,1—1, ’I,Zl

. voesne (1)

Mi smo upravo napisali sistem od s linearnih jednacina sa s nepoznatih a,_q,...,ao. Razmot-
rimo i odgovarajuéi homogeni sistem:

HO(z;)=0, j=0,....omi—1, i=1,....n (2

Ima li homogeni sistem drugog rjesenja osim trivijalnog rjesenja a,_; = ... = ag = 07 Kao §to
je malocas navedeno prilikom analize jedinstvenosti, iz (2) slijedi da je Hy(z) = 0; slijedi da
je as—1 = ... = ag = 0. Homogeni sistem (2) ima samo trivijalno rjesenje. Zato i sistem (1)
ima jedinstveno rjesenje, ma kakve da su brojne vrijednosti {9 (z;)} koje ¢ine njegovu desnu
stranu (njegove slobodne ¢lanove). Ovim je postojanje dokazano; v. i sablon kasnije.

Sada o konstrukciji. Brojne vrijednosti {fU)(z;)} ne uéestvuju u matrici sistema (1) veé
jedino ucestvuju na desnoj strani sistema. Zato ce pojedina nepoznata a; da bude linearna
kombinacija tih brojnih vrijednosti. Broj ay, je koeficijent polinoma. Kako je Hy(z) = a,_12° '+
...+ aiz + ap to polinom H,(z) moze da bude prikazan u obliku (kada se linearne kombinacije
uvrste u Hy(z) = ...)

H,(x) =2

m,; —

cij(z) f9) (z:),

3=0
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gdje su ¢;;(z) polinomi stepena < s — 1. Necemo izvoditi eksplicitne izraze za c;j(z), zato sto
su t1 izrazi glomazni, ve¢ ¢emo samo navesti jedan primjer kasnije.

Jo§ o ocjeni greske. Neka z € [a, ] i neka z nije ¢vor. Treba ocijeniti razliku f(z) — Hy(z).
Neka f € C®[a,b]. Uvedimo proizvod w,(t) = [[™,(t — z;)™. Tako da je w, polinom stepena

vees

¢ relacijom

p(t) = f(t) = Hy(t) — Kw,(t), (3)

gdje je K zasad neodredena brojna vrijednost. Vrijednost K biramo tako da u tacki interpolacije
- H.s .
M. Rekli smo
w,(x
da je tacka nterpolacije ¢ = @ fiksirana. Koliko nula ima funkcija ¢ = ¢(t)? Tacka t = z; je

t = z bude zadovoljen uslov ¢(z) = 0. Dakle, mi stavljamo K =

nula reda m;, za svako ¢+ = 1,....n. Plus £ = z. Ukupno ima nula, uzimajuéi u obzir njihove
viSestrukosti, najmanje m; + ...+ m, + 1 = s + 1. Odavde, po Rolovoj teoremi, prvi izvod
¢ = ¢'(t) ima bar s nula na odsjecku [a, b], uracunavajuéi visestrukosti. Sli¢no, ¢” ima bar
s—1 nula. Itd. Funkcija ¢(*) ima bar jednu nulu. Oznaéimo tu nulu sa & ¢ (¢) =0, € € [a,b].
Diferencirajmo relaciju (3) s puta. Tako ¢®)(t) = f)(t) — Ks! Uvrstimo ovdje ¢t = ¢. Tako

—H,
0 = f*)(¢) — Ks! Odranije imamo da je K = z) @) %) Prema tome
w,(x
L e
f(z) — Hy(z) = ;f (&)ws(z).

Ovdje je ¢ = €(z). Dobili smo izraz za gresku.

Razmotrimo jedan primjer. Neka imamo n = 3 évora x = —1, 2 = 01 2z = 1. Neka su
¢vorovi & = —1 1 ¢ = 1 jednostruki (prosti), a z = 0 neka je dvostruk, tako da je s = 4. Dakle,

date su Cetiri brojne vrijednosti, oznacavaju se kao f(—1), £(0), f/(0), f(1) ili kao f_1, fo, [,
f1. Treba odrediti polinom treéeg stepena Hy = Hy(z) da zadovoljava:

H4(—1) = f-1, H4(0) = fo, Hf;(o) = f(;v H4(1) = fi.
U okviru primjera, sastavicemo eksplicitni izraz za Hy4 1 napisa¢emo izraz za ocjenu greske. V.

sliku za Hy. Za eksplicitni izraz, treba da se pode od predstavljanja Hy(z) = aszz® 4 asz® +
a1z + ag. Dobice se:

Hy(a) = 5oz~ Dfor — (2 + D&~ Dfo + 5o+ Da’fi — (o + Dae — D

Izraz za gresku:

1

f(z) — Hy(z) = ﬂfw(é’)(fv +1)2*(z—1), £e[-1,1] (ako z € [-1,1]).

Sablon: H,(z) = a, 12° .t az+ag
Hli(z) = (s — Da,_12° > + ...+ ay, itd.

H,(z1) = f(z1) = @,y 4+ ...+ ayzy + a0 = f(z1)
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Hl(z1) = f'(z1) = (s — Va,_12° > + ... + a1 = f(z1), itd.

Hy(z2) = f(z2) = aso125™" 4+ ...+ @122 + ao = f(za), itd. itd.

zit zy 1 4 f(z1)
(s — 1)z 1 0 st f'(z1)
z3! ze 1 “ f(z2)

ag

ako su na desnoj strani sve nule onda postoji samo trivijalno rjesenje = detM # 0

FFf e fY FF s fD

r = T = T2

Hy(z) = a3z® + asz® + a1z + ao

Hy(—1) = fo1, Ha(0) = fo, Ha(1) = f1, Hy(0) = f3

H,

g1
0

h

1.8. INTERPOLACIJA POMOCU SPLAJNA

Razmotrimo opet zadatak o interpolaciji funkcije. Neka n bude prirodan broj i1 neka
[a,b] bude odsjecak na realnoj osi. Neka je po odsjecku [a,b] postavljeno n + 1 &vorova
a=1w9 <z <...<,=>bineka jeu svakom ¢voru poznata brojna vrijednost f(z;) = f; € R.
Na osnovu tih podataka o funkciji f, treba naéi pribliznu vrijednost za f(z), gdje je = data
tatka iz odsjecka [a,b]. Iskustvo pokazuje da interpolacija pomoéu polinoma visokog stepena
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obi¢no ne daje zadovoljavajuce aproksimacije. Zato razmotrimo drugu moguénost za rjesavanje
postavljenog zadatka. Neka interpolaciona funkcija s = s(z) na svakom malom odsjecku
[0, 1], ..., [€n-1,®,] bude polinom ¢iji stepen nije visok. Za s = s(z) se kaze da je splajn, a
kaze se da se vrsi interpolacija pomocu splajna ili pomoc¢u dio—po—dio polinoma; engl. spline —
krivaljar. Ako je s polinom treéeg stepena na [z;_1, ;] onda se kaze da je s kubni splajn (ovo
¢emo raditi). Kada dobijemo splajn, onda ¢emo mi, kada je data tacka z, da izratunamo brojnu
vrijednost s(z). Broj s(z) i predstavlja na§ odgovor tj. kazacemo da je f(z) = s(z). Treba da
se dobije i ocjena za gresku r(z) = f(z) — s(z). Radi jednostavnosti racunanja, razmotri¢emo
b—a

samo sluéaj ekvidistantno rasporedenih évorova z; = a + ih, za 1+ = 0,n, gdje je h =

Definicija. Za podatke n, a, b i {f;}",, kubnim splajnom naziva se funkcija s: [a,%] — R
koja zadovoljava sljedeéa tri uslova: a) na svakom malom odsjec¢ku [z;_1,z;], s(z) je polinom
treéeg stepena, b) s € C?%[a,b] i c) s(z;) = f; za 1 = 0,n (uslov interpolacije).

Jasno je da je

s(z) = si(z) za iy <z <oy,

gdje je s;(z) polinom treéeg stepena. NapisSimo predstavljanje polinoma treéeg stepena u nesto
prilagodenom obliku:

&

si(z) = a; + bi(x — z;) + 5(3: — ;) + é(ib —z;)*, i=1m.
Imamo 4n slobodnih veli¢ina {a;, b;, ¢;, d; }7 ;. Ocito je
d;

si(z) = b; + ci(z — =) + —(z — z;)%,  si(z) = ¢ +di(z — ;).

2

Neprekidnost splajna 1 njegovog prvog i drugog izvoda je pod znakom pitanja samo u
tackama dodira @,...,#,_1; dva susjedna mala odsjecka. Uslov b) moZemo da rastavimo
na uslove: by) s(z; — 0) = s(z; + 0) tj. si(z;) = siza(z;), be) §'(z; — 0) = s'(z; + 0) tj.
si(®i) = sip1(®i) 1 bs) 8"(x; — 0) = s"(w; +0) tj. s/(z;) = s 1(2x;), ¢ = I,n — 1. Tako da b)
daje 3(n — 1) uslova, a uslov interpolacije ¢) daje jo§ n + 1 uslova; ukupno 4n — 2 uslova. Broj
stepeni slobode je 4n — (4n — 2) = 2.

Iskoristimo prvo by) i ¢) u obliku s;(z;—1) = fi—11 si(z;) = fizai =1,n:

i d;
si(ziz1) = fiza a; + bi(zi—1 — ®;) + %(171'—1 — iBi)z + E(fﬂi—l — l‘i)3 = fi-1

c d; )
W—@h+§h2—6ﬁ3:ﬁ4 i=1,...

bm—%ﬁ+gﬁ:ﬁ—ﬁ4 i=1,....n (1)

dit1
2

d;
by): si(z;) = 3§+1($i) bi‘|‘Ci($i_$i)‘|‘§($i_$i)2 =biy1tcivi(zi—zip1)+ (iBi—ZBi+1)2

d; :
bi:bi+1—6i+1h—|—§h2 z:l,...,n—l (2)
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bs): 87 (®i) = 8741 (i) ¢ + di(®s — ;) = cipa + diga(Ti — Tig1)
Ci:Ci+1_di+1h ’l::l,...,’n,—l (3)

Na racun dva stepena slobode koji su ostali, treba dodati neka dva nova uslova. Postoji
nekoliko obi¢énih nacina da se to izvede, a mi éemo primijeniti jedan od nacina. Mozemo
smatrati da funkcija f zadovoljava f”(a) = 01 f”(b ) = 0 (ponekad se kaze da su ovo dva
grani¢na uslova). Tada mozemo da trazimo da bude s”(a) = 01 s”(b) = 0. Dakle, dopunimo
definiciju splajna sljedeéim uslovom: d) s”(a) = 01 s”(b) = 0. Izrazimo sada ova dva nova
uslova preko nasih oznaka. s”(a) = 0 znaéi s{(z¢) = 0 tj. ¢1 + di(zo — 1) = 0 ili

—dih = 0. (4)
s"(b) = 0 znadi s (z,) =0 tj. ¢ + dp(zn —z,) =01l
c, = 0. (5)
Ima 3n jednaéina (1)—(5) i 3n nepoznatih {b;,¢;, d;}/—,. Zapisimo (3) i (4) zajedno kao
6= —diph  i=0,...m—1,  (6)
stavljajuéi da je
co =0, (7)

gdje je uvedena pomoéna promjenljiva cq.

Razmotrimo sada (1), (2) 1 (6); kao 1 (7)1 (5): ¢o =0, ¢, = 0. Zelimo da dobijemo sistem
u kome se pojavljuju samo {c¢;}7,:
n

d;
prepisimo (1) bih — —h2 + h3 fi — fiz1 1=1

PRI

pomjerimo indeks za jedan navise bii1h — c;1 h? + THhS = fix1— fi 1=0,...

oduzmimo dvije relacije:

i+1 — Ci dit1 — d;
(bi+1—bi)h—wh2—l-L

5 6 h3: i+1_2fi+fi—1 z:l,,n—l /h

ovo se uvrsti u (2) u obliku b;4; — b; = ... 1isto by —b; = ...

di-}-lhg_Ci+1_cih_di+1_dih2_|_fi+1_2fi‘|‘fi—1 i=1,. . n—1 ()

ot — —
Git1 2 2 6 h

(b; su eliminisani)
S druge strane, (6) govori da je dig1h = ¢ip1 — ¢ 1=0,...
isto d;h =¢; —ci_1 1=1

RO 73 (*3)

Relacije (*2) 1 (*3) uvedu se u (x;):
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Cisrh — g(ciﬂ o) = ci+12— Cip  Cit1—Ci g ¢+ Ci1y 4 fiv1 — 2’{1' + fi_1 / ‘ 6

(1 d; su eliminisani)
6 )
6¢iv1 —3(civ1 — ) = 3(cir1 —¢) — (Cip1 — 2¢i +¢im1) + ﬁ(fi-u —2fi+ fi-1) 1=1,...,n—1

6 .
ci—1+4c +ciy1 = ﬁ(fi-l—l —2fi + fi-1) 1=1,...,n—1 } (8)

CO:O7 Cn:()

Sistem linearnih jednacina (8) ima » + 1 jednacina i ima n + 1 nepoznatih {¢;}7 . Taj
sistem ima jedinstveno rjesenje, kako e kasnije biti pokazano (uzimamo obavezu).

Kada su {¢;}?, odredeni onda se na osnovu (6) neposredno izracunaju svi {d;}? ;. Za-
tim se na osnovu (1) dobiju svi {b;}7 ,. Sada su svi polinomi {s;(z)}}*, odredeni. Mi smo
rijedili zadatak o interpolaciji pomocu kubnog splajna koji se opisuje uslovima a)-d). Blize
re¢eno, dokazano je postojanje i jedinstvenost rjesenja s = s(z) i dat je postupak za njegovu
konstrukciju: formirati sistem (8), rijesiti taj sistem, itd.

Samo napominjemo da se ponekad umjesto para uslova f”(a) = 0, f(b) = 0 (koji vode
do tzv. prirodnog kubnog splajna) uzima par uslova f'(a) = 0, f'(b) = 0 ii f(a) = f(b),
f'(a) = f'(b) ili nesto sli¢no.

Kao primjer, prikaza¢emo sistem (8) u slucaju n = 6. Moze se smatrati da su nepoznate
{e;}r, ili se moze smatrati da su nepoznate {c;}7-;'. Tako da je matrica sistema oblika 7 x 7

ili § x 5:

CQZO
CO—|—461—|—02:... 4Cl—|—62:...
Cl—|—462—|—03:... Cl—|—462—|—63:...
62—|—4C3—|—C4:... ili Cg—|—4C3—|—C4:...
C3—|—4C4—|—C5:... C3—|—4C4—|—C5:...
C4—|—4C5—|—06:... C4—|—4C5:...
66:0
[1 00000 0]
1410000 4 1 0 00
0141000 14100
M=|0014100 ii M=|10 1410
0001410 00141
0000141 0 0041
10000000 1]
Sada ¢emo da razduZimo obavezu.
Definicija. Za kvadratnu matricn A = [a;;] € R™™™ kaze se da je dijagonalno dominantna
(po redovima) ako za svako 7 = 1,...,n vazi nejednakost |a;| > 37, 5, ail.

Vidimo da je matrica M sistema (8) dijagonalno dominantna, jer je 4 > 1+ 1.
Teorema. Ako je A dijagonalno dominantna onda je A regularna (detA # 0).
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Dokaz. Razmotrimo homogeni sistem linearnih jednacina Az = 0, gdje je = (1,...,@,),
tj. razmotrimo

1%, + @i+ ...+ apmr, =0 za 1=1,...,n.
Dopustimo da razmatrani sistem ima netrivijalno rjesenje (z1, za,...,z,) # (0,0,...,0). Medu
brojevima |z;|, |zs],. .., |z,| notimo najveéi, odnosno ako ima vise jednakih najveéih uoé¢imo

bilo koji od njih. Neka uo¢enom broju odgovara indeks £ odnosno neka je |z,| najvedi; |z;| < |z,
za j = 1,...,n. Imamo da je |z,| > 0 tj. da je ¢, # 0. Dopusteno rjesenje naravno zadovoljava
svih » jednacina sistema, pa posebno zadovoljava i /~tu jednaénu (jednacinu ¢ = £), tako da je

apTy+ ...+ e 1Te1 + apTy+ 1o + oo+ 4y, =0

ATy = —apT1 — ... — Opp_1T4—1 — Q41041 — - - — Qpn Ty, la +b| < |a|+ [?]

age| - 2] < |- || + .o A fagea] - 2o | + [aeega] - [T 4+ oo+ |an] - |24

|age] + @] < lan|-|ze + .. 4 lages] - |we| + [aresa| - [2e] + .o+ Jag| - |z /2 2]
lag| < lan|+ ...+ lagea| + |aea | + -+ [aem)

A uslov dijagonalne dominantnosti za /—ti red (za red ¢ = £) govori upravo suprotno da je
lage| > |an|+ ...+ |age—1| + |aes1]| + - - - + |aen|. Dobili smo kontradikciju. Ne moze da postoji
netrivijalno (nenulto) rjesenje. Homogeni sistem ima dakle samo nulto rjefenje. Pokazali smo
da je detA # 0. Teorema je dokazana.

Zapaziti da je matrica sistema (8) trodijagonalna; to je jedno znacajno dobro svojstvo
razmatrane numericke metode.

Definicija. Za kvadratnu matricn A = [a;;] € R™"™ kaze se da je trodijagonalna ako je
ispunjen sljedeci uslov: a;; #0 = j=+—1iij=¢ili j =4+ 1.

Ako je matrica sistema linearnih jednacina trodijagonalna onda to omogucava da se sistem
znatno lakse (brze) rijesi postupkom uzastopne eliminacije nepoznatih. Poznato je sljedeée o
vremenskom trosku rjesavanja sistema linearnih jednacina oblika n x n; trosak se mjeri potreb-
nim brojem izvrsenih aritmetickih operacija. Za opsti ili puni sistem trosak iznosi O(n®), a za
trodijagonalni iznosi svega O(n).

Sljedecu teoremu o ocjeni greske navodimo bez dokaza.

Teorema. Neka f € C*[a,b]. Neka je My = max |7V (z)|. Tada vaze sljedece nejednakosti:

max |f(z) - s(z)] < Muh®,  max |f'(e) - &'(2)] < Mah® i max|f"(z) - s"(2)| < Mah’.

Vidimo da za svako fiksirano = € [a,b] vazi relacija s(z) — f(z) kad b — 0 odnosno kad
n — oco. Zato se kaze da razmatrana numericka metoda konvergira; kad korak mreze h — 0
onda greska metode r(z) = f(z) — s(z) — 0. Kaze se da metoda ima éetvrti red ili stepen
konvergencije, buduéi da je r(z) = O(h*) kad h — 0. Znacajno jeisto s'(z) — f'(z), aisto tako
isto s”(z) — f"(x). Drugim rije¢ima, izvod splajna moze dobro da posluzi za aproksimaciju
izvoda funkcije, a drugi izvod splajna za aproksimaciju drugog izvoda funkcije.
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1y = f(z)
y r(z) = f(z) — s(z)

y = s(z)

s(z) = s1(z)

1
k\w
f(zo) F(z1) - 5 f(z,)
f(=2)
0 a = T I T2 T T, =20
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1.9. NUMERICKO DIFERENCIRANJE

Na osnovu date tablice vrijednosti funkcije treba procijeniti vrijednost izvoda funkcije u
nekoj tacki. U ovoj sekciji bi¢e izvedene formule za numericko diferenciranje, bice dobijen
odgovarajudi izraz za gre$ku 1 bi¢e navedeni primjeri formula za numericko diferenciranje. Neka
bude n > 1 i razmotrimo na realnoj osi n medusobno razli¢itih tacaka zi,...,z,. Neka su
poznate vrijednosti funkcije f u ¢évorovima tj. neka su date brojne vrijednosti f(z;) = f; €
R. Neka z € R i neka je k > 1. Treba procijeniti f'(z) ili nopste f*)(z). Stavimo a =
min(z,zq,...,2,) 1 b= max(z,21,...,,). Pretpostavlja se da f € C"**[a, b].

Neka je L, = L,(z) L.i.p. za f po mrezi {z;}_;. Mi ¢emo uzeti da je f'(z) ~ L/ (z) i nopste
da je f*)(z) ~ L*)(z). Nema teskoéa da se izvodi polinoma L,(z) izra¢unaju taéno. Kaze se
da se razmatraju formule za numericko diferenciranje koje su interpolacionog tipa. Kasnije ¢e
biti dati primjeri konkretnih realizacija takvih formula, u zavisnosti od mreze, od z i od k (u
zavisnosti od podataka).

Prelazimo na ocjenu greske formule f)(z) ~ L{¥(z) tj. na dobijanje izraza za gresku
r(z) = f®(z) — L (z). Odranije iz sekcije 1.4. znamo formule (1) i (2), kako su tamo bile
numerisane:

(n)
f(z) = La(z) = f(zi21;. . s zn)wn(z) 1 flzyzg.. . 2,) = / nf€)7 ¢ € [a,bl;

oznaka wy,(z) = [17,(z — ;). Primijenimo na f(z)— L,(z) = f(z; ;... ; z,)w,(z) Lajbnicovu

formulu za k-ti izvod proizvoda (u(z)v(z))®) = E?:o | ul9 (2)o*=9) (z):

k

r(z) = f®(z) — L (z) =) (i) (F(zizy;. . 2n)) Dl ().

7=0

Razmotrimo izraz

A= f(zyzte .5+ ez 2,).
S jedne strane, A predstavlja podijeljenu razliku reda j od funkcije f(¢;@1;...;%,) po mrezi
¢vorovat = ¢, t =z +¢€, ..., t =z + je. Formula oblika formule (2) iz sekcije 1.4. govori

1 ,

o vezi podijeljenih razlika i izvoda funkcije i daje nam A = —'(f(f(e), z1;. . 2,))9) gdje je
< {(e) <z+ je. Kad ¢ — 0 onda je oéito lim,_,q £(e) = z tako da postoji i lim._,¢ A;

: 1 ;

lim A = —'(f(:l:, 2.5 2,)) 9,

e—0 i

S druge strane, A predstavlja podijeljenu razliku reda n 4 j funkcije f = f(¢) po naznacenih
n+j+1c¢vorovat =z, t =x+¢, ....,t =z, Opet upotrebimo poznatu formulu o vezi

f(n+j)(€j(5))7 gdjeje a < fj(g) < b. Uvedimo

podijeljenih razlika iizvoda funkcije: A = -
(n+5)!
oznake my = minge, p) f(“+j)(t) 1My = MaXeq p) f(”+j)(t). Tako da je m; < f(”H)(fj(e)) < ms.
Maloc¢as smo pokazali da postoji lim. o A, tako da znamo da postoji i lim,_o £ (&;(e)).
Vidimo da je m; < lim.o f™)(&(e)) < my. Funkcija f"+9) je neprekidna na odsjecku
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[a, b]. Poznata je teorema da neprekidna na odsjecku funkcija uzima sve svoje meduvrijednosti
m € [my, msy]. Zato postoji tacka ¢; € [a,b] takva da je

lim A = 1 -
A G

U E).

Uporediti dva prikazivanja za lim._,o A. Prema tome

(@) = 1) = 1 @) = 3

0

k

BN 30 ki) b9 (g
() et ), v

j
& €lablzaj=0,... k.

Formula (1) vazi za svako z € [a,b] tj. ona vazi i kada se tacka z poklapa sa nekim ¢vorom
(kada je z = z; zaneko 1), s tim da prethodno izvodenje treba da bude malo prilagodeno ako je x
¢vor. Upravo, ako je z évor onda treba staviti A = f(z;+e; 2,4 2¢;. .2+ (G+1)e; 21 .. o5 20).

F®(e) - LP(z) = z_:o (k — j)}f(!n +3)

k!

, , k
NG @), er je (]) =

k k!
< - .

Prelazimo na primjere. Bice navedena tri primjera, sva tri se odnose na slu¢aj ekvidistantne
mreze Cvorova.

> nge je Mn-l—j = Inax f(n+j) (t)‘

R
)! M ‘wn (=) t€(a,b]

1. Formula za prvi izvod u ¢évoru, jednostrana formula. Definisimo podatke koji odgovaraju
ovom specijalnom sluéaju. Imamo n + 1 évor z; = zg + th, gdje je 2 = 0....,n, a treba da se
procijeni f’(zg). Treba napisati izraz za odgovarajuéi L.i.p. Zatim treba diferencirati taj izraz
1 onda naravno treba uvrstiti x = z5. Onda jo§ samo treba konkretizovati formulu za gresku
(1).

Tokom rada, prikazaéemo L.i.p. L,i1 = Lnii(z) u obliku I Nj.if, uz upotrebu obiéne
smjene © = xg + ht:

Lot1(z) = Lpy1(zo + ht) =
1 2 1 n

dy . dy
a - de Ly () = Ly yy (2o + ht) =

1 d, 1 ., d 1 .., d _

=0 L) = g (Afo S Aod ot %A%) 2)
Za k=1 (1) glasi
'w—’w—i(") w (z 1 (nt1) wy(z a
f( ) Ln( )_ n'f (€0) n( )—I_ (n—l—l)'f + (51) n( )7 50751 E[ 76]
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Da se ocijeni greska za formulu (2), u formuli (1) se stavi £ = 11 # = o, a n se zamijeni
sa n + 11 takode w,(z) se zamijeni sa wpy1(z) = [Iiy(z — @;). Vidi se da je wpy1(zo) = 0.
Izracunati ), () i w),,,(20). Kada se sprovede jednostavni racun onda se dobije

1)
f'(®o) — Ly, (20) = u]‘(”H)(f)h’"‘, za neko & € [zo, ©y). (3)
n+1
Tako da (2) predstavlja formulu za numericko diferenciranje, u smislu f'(zq) ~ L., (o), a (3)
izrazava njenu gresku. Navedimo neke konkretne slucajeve formule (2):

n=1  flao)~ g af = 12T (4)

h

(&), zi < €< mi, ako f € Czi, ziga]

ili f/(iliz) = %(f(wz-}—l) - f(wl)) - 2

—f(x2) +4f(21) — 3f(x0)
2h

1 1
n=2 fl(zo) = — (Afo — —Azfo) =
h 2
2. Formula za prvi izvod u tacki koja se nalazi na sredini izmedu dva évora, simetri¢na
formula. Razmotrimo mrezu évorova z; = o + th, gdje je i = —(£ — 1), £ i razmotrimo tacku
T =1y = To+ 3 Recimo. kada je £ = 2 onda mrezu ¢ine évorovi {z_1, zg, z1, T2 }. Izostavlja
se odgovarajuéi racun. Vazi:

1

f’(f)zf'( 5):%2:: 2y+j (2';‘”'(j_%>)252j+1f”2+

(—1)‘3 (1 3 ...-<£—1>>2f(2l+1)(€)h2£

erni\2 2 2
u smislu taéno = priblizno + greska.
Za gresku: wy(z) = 1 Z) = 0. Neki slu¢ajevi:

i=— (1) — ;); way(
t=1 (o0t 2}~ Sopin = (fen) — fo0) (5)
ot 5 5002 = 1 0
ili (umjesto ﬁ pisi h)  f'(=;) = i(f(:l:z_H) — f(:l?z_l)) — —f”’(f)
2 2h

, B\ 1 1
t=2 f (iﬂo + 5) ~y <5f1/2 - ﬂ53f1/2> =

(= f(22) +27f(21) — 27f(z0) + f(z—1))

24h
3. Drugi izvod u ¢voru, simetri¢na formula. f”(zo) aproksimira se preko vrijednosti funkcije
u ¢vorovima T_g, T_(4—1), .., £¢ (ima ih 2/ 4 1), gdje je z; = xg +ih zai = —£, —(L —1),... .4
1 E2(— J'—l 2(—1)*
- 523 /! (2£+2) h2£
) = 3 X - D+ G (0
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tacno = priblizno + greska. Za gresku:
‘
waerr(z) = H (z —zi), wusi(zo) =0,

1=—

Whepa (o) = (1) ()?R*,  wyyy(z0) = 0
=1 fen) gty = 5 (flen) — 2f(a0) + fla) (6)

i f() = %(f(:ml) —2f(@:) + f(wi1)) — gf””({)

=2 fla) o5 (0o - 150) =

o7 (= f(z2) + 16f(21) — 30f (o) + 16f(z_1) — f(z—s))

U zakljucku, ako se po ekvidistantnoj mrezi koja se sastoji od n ¢vorova procjenjuje k—ti
izvod funkcije u nekoj tacki z onda za gresku vazi relacija r(z) = O(h™*), za male vrijednosti
koraka mreze h. Medutim, ako je tacka = postavljena simetriéno u odnosu na ¢vorove onda
se okolnosti poboljsavaju (greska se smanjuje); u tom sluéaju vazi r(z) = O(h"**1), red
aproksimacije se poveca za jedan. Takvo svojstvo imaju formule 1z drugog 1 treceg primjera, za
F(®) i 5 f (o).

U zakljucku, za formule (4)-(6) se kaze da predstavljaju osnovne formule za numericko
diferenciranje. Postoji lak i neposredan nacin da se one dokazu. Izvrsiti razvoj funkcije f po
Tejlorovoj formuli do odgovarajuceg izvoda u okolini tacke z. U okviru toga, i odgovarajuci
izrazi za grefku mogu da budu provjereni (izvedeni).

1.10. NESTABILNOST NUMERICKOG DIFERENCIRANJA. TRI VRSTE
GRESKE U NUMERICKIM METODAMA

Mi éemo sada razmotriti pojam nestabilnosti formula za numericko diferenciranje (nesta-
bilnosti u odnosu na pribliznost ulaznih veli¢ina) na jednom jednostavnom primjeru formule
za numericko diferenciranje (na jednostavnom modelu). Tako da izlaganje neée biti tehnicki
optereéeno. A sve karakteristike razmatrane pojave (nestabilnosti) lijepo se vide.

Neka imamo dva &vora zg 1 #1 = 2o + h 1 dvije odgovarajuée vrijednosti funkcije f(zo) = fo
i f(z1) = f1 1 neka treba da se procijeni f'(zo). Kako je radeno:

1
f'(wo) ~ E<f1 - fo) (1)
Fla)=~(fi—f) +n  m=—sf'Oh m<é<z
o) — h 1 0 1 1 — 2 0 1
i < %Mzh M, = max |f'(t)]  wo,a1 € [a,b]  f € C?a,l]

tela,b]

Za r; se kaze da predstavlja gresku ili gresku metode.
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Neka su fy 1 f; ulazne velicine. Uzmimo sada da umjesto sa ta¢nim vrijednostima ulaznih
velicina fy 1 f1 raspolazemo samo sa odgovarajuéim pribliznim vrijednostima f; 1 f;. Uvedimo
oznake za dvije odgovarajuce greske. Neka bude ¢g = fo — fi 1 1 = f1 — f;. Neka je poznata
granica greske ulaznih veli¢ina u oznaci Eito |eo| = |fo— fi| < Eile| = |fi — fiI| < E. Za
E se kaze da predstavlja mjeru greske ulaznih veli¢ina (ulaznih podataka).

1

U datim okolnostima, mi mozemo da efektivno izratunamo jedino broj ¢** = E( =1 ),

gdje u ra¢unu usestvuju priblizne vrijednosti f5 i f;. Tacan broj t = f'(z) je nedostizan.
1

Nedostizan je i priblizni broj ¢* = }—(fl — fo). Njegovu ulogu preuzima priblizni broj ¢**, koji
3

predstavlja numeric¢ki odgovor (predstavlja rezultat), buduéi da numericki odgovor glasi ¢t a ¢**.

Neka bude ry = t* — t**. Za r, se kaze da predstavlja gresku izazvanu pribliZznoséu ulaznih

veli¢ina. Ponekad se za r, kaze da predstavlja gresku zaokruzivanja; jer se r, stvara kada su

ulazne velicine date zaokruzene, date samo priblizno. Ponekad se za r, kaze da predstavlja

neotklonjivu gresku, imajuéi u vidu da nismo u stanju da otklonimo gresku ulaznih velicina

(nismo u stanju saznati njihove ta¢ne vrijednosti), tako da ¢e ta greska "proéi” kroz racunski

proces i (znaci) odraziée se na krajnji numericki odgovor.
Na redu je procjena velicine rs:

=ttt =2 (= )~ 7 (fi ) = 7 (A= £5) = 3 (b i) = 7o — 0
ol < Flerl + Hleol < 7B+ 1B =2

Ako je E =0 onda je 75 = 0. Sto je E veée to je i ry vede.
Na redu je procjena greske numerickog odgovora, procjena velicine r = ¢ — ¢**:

r=1t—1t"", r=t—t"+t* -t r =171 + 79,
1 2F
[Pl < fral ol fr] < 5 Mok 4 —=.

Na r, r; 1 7y gledamo kao na funkcije od h.
Nije ispunjen uslov da ry = r2(h) — 0 kad A — 0. Zato se kaze da je formula (1) nestabilna
u odnosu na gresku ulaznih velicina.

1

2F
Nacrtati grafik funkcije g = g(z) = §M2m + — za ¢ > 0. Funkcija dostiZze minimum za
T

z = 24/ E /M, a sama vrijednost minimuma iznosi g(2+/E/My) = 24/ MsFE. Ako se kao korak h
) g

uzme h = hg = 24/ E /M, onda se to moze smatrati najpovoljnijim izborom koraka. Buduéi da
je Ir(2)] < g(z) o je |r(ho)] < 2v/FE.

Pogledajmo odnos izmedu greske ulaznih veli¢ina E i ukupne greske (ko). Akoje E = 107"
(ulazne veli¢ine znamo sa 2n tacnih decimala) onda je greska jednaka 107", grubo govoredi;
v/10~27 = 10~". Dakle, od polaznog broja ta¢nih decimala, u rezultatu je ostalo (sacuvalo se)
samo pola decimala ta¢nih, a pola se izgubilo. Drugim rije¢ima, greska rezultata je znatno veca
od greske ulaznih veli¢ina; nepovoljna okolnost.

Prelazimo na opsti sluéaj formule za numericko diferenciranje. Greska formule za numericko
diferenciranje obi¢no ima oblik

r=ri 47y sa vy~ CA" " 11y~ Czh_k,
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gdje se racuna priblizna vrijednost k—tog izvoda u nekoj tacki po ekvidistantnoj mrezi évorova;
h je korak mreze, a ¢vorova ima ukupno » na broju. Uporedi sa primjerima iz prethodne sekcije.
Tako da negativno svojstvo nestabilnosti imamo kod svake (kod prakti¢no svake) formule za
numericko diferenciranje.

Pogledajmo jedan mali primjer. Neka bude y = y(z) = e* 120 =10, 2; = 0,1, 22 = 0,2, yo =
y(zo), y1 = y(z1), y2 = y(z2). Tada je yo = 1, y1 = 1,10517, y, = 1,22140; prikazati u obliku
tabele. Neka na osnovu nabrojanih podataka treba da bude procijenjen y”(z;). Primjenom
formule iz prethodne sekcije dobijamo sljede¢u procjenu:

ys — 2y1 +yo  1,22140 — 2-1,10517 + 1

- = e = 1,106.

Sada imamo jednostavne opservacije. Ulazni podaci yo, y; 1 y2 imaju po Sest znacajnih cifara,
a rezultat 1,106 ima svega Cetiri znacajne cifre; doslo je do gubitka dvije znacajne cifre. Ulazni
podaci imaju gresku reda 107°, a rezultat ima gresku reda 1073. Dakle, rezultat ima znatno
vecu 1 apsolutnu i relativnu gresku od ulaznih podataka.

Prelazimo na dio: tri vrste greske u numerickim metodama. Za bilo koju numericku metodu,
greska ili ukupna greska r racuna se kao r = r; + 1, +r3, gdje se za tre¢u komponentu r3 kaze da
predstavlja gresku racunanja ili gresku operacija. Iz samog naziva je jasno kako se formira rs.
Naime, tokom racunanja po datom obrascu redom se izvode naznacene aritmeticke operacije.
Rezultat pojedine aritmeticke operacije je priblizan broj (ponekad se kaze zaokruzen broj),
makar da su argumenti operacije tac¢ni brojevi. Tako da ukupna ra¢unanja po datom obrascu
unose dodatnu gresku rs.

Znamo da racunar izvodi aritmeticke operacije (i druge operacije) nad realnim brojevima
samo priblizno tacno.

Od metode do metode, treba voditi racuna o sve tri komponente greske: greska metode +
greska izazvana pribliZznoscu ulaznih velicina 4 greska ra¢unanja.

U zakljucku, ako je metoda nestabilna u odnosu na gresku ulaznih veli¢ina onda se to po
pravilu posebno naglasi. Ako veé ne mozemo da izbjegnemo upotrebu takve metode onda treba
dobro pratiti (kontrolisati) ponasanje greske r,. S druge strane, za stabilnu metodu lako moze
biti da je 7o zanemarljivo mala u odnosu na gresku metode r;.

U zakljucku, cesto je realno smatrati da je greska racunanja r3 zanemarljivo mala u odnosu
na gresku metode r;.

Na primjer, kod L.i.p. smo radili kao da je r, = 01 r3 = 0, a umjesto "greska metode”
govorili smo jednostavno ”greska”.
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1.11. POJAM PRIBLIZNOG BROJA

Neka je a tacna vrijednost neke velicine 1 neka je a* poznata priblizna vrijednost te veli¢ine.

Greskom ili apsolutnom greskom pribliznog broja a* naziva se velicina A(a*) = a — a*. Re-
A(a*) _ a—a*

lativnom greskom pribliznog broja a* naziva se velicina R(a*) = T = e

" Ponekad se u

_ Ja—a’|

literaturi ove dvije veli¢ine uzimaju po modulu, pa bi se stavilo A(a*) = |[a—a*|i R(a*) = PHIR

Kada pise recimo a = 7,2 £+ 0,1 onda to ima smisao a* = 7,21 |A(a*)| < 0,1, drukéije rec¢eno

7,1 < a <7,3. Relativna greska R(a*) se ¢esto izrazava u procentima. Znamo da realni brojevi
zapisani u memoriji ratunara imaju granicu relativne greske 1077.

U stvarnosti, mi ne znamo A(a*) niti R(a*), ve¢ znamo samo neke njihove ocjene, a bolje
je da su te dvije ocjene §to blize veli¢cinama A(a*) i R(a*). Tako se definidu i granica apso-
lutne greske A(a*) i granica relativne greske §(a*) pribliznog broja a* kao ma koji brojevi koji
ispunjavaju |a — a*| < A(a*) i % < é(a*).

Znacajnom cifrom broja naziva se svaka cifra njegovog zapisa pocev od prve nenulte cifre
slijeva. Recimo, broj a* = 0,03045 ima cetiri znacajne cifre, one su podvucene, a broj a* =
0,03045000 ima sedam znacajnih cifara. Za znacajnu cifru se kaze da je sigurna ako apsolutna
greska tog broja ne prevazilazi vrijednost pozicije (tezinu dekadnog mjesta) koja odgovara toj
cifri. Na primjer a* = 0,03045 A(a*) = 3.107° broj a* ima Zetiri sigurne cifre, one su
podvuéene. Na primjer a* = 0.03045000 A(a*) = 7-10"" broj a* ima pet sigurnih cifara.
Ponekad se znacajna cifra naziva sigurnom (u uZem smislu) samo ako apsolutna greska ne
prevazilazi polovinu (polovinu jedinice) vrijednosti odgovarajuée pozicije.

Lako se vidi da je relativna greska pribliznog broja blisko povezana sa brojem njegovih
sigurnih cifara: ako broj ima k sigurnih cifara onda njegova relativna greska iznosi 107%, grubo
govoredi.

Ako je priblizan broj prosto napisan sa recimo 3 decimale onda se podrazumijeva da je
njegova granica greske 1073 ili 1 . 1072 (konvencija).
jegova g g 2 )

1.12. GRESKA FUNKCIJE

Ako je a = 44 0,1 kolika se greska ¢ini kada se kaze da je y/a =~ 2?7 Ako je z; = 7+ A(z]) i
©y = x5+ A(z}) kolika se greska ¢ini kada se uzme da priblizan broj f(z7,z3) zamjenjuje ta¢nu
vrijednost f(z1,s), recimo da je f(z,y) = zy. U nastavku ée biti izvedena formula koja daje
izraz za odgovarajuéu gresku. Kaze se da je to formula za gresku funkcije, da je to formula za
gresku u slucaju kada su argumenti funkcije priblizni brojevi.

Pogledajmo prvo slucaj funkcije od jedne promjenljive f: [a,b] — R. Neka je z € [a,b]
tacna vrijednost argumenta, neka je z* € [a, b] raspoloziva priblizna vrijednost i neka je A(z*)
granica greske tj. neka je |z — z*| < A(z*). Tada je f(z) ta¢na vrijednost funkcije, a f(z*) je
priblizna vrijednost. Neka bude

A= fla) - f(z").

Za A se kaze da je greska funkcije. Na§ zadatak je da ocijenimo A. Po Lagranzovoj teoremi
(po formuli o kona¢nim prirastajima) imamo

A=f (&) -(z—2z"), E=z"+0-(z—2z"), 0<f<1
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Al = £ ()] - & — 27|

A1 My-fo =27, My =sup [F(1)]. G=[a" = A(e). " + A
te

Smatramo da je G C [a,b] tako da se moze svejedno uzeti da je My = sup,c(, 5 |f'(¢)]:
|A| < My - A(z"). (1)

Vidimo da formula (1) rjesava postavljeni zadatak. Pretpostavili smo da f € C'[a,b].
Dalje, razmotrimo veli¢inu

= [f(z7)] - A(27).
Lako se vidi da vazi nejednakost
|A| < L+ o(A(z")) kad A(z*) — 0.

Tako da L moze da posluzi kao zadovoljavajuéa zamjena za gresku |A|, kada je greska argumenta
mala. L se lako racuna i zato se, u prakticnom radu, velicina L ¢esto uzima kao zamjena za
gresku. Za L se kaze da predstavlja linearnu ocjenu za gresku funkcije.

Primjer f(z) = /& z*=4 A(z*) =0,1. Tada je |A] <0,0252 1 L = 0.025.

Pogledajmo slucaj funkcije od vise promjenljivih. Vidjecemo da vaze slicne okolnosti. Neka
su z} priblizne vrijednosti za z; sa granicama greske A(z}), tako da je |z; — z7| < A(z]) za
i =1,...,n. Uvedimo oznaku G = [z} — A(z]), 2] + A(z])] x ... x [z — A(z)), 2 + A(z))].
Neka je funkcija f definisana na skupu G. Pretpostavimo da f € C'(G). Na§ zadatak je
da ocijenimo gresku A = f(z1,...,2,) — f(z5,...,25). U tom cilju, uvedimo parametar 6
za odsjecak od tacke (z7,...,z;) do tacke (z1,....z,), tako da § = 01 § = 1 odgovaraju
pocetku odnosno kraju odsjecka. Posmatrajmo funkciju f samo na tom odsjecku. Primijenimo
Lagranzovu teoremu. Kada se izvod u smjeru izrazi preko parcijalnih izvoda onda imamo

Of(&r,. .. & .
A= Z“l’a—ti’“-m—w:), b= i +8(ni—a]), i=1,...m 0<f<1

LR N

4] < 2

Of(t1,...,tn)

A< Y. Bi-Ale), Bi= sup .

i=1 (tl,...,tn)EG

Vidimo da formula (2) rjesava postavljeni zadatak.
Dalje, kao prakti¢na ocjena za gresku funkcije uzima se veli¢ina

Of(z3,...,z5)|
ot;

ovo je tzv. linearna ocjena za gresku funkcije.
Razmotrimo dva vazna specijalna slucaja.
L. f(t1,...,tn) =t1 4+ ...+ t,. Greska zbira jednaka je zbiru gresaka sabiraka.
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Ako se sabira 10 pribliznih brojeva éije su granice greske po 107* onda ée zbir imati granicu
greske 1073,

2. f(t1,...,t,) =t1-...-t,. Relativna greska proizvoda priblizno je jednaka zbiru relativnih
gresaka ¢inilaca. Drukéije rec¢eno, linearna ocjena za relativnu gresku proizvoda jednaka je zbiru
relativnih greski ¢inilaca. Za dokaz, dovoljno je izra¢unati
_Of(my,... z,) L L

-A(z;), odnosno — = ————.
Oz; (2:), Ti+..."Tp

L

Dokaz na drugi nacin (u slu¢aju n = 3):

f = flz1, @9, 23) = x120m3  [* = f(a],25,25) = xjese; A=f—f~

* L * ok ok
A= 212903 F ]Tok3 F T1X5T3 — T]Toly =

(z1 — z])T2z3 + (T2 — z3) T 23 + (T3 — 23) T TH)

A Ty — ] Talz Ty —T; Tz T3 — T

o T3T3 T3 T3 T3

A Ty —x]  Xp—xy Tz— Ty .

ST T BB B () s R + R + RisS)
1 2 3

Ako z7 ima 6 sigurnih cifara zj 8 z3 10 onda ée proizvod f* = zjzizi imati 6 sigurnih

cifara.
A razlike = A umanjenika + A umanjioca

R koliénika ~ R djeljenika + R djelioca

Obrnuti problem greske. Razmotrimo funkciju f = f(z1,...,2,) i neka je unaprijed data
najveéa dozvoljena granica greske funkcije Af, npr. Af = 0,5-1072. Treba odrediti granice
gresaka argumenata Az, ..., Az, tako da greska funkcije bude manja ili jednaka od date gornje

granice. Kako da se rijesi? Postavljeni zadatak se lako rjesava ako se upotrebi linearna ocjena
za gresku funkcije L, iako nije savisena. Dakle, treba da bude ispunjeno: (Vi) |z; — zf| <
Az; = |f(z1,...,2,) — f(z3,...,2)| < Af. Prema tome, dovoljno je da bude L < Af ili
svejedno >0, |0f (x5, ..., ¢})/0m;|-Ax; < Afili Y0 |0f(21,...,2,)/0x;|-Az; < Af. Drukéije
zapisano: Yo, B;Az; < Af, gdje je uvedena oznaka B; = sup |0f/0z;| ili B; > sup |0f/0x;].
Kako izabrati Az; > 0,...,Az, > 07 Postoje raznmi pristupi, a popularna su sljedeéa tri
pristupa. Princip jednakih apsolutnih gresaka: Az; = ... = Az,. Princip jednakih relativnih
gresaka: Az /|z:| = ... = Az, /|z,|. Princip jednakih doprinosa: BjAz; = ... = B,Az,,
tako da je u razmatranom sluc¢aju ocito (Vi) B;Az; = Af/n ili BiAz; < Af/n. Odgovor
treba dati u obliku Az; = ...,..., Az, = .... Pretpostavlja se da unaprijed raspolazemo
sa grubim aproksimacijama za argumente zp,...,®,, odnosno sa njihovim intervalima. Npr.
74 < z; < 7,51 slicno ostali ;. U sva tri pristupa iskoristi se naravno nejednakost B;Az; +
...+ B,Az, < Afihi = Af.

Prakti¢no, uzima se B; = |0f(z1,...,2,)/02;| (21,..., 2, iz grube aproksimacije).
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2. NUMERICKA INTEGRACIJA
2.1. TRI FORMULE

Neka je [a,b] odsjecak realne ose i neka je f funkcija f:[a,b] — R. Razmotrimo integral
I =1I(f) = f; f(z)de. Kao priblizna vrijednost sluzi zbir S = S(f) = Yp_; ef(zr). Za
¢, € R kaze se da je koeficijent kvadraturne sume, za z;, € R kaze se da je ¢vor kvadraturne
sume (z; # ©; za ¢ # j). Ovdje je n > 1. Za zbir > 1_, cp f(@x) ili svejedno Y5 ¢ fr kaze
se da predstavlja kvadraturnu sumu, a za formulu oblika I(f) ~ S(f) kaze se da predstavlja
kvadraturnu formulu ili formulu za numericku integraciju. Razmatra se i greska R = R(f) =
I(f)—S(f). Razmotri¢emo tri formule koje imaju jasno geometrijsko tumacenje. Prelazimo na

vees

tn=bnh=b—aiz,=x0+khzak=0,1,.. . n Pisaéemoizyii/y =xo+ (k+3)h.

f

Tr—1 Tk
a) Na malom odsjecku [zg_1, 2], povisinu ispod grafika funkcije y = f(z) zamijenimo

povriinom pravougaonika ¢ija je osnovica [Zp_1, i) 1 ¢ija je visina f(zg_1/2) = fr_1/2:

fk:/:i f(x)de Sy :/ Fansjs)de = hf(prjs) L~ Se O

Ry =1 — S, = /:l(f(w) — f(®p=1/2))de

f € C*a,b] Tejlorova formula:

f(w) = f(“’k—l/z) + f/($k—1/2)($ - ilfk—l/z) + %f”(ﬁk(iﬂ))(iﬂ - $k—1/2)2 fk(fﬂ) S [in—l, in]

1 rzx
(& — 241 /2)da +§/ F(&(@)) (& — e j2)? da
1 . Tr_1 _/_/

>0

Ry, = f/(iﬂk—l/z)/

Tp—

=0

teorema o srednjoj vrijednosti za integrale: f neprekidna, g integrabilna, g stalnog znaka

= (3¢) a <& <b, [; f2)g(z)de = f(£) [, g(z)de

Rk = % H(gk) /mzi (ZE — xk_l/z)zd:lj €k € [ZBk_l,ZBk] Rk — %h?)f”(gk) (2)
:h3/12
b n Ty n n n
I= / fla)de = Z/ f@)de =YL S=3Sc=hY f(ziap) I~S (3)
e k=1"Y"k-1 k=1 k=1 k=1
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—ﬁh ];f(fk)—ﬂh”‘gk;f(fk)

— : 1" — 1" < 1" <
my = min f(z)  my = max f'(z) m < f(G) <mo

n-mp; < Zn:f”(fk) <n-my mp < lzn:f”(fk) < my

k=1 n k=1

funkcija neprekidna na odsjecku dostize sve svoje meduvrijednosti (teorema o meduvrijed-
nostima za neprekidnu funkciju)

n

seelel] Y 1G) = £19)

k=1
R_]‘hS 1" R_lb h2 1" 4
= o hn (&) R= o (b— a)k’f"(€) 4)
1 2 _ 1"
R < g (b=)R*My M = Sup |f" ()]

Za (1) se kaze da je osnovna formula pravougaonika, za (2) se kaze da izrazava ocjenu greske.
Za (3) se kaze da predstavlja (sastavljenu) formulu pravougaonika, a za (4) se kaze da izrazava
njenu gresku. Iz (4): R = O(h?) kad h — 0, pa se kaze da je stepen ili red tacnosti ili preciznosti
formule pravougaonika jednak N = 2. Ako se umjesto h = 0.1 stavi b = 0,05 onda se h? svede
na ¢etvrtinu, a f”({) se promijeni na nepoznat nacin; po (4) se kaze da se polovljenjem koraka
greska svede (grubo govoredi) na ¢etvrtinu prethodne greske. F 3: S = h Y 5_; fi—1/2-

b) Kao priblizna vrijednost za I} neka sada sluzi povr§ina trapeza ¢ija su tjemena (zg-1,0),
(2x,0), (Zg-1, fx—1) 1 (@k, fr.). Stranici trapeza ¢ija su tjemena (zp_1, fr—1) 1 (zx, fr) odgovara
jednacina prave linije y = La(z), gdje je Lo(z) Lagranzov i. p. za f po mrezi é¢vorova {g_1, Zp}.
Tako da je ocito Sy = [;* | La(z)dz. Poznata je formula za gresku interpolacije:

1

f(2) = La(z) = Gywa(2) f'(E()), &(2) € [2r-1,24], @ € [2r1, 2],

wa(z) = (. — xp_1)(z — 21), f € CPlap—y,zp) ili f € C?[a,b]

I, = /:k flz)de Sy = ﬁ(f(:nk_l) + f(:l:k)) (povr§ina trapeza)

_ 2
h
Sr = §(fk—1 + fk) I ~ Sk (5)
T Ty 1 Tk
Ri=1I— S = / f(z)dz — / Ly(a)ds = o; / F(E() (2 — 2po1)(z — 23) do =
<0
316 [* @ n)@ -l Gelonn] Ro=-phrE) O
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:isk:h<%f0+§:fk+%fn) I~8 (7)
k=1 k=1
R=I1-5=3 Ry= Y (&)= —ohnf'(€), a<t<b

k=1

R= o (b— )’ (0 Q

Trapezna formula (7) ima gresku reda veli¢ine h? odnosno ima red taénosti N = 2, v. (8).
Ako se korak prepolovi onda ¢vorovi iz prvobitne mreze ostaju i u novoj mrezi (vrijednosti
funkcije se za njih ne raunaju ponovo). Rezime o trapeznoj: I ~ S = h(:fo+ Xp21 fr + 3 1n)-
R(%) ~ LR(h) (grubo govoreéi)

Iz formule (8): |R| < (b a)M,h?, gdje je My = max,<,<p |f"(z)|. Ponekad nemamo izraz
za f"(z), tako da ne raspolazemo sa M,. Tada se, radi prakticne ocjene greske, moze uzeti da
velicina My = h™? maxo<g<n_2 |A®fi| posluzi kao pribliina zamjena za M.

¢) U sluéaju Simpsonove formule, za obrazovanje priblizne vrijednosti Sy, za mali odsjecak
[€r—1, 1] iskoriste se tri podatka, iskoriste se vrijednosti funkcije u tackama zj_1, Zj_q/s 1 .
Neka Ls = Ls(z) bude L. i. p. za funkciju f po mrez ¢vorova {p_1,Zp_1/2,Zr}. Povrsina
ispod grafika y = f(z) na odsjecku z5_; < z < zj, priblizno je jednaka povrsini ispod parabole
na tom istom odsjecku. Sastaviti izraz Ls(z) = ... (parabola). Izracunati integral od polinoma
Ik Lg(z)dz. Dobija se [7* Ls(z)dz = S(fr—1+4fk—1/2+ fx). U cilju ocjene greske, uvedimo u
razmatranje ii. p. sa vi§estrukim ¢vorovima (Hermitovi. p.) Hy = Hy(z). Neka je Hy = Hy(z)
H.i. p. za funkciju f definisan uslovima:

H4($k—1) = f($k—1)7 H4($k—1/2) = f(iﬂk—l/z), H4($k) = f(iﬂk) 1 Hé(iﬂk—l/z) = f/(iﬂk—l/z)-

Sastaviti izraz Hy(z) = .... Izracunati Jok Hy(z)dz. Dobiée se isti rezultat kao malocas.
Dobice se da je [7* Hy(z)dz = S(fe—1 +4f1o12 + fr)-

Rac¢un se za Simpsonovu formulu odvija po sliécnom Sablonu kao malo¢as u slu¢ajevima a)
i b): mali odsjecak, greska, veliki odsjecak, greska. Formula (9) ée biti osnovna Simpsonova
formula, a (11) ée biti (sastavljena) Simpsonova formula. Pretpostavlja se da f € C'*[a, b]:

Tk Tl

f(z)de — / Ls(z)dz =

Tr—1

Rk:Ik_Sk:/

Tr—1

/;’“1 f(z)dz — /:“1 Hy(z)de = /;kl(f(f”) — Ha(z))dz

poznati izraz za gresku za H. i. p. f(z) — Hy(z) = — f7V (é(2))wa(z)

tro1 <€(z) <z, mpoy <z <z wa(z) = (2 —2po1)(z — 33k—1/2)2(33 —ai)  f € CHapo1, w4

Tr

Ry = 4,/ FY(E wi(z) de = i,fw(’fk)/ wy(z)de & € [Tr-1, ]

ZTr—1
<0 S—

B 1zracunati
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R -l (1)
b n x n
I= /a f(z)de = ;Lk_l flz)de = kz::l I,

:Zn: (f0+fn+4§:fk—1/2‘|‘21§:fk) I'~S (11)
k=1 k=1 k=1

R :_2880 fong om0 P nsz(g’“)

k=1

_—L —a 4plv Za NeKo a
R = — 5o (b= a)li* £ () 7a neko € € [a, 1 (12)

Vidimo da je R = O(h*) pa se kaze da je red tacnosti N = 4. Ako se korak prepolovi (radi
dobijanja manje greske) onda se stare vrijednosti funkcije iskoriste. Polovljenje koraka svodi
gresku na otprilike 11—6 njene ranije vrijednosti.

Kvadraturne formule b) i ¢) se koriste vise od a), jer su pogodne kod polovljenja koraka.

Kvadratura c) se koristi vise od b), jer ima upadljivo veéi (bolji) red taénosti.

Mala dopuna oko ¢). Obiéno se izbjegava da u indeksu pisu polovine, obi¢no se sa h oznadli
rastojanje izmedu dvije susjedne tacke. Drugim rijec¢ima, izvrsi¢emo malu izmjenu u oznakama.
Kada se to izvrsi onda se dobije kako slijedi. Simpsonova formula i njen izraz za gresku glase

kako slijedi:

b h ™
I= / flz)de S = 3 chfk co = ¢, =1, ¢, =4 za k neparno, ¢, = 2 za k parno
e k=0
b—a .
h = e = a+ kh, f, = f(z), k=0,n broj n je obavezno paran [ = S
n
R=I_-§= —ﬁ(b — )RV (¢) 7a neko & € [a, B

Na primjer, fol f((E)diB ~ g(fo —|— 4f1 —|— 2f2 —|— 4f3 —|— 2f4 —|— . —|— 4f9 —|— flO)-
2.2. RUNGEOVO PRAVILO ZA PRAKTICNU OCJENU GRESKE

Prvo ¢emo 1zvesti drugi izraz za gresku trapezne formule. Vidje¢emo da je taj izraz bolji
od izraza iz prethodnog naslova. Iskoristicemo taj izraz da izvedemo tzv. Rungeovo pravilo ili
Rungeovu formulu za procjenu greske trapezne formule. Za procjenu greske na Rungeov nacin
ili po Rungeovom principu karakteristicno je da se izvrse dva proracuna tj. da se dobiju dvije
priblizne vrijednosti I; 1 I za jedan te isti tacan broj I. I; je dobijeno sa korakom h a I je
dobijeno sa korakom % I, je dobijeno po mrezi koja ima vise évorova tako da I, ima manju
gresku od I;. Kako je priblizan broj I, bolji od I; to se I, usvaja kao numeri¢ki odgovor.
Gruba priblizna vrijednost [; ima pomoénu ulogu. Ona sluzi da se procijeni greska numerickog
odgovora tj da se procijeni R2 =1- I2 Rungeov princip 7a dobijanje procjene greske moze

Uvedimo potrebne oznake. Razmotrimo funkciju f definisanu na odsjecku [a,b] i pret—
postavimo da f € C*a,b]. Neka bude I = f; f(z)dz. Izaberimo n > 1 i stavimo h = 22

n "
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Neka bude I, = I(h) = h(3f(a) + X1 f(a + zh) $f(b)) trapezna formula sa korakom h i
neka bude I, = I(%) = —(%f( )+ 2" i (a+1- —) + (b)) trapezna formula sa korakom %
Zapaziti da ranije izracunati broj .71 moze da posluzi prilikom raéunanja I, jer ¢évorovi grube
mreze pripadaju i detaljnijoj mrezi; I, = 311 + %E?:l fla+(2e—1)- ) Uvedimo i oznake za
dvije greske: Ry = R(h) =1—-1, =1—I(h), Ry = R(%) =11, = I — I(E)' Odgovor glasi
I ~ I,, samo treba R, da se ocijeni (|Rs| <...1li Ry & ...).

Razvijamo funkciju f po Maklorenovoj formuli do éetvrtog izvoda:

Fla) = F0) +25'(0) + o F1(0) + 52 (0) + oV (6(e).

Za gresku trapezne formule po malom odsje¢ku imamo:

= L3 [3)-

[ a4 ) [ s [P ()t

—h/2 h/2 4' —h/2

t o srednjoj v

h L(h\* 0 1 (kY 1 (n\*
5(21‘( )+2 5(5) f “”*a(a) f”’<€1>+@(5) ff"(@))
h/2 h/2 3 B B ﬁ B ﬁ
/;h/2:l?d:l::07 /_h/zaC de =0, & _5(_2)’ 52_€(2)

1R\ 1 = (P2
P g0+ 103 (3) + 3O [ st

r\? 1 (h)\° 1 (Rh\®
hf(0) — (5) f"(O)—g(g) fIV(fl)—gG) V(&) =
— O+, ol < eMul®, My = |7 (o)

z€[a,b]

Maloc¢as smo izvrsili translaciju po z—osi, samo radi lakseg pisanja. Neka sada ulogu odsjecka
, %] preuzme odsjecak [z;_1,2;] = [a + (¢ — 1)h,a + ih]:

[_

I

= [7 f@)e = 3 (Fain) + F00) = 350 (i) +

lpil < eMyh®,  p;=O(h®), > pi=O(h?)

=1

Sabiranjem poz=1,...,n:

R(W = 1= 1(h) = Y ri =~ zhf SETSED

f 3 za f"
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L ( ab f"(z)dx — %(6 — a)h2f“’(§)) +O(h*) = —%hz /ab f"(z)dz + O(h*) + O(h*)
(v. formulu pravougaonika i izraz za gresku)
R(h) = Ch? + O(h?), / f'(z)dz, C ne zavisi od h.
Mi smo dobili:
R(h) = Ry = I — I(h) = Ch? + O(h*), h—0, C= —%(f’(b) _f@). ()
Isto tako:

n()-m-r-r(3)=c(3) +o((5) ) - jor+ou,

Zapaziti da su brojevi I; 1 I, efektivno poznati, $to se ne moze re¢i za [ 1 C.
Mi imamo:

Ry =1-1I,=Ch + O(h*)
1 2 4
Ry =1—1I,= JCW + O(*)

3
oduzimanjem: [, —1I; = ZCh2 + O(h%).

Ako je C # 0 onda je

R ICR*+0(hY) 1 1 1

i _211 _ hgﬁ =5 ili By~ g(12—11) kad h — 0 ili Ry~ g(12—[1). (2)
Ovo je zavrsna—glavna formula. Broj na desnoj strani formule (2) je efektivno poznat. Za
Rungeovu ocjenu (2) kaze se da je prakti¢na zato $to je ona efektivno ostvarljiva (njena dobra
strana) i zato $to je ona samo priblizno ta¢na (njena lo§a strana).

U sluéaju C' = 0 moze se pokazati da vazi |Ry| < :|I, — I1|, za male vrijednosti A.

Pogledajmo mali primjer. Razmotrimo [} z*dz i neka bude n = 1 tj. h = 1. Tada je
I; = 0,5000, I, = 0,2812 i (I, — I;) = —0,0729. A R, = —0,0812.

Slijede razne dopune

1. Ako I(g) ne zadovoljava unaprijed trazenu preciznost (R(%) prelazi unaprijed datu
dozvoljenu gresku e, tj. %|I2 — I1] > €) onda izrac¢unati sa korakom % novu pribliznu vrijednost
I(%) i procijeniti njenu gresku na Rungeov nacin. Itd.

2. Neka I(h) znadi pribliznu vrijednost dobijenu po Simpsonovoj formuli. Tada vazi R(h) =
I —I(h) = Ch*+ O(h®), h — 0, C ne zavisi od h. Isto tako vazi R(z) ~ (I ( ) — I(h))
(procjena greske na Rungeov naéin). Pretpostavlja se da f € C%a, b].

3. Uopste, ako je R(h) ~ Ch* onda vazi R(%) S (I(%) — I(h)).

2k—1

2.3. ROMBERGOVA FORMULA
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Mali primjer iz prethodnog naslova: I(g) + %(I(g) — I(h)) = 0,2083.

U prethodnom naslovu smo vidjeli da broj b = %(I(%) — I(h)) moze da posluzi kao priblizna
vrijednost za R(%) = I—I(%). Ako je ved R(g) ~ bonda je ocito I ~ I(g)—l—b. Dakle, neka broj b
sluzi za popravku pribliznog broja I (%), neka sada numericki odgovor bude I (%) +b. Zanimljivo
je da se broj I(%) + b poklapa sa pribliznom vrijedno$¢u za I izracunatom po Simpsonovoj
formuli sa korakom % tj. po mrezi ¢vorova a, a+g, a+h,...,b; uvjeriti se neposrednim ra¢unom.
Nije bitno §to odgovara bas Simpsonovoj formuli vec je bitno §to odgovara formuli ¢iji je stepen
tac¢nosti (Cetvrti) veéi od stepena tacnosti polazne trapezne formule (drugi).

Jedno sredstvo za dobijanje preciznije pribliine Vrijednosti odredenog integrala I = f f(z)
dz jeste da se umjesto koraka h primijeni korak 2 o zatim 2 1> itd. Drugo sredstvo bilo bi da se
umjesto kvadraturne formule drugog stepena tacnostl primijeni formula cetvrtog reda tacnosti,
zatim Sestog reda, itd. Kod Rombergove formule usaglasemo se koriste jedno i drugo sredstvo,
s tim da se prelazak na formulu viseg reda tac¢nosti vr§i pomocu popravke ranije izracunate
priblizne vrijednosti.

U prvom dijjelu izlaganja bice izveden izraz za gresku trapezne formule R(h). Upravo, biée
pokazano da se greska R(h) razlaze po parnim stepenima h. U drugom dijelu izlaganja bice
izvedena formula za popravku.

Prvi dio izlaganja. Neka bude nh = b — a1 ; = a + th. Imamo:

R =T~ 10 = [ f(a)de (éﬂmo) £ ) + %f(wn)) -

=1
n . 1 1
3y V z)dz — h <—f(fl¢i—1) + —f(wi)ﬂ
= Sz 2 2
razviti funkciju f po Tejlorovoj formuli oko tacke z = z;_,/, do Sestog izvoda

1

R(h) = Zlﬂh:af”(mi—lﬂ) + 1920 Be Y (@ 1/2) + fVI(f)/ ’de—

1 (h\® 1 (R\*
h(i (5) f”(iﬂi—l/z) + m <§> fIV(fL‘i—l/z)—l-

// 1 ”
__hz E :hf T 1/2) _—480h4 E hfIV(wi—l/z) -I-O(hG)
=1

f 3 za f" f 3 za fIV

po sliénosti sa prethodnim naslovom pokazati da se greska sastavljene formule pravougaonika
prikazuje u obliku cyh® + O(h*), gdje cs ne zavisi od h, ali naravno zavisi od podintegralne
funkcije

R(h):——h2 (/ F(2)de — c(f") - h2+0(h4))
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1 4 b 2 4 6y __ 2 4 6
TR (/ YV (z)de — co(F7V) - A2+ O(h )) + O(h®) = Cyh® + Cyh* 4+ O(R°).

Ako se nastavi sa primjenom i dogradnjom postupka od malocas onda ¢e se za gresku
sastavljene trapezne formule za funkciju f po odsjecku [a,b] sa korakom h dobiti sljedeca
formula:

R(h) = I — I(h) = Coh® + Csh* + ... + Coph®™ + O(R2™F2), h — 0, (1)

gdje velicine Cs, Cy, ..., Csy, ne zavise od h, a pretpostavlja se da f € C*™*2[a, b].

Drugi dio 1z1aganJa Popravljanjem, sa koeficijentom popravke 1 3» pribliznih vrijednosti ¢ija
grefka ima oblik Coh?+ Cyh* 4 Cgh®+ ... dobijaju se nove-bolje priblizne vrijednosti ¢ija greska
polinje sa h* (&ija greska je jednaka Cjh*+Cih%+. . ). U nastavku je dat racun koji potkrepljuje
ovo tvrdenje. Popravljanjem malocas dobijenih popravljenih vrijednosti, ovog puta uzimajuéi
% kao koeficijent popravke, dobijaju se jo§ bolje priblizne vrijednosti, njihova greska pocinje sa
h®. U nastavku je dat raéun koji potkrepljuje ovo tvrdenje. Sljedeéi koeficijent popravke biée
+. Tid.

Zaista, iz pretpostavke da je I — I(h) = Cyh* + C4h* + Csh® + ..., ako se uvede oznaka

J(8) = 1(%) + 1(1(%) - I(h)), slijedi da je

I—J(g) :—%(I—I(h))+§(l—l(g)) =
_é(czh2+c4h4+06h6+...) +§ (02 (g)2+04 (g)4+06(;’)6+...) _

——C4h4 — —606h = Cyh* + CLh® +
Zaista, iz pretpostavke da je I — J(h) = koeficijent - h* + O(h®), ako se uvede oznaka
K(%) = J( )+ £(I(L) = J(h)), slijedi daje T — K(2) = ... = O(h®).
Da se dobije jedna nova popravljena priblizna VI’lJedIlOSt dovolJne su svega tri—Cetiri arit-
meticke operacije. Time je izvodenje Rombergove formule uradeno. Samo se treba uvjeriti da
su formule koje slijede saglasne sa dosad re¢enim. Rombergova formula glasi:

Soj = (1 +Zf +khj+;f()) §>0

(Si_l,j—si_l,j_l), i>0, j>i

)
Sij = Si—1;+ i1
gdje je h; = 277hg, M = 2In i nhg = b — a.

Formula (2) sluzi za dobijanje priblizne vrijednosti za I = [° f(x)dz. Njen parametar je
pocetni korak hg. Dokaz formule (2) sadrzan je u dosada$njim razmatranjima. Zapaziti da za
realizaciju formule (2) nije potrebno da znamo éemu su jednake vrijednosti Cs, Cy, ..., Cap iz
(1).

Vrijednosti Sp; 1z prvog reda tabele 1 odgovaraju trapeznoj formul: Spo sa korakom hy,
So1 sa korakom h; = 271hg, Sps sa korakom hy = 27%hg, itd. Vrijednosti Sy; iz drugog reda
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vees

je stepen tacnosti Sest. Itd. Prilikom racunanja vrijednosti Sp; treba iskoristiti ve¢ ranije
izracunati broj Soj_1 koji sadrzi polovinu sada potrebnih vrijednosti funkcije u ¢vorovima,
zato smo nacrtali horizontalne strelice. Za racunanje priblizne vrijednosti S;; (kada je ¢ > 1)
dovoljne su svega tri—Getiri aritmeticke operacije, vertikalne 1 kose strelice pokazuju na osnovu
kojih ranije izracunatih vrijednosti se izracuna S,;;. Tabela 2 govori da precizan redosljed

racunanja jeste upravo @, @, @, e

Poslije @, @, , ... racunanja se prekidaju za trenutak da bi se provjerilo da li je
dostignuta zeljena tac¢nost ¢ (unaprijed odredena). Ako je ispunjen izlazni kriterijjum |S;_; ; —
S;;| < € onda se Sj; usvaja kao numericki odgovor. Program za ra¢unar obi¢no se zaustavlja
kada u nizu Sog, S11, S22, - . . dode do poklapanja neka dva njegova susjedna c¢lana. Kaze se da se
racuna sa najve¢om mogucom tacnoséu ili do masinske tacnosti. Dalje popravke ne bi koristile
tj. raCunar prosto ne bi mogao da ih registruje.

Soo So1 Soz Sos

511 512 513

522 523
I(R) I(3) I(%) I(3)

533

Tabela ]_ 511 == 501 ‘|‘ 1 501 — SOO

(= ) o e
K(}) K(%)

® 6

® O

Tabela 2
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2.4. KVADRATURNE FORMULE U SLUCAJU PRISUSTVA TEZINSKE
FUNKCIJE

Neka je p = p(z) fiksirana funkcija p: [a,b] — R za koju se pretpostavlja da je integrabilna
na odsjecku [a,b]. Za funkciju p se kaze da je tezinska funkcija ako je ispunjen uslov p(z) >
0 za svako # € [a,b]. Razmotrimo odredeni integral I = I(f) = [° f(x)p(x)dz. Neka je
na odsjecku [a,b] postavljena mreza ¢vorova {z;} , i neka su poznate vrijednosti funkcije
u ¢évorovima f(z;) = f;. Konstruisaéemo kvadraturnu formulu (interpolacionog tipa) oblika
I(f) ~ S(f), gdje je S(f) = Xiv; cif(z;). Funkcija f biée zamijenjena svojim Lagranzovim i.
p. po razmatranoj mrezi ¢vorova. Odgovarajuéi izraz za gresku R = R(f) = I-S = I(f)—S(f)
takode se lako dobija, polazeéi od poznatog izraza za gresku interpolacije.

Iz naslova 1.1. i 1.2. poznato je sljedece:

n n r—x; 1

Lo(w) = > @i(w) f(w:), Pi(w) =] f(®) = Ln(2) + —wa(2) F(E(2)),

J=1j#i r; — $j7
a<{(z)<b (jera<z<b), feCab], wi(z)=]](z— =)
=1
Izvodenje:

) = S B0 + (S E) [ 0o

n
2=1

Za gresku formule (1) imamo:

RO < M [ n)lp(e)de, 2

M, = ™) ()].
;g[gfg]lf (z)]

Neka je mreza ravnomjerna i neka tacke € = a 1 ¢ = b pripadaju mrezi. Drugim rijec¢ima,
neka ¢vorovi budu z; = a + th za 0 < 7 < n, gdje je nh = b — a. Tada se za kvadraturnu
formulu oblika (1) kaze da je Njutn—Kotesova kvadraturna formula. Primjera radi, navedimo
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Njutn—Kotesove formule kada je n = 3 1 kada je » = 4, u slucaju da je tezinska funkcija
p(z) =1
b b—a : :
/ f(z)dz ~ 3 (fo +3fi+3f2 + f3) (tri—osminska formula)

b b—a
/:1 flz)de ~ 90 <7f0 +32f1 +12f, + 32f5 + 7f4)

Zadatak. Neka za kvadraturnu formulu (1), pored njene greske metode R = R; koja je
izrazena relacijom (2), treba prouciti i njenu gresku izazvanu pribliznoséu ulaznih podataka
R,. Ulaznim podacima smatraju se brojevi {f;} ;. Uzimamo da ulazni podaci nisu poznati
sasvim ta¢no tj. uzimamo da raspolazemo samo sa pribliznim vrijednostima {f7}? ;. Neka je
data mjera greske ulaznih podataka 6: |f; — f7| < & za 1 <4 < n. Ulogu numeri¢kog odgovora
S =Y, ¢ fi sada naravno preuzima broj $* =37, ¢; f7, tako da je Ro = 5 — §*. A naravno
da je u datim okolnostima ukupna greska I — S* jednaka I — S* = R; + R,.

Treba rijesiti postavljeni zadatak tj. treba ocijeniti Rj:

n n n

Zci i Zcifi* = Eci(fi — fi*)

=1 1 =1

Ry=85-5"

-
i

Ral =[S eilhi— )

< Z_: lci(fi — F7)| = Z|CZ| A= £l < z_: lei| -0

|Ry| < C -6, gdjejeC = Z|cz|

=1

Na redu je analiza posljednje relacije. Sto je velicina €' manja to je R, manje, odnosno to se
greska ulaznih podataka slabije odrazava—prenosi na rezultat (na numeric¢ki odgovor). Drugim
rijecima, $to je veli¢ina C' manja to je formula (1) stabilnija u odnosu na gresku svojih ulaznih
podataka, odnosno to je situacija povoljnija. Ili iz suprotnog ugla: ako je broj C velik onda je
formula (1) numeri¢ki nedovoljno stabilna u odnosu na gresku ulaznih podataka. Zadatak je
rijesen.

Posmatrajmo relaciju (1) kada je f(z) = 1. Tada je L,(z) = f(z) i zato R(f) = 0 odnosno
1(f) = 8(f). 1(f) = [ ple)de, S(f) = S5y 63, tako daje S0, ¢ = [* ple)de = const.

Ako su svi koeficijenti {¢;}?; pozitivni onda je oéito S, ¢; = Y, |¢|. Medutim, ako
medu koeficijentima {¢;}" , ima i pozitivnih i negativnih onda je oéito 0| |¢| > Y ¢.
Za Njutn-Kotesove formule sa velikim n (recimo sa n > 10) karakteristicno je da su neki
koeficijenti pozitivni a neki negativni, §to umanjuje njihovu numericku stabilnost u odnosu na
gresku ulaznih podataka, pa se zato te formule u praksi rijetko koriste.

2.5. GAUSOVA KVADRATURNA FORMULA

Priprema o ortogonalnim polinomima
U realnom Hilbertovom prostoru H posmatrajmo n linearno nezavisnih elemenata ¢y, ...,
¢n. Primjenom Gram-Smitovog postupka ortogonalizacije, sistem {p;,...,p,} moze da se

ortogonalizuje, tj. moze da bude dobijen sistem {t1,...,%,} za koji vazi: a) 1, je linearna
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kombinacija od ¢1,...,¢r 1 b) ¢; L 9, tj. (i,9;) = 0zai # j; ( , ) je oznaka za skalarni
proizvod. Elementi 41, ...,1, odredeni su jednozna¢no do na multiplikativne konstante.
Razmotrimo konkretni Hilbertov prostor H = Lj y(,)[a,b]. Neka je funkcija p = p(z) inte-
grabilna po [a, b] 1 neka je p(z) > 0 skoro svuda na [a, b]. Funkcija f pripada H ako i samo ako
je f21f(z)*p(z)dz konacan. Ako se dvije funkcije razlikuju samo na skupu mjere nula onda
se one identifikuju. U H se skalarni proizvod definide kao (f,g) = N f(z)g(z)p(z)dz. Ovo je

Lebegov prostor. Na primjer Ls[a, b].
1

U nasem Hilbertovom prostoru H razmotrimo njegovih n elemenata @;(z) = z'~!, za i =
1,...,n. Sistem {1,z, 22, ...,2" '} je linearno nezavisan. Njegovom ortogonalizacijom nastaje
sistem {91,...,9,}. Kako je p; polinom stepena tacno ¢ — 1 to je i 9; polinom stepena tacéno

i — 1. Po n moze da se napreduje, tako da moze da se posmatra sistem {1, s, ...}. Izvrimo
malo prilagodavanje oznaka: umjesto 11,1, ... pisatemo g, %1, .... Tako da je odsad ;
polinom stepena tacno ¢. Za sistem {1, 11,. ..} kaze se da je sistem ili da je niz ortogonalnih
polinoma. Navedimo dva primjera.

Primjer 1. Neka bude [a,b] = [-1,1] i p(z) = 1. Sistem ortogonalnih polinoma u pros-
toru Ls[—1,1] je sistem tzv. Lezandrovih polinoma {L,}> .. za koje vazi relacija: L,(z) =
2”1n! dczlv—" (z? — 1)™. Recimo, Lo(z) = 1, Ly(z) = =, Ly(z) = 3432 — %, Ls(z) = g:n?’ — g:p

Prinjer 2. Neka bude [a,b] = [-1,1] 1 p(z) = ﬁ U ovom prostoru Ls p)[—1, 1],
ortogonalni polinomi su tzv. Cebisevljevi polinomi To(z); n = 0,1,...; za koje vazi relacija:
T.(z) = cos(narccos z). Recimo, To(z) = 1, Ty(z) = z, To(z) = 22* — 1, Ts(z) = 42° — 3=.

Za dokaz prvog primjera, treba se uvjeriti da se ortogonalizacijom sistema {1,z,z?% ...}
dobije sistem {Lg, L1, Lo, ...}. Ili, posto je veé napisana gotova relacija L,(z) = ..., dovoljno

je uvjeriti se: a) da je L,, polinom stepena tatno n i b) da je L; L L; tj. da je (L;, L;) =
JY Li(z)Li(z)dz = 0 za i # j. Slitno vazi naravno i za drugi primjer. Dokaze za jedan i drugi
primjer izostavljamo.

U sljedecoj lemi govori se o jednom svojstvu polinoma iz sistema ortogonalnih polinoma.
Prije toga, o faktorizaciji polinoma u realnom podruéju. Polinom P = P(z) na jednoznacan
nacin moze da se prikaze u obliku

P(z) = co - [[(2 — aa)™ - ] (2* + Bjm + 7)™,

j
gdje jednaéina z? 4+ B;z + v; = 0 nema realnog rjeSenja; za izraz z? + B;z + v; kaze se da je
nesvodljiv trinom. Broj x = «; je nula polinoma vsestrukosti m;. Polinom P je ocito stepena

dimi+ 23 n;. Recimo
P(z) =2(z — 1)4(:13 —2)(z — 6)2(:c2 + 1)2(502 + 4z +5).

Dalje, o broju nula polinoma poznato je sljedece pravilo: polinom stepena n ima najvise n
realnih nula.

Lema. Neka je {to,1,...} sistem ortogonalnih polinoma u prostoru Ls ,)[a, b]; ovdje je
tn = n(z) polinom stepena taéno n. Polinom 1), ima u otvorenom intervalu (a,b) taino n
medusobno razlicitih nula.

Dokaz leme. Uocimo sve nule polinoma ,, koje pripadaju intervalu (a, b) i ¢ija je visestrukost
neparna; neka su to z,...,x,. Dopustimo da je £ < n. Neka bude

‘

fe)=Il(z—z:) i g(z)=tu(z)f(z).

=1
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Razmotrimo veli¢inu

A= / dw—/¢n -. (x — z;) dw—/¢n (z)dz = (Yn, ).

Podimo od faktorizacije za 1, 1 pogleda,jmo faktorizaciju za g.

Nesvodljivi trinomi u faktorizaciji za 1, ne mijenjaju znak uopste na citavoj realnoj osi.
Faktori (z — a;)™, gdje je m; paran, takode ne mijenjaju znak. Faktori (z — a;)™, gdje je m;
neparan a o; ¢ (a,b), ne mijenjaju znak u (a,b).

Ako je eksponent m; neparan i o; € (a,b) onda se u faktorizaciji za g pojavljuje paran
eksponent, jer je izvr§eno mnoZenje sa © — a;, tj. sa f(z). Tako da je g(z) > 0 za = € [a,b],
ako je ¢g > 0, odnosno g(z) < 0 za z € [a,b], ako je ¢o < 0. Funkcija g je polinom, g ima samo
konaéno mnogo nula, tako da je A = [° g(z)p(z)dz > 0, ili < 0. Dakle, A # 0.

S druge strane, A = (.., f). Pretpostavili smo da je £ < n. Zato je f polinom stepena nizeg
od n. Polinom f mo#e se prikazati kao linearna kombinacija od o, ..., %y f = Sf_, cith;. Vaii

i Ly tj. (Yi,pn) =02ai=0,...,0 =
A= (Y, f) = (¥n, cotpo + ... + cetpe) = co(Pn, o) + ...+ ce(tPn, ) =co-04+ ...+ ¢ -0=0.

A = 0. Dobili smp kontradikciju. Ne moze biti £ < n. Mora biti £ = n. Lema je dokazana.
Sve nule su jednostruke (proste).

Svi ¢lanovi niza ortogonalnih polinoma g, 91, . . . odredeni su jednozna¢no do na multiplika-
tivne konstante. Neka su te konstante izabrane tako da najstariji koeficijent svakog polinoma
iz niza bude jednak 1, tj. da bude ¥x(z) = z* + .. ..

Prelazimo na Gausovu kvadraturnu formulu. Neka je odsjecak [a, b] fiksiran i neka je tezinska
funkcija p = p(z) fiksirana. Za tezinsku funkciju se pretpostavlja da je integrabilna i da je skoro
svuda pozitivna

Neka bude n > 1. Razmotrimo kvadraturnu formulu sa n ¢vorova z1,..., x,:

¢i f(z;) (1)

1

b n
IH)~5S(). 1= [ fepEds, S =
i uvedimo sljedeéu oznaku za njenu gresku: R(f) = I(f) — S(f).

Defini§imo algebarski stepen taénosti a kvadraturne formule (1). Za (1) se kaze da ima
algebarski stepen taénosti a ako je R(f) =0 (greéka Jje jednaka nuli, kvadraturna formula Jje
jednak a+1 takav da je za njega R(f) # 0.

Gaus je razmatrao 1 rijesio sljedeéi ekstremalni zadatak: konstruisati kvadraturnu formulu
oblika (1) sa najveéim moguéim algebarskim stepenom ta¢nosti. Vidjeemo da je rjesenje
zadatka a=2n — 1. Ovo nije neocekivano. Zaista, s jedne strane, vidimo da u (1) ima 2n stepeni
slobode ¢1,..., ¢y, 21, .., 2, (pogodno ih izaberi). S druge strane, ima 2n uslova ako se trazi:
neka bude R(f) = I(f) — S(f) =0 kada je f(z) =2z* zak =10,...,2n — 1.

Dokazimo dvije leme.

Lema 1. Pretpostavimo da kvadraturna formula (1) ima svojstvo da je ta¢na za sve polinome
f ¢iji je stepen < 2n — 1. Neka bude wn( ) =1, (z — z;). Neka je P,y = P,_1(2) proizvoljni
polinom stepena < n — 1. Tada je fa wp(2) Py (z)p(z)dz = 0.

Zapaziti da lema 1. ima oblik inplikacije. Ona polazi od toga da postoji kvadraturna formula
oblika (1) sa svojstvom "ta¢na je za sve polinome f ¢iji je stepen < 2n — 1”. Ona ne tvrdi da
takva formula postoji. Ona ne dokazuje da takva formula postoji.
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Dokaz leme 1. Stavimo f(z) = w,(z)P,—1(z). Proizvod w, je polinom stepena tacno n, P,_;
je polinom stepena < n — 1. f je polinom stepena < 2n — 1, zato je R(f) = I(f) — S(f) =0,
po pretpostavci. Imamo redom:

0=R(f) = I(f) - S(f) = /;bf(:c)p(:c)dx - écif(:ni) -
[ nle) Pacs(@)pe)de = 3 s (o) Pas (4, =

/ab wn(2) Pa_s (2)p(2)dz — ﬁ;c L0+ Py () = Lb wn(2) Pa_r (2)p(2)dz — 0.

Lema 1. je dokazana.

Umyjesto fbwn(:c)Pn 1(z)p(z)de = 0 mozemo da pisemo (w,,P,—1) = 0 tj. w, L P,_;.
Polinom w,, je ortogonalan na sve polinome ¢iji je stepen < n — 1. Dakle, mora da bude
wy, = P,. Ovo odreduje koje tacke su ¢vorovi kvadraturne formule. To su nule polinoma n—tog
stepena 1, iz niza ortogonalnih polinoma {%g, %1, ...}.

Lema 2. Neka SU L1, T nule polinoma P Neka je kvadraturna formula oblika (1)

........

< 2n —1.
Zapaziti da i lema 2. samo hipotetiéki govori o formuli oblika ( ) koja bi sada imala svojstvo

vees

vees

polinomom ,,. Ostatak dijeljenja je naravno nizeg stepena od ¢n. Oznac1mo koli¢nik sa g,
a ostatak sa r,_1: Pap_1(2) = gno1(2)¥n(x) + 1-1(x), gdje sui gn_1 1 7,_1 izvjesni polinomi
stepena < n — 1. Obavezni smo da pokazemo da je R(Ps,—1) = 0. Imamo redom:

R(Pyp-1) = R(gn-1Pn + 1n1) = (integral je aditivan, formula (1) je aditivna)
R(gn-1%s) + R(rn-1) = (pretpostavka leme)

R(gn—1¢n) +0= I(gn—1¢n) - S(gn—1¢n) =

[ mnstaWn(lptade — 3 6 (gos()nle))] oy, =

gn 17¢n Zcz gn— 1 -0 = 0

jer ¥, L g, ..., ¢,_1 = 1, L linearna kombinacija od g, ..., ¥n_1 = ¥, L gn_1.

Lema 2. je dokazana.

Uz pomoé dvije leme, postavljeni zadatak sveo se na sljedeée. Cvorovi kvadraturne formule
su deﬁnisani Joé nisu deﬁnisani koeﬁcijenti Cly.-y Cp. Tra,ii se da formula bude taéna 7a

vees

1 za sve polinome do stepena 2n — 1 ukljuceno, prema lemi 2. Lako se konstruise formula koja
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je tacna (¢ija je greska R(f) jednaka nuli) za polinome stepena < n — 1. To je uradeno u
prethodnom naslovu 2.4.

b b
/ f(z)p(z)de N/ L,(z)p(z)de <+ nadi tacan izraz za ovo;

L, je L. 1. p.

Drugim rije¢ima, formula (1) je interpolacionog tipa.

U ovom trenutku je izvedena Gausova kvadraturna formula. Cvorovi su nule od t,. A ko-
eficijenti se izra¢unaju po sablonu za kvadraturnu formulu u sluc¢aju prisustva tezinske funkcije.

Slijede dvije napomene.

Napomena 1. Ne postoji kvadraturna formula sa n ¢vorova oblika (1) ¢iji bi algebarski stepen
tacnosti a bio jednak 2n. Zaista, zamislimo da takva formula postoji; ¢vorovi su oznaceni kao
T1,...,%,; neka bude w,(z) = [[~,(z — z;). Posmatrajmo kada je podintegralna funkcija
f(z) = wi(z) = I, (z — z;)> > 0. Zapazimo unaprijed da su sve vrijednosti f u ¢vorovima
jednake nuli. Sada, s jedne strane, I(f) = f; f(z)p(z)de > 0, a s druge strane S(f) =
Yiicif(zi) = X, ¢ -0=0. Tako da je R(f) = I(f) — S(f) # 0. Vidimo da je f polinom
stepena tacno 2n, tako da je dokaz zavrSen. Tek sada je ekstremalni zadatak u potpunosti
rijesen.

Napomena 2. Svi koeficijenti Gausove kvadraturne formule su pozitivni tj. za:=1,...,n
vazi ¢; > 0. Zaista, neka podintegralna funkcija bude f(z) = [Ij=; ;4 (z — z;)* f je polinom
stepena tacno 2n — 2; f(z) > 0. Tada je

n

b
1) = [ fehpladds >0 & S(F) = Y eif(eg) = () § R(H=0 G ()= S(h)
a et
Slijedi ¢; f(z;) > 0. Slijedi ¢; > 0, jer je f(z;) > 0. Time je dokaz zavrien.
Ako se uvrsti f(z) = 1 onda [’ p(z)dz = X, ¢; = C. Velicina C ne zavisi od n.
Svojstvo ¢; > 0 za ¢ = 1,....n daje numericku stabilnost Gausove kvadraturne formule u
odnosu na gresku ulaznih podataka f(z1),..., f(#,); v. analizu u 2.4,
Ostaje da se ocijeni greska kvadraturne formule (1). Neka f € C?"[a,b]. Pridruzimo funkciji
f njen L. i. p. po tactkama z;,...,¢,; L, = L,(z); stepena < n — 1. Pridruzimo i Hermitov i.
p. Hs, = Hy,(2z), stepena < 2n — 1, definisan sa 2n uslova:

H2n($i) = f(iﬂz), Hén(zz) = f/(wi)v P = 17 e

(ima n ¢vorova, svi ¢vorovi su dvostruki). Dalje imamo:
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1) =S = (Bulo) = Han(e) = fl). Y eiba(r) = 3 eiHanlo
I(f) ~ S(Hz) = (stepen(Ha) < a)
IU)—HH%ﬁi[f@m@Mm—L%ﬂ“@mwﬂ::

/;b ﬁf(2n)(€($))¢i($)p($)dw = (%n(z)p(z) > 0)

1 ‘ b
(2n) 2
! © [ V@@, a<é<b
posljednji integral je konstanta, za konkretnu kvadraturnu formulu). Imamo konacno:
ljednji integral je k konk kvad f lu). I k

R = G P 0 [ v

Na kraju, navedimo dva specijalna slucaja Gausove kvadraturne formule. Odgovaraju redom
prvom i drugom primjeru iz pripreme. Izvodenje (ra¢un) za dva specijalna slucaja se izostavlja.
Dokazite sami za vjezbu. Sastaviti 1 izraze za gresku.

Primjer 1. Neka bude [a,b] = [-1,1] i p(z) =1

n=3: [ fla)de gf(f)+ SF(0)+ gf(

1
Primjer 2. Neka bude [a,b] = [—1,1] 1 p(z) = ; :
—x
' 2 2 — 1
/ \];(1_71; %2:: z;), gdjeje xz; = cos % (Hermitova formula)
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3. NUMERICKE METODE ALGEBRE

Numerickim metodama algebre pripada numericko rjesavanje sljedecih zadataka: naéi rje-
Senje sistema linearnih jednacina, izvrsiti inverziju matrice, izracunati vrijednost determinante,
naéi svojstvene / sopstvene vrijednosti i vektore matrice, odrediti nule polinoma.

Razmotrimo zadatak o rjesavanju sistema od n linearnih jednaéina sa n nepoznatih. Postoje
tri vrste numerickih metoda: a) ta¢ne ili direktne, b) iterativne i ¢) vjerovatnosne ili stohasticke.
Ako je n < 10° onda treba primijeniti neku metodu oblika a), ako je 10° < n < 10° onda metodu
oblika b), ako je n > 10° onda metodu oblika c), po pravilu.

Za numericku metodu se kaze da je tacna metoda ako je njena greska metode jednaka
nuli. Drugim rijeéima, za numericku metodu se kaze da je tacna ako ona daje tacan rezultat
(greska je jednaka nuli), nakon izvodenja kona¢no mnogo aritmetickih i logi¢kih operacija, pod
pretpostavkom da nema greske racunanja i greske ulaznih podataka.

3.1. GAUSOVA METODA ELIMINACIJE

Ili Gausova metoda uzastopne eliminacije nepoznatih. To je jedna ta¢na metoda, sluzi
za rjeSavanje sistema linearnih jednac¢ina. Neka je A linearni operator R™ — R™ ili neka je

A = lay]};—; realna kvadratna matrica oblika n x n. Razmotrimo sistem linearnih jednacina
Az =bih

n

Zaijwj = bi, 1 = 1,’[1,,

=1

z=(x1,...,2,) €E R", b= (b1,...,b,) € R", n > 1; A — matrica sistema, b — vektor slobodnih
¢lanova, @ — nepoznata.

Mozemo pisati Az = b gdje je z = [z1 ... z,])T, b= [by ... b,]T, z i b su matrice oblika
n x 1 (z 1 b su vektori-kolone); matri¢ni zapis ili svejedno Az = b gdje je & = (1,...,%,),
b= (b1,...,b,), z1b pripadaju R"™; operatorski zapis.

Formalno gledano, sistem Az = b moZe da bude rijesen primjenom Kramerovog pravila
(izracuna se m + 1 determinanta). Medutim, za vremensku slozenost ili za potreban broj
aritmetickih operacija t,, tada vazi t,, > n! §to ¢ini da je taj postupak prakti¢no neupotrebljiv
ve¢ za recimo n = 20. Dodatno, $to je broj aritmetickih operacija veéi to je 1 greska racunanja
veta. Gausova metoda eliminacije svodi ¢, na t, = O(n®), a ako se pod t,, podrazumijeva samo
broj izvrsenih operacija mnozenja i dijeljenja onda imamo ¢, ~ %n:”.

Izlozimo algoritam. Uzmimo da je ay; # 0. Velicina #; eliminiSe se iz jednadina ¢ =
¢ = n. Upravo, prva jednac¢ina 7 = 1 podijeli se sa aj;, pa se onda nova prva jednacina,

2

pomnozena sa —a;;, doda 1—toj jednacini, za 1 = 2,...,7 = n. Sistem sada ima oblik:

1 —I—E:a1 :ltj—bl)

Zaij :cj:bi , t=2.m

PRI

. . 1 oo . . e . . v . . .y v
Uzmimo da je agz) # 0. Veli¢ina z, eliminiSe se iz jednac¢ina ¢ = 3,...,7 = n, na slican nadin
kao maloc¢as. Itd. Time se polazni sistem svodi na gornji trougaoni oblik:

r; + E al(;)iﬂj:bl(i), 1= 1,71,

j=i+1
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il "
1 a:(llz) a(lé) e a(li) Z1 blz)

ag? . a(zi) ) L2 _ bg )

0 1 o b

Ako je a;; = 0 onda se izvrsi pogodna zamjena mjesta jednacina tako da time postane a;; # 0.
Sliéno ako se desi da je a(212) = 0, itd. Zapaziti da postoje dvije mogucnosti: prva: zamjenom
mjesta se postigne da su svi eliminatorni elementi a;;, aglz), ... razli¢iti od nule 1 druga: to ne
moze da bude postignuto. Lako se vidi da prva moguénost odgovara slucaju da je det A # 0
(matrica A je regularna, sistem Az = bima jedinstveno rjesenje), dok druga moguénost nastaje
kada je det A = 0 (matrica A je singularna, nije ta¢no da sistem Az = b ima jedinstveno
rjesenje). Dakle, tokom realizacije algoritma pokazace se da li je det A # 0 ili je pak suprotno
det A= 0.

Prema tome, pretpostavimo da je det A # 0.

Gausov algoritam eliminacije sastoji se iz dva dijela: a) direktni hod i b) inverzni hod.
Direktni hod algoritma obuhvata ra¢unanja kojima se polazni sistem Az = b svede na gornji
trougaoni oblik. U inverznom hodu se prede put od trougaonog oblika do nalazenja rjesenja
sistema.

Ostaje da se izlozi b). Nastali trougaoni sistem se trivijalno rjefava. Iz jednacine i = n
odredi se z,,, zatim se iz jednacine ¢ = n — 1 odredi @,,_1, itd.

3.2. GAUSOVA METODA ELIMINACIJE SA IZBOROM GLAVNOG ELE-
MENTA

Rijec¢ je opet o jednoj ta¢noj metodi za rjeSavanje sistema linearnih jednacina, a pred-
stavlja jednu modifikaciju ili poboljsanje metode izloZene u prethodnom naslovu. U ¢emu se
sastoji modifikacija? Izbor eliminatornog ili glavnog elementa vise se ne prepusta slucaju.
Glavni element se bira po kriterijjumu: neka bude sto je moguée veéi po apsolutnoj vrijednosti.
Dakle, vrsi se upravljanje tokom rac¢unskih operacija, vrsi se vodenje ili pivotiranje. Sta se
time dobija? Prethodno, praksa ili iskustvo pokazuje da algoritam iz prethodnog naslova (bez
vodenja) ima jednu slabu stranu: uticaj greske ra¢unanja ¢esto sasvim pokvari numericki rezul-
tat. Takode se i eventualno prisutna greska ulaznih podataka cesto veoma negativno odrazi na
gresku numerickog rezultata. Ako se vrsi vodenje onda se rezultujuéa greska radikalno sman;ji.
Prva aksioma numerickih metoda — prilikom rjesavanja sistema linearnih jednacina direktnom
metodom obavezno vrsiti izbor glavnog elementa. U prvom dijelu izlaganja bice izlozen sami
algoritam. U drugom dijelu izlaganja bi¢e dato obrazlozenje za — korisno je vrsiti vodenje.

Razmotrimo sistem linearnih jednacina Az = b. Modifikacija se odnosi na direktni hod
algoritma. U prvom koraku se za glavni element izabere najveci po apsolutnoj vrijednosti ¢lan
¢itave matrice A, odnosno najveci po apsolutnoj vrijednosti medu brojevima a;;, 1 <14 < n,
1 < j < n. Neka je to ap. Broj ay dovodi se na mjesto a;;. Jednaéine 1 = 11 ¢ = k zamijene
mjesta. Pored toga, neka stupci 7 = 11 j = [ zamijene mjesta, ¢ime promjenljive z; 1 z; zamijene
uloge; voditi ra¢una o ovoj permutaciji. U drugom koraku se za glavni element izabere najveci
po apsolutnoj vrijednosti medu brojevima a;;, 2 <7 < n, 2 < j < n. Slicno u tre¢em koraku,
itd. u n—tom koraku. Kada se trougaoni sistem rijesi, onda razduziti permutacije, u obrnutom
redosljedu.
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Napisimo grubi algoritam. Program ima dvije osnovne promjenljive: matrica A oblika n x n
i niz b duzine n. Prvo se uéitaju ulazni podaci n, A1 b.

Za svako 7 od 1 do n ponovi
{ 1. Medu brojevima ay, i < k < n, i <l < n, pronadi najveéi po apsolutnoj vrijednosti, neka
je to ag
2. Ako je ap; = 0 onda se stampa "det A = 07 1 program se zaustavlja
3. Neka i—ti1 1 k—t1 redak matrice A zamijene mjesta i neka b; 1 b, zamijene mjesta
4. Neka ¢—ti 1 [-t1 stubac matrice A zamijene mjesta 1 neka se zapamti koja je permutacija
stubaca izvrsena
5. Uéini da postane a; = 1 tj. —tu jednacinu podijeli sa a;;; konkretno:
aij%()zalgjgi—l, aij%aij/aii zaz—l—lﬁyﬁn, bz<—bz/au, a; — 1
6. Za svako m od 7+ 1 do n ponovi { Uéini da postane a,,; = 0 tj. i—tu jednacinu, pomnoZenu
sa —aq;,;, dodaj m—toj jednacini; konkretno:
Umj — 0221 <j<i—1, anj ¢ Anj — @miaij zai+ 1 <75 <n, by ¢ by — amibi, ami < 0} }
7. Sada je A gornja trougaona matrica. Rijesiti sistem Az = b. Iz jednacine ¢ = n odrediti
T, zatim iz jednacine 1 = n — 1 odrediti z,,_q, itd.
8. Razduzi permutacije i1 stampaj rezultat z,...,z,

Zapaziti da pronalazenje glavnog elementa samo malo povecava vremensku slozenost ¢,,.

Moze se vrsiti samo djelimiéno vodenje: glavni element trazi se samo u stupcu tj. medu
brojevima ay;, ¢ < k < n. Tada nema permutacija.

Za obrazlozenje, pogledajmo po kom zakonu se mijenja opsti ¢lan matrice a,,;, u i-tom
koraku:

anzs + ...+ ape, = by
@i + i ip1Tiv1 + ... F ez + .+ G, = b;

Ui®i + O iy 1Tit1 + oo F O+ o F Q@ = by

miGij

Ui < Ay —
aj;

Sve ¢lanove matrice smatramo pribliznim brojevima, zbog greske racunanja koja se do datog
trenutka akumulirala. Vrse se nova raCunanja nad ¢lanovima matrice. Pogledajmo gresku
izraza na desnoj strani u posljednjoj relaciji, u zavisnosti od veli¢ine eliminatornog elementa
a;;. Pogledajmo uze gresku izraza % Uvedimo oznake © = amiaij, ¥y = aix 1 f(z,y) = %
Neka z ima gresku A(z) i neka y ima gresku A(y). Kako se to odrazava na gresku broja f(z,y)?
Naslov Greska funkcije, formula za gresku funkcije od vise promjenljivih:

c=z"+Az), y=y"+Aly), flz,y) = f(z",y") + A(f)
of 1 of =

1
ox  y Oy o
df(z,y) df(z,y) 1 x

A(f)%T-A(aﬂ)iriﬂ(y)z—-A(ﬂﬂ)——-A(y)
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Sto je broj |y| = |ai| veéi to je greska |A(f)| manja. Ako se eliminatorni element udvostruéi
onda se greska priblizno prepolovi (koeficijent koristi priblizno je jednak ¢ = 2), i sli¢no.

Pogodno biranje eliminatornog elementa a; doprinosi iz koraka u korak smanjivanju greske,
da se opise ukupno smanjenje ili ukupna korist treba da se pomnoze pojedinacni koeficijenti
koristi c.

3.3. MJERA USLOVLJENOSTI MATRICE

Kvadratnoj matrici A bic¢e pridruzen broj u oznaci cond(A) (¢. kondicija) ili M(A), a naziva
se njenom mjerom uslovljenosti ili kondicijom ili kondicionim brojem. Kod sistema linearnih
jednacina Az = b, greska ulaznih podataka odrazava se na gresku numerickog rezultata u
stepenu koji zavisi od mjere uslovljenosti matrice A: §to je mjera uslovljenosti veéa to se vise
odrazava. Moze se pokazati da sli¢ne okolnosti vaze 1 kada je rije¢ o greski racunanja.

Definicija mjere uslovljenosti matrice. U skupu R", norma vektora z u oznaci ||z| moze
da bude uvedena na razne nacine; neka ||z|| oznacava jednu moguéu normu za koju smo se
opredijelili. Znamo da vazi ||z + y|| < ||z| + |ly||, nejednakost trougla. Neka je A € R™*"
kvadratna matrica oblika n x n ili neka je A: R® — R"™ linearni operator u prostoru R". Neka
||A|| oznacava normu linearnog operatora A koja je saglasna sa uvedenom normom vektora
(koja odgovara uvedenoj normi vektora), a definise se relacijom |[A|| = sup,_, || Az||/||z]]; tzv.
indukovana norma. Vidimo da vazi nejednakost ||Az|| < ||A||-||z||. Ozna¢imo jediniénu matricu
kao E € R™™; vazi ||E|| = 1. Ako A € R™™ i B € R"" onda vazi ||A+ B| < ||4] + || B|| i
|ABI| < |A] - |,

Definicija. Za A € R™", det A # 0, stavlja se da je

cond(A4) = [|Al| - [[A7H]]

Ako je det A = 0 onda cond(A) nije definisano. Neki uzimaju da je tada cond(A) = +oo.

Koliko najmanje moze da bude cond(A4)? Iz A- A™' = E imamo ||[A- A7 = ||E|| =11
|A]l < JA~H|| > 1 tj. cond(A) > 1.

Ako je broj cond(A) mali tj. ako je broj cond(A) blizu donje granice 1 onda se za matricu
A kaze da je ona dobro uslovljena. Tada je odgovarajuci sistem linearnih jednacina Az = b
manje osjetljiv na gresku ulaznih podataka 1 na gresku ra¢unanja, kao sto ¢emo vidjeti. Ako je
broj cond(A) veliki tj. ako je broj cond(A) blizu gornje granice +o0o onda se za matricu A kaze
da je slabo uslovljena. Tada odgovarajuéi sistem linearnih jednacina Az = b ima slaba svojstva
numericke stabilnosti tj. sistem je nepogodan za numericko rjesavanje, kao sto ¢emo vidjeti.

Navedimo jedno elementarno svojstvo karakteristike cond(A). Prethodno, ako je Az = Az,
gdje je z # 0, onda se za broj A kaze da je svojstvena vrijednost matrice A, a za z se kaze
da je odgovarajuci svojstveni vektor, kao §to je poznato iz linearne algebre. Lako se vidi da je
|A| < ||AJ|, rije¢ima: norma matrice je veca ili jednaka od apsolutne vrijednosti bilo koje njene
svojstvene vrijednosti. Ima li kakve veze izmedu svojstvenih vrijednosti dvije matrice A1 A=1?7

1
Az =Xz, A ' Az = A" \z, 2 =XA"'e, A7z = N

rijecima: svojstvene vrijednosti inverzne matrice jednake su recipro¢nim vrijednostima svojstve-
nih vrijednosti same matrice, sa jednim te istim odgovarajuéim svojstvenim vektorom. Vazi:
det A=0 < A =0 je svojstvena vrijednost matrice A. Svojstvo cond(A):

Az
cond(4) > —,
(4)2 |Ad

——paged of 14 ———



———— numere.tex ————

gdje su |Az| 1 [A;| redom najveéi odnosno najmanji medu svim brojevima |A|, A — svojstvena
vrijednost matrice A. Zaista,

_ 1 _ Az
A1 2 Dely 147 > = A A 2 B
|A1] | A1
Provjeri navedeno svojstvo cond(A) u slucaju |[z| = ||z|s = />i, |2, A — dijagonalna

matrica.

Razmotrimo zadatak o rjeSavanju sistema linearnih jedna¢ina Az = b ¢iji su ulazni podaci
A1 b samo priblizno poznate velicine. I rjeSenje x ¢emo saznati samo priblizno, greska ulaznih
podataka ocito utice na gresku rjesenja. Uvedimo potrebne oznake. Razmotrimo sistem Az = b,
gdje se pretpostavlja da je det A # 0. Neka je A* raspoloziva priblizna vrijednost matrice
sistema. Uvedimo oznaku § A za odgovarajuce odstupanje tj. neka bude A = A*+§A. Neka je b*
raspoloziva priblizna vrijednost vektora slobodnih ¢lanova. Uvedimo oznaku §b za odgovarajuce
odstupanje tj. neka bude b = b* + §b. Pretpostavimo da je i det A* # 0. Mi rijesimo sistem
A*z* = b* (sa z* smo oznacili njegovo rjeSenje) i saopstimo nas numericki odgovor = ~ z*.
Kolika je greska? Oznacimo odgovarajuée odstupanje kao dz tj. neka bude z = z* + dx;
dx € R™ je apsolutna greska numerickog odgovora. Dok su §4 € R™™ i b € R™ ocito
apsolutne greske matrice sistema 1 vektora slobodnih ¢lanova, redom. Mozemo razmatrati 1
relativne greske |0z /|||, ||0A]l/||A| 1 ||6b][/]|b]|. Sljedeéa teorema izrazava relativnu gresku
rjesenja ||dz||/||z|| preko relativne greske ulaznih podataka i veli¢ine cond(A). Prije teoreme
dolazi jedna lema.

Banahova lema. Neka je C' kvadratna matrica koja zadovoljava ||C]| < 1. Tada postoji
matrica (E — C)~! 1 vazi ocjena

1

E-O)<— .
(B =) < T

Dokaz leme. Za bilo koji vektor & imamo
(B = C)al| = |z — Ca|| = [J«]| = |Cx[| = ||| = IC]| - [l=]| = & - [[]],
gdjeje d=1—||C|| > 0. Ako je (E—C)z =0ondaje0 >§-|z| = ||z|| =0, z = 0. Vidimo

da homogeni sistem (E — C')z = 0 ima samo trivijalno rjeSenje. Tako da je matrica E — C
regularna (invertibilna). Zato u nejednakosti ||(E — C)z|| > 4 -||z|| moZemo da uvedemo oznake

(E—C)x=yiz=(E— C) 'y, pa ta nejednakost dobija oblik
- _ 1
lyll = 6-1I(E=C) 7yl = I(B=C)7yll < <yl
Bududi da vektor y prolazi kroz ¢itav skup R™ to slijedi

1 1
(E-C)M<5=—=r

5 1-]C
Lema je dokazana. E — jedini¢na matrica.

Teorema. Neka matrica A™! postoji i neka je ||[§A]l - [|[A7Y|| < 1. Tada postoji i matrica
(A —§A)7! i vazi nejednakost

9= ! 180]]  [I3Al

ol =1~ cond(a). AT A (i ) W
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gdje je Az =bi (A— 6A)(zx — 6z) = b— &b.
Dokaz teoreme. Az =b A*z* =b A=A"+6A b=0b+6b =z =2"+dz
(A—6A)-(z — dz) = b— 6b
Az — A -z — A-Sz+8A-6o=b—68b |-(—1)
(A—6A)-bz=6b—6A-z [-A7
(E— A'5A) -6z = A"'6b— A"'6A-2  (E — A~16A je invertibilna; lema)

5z = (E— A'6A) (A" 6b— A"'6A - z)

_ _ _ B Ax All - |z
162 < [[(E— A1 A) " |-(| A~ 8b) 1| A~ | SAl)|l]) (uzl - w21)

il il
C1e g _ Al - ll=| - 1Al
|dz]| < |I(E — ATH6A)7| - (HA - 1ldb] - T AT - (I6A] - [l - 4] (lema)
1 1éo]l I16A]l
[6z|| < ———a (Cond(A) ||=|[ 4 cond(A) - A=)/l
1 —[[A=4A] 2] I1A]]
[REdl 1 (!W’H HMH)
< ccond(A) - | + —7~
[zl = 1= [[A7H] - [|6A] 1ol (1Al
Teorema je dokazana, buduéi da je
1Al [6A]l
AT - I8A] = J[ATH - [[BA] - 3= = cond(A) -
IA]] IA]]

Pogledajmo nejednakost (1) kada je dA ~ 0 i 1 — cond(A) - % ~ 1. Vidimo da se
tada relativna greska rjesenja ||||5;|i| = % procjenjuje mjerom uslovljenosti matrice sistema
cond(A) puta zbir relativnih gre§aka matrice sistema i vektora slobodnih ¢lanova ||||5;14|}| + ||||ij}|

Specijalan slucaj teoreme dobijamo kada stavimo da je ||0A| = 0, matrica sistema je

data ta¢no. Vidimo da se tada relativna greska desne strane sistema (vektora slobodnih
¢lanova) prenosi na relativnu gresku rjesenja sistema sa koeficijentom uvelicavanja koji je jednak

cond(A). Formulom, ako je Az = b, Az* =b*, b="0*+dbiz = z*+ édz onda je

) ob

1551 _ vy 1901 o
] 1Bl

Drugi specijalan slu¢aj teoreme dobijamo ako stavimo da je ||§b]| = 0. Sada je desna

strana sistema data tac¢no, dok je matrica sistema poznata samo priblizno ta¢no. Matrica
sistema poznata je sa izvjesnom greskom, ona je poznata sa relativhom greskom ||§A|/|A] -
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Ta relativna greska se prenosi (odrazava) na relativnu gresku rjesenja sistema sa koeficijentom
uvelicavanja koji je jednak otprilike cond(A).

Primjedba. Prilikom rjesavanja sistema Az = b direktnom metodom, ra¢unar ne saopstava
tacno rjesenje x, ve¢ ¢e racunar saopstiti priblizno rjesenje x*, zbog prisustva greske racunanja.
Kako da se ocijeni greska x —z*? Uvrstiti 2* u sistem tj. izracunati vektor b— Az* = b—b* = §b.
Za vektor 6b kaze se da predstavlja tzv. ekvivalentnu smetnju. Ono §to je rac¢unar uradio

s

¢lanova dat priblizno. Dovoljno je da se primijeni formula (2).

3.4. ITERATIVNE METODE ZA RJESAVANJE SISTEMA LINEARNIH
JEDNACINA

Bice rije¢i o metodi proste iteracije i o jednom njenom posebnom slucaju (o tzv. Jakobijevo]
metodi), a prethodno o normi u kona¢no—dimenzionom prostoru.

Neka bude » > 1 i razmotrimo skup R". Postoje razne funkcije | |: R* — R koje
ispunjavaju aksiome norme. Skup R™ zajedno sa jednom takvom normom postaje normirani
prostor.

Za dvije norme || ||o 1 || |[s koje su definisane u jednom te istom skupu X kaze se da su
ekvivalentne ako postoje konstante a > 01 3 > 0 takve da vazi a|z|. < ||z|s < B4, 2za

svako x € X. Poznato je sljedece tvrdenje: bilo koje dvije norme u skupu R"™ su ekvivalentne.
i svodi se na pitanje konvergencije po koordinatama (konvergencije n brojnih nizova). Dakle,
ako niz konvergira po jednoj normi onda taj niz konvergira 1 po bilo kojoj drugoj normi, tako
da se tada prosto kaze da niz konvergira.

Tri norme u prostoru R™ koje se ¢esto koriste oznacavaju se kao || ||1, || ||21] ||~ a definisu

se sa
ol = 3 bl lalla = | 3o loel? 5 Nollo = max Jad,
=1 =1 ==

gdje je # = (#1,...,2,) € R". Znamo da su prva i druga norma specijalni slu¢ajevi norme
lz|l, = (5, |$i|p)1/p, gdje je p > 1. Isto tako znamo da vazi lim, - ||#||, = ||#]/~- Sli¢no je
| ||, norma i u skupu C™, gdje je 1 < p < +oo.

Razmotrimo matricu A = [a;]?,_;, € R*". Relacija ||A|| = sup,, ||Az|/||z|| definise

normu matrice A koja je indukovana normom vektora z € R"™ u istoj oznaci ||z||. Za tri
uobicajene norme u R" imamo sljedece eksplicitne izraze za odgovaraju¢e norme matrice:

[A[l: = max (Zlaijl)7 [All2 = | /max Ai(ATA) i Al = max (EI%I) :

1<5<n i—1 1<2<n 1<2<n =1

trebalo bi ovo dokazati; AT je transponovana matrica matrice A4, a \;( AT A) su svojstvene vrijed-
nosti matrice AT A. Ako je matrica A simetriéna (4 = AT) onda vaii || 4| = maxi<i<n |Ai(4)],
gdje su sa A;(A) oznalene svojstvene vrijednosti matrice A.

Brojevi A? su svojstvene vrijednosti matrice AZ.

U sluéaju A € C™™ ne mijenja se ni§ta kod ||A|; 1 ||A||« a mijenja se samo malo kod

| Al|2 kako slijedi: ||Alls = \/maxlsiSn Ai(A*A), gdje je A* konjugovana matrica. Ako je A
samokonjugovana (A = A*) onda vazi || A||; = maxi<i<n |Ai(A4)].
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Za iterativnhu metodu se kaze da je ona metoda proste iteracije ako se ona zasniva na
Banahovoj teoremi o nepokretnoj tacki.
Neka su dati matrica A € R™*" 1 vektor b € R". Razmotrimo sistem linearnih jednacina

Az = b. (1)
Sistem (1) transformisati u njemu ekvivalentni sistem oblika
r = Bz + ¢, (2)

B € R™™, ¢ € R"; sistemi (1) i (2) su ekvivalentni — oni imaju jedna te ista rjeSenja z € R™.
Uzmimo da sistem ili jednac¢ina (1) odnosno (2) ima jedinstveno rjesenje z. Za iterativne
metode (za metode uzastopnih ili sukcesivnih aproksimacija) karakteristicno je da se konstruise
rjefenju tj. trebalo bi da bude limg_,o 2 = z ili svejedno limy_,o, ||z — | = 0.
Kada se kaze da se rjeSava jednacina x = Bz + ¢ 1 da se primjenjuje metoda proste iteracije
tada se ustvari ve¢ podrazumijeva da su ¢lanovi iterativnog niza definisani relacijom

e = Bg® 4 ¢ zak=0,1,2,.... (3)

Niz ée biti definisan kada se jo§ odabere i poéetna aproksimacija z(®) € R™.

Sljedeca teorema predstavlja ustvari Banahovu teoremu o mepokretnoj tacki u slucaju pres-
likavanja ¢ koje djeluje u prostoru R™ i koje je afino: ¢(z) = Bz + ¢. Fiksirajmo u R" jednu
normu || || i sa ||B|| ozna¢imo naravno saglasnu normu matrice B.

Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije. Ako je ||B| < 1
onda: a) sistem (2) ima jedinstveno rjesenje z, b) iterativni niz (3) konvergira ka z za bilo
koju pocetnu aproksimaciju z(®) € R™ i ¢) postoje konstante ¥ > 01 0 < ¢ < 1 takve da je
|2® — z|| < v¢" za svako k > 0.

Dokaz teoreme. Po uslovu ||B|| < 1 i po Banahovoj lemi iz prethodnog naslova slijedi da
je matrica E — B invertibilna. Znadi da sistem (E — B)z = ¢ ima jedinstveno rjesenje, ¢ime

k) k)

je a) dokazano. Uvedimo oznaku r*) za gresku k-te aproksimacije tj. stavimo r*) = z — 2!

Imamo redom:
z=Bzx+ci 2Pt — B +c¢ = x— 2 *t) — By — B:l)(k), ) — k)
r() = BT(O), r(? = Br(l), ..o= ) = BEO)
[+ O = | B < || B*|| - [+ < |B|I* - ||[r©)]

,  lim r*) =0
k— oo

Dakle, dobili smo da je limj_,o, 2*) = z, ¢éime je dokazano b). Vidimo da je i ¢) ve¢ dokazano,
say = |[rO| = ||z — 2| iq=|B| < 1. Teorema je dokazana.

Ako je |B|| < q i ¢(z) = Bz + ¢ onda ocito ||¢(y) — ¢(z)|| = ||By + ¢ — Bz — ¢|| =
1By —2)|| < ||B|l - lly — z|| < qlly — ||. Znadi, ¢ je kontrakcija ako je g < 1.

Kolika je greska? Mi ra¢unamo: = — 20 =z — 2 4 21 _ 40
Iz — @) < flz — 2O + |2 — 2| < gllz — 2V + [« — 2O

(1= @lz =2 < [|lz® — 2
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(ranije smo pokazali da je y = ||z — z(||)

12 — 2| < |2 — =1 (4)

1—gq
Mi ra¢unamo: = — z*) = ¢ — gkt o g (k+1) _ 5(k) (po aksiomi trougla =)
|z — 2® | < [lo — 2@ + ]a®) — 2@

(imamo da je p(z) = =, (p(;n(k_l)) = )3 t,o(:v(k)) - w(k+1))
o — 29 < glle — ] + g]a® — 200

(jer ¢ ima koeficijent kontrakcije q)

R q _
|z =2 M < @ — 2| (5)

Formule (4) i (5) sluze za ocjenu greske k-te aproksimacije ), za bilo koje k > 1. Iz
koraka u korak, greska se mnozi sa q. Tako da je tempo ili brzima konvergencije prvog reda ili
linearna.

Analiza teoreme. Moze se desiti da je po nekoj normi ||B|| < 1 a po nekoj drugoj normi da
nije || B|| < 1. Dovoljno je da po jednoj normi bude ||B|| < 1, da bi iterativni niz konvergirao ka
rjeSenju, u vezi medusobne ekvivalentnosti svih vektorskih normi nad R", o ¢emu je bilo rijeéi
na pocetku. Nema protivrjeénosti u tome §to dovoljan uslov ||B|| < 1 moze da bude ispunjen
u jednoj normi a neispunjen u nekoj drugoj normi.

Kako da se datom sistemu (1) pridruzi ekvivalentan sistem oblika (2)? Za ovo postoji vise
nacina, postoji beskona¢no mnogo na¢ina. Navedimo jedan nac¢in. Neka je D € R™*™ bilo koja
regularna matrica. Jednacina Az — b = 0 ocito je ekvivalentna jednacini z = = + D(Az — b).

Odatle:
t=(E+DA)jx—Db=Bx+c¢; B=E+ DA, ¢=—-Db

Primjer: Jakobijeva metoda. Neka polazni sistem (1) zadovoljava a; # 0 za 1 < i < n.
Tada se i—ta jednacina moze podijeliti sa a; 1 onda i1z i—te jednacne izraziti z;. Vidimo da smo

vees

R"; izabrati £(®) € R". Realizacija:

a1121 + @122 + Q133 + ... + A1y = by

Az =b 1l U91T1 + G99y + Qo33 + ...+ Aop®, = bg

(4293 i a;; bi . . o
wi:—Z—ij—Z—ij—l——za 1<i<n ili z=DBz+c il

j=i+1 2% ()
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r ais a13 A1n 7 T . I by 7
0 - = ... —— Z1 —
1 . a1 311 211 Ts aii
o I L L2 U N P
a22 A22 A22 ass
L 1 L% :
L J
B c
_ x(lk) -
:l:gk—l—l) J:(zk)
2B —Be® o i |2 =B 2P | 4 k>0 (6)
[ 2 |

Da 1i Jakobijev iterativni proces (6) konvergira? Pokusajmo da primijenimo teoremu od
malocas. Da li je ||B|| < 1? Izaberimo || || = || ||x. Imamo redom:

1Bllos = max {; Ibij|} =

a2
maxs |———

ai

Ao,
+...+‘—i

a2

a1n
+...+‘—L,

aii

a3 a93

d

’ Qa1

a92

d

)

a1 a92

x{ asa| + |as| + ... + |a1n| |aai] + |ass| 4. .. + |as,] }

|a11| ’ |a22| T

Dovoljno je da matrica A bude dijagonalno dominantna. Mi smo dokazali tvrdenje: ako je
matrica A dijagonalno dominantna (37, ;; |a;;| < |au] za 1 <4 < n)onda Jakobijev iterativni
proces konvergira. Zavrsen primjer.

U nastavku zelimo da nademo ta¢ne tj. neophodne i dovoljne uslove da iterativni niz (3)
konvergira, bez obzira na izbor (®) € R" tj. za ma kakvu poéetnu aproksimaciju.

Iz linearne algebre je poznato sljedece: za svaku matricu P € R™ ™ postoji matrica () €
R™™ pomoéu koje se P prevodi u njenu Zordanovu kanonsku formu Q! PQ u smislu da vazi
jednakost

Q~'PQ =
0 0 0 0 ... Moi(P) an
0 A(P) ]

gdje su \;(P) € C svojstvene vrijednosti matrice P, a a; € {0,1}; za matrice P 1 Q~'PQ kaze
se da su sli¢ne.
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Lema. Neka za matricu B € R™" vaZl max;<i<, |Ai(B)| < ¢. Tada postoji matrica D €
R™" takva da je | D7'BD|» < q.

Dokaz leme. Stavimo n = ¢ — maxic;<, |Ai(B)] > 0. Zelimo da odredimo Zordanovu
kanonsku formu matrice 7! B. Dakle, postoji matrica D takva da vazi:

[ Ai(p~'B) o 0 0 0 0 ]
0 A2(n7iB)  as 0 0 0
D (y"'B)D =
0 0 A—1(n™'B) Q1
i 0 0 0 An(n~'B) |
[ 77 A1 (B) a 0 1
0 n ' \(B) o« 0 0 0
i /o
0 n 1)\n_1(B) Qp_1
I 0 0 N~ An(B) |
[ A(B) noy 0 0 T
0 A(B) nas 0 0 0
D™'BD = - ..
0 0 0 0 oo Ac1(B) may
0 o 0 0 .. 0 AuB) |

Ovdje a; € {0,1}.
Znamo sljedeée: ako je A svojstvena vrijednost matrice A onda je ¢A svojstvena vrijednost
matrice cA, §to je maloc¢as upotrebljeno. Zaista, Az = Az = (cA)z = (c))z.

Dalje:
|0~ BD]l = max{|As(B)| + nas, Na(B)| + s, -, a1 (B)] + ntms, Aa(B)]} <

max{ [\ (B)] + 7 Pa(B) 47, Maca (B)] 47, Aa(B)[} < max [N(B)] 4 = g

Lema je dokazana.

Teorema o neophodnim 1 dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije. Neka
sistem (2) ima jedinstveno rjesenje x. Iterativni proces (3) konvergira ka  (za ma kakvu pocetnu
aproksimaciju z(®)) ako i samo ako su sve svojstvene vrijednosti matrice B po apsolutnoj vri-
jednosti < 1.

Dokaz teoreme. Uslov je dovoljan. Dato je |A;(B)| < 1. Uzmimo proizvoljno ¢ u granicama
maXi<i<y |Ai(B)| < ¢ < 1. Kako su uslovi prethodne leme ispunjeni za matricu B i broj ¢ to
postoji matrica D takva da vazi | D7'BD||» < qili svejedno ||A]|» < g, gdje je uvedena oznaka
A = D7'BD. Imamo redom:

A=D"'BD = B=DAD"!

B*=B-B=DAD'-DAD™!' = DA*D™!
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B®=DA*D™', ..., B*=DA*D™,
184 = [ DA*D™ | < [ Dllo - [A¥]l - [ Do <
1Dl - JAIE - 1Dl < D]l - * - D7

Odaberimo z(® € R", &ime je niz z® = Bz®*~1 4 ¢ definisan. U prethodnoj teoremi je
pokazano da vazi r*) = B*#() gdje je uvedena oznaka r*) = z — 2*)_ Slijedi

7Ol = 1B+ < 1B [l < 1Dl - ¢* - 1D o - 1o

lim Hr(k)Hoo =0

k—oo
Dokazali smo da je limg_q |z — w(k)HOO = 0 tj. da je limpeo 2¥ = z po normi | |leos
Vz(©). Ustvari smo dokazali da je limg_,o ||z — || = 0 gdje je || || bilo koja norma tj. da
je limpoo 2 = 2 po bilo kojoj normi, Yz, u vezi ekvivalentnosti svih normi u konaéno—

dimenzionom prostoru.

Uslov je neophodan. Dopustimo da matrica B ima svojstvenu vrijednost A € C' takvu da
je |A] > 1. Oznatimo sa v € C™ odgovarajuéi svojstveni vektor: Bv = Av, v # 0. Treba
pokazati da se moze naéi bar jedna poéetna aproksimacija (©) takva da odgovarajuéi iterativni

niz z®) = Bz*-1) 4 ¢ ne konvergira ka = kad k — oo. Odaberimo 2z = 2z — ». Imamo

¢ =Bz® 4y ¢=B(z —v)+c¢c=Bz—Bv4+c=z—Bv=1z— v
w(z):Bw(l)—l—c:B(a:—)\v)—l—c:Bw—/\Bv—l—c:w—)\Bv::B—/\2v,
2™ =z — Ny,

P =g 2® = 21 Ny = Ny

[+ = X0l = AP - ol = o]l > 0, nije Jim [ = 0
—00

. . . (k) _ . . (k)_

nije kh_{rolOHm V| =0 (IllJe kll_{IOlO:E —:n)

Teorema je dokazana.
3.5. ZAJDELOVA METODA

Razmatra se sistem oblika Az = b tj. apyz1+...+a1,8, = b1, ..., @11+ ...+ Appt, = by,
U slucaju Jakobijeve metode:

1 7—1 n
2t = — (_ Y aaf) = 3 aal? + bz‘) , 1<i<n, k>0. (1)
Qg j=1 j=it1
A u slucaju Zajdelove metode:
1 7—1 n
2 = — (— S aay ™ = 3 ayal? + bz‘) , 1<i<n, k>0, (2)
22 7j=1 Fj=i+1
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Zajdelova metoda je primjer iterativne metode za rjesavanje sistema linearnih jednacina
Az = by A = [a;]},-, € RV™, b= [b], € R*, n > 1. Zajdelova metoda predstavlja malu
modifikaciju ili malo poboljsanje Jakobijeve metode. Za jednu i drugu metodu pretpostavlja
se da je a; # 0 za 1 <4 < n. Znamo da "matrica A je dijagonalno dominantna” predstavlja
dovoljan uslov za konvergenciju Jakobijeve metode, a vidjecemo da je to i dovoljan uslov za
konvergenciju Zajdelove metode. Ako je matrica A € R™*" dijagonalno dominantna onda je
det A # 0; ovo je dokazano ranije, kod kubnog splajna (Interpolacija pomoéu splajna).

Neka je matrica A sistema linearnih jednacina Az = b koji se rjesava dijagonalno domi-
nantna:

E::lj# |ai;| < |ag| za 1 <i<mn. (3)

Tada sistem Az = b ima jedinstveno rjesenje z = (z1,...,%,) € R". Za Jakobijevu metodu
vazi formula (1). Kod Zajdelove metode ra¢unanja se sprovode po formuli (2). Iterativni niz
{z*)}2 gdje ®) € R™, biée definisan kada se izabere z(®) = (ZBSO), ...,z®) € R*. Moie se
uzeti z(® = (0,...,0).

Dakle, u formuli (2), neka je u toku ra¢unanje (k-+1)-ve iteracije z(¥+1) = (:B(lk+1), o alktL)
(k+1)

1 neka se konkretno u datom trenutku racuna komponenta z; Veé su poznate kompo-
nente wgkﬂ), ceey wgﬁl) vektora z(**1) . Upotrebiti ih u datom trenutku, umjesto wgk), ceey :cl(li)l.
Iskustvo pokazuje da Zajdelova metoda daje bolje rezultate od Jakobijeve metode (greska je

manja, konvergencija je brza). Vidimo da se Zajdelova metoda lakse programira od Jakobijeve
metode: ¢im je izracunato wl(kH) viSe nam ne treba wz(k). Zato se u praksi koristi Zajdelova
metoda, a ne Jakobijeva metoda.
Na osnovu (2) je
anwgkﬂ) + alziﬂ(zk) + alsiﬂgk) +.otagael) = b

azlekH) + azziﬂng) + 6123$gk) + ...+ Cbzniﬂgk) = by

a'nlivgk-l-l) ‘I’ an2$gk+1) ‘|‘ Cl,n3il?:(>,k+1) + e —|— ann$£Lk+1) = bn

ili Bz®tY) 4+ Cz®) = p za k > 0, gdje su uvedene oznake A = B+ C'i

a1 0 0O ... 0 0 ais aiz ... ai,
B as; ass 0 ... 0 Lo 0 0 aas ... aop
Ap1 Ap2 Ap3 ... Gpp 0 0 0O ... 0
Uvedimo oznaku ® = z — () za gresku k—te aproksimacije z(*,

Teorema. Pretpostavimo da je
D i |l < dlai] za 1< i<, (4)
gdje je ¢ < 1. Tada vazi nejednakost
lr* Ve < g+ [lrW o za k> 0. (5)

Dokaz teoreme. Imamo Az = b ili svejedno Bz + Cz = b 1 imamo Bzt 4 0zk®) = p,
Oduzimanjem: Bz — Bz*t1) 4 Oz — Cz® = b — b ili

Br#+Y) 4 ork) =0, (6)
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¢ime smo dobili sistem koji se odnosi na gresku r*). Posmatrajmo brojeve |r§

. "o . ’o .. . . ’o k+1 .
1 no¢imo najveéi medu njima. Neka je najveci |rl( + )|, tako da je

(1)

yrrty T

[P | = || (D B[ = ),

— (
e = max |r;

Napis$imo [—tu jednacinu sistema (6):

-1 n

k k+1) k
E aljr§~ +1) + a”rl( +1) + E aljrg ) =0 / cay
i=1 j=l+1

5=1 0u j=it1 Qu
k Pllay k ag; k
1 1
A F R P
j=1lau j=l41 | QU
-1 n
k+1 ap; k+1 ag; k
<P ma Y 4+ 30|22 max )|
j=1laul tsisn jeig1 ! Gul 1sisn

) < a4 B )

-1
gdje su uvedene oznake a = Z
j=1

ay | .
— 1

an j=l+1

Ir® ) < a- |r® ) + 8- PPl /:(1—a)

e < P

< (K
l—«a

po uslovu teoreme je a + 8 < ¢ (u (4) stavii:l)iq<1:>1i§q
-«

I+ < g )

Teorema je dokazana.

k
s

(k+1)

wo

Uzastopnom primjenom nejednakosti (5) nalazimo da je |[r®|. < ¢* - |79, tako da

je limy_, Hr(k)Hoo = 0. Pokazali smo da je limj_ . 7

= 0 odnosno pokazali smo da je

limj_,o 2 = 2. Dakle, ako je ispunjen uslov (4) onda Zajdelov iterativni proces konvergira

ka rjesenju.

Vidi se da je (3) & (4).
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3.6. PRIMJER ITERATIVNE METODE (ZA RJESAVANJE SISTEMA LI-
NEARNIH JEDNACINA) VARIJACIONOG TIPA

Za numericku metodu se kaze da je varijaciona ako ona ukljuc¢uje minimiziranje nekog
funkcionala. Za preslikavanje ¢ se kaze da je funkcional ako su njegove vrijednosti realni
brojevi. Postoje razne varijacione metode za rjeSavanje sistema linearnih jednaéina. U ovom
naslovu govori se o jednoj takvoj iterativnoj metodi. U ovom naslovu u prostoru R™ koristi

se norma || ||2; ||(%1,...,2.)|l2 = /2ie; |#i|?; bice oznalavana prosto kao || ||. Znamo da je

ta norma povezana sa skalarnim proizvodom (z,y) = Y& z;y; relacijom ||z| = /(z,z). Iz
linearne algebre je poznato sljedeée. Neka je matrica A simetriéna (A = AT). Tada A ima n
realnih svojstvenih vrijednosti tj. sve njene svojstvene vrijednosti su realni brojevi; visestrukost
svojstvenih vrijednosti je naravno uzeta u obzir. Uredimo ih po veli¢ini: Apin(A4) = A1 < ... <
An = Amax(4). Neka je dodatno matrica A i pozitivno definitna, u oznaci A > 0, §to znadi da
z # 0 = (Az,z) > 0. Tada su sve njene svojstvene vrijednosti pozitivni brojevi (0 < A;) 1
njena norma || |2 jednaka je najveéoj njenoj svojstvenoj vrijednosti; ||A| = ||A]lz = An. Jo8
je i detA # 0. Prelazimo na izlaganje metode minimalne nepovezanosti. ( Ako treba rijesiti
f(z) = b1 ako odgovor glasi  ~ z* onda se kaze da x — &* predstavlja gresku i jos se kaze da
f(z*) — b predstavlja nepovezanost. ) Neka A € R**" i b € R"™ i razmotrimo sistem

Az =b.

Sistem Az = b ekvivalentan je sistemu
r=z+7(Az — ),

za 7 # 0. Znaci da uzastopne aproksimacije mogu da se rac¢unaju po formuli
e® ) = 2™ 4 7 (42® —p), k> 0.

Mi moZemo da 7 podesavamo od koraka do koraka. Mi ¢emo uzastopne aproksimacije racunati
po formuli

2D = 20 4 (Az®) — k), E>0. (1)

( Sli¢no kao gradijentne metode za minimizaciju funkcije f: R* — R: od tacke z¥) € R preéi
odredeni put po polupravoj ¢iji je smjer suprotan smjeru gradijenta grad(f(z*)); na kraju tog
puta je z**1) € R Smjer antigradijenta je smjer najbrzeg opadanja funkcije. ) Niz {z(*)}2
je definisan ako se izabere z(®) € R". Neka z ozna¢ava rjesenje sistema Az = b. Mozemo sa
r*) = ¢ — 2™ da oznadimo gresku k—te aproksimacije z¥). Bolje je §to je greska manja. Ako
se u izrazu Az — b uvrsti & = z® da li ée se dobiti nula, §ta ée se dobiti, bolje je da se dobije
$to manje. Uvedimo oznaku

2B =A™ b k>0 (2

Za z*) € R™ kaie se da je nepovezanost (lijeve i1 desne strane sistema). Bolje je §to je norma
nepovezanosti manja. Niz {z(®}2° relacija (1), biée definisan ustvari tek kada se odrede i
brojevi {74+1}72,. Uvedimo oznaku

P(rii1) = |25V = | 42® — b > 0.

———pagelof 6 ———



——— numerf.tex ———

Zelimo da ©(Tr4+1) ima §to je moguée manju vrijednost. To je kriterijum za izbor veli¢ine 7p41.
Prelazimo na dobijanje eksplicitnog izraza za 7441. Za rac¢un je pogodnije da se gleda najmanja
moguéa vrijednost kvadrata p?(1p41) = ||25FV||2 = (2(F+Y), 2(k+1));

2D — g(R) Tk+1(A$(k) by = 2® § ey 2®
/A

Az®+) — Az®) g A0

Ae®+) —p = Ae® — b4 745 A0

20 = ) A (%)

P (rar) = () = (o9 4 A2 )y A)
(2%, 2 4 71 (2, A2P) 4 70 (A2 20) 4 Tl?—}—l(AZ(k)? Az%)) =
(2™, 20y L on (2P A200) 4 7'k2+1(AZ(k), Az,

—b

jer je A = AT. Parabola y = az? 4 bz + ¢ ima najmanju moguéu vrijednost kada je z = 57’
a

a > 0. Prema tome

(2@, A0 (2, A0
Th+1 = (Az(k),Az(k)) - HAZ(k)H2 9 k 2 0. (3)

Rijesen je zadatak o minimumu funkcionala. Uzastopne aproksimacije su sada definisane. Re-
dosljed rac¢unanja je: @, 2 7 2zM itd.

Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode minimalne nepovezanosti. Neka je
A= AT i A > 0. Tada sistem Az = b ima jedinstveno rjefenje z. Neka je z(©) € R" bilo
koji vektor. Tada niz {z(®}, relacije (1)-(3), konvergira ka z. Pored toga, vaii sljedeéa
nejednakost:

1A@® —2)|| < p5 - | A(2" — 2)|| za k>0.  (4)

Svojstvene vrijednosti matrice A su A; < Ay < ... < A, (0 < Ap). Stavljeno je po =
0.

Dokaz teoreme. Po konstrukciji je ¢(7p41) = mi}g} (7). Zato je p(Tr+1) < @(7) za bilo koje
TE

-2
' € R. Stavimo da je 7’ = SV Imamo da je (1) = ||2%V]| = |(E + mep14)2®)|, v.
1 n
(*). Imamo da je ¢(7') = ||[(E + T/A)Z(k)H. Dakle
(B + 72 A) W) < J(E+7A)20). (+%)
Odredi¢emo ||E + 7' A||. Matrica A ima svojstvene vrijednosti 0 < A; < ... < A,. 7’4 ima
svojstvene vrijednosti A <... < T /l\n < 0. Zapaziti da je i matrica 7'A simetri¢na.
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Zapaziti da je i matrica E + 7' A simetri¢cna. Znamo da je tada || E + T’AH = max |Xi(E + T/A)|-

Iz linearne algebre znamo sljedeée: svojstvene vrijednosti matrice A+ cE su veée od svojstvenih

2\,
vrijednosti matrice A za ¢. Matrica E+7'A ima svojstvene vrijednosti po velié¢ini od 1— N
1 n
2)\1 . An - /\1 )\n - /\1
dol— ———tj. od — d d —po do po. Dakle, ||E 4+ 7' Al = po < 1.

Nastavljamo od (**):
I(B + 12 4) =M || < (B +7'4)20)
125 < (B +7'4)=0)
I2E9) < 1B+ 7' All - |20
1259 < po - |29
uzastopnom primjenom, 125 < pk - 1129
| Az® —b|| < pf - | Az — b|
|Az®) — Az|| < pf - || A — Az
[A(z™ —2)|| < pf - A= — )|

Dokazali smo (4). Iz (4) slijedi da ||z®) — z| — 0 kad k — co. Teorema je dokazana.
Znamo da je A; - ||z — z| < ||A(z® — z)|| < A - |2 — 2.
Formula (4) sluzi za ocjenu greske aproksimacije z(®).

3.7. METODA SKALARNOG PROIZVODA

Rijesiti tzv. potpuni problem svojstvenih vrijednosti za matricu A € R™™ znaé¢i odre-
diti sve njene svojstvene vrijednosti 1 odrediti sve odgovarajuée svojstvene vektore. Rijesiti
djelimiéni problem znaci odrediti neke svojstvene vrijednosti ili odrediti jednu svojstvenu vri-
jednost (dominantnu). Za male vrijednosti n, svojstvene vrijednosti A mogu da budu odredene
iz. uslova det(A — AE) = 0. Metoda skalarnog proizvoda (metoda stepena) predstavlja jednu
numericku metodu za rjesavanje djelimi¢nog problema svojstvenih vrijednosti. Razmotrimo
jednostavni slucaj kada je matrica A simetricna, mada se ta metoda moZe primijeniti i na
nesimetri¢ne matrice. Neka je A € R™*™ simetri¢na matrica:

ajx Qi - Q1p
ag1 Qg2 -+ Qapn

A= (aji = aij)
Apl Ap2 -+ Adpp

Oznacimo njene svojstvene vrijednosti kao A; € R, ¢+ = 1,n, svaka svojstvena vrijednost broji
se sa svojom viSestruko§éu. Neka je numeracija izvrsena tako da bude

At > Pal > > Al
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Oznacéimo odgovarajuée svojstvene vektore kao e;, i = 1,n; vazi Ae; = A;e;. Iz linearne algebre
znamo da je e; L e; tj. da je (e;,¢;) = 0 za i # j; (z,y) oznacava skalarni proizvod. Izaberimo
svojstvene vektore tako da bude (ej,e;) = 1 tj. |le;|| = 1 za i = 1,n. Sistem vektora {e;}1;

¢ini ortonormiranu bazu prostora R™. Biée konstruisan niz brojeva {ug}r>,, pr € R, takav da
pr — A kad k — oo. Izaberimo na proizvoljan naéin vektor z(%) € R*. Vektor z(©) razlozimo

po bazi (ey,...,e,); imamo da je 2O = Y7 cie;, gdje ¢; € R; znamo da je ¢; = (29, ¢;).

Stavimo da je

2

= Az©), 2 = AW . 2R = Agpk-l)

b

Imamo da je

ey

= ALE(O) = AZCiei = ZciAei = Zci)\iei
=1 =1

=1

Sli¢no, imamo da je

n n
2 k k
= E CiA €y e 2®) = E CiA; €5y
=1 =1

Izratunajmo skalarne proizvode (z®), z®*)) i (z(*F+1) z*)).

(&), o

?

3,5=1

— (Z ci)\fei,ZCj/\?ej) Z CiCjA; )\k (ei,e5) =
=1 7j=1

Z clcl)\k)\k (e:,€;) E c2/\2k

(t+1) 4

= (St Sen) - 5 et ie ) -
=1 7j=1

ij=1

chcl/\kﬂz\k (e:,€:) Zcz)\2k+1

=1

Stavimo da je

Bl = " (g &) g®))

(k+1) (k)

Sada je aproksimacioni niz {uy}72, definisan i proces racunanja ili algoritam je definisan.
Teorema. Ako je |A;] > |A2| 1 ako je ¢; = (3:(0), e1) # 0 onda pp — A kad k — oo i

Az
lur — M| = O(¢") kad k — oo, (1) gdje je ¢ = N

2
< 1.

1

Dokaz teoreme:

pi, =

(24D g(0)) 2N L 2AZRH L 2pTRHL 232k

= 2
(z®), z(¥)) AN L INTE L INTR L 2Nk )
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5.3 4 r.ontt

Vidimo da py, — A1, jer je [Az] < |A1], - .., [An] < |A1]; kao T}l_}IElO 53T 3
A . Cg(Az — Al)Agk —|— Cg(A:; — /\1))\§k —|— . —|— Ci(An — Al)Aik
e = A= ENF L ENF L AR 4 2k
1
141
1
11
A\ s s ) A |
()\_1) -g-2|/\1|(62—|—63—|—...—|—cn) =0 N

Teorema je dokazana.
Formula (1) sluzi za ocjenu greske k—te aproksimacije i govori da je brzina konvergencije
(tempo konvergencije) metode skalarnog proizvoda prvog reda ili prvog stepena.

a) Uslov teoreme |A;| > |A2| govori da A ima svojstvenu vrijednost koja je strogo dominantna
po apsolutnoj vrijednosti. Sta ée se desiti ako uslov nije ispunjen (nepovoljna okolnost). Ima
viSe dominantnih po apsolutnoj vrijednosti. Sve one su istog znaka ii medu njima ima 1
pozitivnih 1 negativnih.

Ako je A1 = Ag, |As]| > |A3] tada takode pp — A kad £ — oo pod uslovom da je ¢f + 2 # 0.
Ako je A1 = ... = Ay, [A| > |Ap11] tada takode pp — A; kad & — oo pod uslovom da je

e S cf? # 0. Izracunati kh—>1£lo pr (formula (2)) 1 uvjeriti se.

Akoje Ay = ... =X, = —=Xdpp1 = ... = =Xy, |Ag] > |Ag41]| onda nije istina da niz {uk}i2,
konvergira ka A;; niz {ug 32, ne koristi; taj niz "lazno” konvergira. Uvjeriti se posmatranjem
2 _ 2
€1 — G

dva posebna slucaja kako slijedi. Ako je Ay = —Xy, |A2] > |As] onda je klim py = 1
—00

2 2’
¢+ ¢3
pod uslovom da je ¢? + ¢2 # 0. Pogledati i drugi poseban sluc¢aj A; = Ay = — A3, |As| > [A4].

Ako je ve¢ nastupila nepovoljna okolnost koja stvara teskoce, kako da teskoce prevazidemo?
Prvi savjet: primijeniti metodu skalarnog proizvoda na matricu A + cE ¢ije su svojstvene
(;,;(k+2) $(k))
A

(zk) (k)
Ako je recimo A; = —Ay, |A2| > |As| onda je kh_)rglo vr = A} pod uslovom da je ¢ + ¢ # 0.

vrijednosti A; + ¢. Drugi savjet: neka niz v, = posluzi kao aproksimacioni niz.

b) Poéetna aproksimacija z(°) bira se na slu¢ajan naéin, ne koristeéi bilo kakve informacije o
matrici A odnosno o njenim svojstvenim vrijednostima i svojstvenim vektorima. Mi unostalom
po pravilu 1 ne raspolazemo sa takvim informacijama. Zato se moze desiti da bude ¢; = 0
(nepovoljna okolnost). Kada izaberemo z(®), mi tada ne znamo da li je ¢; # 0 ili je pak

suprotno ¢; = 0. Zato se moze pokusati sa dva-tri poéetna vektora z(?).

Slijede razne dopune
a) Posmatrajmo veli¢inu

|z = /(z®), z®)) = i ANk = \/cf)\fk + ENZF £+ c2AZR
=1
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——— numerf.tex ———

Ako je [A;| > 1 onda je klim H:B(k)H = +o00; ¢; # 0. Kod rac¢unara ¢e lako do¢i do prekoracenja.
—00

Viiti prilagodavanje veli¢ine ||z*)|| s vremena na vrijeme ili vriiti njeno prilagodavanje na
svakom koraku. Ulogu vektora z*) neka preuzme vektor koji je kolinearan sa z*) a &ja je
duzina = 1.

b) Kada k neograni¢eno raste onda vektor

) — Zci)\fei = cl)\lfel + cz)\;“ez 4.+ cn)\ﬁen
=1
postaje skoro kolinearan sa vektorom e;; pod uslovima |A;| > |Az2] 1 ¢; # 0. Imamo nacin da
priblizno odredimo svojstveni vektor e; koji odgovara dominantnoj po apsolutnoj vrijednosti
svojstvenoj vrijednosti A;.
c¢) Ako su spektralni podaci simetri¢ne matrice A = Az

Al,Ag,...,/\n 1 €1,€2,...,€Ey
onda su spektralni podaci matrice B = Bx = Az — A1(z, e1)e;
0, 0, ..., A, 1 €e1,€9,...,6€,.

Kada smo odredili makar i samo priblizno A; i e; (|les]| = 1), mi izra¢unamo matricu B.
Primjenom metode skalarnog proizvoda na matricu B sada moze da bude priblizno odredeno

Az

G21%1 + Q22T = by by

—b
S. 1. j. { anrrtdnts =0, [ i G2 ] : [ & ] _ [ by ] (matricni zapis)

Princip kontrakcije ili teorema o nepokretnoj tacki ili Bamahova teorema o fiksnoj tacki. Neka
je X kompletan metricki prostor. Razmotrimo preslikavanje ¢: X — X. Ako je ¢ kontrakcija
onda ¢ ima jedinstvenu (jednu jedinu, ta¢no jednu) nepokretnu tacku.

Definicija. Razmotrimo metricki prostor (X, d), d — distanca, rastojanje i razmotrimo pre-
slikavanje ¢p: X — X. Za ¢ se kaze da je kontrakcija ako postoji broj ¢ < 1 takav da vaz
d(e(z),e(y)) < qd(z,y), Va,y € X. Tada se za broj q kaze da je koeficijent kontrakcije.

Definicija. Za ¢ € X kaze se da je nepokretna tacka preslikavanja ¢ ako vazi ¢(£) = €.

Nastavak teoreme. Izaberimo proizvoljno o € X. Stavimo z,.; = ¢(z,) za n > 0. Tada
vazi lim, o d(2n, €) = 0, tj. lim, o , = &

Nastavak. VaZze nejednakosti d(z,,¢{) < %d(ml, zo) 1 d(z,, &) < ffqd(zn, Tp_1). Jo§
d(wn,€) < qd(wn-1,8) ili |20 — €] < qlon1 — & (X = R), |lzn — €]l < qlens — || (X = R").

Npr. d(z,y) = | — y| u slu¢aju prostora R, npr. d(z,y) = ||z — y|| u slu¢aju prostora R"™.

Dopuna o x = (#1,...,2%,) 1y = (y1,...,Yn): iz skalarnog proizvoda (x,y) = z1ys + ... +

T,y proizilazi norma vektora ||x|| = /2 + ... + 22, saglasno relaciji ||x]| = /(x,x).
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4. RJESAVANJE SISTEMA NELINEARNIH JEDNACINA
4.1. METODA POLOVLJENJA

Neka je postavljen sljedeéi zadatak: naéi priblizno rjeSenje jednacine f(z) = 0. Ovdje
se pretpostavlja da je funkcija f neprekidna i da f: R — R ili f: [a,b] — R. Za rjeSavanje
ovog zadatka postoji vise metoda, a metoda polovljenja je najjednostavnija medu njima. U
vezi velike brzine savremenih kompjutera, razmatrani zadatak se skoro uvijek rjesava ovom
metodom, ovim algoritmom.

Pripremni korak kod rjesavanja nelinearne jednacine f(z) = 0 po bilo kojoj numerickoj
metodi jeste lokalizacija nula funkcije f tj. odredivanje pocetnog odsjecka [ag, by, pri ¢emu vazi
f(ao) - f(bo) < 0, u krajnjim tackama odsjecka vrijednosti funkcije su razlicitog znaka. Bududéi
da je funkcija f po uslovu neprekidna to slijedi, poznato je iz matematicke analize, da f ima
bar jednu nulu unutar odsjecka [ag, by]. Metoda polovljenja omoguéuje nam da jednostavnim
algoritmom 1 brzo dobijemo pribliznu vrijednost jedne nule sa neogramic¢eno dobrom preciznoséu
(sa po zelji malom greskom).

Pogledajmo sliku 1. Prikazano je da je u tacki ag vrijednost funkcije negativna a da je u by
samim tim pozitivna. Pogledajmo kakvog je znaka vrijednost funkcije u srednjoj tacki odsjecka.
Uvedimo oznaku ¢ = (ag + bo)/2. Izracunajmo vrijednost f(c). Ova vrijednost je ili jednaka
nuli ili je razli¢ita od nule. Ako je f(¢) = 0 onda smo nasli tacno rjeSenje razmatrane jednacine,
pa se izvr§avanje algoritma ocito prekida. Mnogo je realnije ocekivati da ée biti f(¢) # 0. Ako
je f(e) # 0 onda éemo uzeti da je [a1,b1] = [ao,c] u sluc¢aju da je f(ao) - f(¢) < 0 ili éemo
uzeti [a1, b1] = [¢, bo] u slucaju da je f(c) - f(by) < 0. Dakle, nasa dalja paznja odnosiée se na
odsjecak [ay, b;], buduéi da na lijevom i desnom kraju tog odsjecka funkcija f ima vrijednosti
razli¢itog znaka, pa unutar tog odsjecka sigurno postoji (bar jedno) rjeenje jednacine koja nas
interesuje. Odsjecak [ay, by] oéito je lijeva ili desna polovina poetnog odsjeka [ag, bo].

Pogledajmo kakvog je znaka vrijednost funkcije f u srednjoj tacki odsjecka [ai,b;]. U
zavisnosti od rasporeda znakova brojeva f(a1), f((a1 +b1)/2) 1 f(b1), definiSemo novi odsjecak
[as, bs] koji predstavlja lijevu ili desnu polovinu od [ag, b;]. Bilo da predstavlja lijevu ili desnu
polovinu, ima svojstvo da sadrzi nulu funkcije f. Ocito je da poslije drugog koraka mi imamo
sljede¢u informaciju: nula pripada odsjec¢ku [as, bs]. Mi sada mozemo da za pribliznu vrijednost
rjesenja postavljenog zadatka proglasimo bilo koju tacku iz ovog odsjecka (ako ne zelimo da
dalje racunamo). Takode je ocito koliko je u tom slu¢aju rastojanje izmedu taénog i pribliznog
rjeSenja tj. kolika je greska naSeg numerickog odgovora. To rastojanje je manje od duzine
samog odsjecka [ag,bs]. Duzina ovog novog odsjecka iznosi jednu éetvrtinu duzine polaznog
odsjecka, tj. by — as = (bg — ag)/4.

Sli¢cno se naravno vrsi treéi korak odnosno odreduje novi odsjecak [ag,bs]. Jasno je da je
duzina svakog novog odsjecka jednaka polovini duzine prethodnog odsjecka. To je mjera brzine
kojom se korak po korak priblizavamo ka ta¢nom rjesenju jednacine. Na svakom koraku moze
da se desi da (slu¢ajno) pogodimo tacno rjesenje, oznaimo tacno rjeenje sa ¢, da nademo
odgovor sa greskom nula, mada je ovo zaista malo vjerovatno.

Itd. Nastavljajuéi ovako, nasa udaljenost od nule funkcije f ocito tezi ka nuli.

Dokle ¢emo mi ovako da racunamo ili dokle ée kompjuter ovako da produzi? Obi¢no je
unaprijed definisana preciznost tj. dozvoljena greska ¢ > 0 sa kojom treba rijesiti postavljenu
jednaéinu. Drugim rije¢ima, nas odgovor odnosno priblizno rjesenje ¢ treba da ispunjava uslov
|€ — &'| < ¢, 1zlazni kriterijum.

Izvrsimo ocjenu greske poslije k izvedenih koraka. Dakle, dosli smo do odsjecka [ay, by].
Najprirodnije je da u ovoj situaciji upravo srednju tacku tog odsjecka smatramo pribliznim
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rjesenjem, tj. da stavimo ¢ ~ ¢ = (aj, + by)/2. Sada tvrdimo da je [ — ¢&'| < (by — ag) /281,
Ovu formulu moZemo zvati formulom za ocjenu greske metode polovljenja. I i1z ove formule je
oc¢ito da vazi ¢ — € kad k — oo.

Ako je unaprijed specifikovana dozvoljena greska ¢ onda se pomocu formule za ocjenu greske
moze utvrditi da i je ucinjenih k& koraka dovoljno ili treba produziti racunanje. Ili prosto
utvrditi pomoéu racunanja duzine by — ap odsjecka [ay, bi]. Takode se moze, ako to ne¢emu
koristi, unaprijed determinisati broj koraka nakon kojih se ta¢nost ¢ ostvari.

Vidimo da se od koraka do koraka greska pommnozi sa 1/2. Drukéije receno, greska opada
tempom geometrijske progresije (¢iji je koliénik 1/2). Zato se kaze da metoda polovljenja ima
prvi ili linearni red (brzinu) konvergencije. Sadasnja greska < konstanta puta prethodna greska.

Vidimo da nas izloZeni algoritam vodi ka jednom rjeSenju postavljene jednacine. A postav-

ljena jednacina moze da ima vise od jednog rjesenja.

/f

bo

Slika 1

Opisivanje metode je uglavnom zavrseno. Dosad receno moze da se sakupi i formulise u
obliku teoreme, ovo se prepusta ¢itaocu da uradi. Slhjede dopune—komentari.

Zanimljivo je i jednostavno eksplicitno izraziti tempo kojim greska opada, izraziti ga u
terminima decimalnih mjesta koja su "osvojena”. Mi kazemo da su (recimo) dvije decimale
osvojene ako je greska manja od 1072, Izvodenje koje slijedi oslanja se jedino na okolnost da se
jednim korakom greska svede na polovinu predasnje. Za dva koraka greska ¢e biti pomnozena
sa faktorom 1/4. A za otprilike 3,3 koraka bi¢e pomnoZena sa faktorom 0,1, buduéi da je
log,,2 = 0,3. Dakle, jedna decimala se osvoji za 3.3 koraka. Uzmimo da je duzina pocetnog
odsjecka [ag, bo] jednaka 1. Neka Zelimo da nademo pribliznu vrijednost sa pet decimala. Koliko
koraka ¢e trebati? 17 koraka.

Na pocetku je re¢eno da upotreba neke slozenije metode za numeric¢ko rjesavanje nelinearne
jednacine sa jednom nepoznatom izgleda danas vrlo slabo opravdana. Imamo u vidu brzinu
kojom dana$nji kompjuteri mogu da ra¢unaju. Vidimo da se za realizaciju jednog koraka po
metodi polovljenja segmenta najviSe vremena potrosi za ra¢unanje (jedne samo) vrijednosti
funkcije f, za racunanje vrijednosti funkcije u jednoj tacki.

Kod upotrebe metode polovljenja treba obratiti paznju na sljede¢u okolnost. Vrijednosti
koje racunar saopstava su priblizni brojevi. Ako je saopstena vrijednost blizu nule onda nismo
bas sigurni kada tvrdimo da je pozitivna ili negativna. Kako da se ovo prevazide? Uvedimo
potrebne oznake. Neka treba da bude izracunata vrijednost funkcije f u nekoj tacki ¢. Dakle,
f(¢) naravno oznacava (tacnu) vrijednost te funkcije u toj tacki. Oznacimo sa f*(c¢) odgo-
varajuéu vrijednost koju nam rac¢unar saopstava. Veli¢inom f*(c¢) raspolazemo, veli¢inu f(c)
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mozemo samo da ”zami§ljamo”. Interesuje nas — kojeg je znaka veli¢ina f(c¢). Kada mozemo da
po znaku broja f*(¢) sudimo o znaku broja f(¢)? Da na ovo odgovorimo, treba da uvedemo u
razmatranje jo§ jedan pokazatelj — ¢ > 0 — greska sa kojom kompjuter saopstava realne brojeve
(da li se ima u vidu prosje¢na ili najveéa moguéa?). Tek ako je f*(¢) > e ili f*(¢) > 2e mozemo
s pravom da presudimo da je i broj f(¢) pozitivan.

U okviru ovoga, i slué¢aj ” f(¢) = 07, za koji je prije re¢eno da moze da nastupi iako malo
vjerovatno — treba kriticki pogledati. Ovaj slucaj je najpovoljniji sa stanovista matematicke
analize, "uspjeli smo da dobijemo ne priblizno nego ¢ak tacno rjesenje”. Sa stanovista nu-
merickih metoda, buduéi da i greska racunanja treba da se uzima u obzur, ovaj slucaj nije
toliko pozeljan. Ako nam je ra¢unar saopstio da je vrijednost funkcije u toj nekoj tacki jednaka
nuli onda mi ustvari ne znamo kog znaka je vrijednost. Ista pri¢a vazi naravno za |f*(c)| < e.
Kako prilagoditi metodu polovljenja u ovakvoj situaciji? Tacku ¢ treba za nekoliko pomjeriti
tako da nam za to izmijenjeno ¢ racunar saopsti da je |f*(c)| > ¢ ili saopsti da je |f*(c)| > 2e.
Ovo pomijeranje tacke ¢, ova izmjena algoritma se odrazava na ocjenu greske, dolazi do izvjes-
nog usporavanja konvergencije.

Koliko je ¢? Znamo da kod veéine programskih jezika, kada se radi sa obi¢nom preciznoscu,
relativna greska, kod samog upisivanja realnog broja u memoriju, iznosi prosjeéno 10=7. U
slu¢aju dvostruke taénosti (engl. double precision), relativna greska iznosi nekih 10716.

4.2. METODA PROSTE ITERACIJE

Razmotrimo zadatak o numerickom rjesavanju sistema od n nelinearnih jednacina sa n
nepoznatih. Ovakav sistem (ovakva jednacéina) definide se pomoéu jednog preslikavanja f.
Oblast definisanosti preslikavanja jeste prostor R™ ili neki njegov podskup. A vrijednosti pres-
likavanja su ocito takode iz R™. Dakle, dat je sistem (data je jednacina) f(z) = 0, pri ¢emu je
fiR* — R"ili f: A— R", gdje je A C R". O¢ito 0 — nula u R”. Oznaéimo (tacno) rjesenje
ovog sistema sa x.

Veéina metoda za priblizno (za numericko) rjefavanje sistema jednacina je iterativnog tipa.
Racunaju se redom tzv. uzastopne (sukcesivne) aproksimacije, koje bi trebalo da teze ka ta¢nom
rjeSenju. Za iterativne metode koje se baziraju na Banahovoj teoremi o nepokretnoj tacki kaze
se da su — metode proste iteracije.

Pripremni korak u rjesavanju jeste — ispitivanje da li sistem uopste ima rjesenja, koliko
rjesenja ima, lokalizacija pojedinih rjesenja (odredivanje oblasti koja sadrzi rjesenje). Tako
nalazimo pocetnu (ili nultu ili grubu) aproksimaciju z(©).

Prethodni korak kod primjene metode proste iteracije jeste da se dati sistem f(z) = 0
transformise u neki ekvivalentni sistem oblika @ = g(z). Postoji viSe nacina da se ova trans-
formacija izvr§i, postoji beskona¢no mnogo sistema oblika ¢ = g(z) koji su ekvivalentni sa
datim—polaznim sistemom. Neki od tih oblika su, pokazace se, pogodni za primjenu metode
proste iteracije. To znaci da ce iteracije racunate po takvom obliku da konvergiraju. A neki nisu
pogodni. Vazno je pitanje — kako uraditi transformaciju da se ispostavi da su uslovi Banahove
teoreme ispunjeni.

Znamo da se Banahova teorema odnosi na jednac¢inu oblika upravo z = g(z). Zato se i vrsi
transformacija datog sistema u takav oblik.

Dakle, veé imamo pocetnu aproksimaciju z(©), gdje je #(®) jedan vektor duzine n, a sliéno
naravno i z(!) itd. Mi raéunamo, kompjuter racuna sljedeée: =) = g(z(®), z(» = g(zM)),
.... Dali niz {2} konvergira, ako konvergira — da li konvergira ka rjesenju sistema z? Pod
odredenim uslovima vazi da ¢® — 2 (da e — rjesenju) kad & — oo. Dovoljne uslove za ovo
daje Banahova teorema.
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Kada se kaze da se jednacina (sistem) = g(z) rjeSava metodom proste iteracije onda je
samim tim implicitno receno i1 po kojoj formuli se racunaju uzastopne aproksimacije. Po formuli
z® = g(z*-Y)za ke N ={1,2,...}.

Navedimo kako glasi Banahova teorema o nepokretnoj tacki.

T. Neka je X (realan) kompletan metricki prostor i neka je njegova metrika oznacena sa
p. Neka preslikavanje g: X — X zadovoljava uslov kontrakcije: p(g(z),9(y)) < gp(z,y) za ma
koje = i y, gdje je konstanta ¢ < 1; za samo g se kaze da je kontrakcija. Neka je z(*) = g(z(*=1))
za k € N. Tada: (1) jedna¢ina ¢ = g(z) ima jedinstveno rjesenje u prostoru X (oznacimo to
rjesenje sa €), (2) z®) — & bez obzira kako je izabrano z(®) € X i (3) vazi sljedeéa formula
(koja nam sluzi za ocjenjivanje greske): p(x(k),f) < lq—p(z(l), :B(O)).

Dokaz ove teoreme je poznat iz matematicke analize, iz funkcionalne analize, pa ga ovdje
neé¢emo ponavljati. Za £ se kaze da je nepokretna ili fiksna tacka funkcije g. Znamo takode da
ulogu prostora X moze da preuzme neki (bilo koji) njegov zatvoreni podskup.

Napominjemo da je bolje sto je koeficijent kontrakcije ¢ manji, §to je blizi nuli. Jer tada
iterativni niz brze konvergira, greska se od koraka do koraka brze smanjuje. A ako ¢ prede 1
onda g prestaje da bude kontrakcija.

Uzmimo da je A pravi podskup od R™. Vedi su izgledi da ée preslikavanje g biti kontrakcija
ako A ima ulogu prostora X nego ako citav R™ ima tu ulogu. Tj. ukoliko je A manji utoliko
je lakse da ualov kontrakcije bude ispunjen. Medutim, ne treba previdjeti sljedecu okolnost. U
teoremi se pojavljuje 1 uslov: vrijednosti preslikavanja g pripadaju skupu X. Ako je X = R"
onda je ovaj uslov ocito ispunjen sam po sebi. A ako je X = A onda ne mora da bude. U
numerickoj praksi — ustanoviti da li je ovaj uslov zaista ispunjen — nije trivijalno. Upravljanje
ovim uslovom zahtijeva jednako truda koliko 1 upravljanje uslovom kontrakcije. I jedan 1 drugi
uslov zavise od nacina transformacije polaznog sistema f(z) = 0 u oblik pripremljen za vrsenje
iteracija z = g(z).

Znamo da je R" jedan kompletan metricki prostor, treba reéi koja metrika (norma) se ima
u vidu. U nastavku, mi éemo uglavnom nastojati da konkretizujemo razne elemente Banahove
teoreme u slucaju X = R".

Slucéajevi m = 21 n > 2 se vrlo malo razlikuju. Samo radi lakseg pisanja, uzmimo odsad da
je n = 2. A citalac neka sam zakljuéi da se n > 2 tretira analogno.

Ako je veé n = 2 onda z = g(z) zapisuje jedan sistem od dvije jednacine sa dvije nepoznate.
Vektorski zapis. Recimo, ovdje z € R%. Pogodnije nam je odsad da te dvije jednaéine zapisemo
pojedinac¢no. Da upotrebljavamo skalarni zapis. Umjesto ¢ = g(z) odsad éemo pisati

{ z :f(:c,y)
y=g(z,y)

Nove oznake se ukr$taju sa dosadasnjim, obratiti paznju da se izbjegne zbrka. Sada je ocito
z € Riy € R. Isto tako, sada je f: R2> — R i g: R* - R. Poéinju skalarne oznake.

Pretpostavlja se da je A — zatvoreni konveksni podskup od R?. Zatvoreni — da bi metri¢ki
prostor bio kompletan. Konveksni — u vezi primjene Tejlorove formule, v. nize, ako krajnje
tacke jedne duzi pripadaju skupu A onda i bilo koja tacka te duzi pripada tom skupu. Takode
se pretpostavlja da f € C'(A) kao i g € C*(A).

Zelimo da analiziramo uslove pod kojima vazi da je preslikavanje (f,9) kontrakcija. Is-
postavice se da to zavisi od ponasanja prvih parcijalnih izvoda funkcija f 1 g. Bolje je §to su ti
izvodi (po modulu) manji, sto su blizi nuli. Razmatra se supremum, uzet po skupu A.
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Uvedimo sljedeée oznake: neka su m;; (4,7 = 1,2) ma koji brojevi koji zadovoljavaju sljedeée

nejednakosti:
0 0
(z.y)EA T A dy
Oglz dg(z My M
sup 9( 73/) < g, sup 9( 73/) < gy, M= 11 12
A Oz A (9y mao1 Mg

Ovaj nacin definisanja brojeva m;; odgovara numerickoj praksi. Bolje nego da smo u
prethodne cetiri formule u kojima se defini$u ova cetiri broja umjesto znaka manje ili jed-
nako pisali znak jednako. Zato $to u praksi po pravilu mi nismo u stanju da odredimo tacno
pomenute supremume. Nego smo u stanju da odredimo samo izvjesne njithove ocjene sa gornje
strane. A bolje je ukoliko su te ocjene preciznije, ukoliko su blize supremumima samim. Pa
upotrebljavamo oéito te ocjene sa kojima raspolazemo, a ne upotrebljavamo u racunanju supre-
mume koje jedino ”zamisljamo”.

Pomenuta cetiri pokazatelja mozemo da smatramo elementima jedne matrice M, ima oblik
2 x 2, kao $to je ve¢ napisano u prethodnoj formuli.

Odredenim kombinovanjem pokazatelja m;; dobicemo sada nove pokazatelje ¢; 1 g~. Pokaza-
telje m;; smo malocCas zapisali kao matricu, jer e se u izvodenju pojaviti norma te matrice M. I
to || |11 ]| ||c, oVe norme su veé ranije upotrebljavane, kada se govorilo o iterativnom rjesavanju
linearnih sistema.

Podsjecamo da je u prostoru B2, ||z, ) s = |o] + || i [[(2,9) e = max{ ]z, Iy}

Takode podsjecamo, ranije je radeno, na formule za indukovanu normu matrice tj. linearnog
operatora, ||M||; = max{mi; + mar, m12 + Mmaa} kao i || M||oc = max{mis + mi2, ma; + maa}.
U ovim formulama bi umjesto m;; trebalo da pise |m;;|, ali je ustvari svejedno jer znamo da su
sva Cetirl broja nenegativna, m;; > 0.

Neka je ¢; ma koji broj koji zadovoljava mi; + mo; < g1 1 mys + mas < ¢;. Slijedi da vazi
|M||1 < q1. Sli¢no, neka je g, ma koji broj koji zadovoljava mi1 +miz < goo 1 Ma1 +Maz < oo
Tada mozemo pisati da je | M|/c < goo-

Mogli smo broj g; prostije da definiSemo kao maksimalni od dva zbira my; +ms; 1 mqs+mas.
Tada bi norma matrice M sa indeksom jedan bila jednaka ;. Sliéno u slu¢aju norme sa
indeksom beskonacno.

Mi posmatramo Banahovu teoremu u slu¢aju da je X = R? ili X = A C R?. A metrika
p koja se u toj teoremi spominje jeste ona koja proisti¢e iz norme || |[; ili || ||». Znamo da
se uzima p(a,3) = ||a — B||. Mi ¢emo sada da dokazemo dvije teoreme, jedna ce se odnositi
na normu sa indeksom jedan a jedna na onu sa indeksom beskonacéno. Izvodenje jedne 1 druge
teoreme ce tec¢i paralelno. Slijedi mali ra¢unski dio tog 1zvodenja.

Posmatrajmo razliku vrijednosti funkcije f u dvije tacke (z1,91) 1 (22,y2). Vidisliku 2. Izraz
za tu razliku dobi¢emo uz pomoé¢ Tejlorove formule. Bolje reci, uz pomo¢ Lagranzove teoreme
(formule o kona¢nim prirastajima). U izrazu se pojavljuje jedna tacka (z3,ys) sa odsjecka ¢iji
su krajevi prve dvije pomenute tacke. Uociti da se, ako se funkcija f posmatra samo na toj
duzi, na tu funkciju moze gledati kao na funkciju od jedne promjenljive. Parametrizovati duz.
Tako da mozemo reci da se primjenjuje Lagranzova teorema na funkciju od jedne promjenljive.
Izraziti izvod po parametru preko parcijalnih izvoda od f.

Po Tejlorovoj formuli imamo:

0f($37 y3)
Oz

af(:BS? y3)

f(iﬂzayz)—f(ibhyl): ($2—$1)+T(y2—y1),
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gdje je (z3,ys) neka tacka sa duzi od (z1,y1) do (z2,y2), detaljnije se pise z3 = 1 + 0(zs — 1)
iys=1y1 + 0(y2 —y1), zaneko 0, 0 < 6 < 1.
Na 1sti nacin,

9g(z4,ya) 9g(w4,ya)
g(:'l;27y2) _g($17y1) - aw ($2 _:Bl)—l_ 0’!/ (y2 _y1)7
gdje je (z4,ys) neka (druga) tacka sa iste one duzi.
(5527?/2)
(1;37 y3)
(wlv yl)
Slika 2
Odavde 1 iz ranijih jednakosti imamo:
|f2 - f1| < m11|$2 - $1| + m12|y2 - y1|, |92 - 91| < m21|$2 - $1| + m22|y2 - y1|, (*)

gdje su uvedene skraéenice f; = f(z;,vi), ; = g(®i,y:), 1 = 1,2.

Uvedimo nove skraéenice @ = (z1,y1), b = (22,92), ¢ = (f1,91), d = (f2,92). Tako da
preslikavanje (f, g) prevodi tacku @ u tacku ¢, a prevodi bud Ako 7elimo da to preslikavanje
bude kontrakcija onda norma od b — @ treba da prevazilazi normu od d— ¢

Saberimo dvije nejednakosti ():

|fo — fil + |92 — 91| < (Mma1 + mar) |z — z1| + (m12 + mo2)|ys — y1| < qi(|z2 — 21| + |y2 — y1]),

odnosno ||d — &y < qu||b— @||s.
Sli¢éno iz (*) imamo, kada se umjesto |z, — z1| odnosno |y, — y1| napise veéi od ta dva broja,

|f2 = fil < Goo - max{|zy — 1], [y2 — 1|} 1 |92 — 91| < Qoo - max{|za — 1], [y2 — y1[}.

Slijedi da je Hcf— oo < goo - ]‘g— dlloc- Jer @ <713 <y = max{a,f} < 7.

Time smo dokazali sljedece dvije teoreme.

Teorema. Ako (i) (f,g): A — A1 (i) ¢1 < 1 onda vazi z, — &, yr — 1 (kad & — o0),
za bilo koje (zo,y0) € A. Tacka (&,n) je jedinstvena. Ponovimo uslove: prvo: A zatvoren
konveksan i drugo: f € C'(A) i g € C*(A). Ovdje su upotrebljene oznake: zp11 = f(zx,yr),
Yr+1 = 9(zr, yr). Ovdje (£, 7n) oznacava rjesenje sistema © = f(z,y), y = g(z,y).

Teorema. ... (ii) goo < 1 onda ... .

Slijede razne dopune.

O ocjenjivanju greske

Mi smo nasli priliéno eksplicitno izrazene dovoljne uslove za konvergenciju metode proste
iteracije. Treba izvrsiti dobru lokalizaciju ta¢nog rjesenja, time se postigne da skup A bude
"mali”, time se postigne da su dobri izgledi da se taj skup preslikava u samog sebe. Takode
treba da se polazni sistem na pogodan nacin transformise u oblik po kome se onda vrse iteracije.
Time se postigne da uslov kontrakcije bude ispinjen. Konkretno, treba izracunati pokazatelje
m;;. Dovoljno je da vazi jedan od dva uslova ¢; < 1, g, < 1. U toj situaciji, mi smo sigurni da
¢emo primjenom metode proste iteracije posti¢i zeljeni cilj. Racunajuéi sve vise 1 vise ¢lanova
niza {(zg, yr)}re, mi éemo se neograniceno dobro pribliziti ka trazenom rjesenju (§,n). Na
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ovom mjestu, u numeri¢ckim metodama, uvijek se samo po sebi postavlja jedno te isto pitanje.
Ako je specifiéna iteracija izracunata, koliko je ona udaljena od ta¢nog rjesenja (¢,7). Da li da
racunamo jo§ iteracija. Ako je unaprijed propisana tacnost koju treba postiéi, da li posljednje
izracunato zadovoljava. O ocjeni greske govoricemo generalno, nezavisno od toga koja norma
se ima u vidu, tako da se ovo §to slijedi odnosi 1 na jednu i1 na drugu prethodnu teoremu.

Kraj skalarnih oznaka. Vracamo se dakle na vektorske oznake, jer nam je tako za ubuduce
pogodnije.

Jednu formulu za ocjenu greske ve¢ imamo. Iz Banahove teoreme, njen dio (3), tamo pise:

k k

(e, €) < 1q p(zV), 20 (ﬂi |z® —¢|| < 1q |2 — w(O)H) : (1)
—q —q

Ponovimo osnovni koncept iz numeri¢ke. Rastojanje izmedu pribliznog z* i taénog ¢ jeste
upravo greska priblizne vrijednosti. Ako poslije tog rastojanja pise < onda je to upravo formula
za ocjenu greske. Vazno je da broj koji dolazi poslije znaka < moze da bude izracunat efektivno.

Da bi se ova formula upotrebljavala, samo je treba konkretizovati. U njoj se pojavljuje
“opsta” metrika p. A mi radimo po normi sa indeksom 1 ili po normi sa indeksom oco. Ako je
norma sa indeksom 1 onda p ima svoj sljedeé¢i konkretni izraz, itd.

Pogledajmo formulu (1). Kojim tempom opada greska kada se ide sve dalje u aproksima-
cionom nizu {z®™}? Kolika je brzina konvergencije metode proste iteracije? Veli¢ina p(z®), ¢)
tj. greska(z*¥)) ocjenjuje se brojem ¢* puta jedna konstanta koja ne zavisi od k. A greska(z(*+1))
se ocjenjuje sa ¢*t! puta ona ista konstanta. Prilikom prelaska od jedne iteracije na sljedeéu,
doslo je do mnozZenja ocjene za gresku sa brojem ¢ < 1. Mozemo reéi da se greska na svakom
koraku mnozi sa ¢q. U vezi toga, kaze se da metoda proste iteracije ima prvi (linearni) stepen
ili red ili brzinu konvergencije.

Postoji jos jedna formula za ocjenu greske. Upravo, vazi sljedeca nejednakost:

q 4
p(z®),¢) < fqp(w(k),x(k ). (2)

Dokazimo ovu nejednakost. Po aksiomi trougla imamo da je
p(z™,€) < p(a™, 2ETV) 4 p(a®Y, ¢) =
(s obzirom da je g(z*F~1) = z®) g(z®*)) = 2*+1) § g(&) = ¢)

p(g(z* 1), g(z™)) + p(g(z™), 9(€)) < qp(z*1,2®)) + gp(z*), ¢).

Spajajuéi pocetak p(z™®), €) i kraj gp(z*~, 2®) + gp(=®), €), odmah dolazimo do formule (2).
U prakticnom radu, za ocjenjivanje greske, bolje je da se koristi formula (2) nego formula
1). Formula (2) daje precizniju ocjenu za gresku. Buduéi da se oslanja na novije iteracije
£®*=1 1 %) a ne na polazne (@ i 2.
Iskoristimo jo§ formulu (2). Da li razlika izmedu dvije posljednje izrac¢unate iteracije moze
da posluzi kao ocjena greske posljednje iteracije? Moze ako je ¢ < 1/2. Zaista, ¢ < 1/2 =
p(z® &) < p(z®), 21, Preko norme: ako je ¢ < 1/2 onda je ||z*) — ¢]| < ||z — z*=1)||.

O slucaju n =1

Korisno je da se posebno pogleda jedno—dimenzioni slucaj, tj. sluc¢aj jedne nelinearne
jednacine © = p(z) sa jednom nepoznatom z. Treba se uvjeriti da ¢ preslikava izvjesni odsjecak
[a,b] u taj isti odsjecak. I da vazi |¢'(z)| < ¢ < 1zaz € [a,b]. Za ocjenu greske koristiti formulu
(2): [+09 — €] < 12 ]2 — o=D] Ocito je pla, B) = Ja — f].
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REZIME o metodi proste iteracije u jedno-dimenzionom slu¢aju. Zelimo da nademo rjesenje
jednacine oblika z = ¢(z). U nastavku se ponavlja teorema koja je ve¢ dokazana ranije, samo
$to su oznake malo prilagodene.

Teorema. Razmotrimo funkciju ¢ € C'[a,b]. Neka su ispunjeni uslovi: (1) akojea <z < b
onda je a < ¢(z) < bi(2) postoji ¢ takav da je |¢'(z)] < ¢ < 1zaa <z <b. Definidimo niz
brojeva {x,}22, sa z,11 = @(z,) zan > 0, gdje zo € [a,b]. Tada vazi: (1) jednaéina z = p(z)
ima jedinstveno rjefenje na odsjecku [a, b[ (oznacimo ga sa £) i (2) im0 @, = €.

Dokaz teoreme. Po Lagranzovoj ¢(as) — ¢(a1) = ¢'(8)(as — a1) gdje je a1 < B < az =
[p(az) — plan)| = [@"(B)] - |z — eu| < glas — aul.

Kako ¢: [a,b] — [a,b] 1 zg € [a,b] to z,, € [a, ] za svako n.

Dokazimo da je {z,} Kosjjev niz. Imamo |z,+1 — .| = |@(2n) — @(Tn-1)| < qlEn — Tp1].
Slicno |Tpts — Toy1| = |@(Tnt1) — @(2n)| < qlTny1 — ©0]| < @Plon — Taeq]. Itd. Isto tako
|Tstp — Trtp—1| < ¢°|Tn — Tn_1]. Na isti nacin se dokazuje i |z, — z,_1| < ¢"7!|z1 — 2o|. Ukupno

|:En+p - $n| = |wn+p - $n+p—1 —I' cee —I' $n+2 - :Bn+1 —I' $n+1 - $n| S

Tty — Tnpo1]| T - 4 [Tagz — Togt| + [Tng1 — o] < (@@ + ..+ @+ @)|mn — Tpey| <

|:Bn_$n—1| S 1
1—gq 1—gq

(q+a*+..)|en —2ny| = |z; — zo] — 0 kad n — oo

bez obzira na p > 1.

Buduéi da je metricki prostor kompletan, to je niz {z,} i konvergentan i odmah uvodimo
oznaku X = lim, oo @y Iz a < 2z, < bzasvakon = a < X <b. Iz 2,41 = @(z,) slijedi
X = lim, o ¢(z,) 1 dalje slijedi (buduéi da je ¢ neprekidna funkcija) X = ¢(X). Znaéi X = £.
Ne mogu postojati dva rjesenja & 1 & jer bi tada bilo ¢(&1) = &, ¢(&) = & 1 (za neko 3)
&2~ &1] = lo(&) — p(&1)] = |¢'(B)|- |t — ] < qlés — &1| a mamo da je q < 1. Dokas je zavrien.

Vazi nejednakost (za ocjenn greske) |z, — | < & |21 — o| za svako n. Isto tako, [z, — [ <
1qTq|£Bn — &,_1| za svako n.

Dokaz druge nejednakosti:

|20 = &| < [2n — nga| + |21 — &l = lo(zno1) — @(2n)] + () — (§)] <

glons = ool +qlza — €] = (1= g)lon— € < glons—2a| [:(1-q)
Dokaz prve nejednakosti:
2

q q
|$n - $n—1| < —|(10 Lp—1) — P\Lp_2 | < |$n—1 - :Bn—2| =
L fploas) ~ o)l < 1o

q

. <

2 3 n

[ 10(n2) ~ p(zas)| < T frn —wns S S T

|$1 —330|

Jasno, po Lagranzovoj teoremi imamo p(as) — (1) = ¢'(B)(a2 — a1) gdje je B = a1 +
f(az — 1) zaneko 0 < § <1 = |p(az) — ¢(a1)| < glas — 1] za bilo koje oy, as € [a, b].

Primjer. Razmotrimo jednac¢inu # = /1 + = na odsjecku 1 < z < 2. Nacrtati odgovarajucu
sliku, nacrtati grafik funkcije y = /1 4+ = na dijelu 1 < =z < 2, kao 1 pravu y = =. Stavimo
¢(z) = v/1+ z. Data jedna¢ina ima na tom odsjecku jedinstveno rjeSenje, rjesenje moze da
bude nadeno po metodi proste iteracije (sa proizvoljnom precizno§éu). Zato §to su ispunjeni
uslovi teoreme od malocas. Zaista, 1 < 2 < 2 = /2 < p(z) < v/3, odnosno funkcija ¢ prevodi
odsjec¢ak [1,2] u samog sebe. Pored toga, ¢'(z) = ﬁ, pa je |¢'(z)| < 3 za z € [1,2]. Imamo
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da je ¢ = % Radeéi preciznije, mozemo pisati da je g = 21% Kao zg uzme se bilo koja tacka
odsjecka [1,2], recimo stavimo da je g = 1,5. Zatim redom ra¢unamo po formuli z,; =
v/1+ z,. Proces ée da konvergira dosta dobrim tempom zato $to je koeficijent kontrakcije g
manji od jedne polovine. Imamo da je lim, o z, = £, gdje je € = (1 ++/5)/2 = 1,61803.

Kontrakcija: mali primjer: as —a; = 2 -1 =1, p(as) — p(aq) = 1,73 — 1,41 = 0,32,
q=1/2v/2=0,35.

Uopste, kada treba rijesiti jednacinu npr. £ = 4/1 4+ z, mi prvo nacrtamo dva grafika y = =
1y = +/1 4 z1vidimo gdje se krive sijeku. Tako odredimo otprilike gdje ima rjesenja, to je tzv.
lokalizacija rjeSenja. Odredimo [a,b]. Jednacina = ¢(z) = dva grafika y =z iy = ¢(z).

Kako postiéi da uslov kontrakcije bude ispunjen?

Buduéi da se radi o numerickoj, dosadasnja prica ne vrijedi puno ako se ne da neko uputstvo
o pogodnom nacinu transformacije iz polaznog oblika f(z) = 0 u oblik z = g(z). O izboru
g. Uputstvo koje slijedi ne garantuje da se uvijek moze uspjesno primijeniti metoda proste
iteracije, ali u mnogim slucajevima omogucéuje.

Pogledajmo prvo na primjeru, ovdje je n = 1. Neka se trazi rjesenje jednaéine z = ¢(z) na
nekom odsjecku [a,b]. Neka smo za prvi izvod funkcije ¢ na tom odsjecku ustanovili da vazi
4 < ¢'(z) < 6. Ovo vrlo slabo izgleda sa stanovista primjene metode proste iteracije. Medutim,
polazna jednacina je ekvivalentna sa x = %ﬂ. Izvod funkcije sa desne strane %ﬂ krece se
oc¢ito izmedu 2.5 1 3,5. Izgleda nam da se nekako moze podesiti da se izvod desne strane krece
izmedu —q1i g, sa g < 1.

Uopste, jednadina © = ¢(z) otito je ekvivalentna sa jednacinom z + Az = ¢(z) + Az tj.

r = %. Ovdje je A bilo koja konstanta, samo da je # —1. Veza izvoda funkcije ¢(z) i
funkcije q”(f):)\)‘m je ocita. Koliko je najbolje da se izabere A u primjeru od maloprije? Uspjesnost

primjene ovog tzv. A-postupka zavisi od toga — koliko jasnom informacijom o ponasanju izvoda
. , . . .. . . . SN

¢’ raspolazemo. Tako da ée se sukcesivne aproksimacije racunati po formuli zj,; = %.

o(z)+rz
1+X

Izlozimo ovo uputstvo u slucaju n = 2. Neka polazni sistem glasi

Drukéije se moze reéi: neka funkciju oznacavamo odsad kao p(z).

a(z,y) =0, b(z,y) = 0;

opet skalarne oznake. Ovaj sistem moze ocito da se zapise u drugom obliku kao:

=+ aa(z,y)+ pb(z,y), y =y +ya(z,y) + 0b(z,y).

Samo treba da bude ad — By # 0. Tako da ¢e drugi oblik posluziti za formiranje iterativnog
niza. Konstante a, 3, v 1 d biraju se pogodno tj. biraju se tako da prvi parcijalni izvodi funkcije

z + aa(z,y) + Bb(z,y) i funkcije y + ya(z,y) + 6b(z,y) budu bliski nuli.
4.3. NJUTNOVA METODA

Uvod. Neka je F nelinearno preslikavanje i neka se razmatra jednacina F'(z) = 0, da li ima
rjesenja, kako naéi to rjesenje. Preslikavanje F' moze da dejstvuje u R (to znacida F: R — R)ili
da dejstvuje u R” ili da dejstvuje u opstem konacéno- ili beskona¢no—dimenzionom normiranom
prostoru (Banahovom prostoru) X. U prethodnom naslovu smo vidjeli da za ovaj zadatak moze
da posluzi metoda proste iteracije, zasnovana na Banahovoj teoremi o nepokretnoj tacki. U
ovom naslovu ¢emo vidjeti da za rjeSavanje jednacine F(z) = 0 moze da posluzi druga jedna
metoda — Njutnova metoda. Ova se metoda jo§ naziva i metoda tangente, vezano za njenu ideju
1 za njeno geometrijsko tumacenje, kao §to ¢emo vidjeti. Mozemo reéi da je metoda tangente
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(Njutnova metoda) vezana za sami pojam prvog izvoda nekog preslikavanja (u nekoj tacki). U
smislu da je izvodno preslikavanje — ono linearno preslikavanje koje, medu svim moguéim line-
arnim preslikavanjima, ostvaruje najbolju aproksimaciju polaznog (nelinearnog) preslikavanja
(u odredenoj tacki). O znacaju ove dvije metode, metode proste iteracije i Njutnove metode,
moze se suditi ve¢ po velicini dvojice matematicara Banaha 1 Njutna. Ovo su dvije glavne
metode za numericko rjesavanje jednacine F(z) = 0, jednaéina — u Banahovom prostoru. Isto
tako, ovo su dvije glavne metode za bilo kakvo (teorijsko) ispitivanje jednacéine F(z) = 0, u
funkcionalnoj analizi, u teoriji operatora. Sto se tice Njutnove metode, Njutn je ovu metodu
razvio za slucéaj F: R — R. Kasnije je ova metoda uopstena za slucay F: R* — R". Kasnije
je ovu metodu dalje uopstio ruski matematicar L. Kantorovi¢ na slucéaj F: X — Y, X 1Y -
Banahovi prostori.

Pogledajmo prvo slu¢aj F: R — R. Dakle, neka je F' (nelinearna) realna funkcija realne
promjenljive, tj. F: R — R ili F: [a,b] — R. Treba odrediti pribliznu vrijednost (jednog)
rjeSenja jednacéine F(z) = 0. Ideja Njutnove metode i njene glavne osobine lijepo se vide na
ovom jednostavnom slu¢aju jedne nelinearne jednacine sa jednom nepoznatom. Pripremni korak
za primjenu Njutnove metode jeste lokalizacija korijena jednacine, nule funkcije F'. Sprovodenje
ovog pripremnog koraka nije vezano za samu Njutnovu metodu, vrsi se na isti naé¢in kao u
slucaju metode proste iteracije. Naravno da je bolje sto je polazni odsjecak [a, b] za koji smo
sigurni da sadrzi trazeni korijen — §to kra¢i. Do tog polaznog odsjecka dolazi se tako sto se
vrijednosti funkcije F' u nekoliko tacaka izracunaju, pa se vidi gdje dolazi do promjene znaka
funkcije. Mozemo neku tacku zq polaznog odsjecka [a, b] smatrati pocetnom aproksimacijom.
Tacno rjesenje razmatrane jednacéine oznacavacemo kao X; dakle, vazi F(X) = 0.

Lo b

Slika 3

Vidi sliku 3. Prikazan je grafik jedne neprekidne funkcije y = F(z) na dijelu a < 2 < b.
Prikazano je da funkcija F' u krajnjim tackama odsjecka ima vrijednosti koje se razlikuju po
znaku, F(a)- F(b) < 0. U lijevom da je recimo negativna a u desnom kraju da je samim tim
pozitivna. Zato jedna¢ina F(z) = 0 ima bar jedno rjefenje X. Prikazano je da je F' strogo
monotona funkcija na odsjecku [a, b], da je rastuéa, njen prvi izvod je pozitivan. Zato je rjesenje
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X jedinstveno. Jo§ je prikazano da funkcija raste sve brze 1 brze kako se kreéemo po z—osi; ovo
znali da je F”(z) > 0 na pomenutom odsjecku. Na slici je prikazana i poéetna aproksimacija
©o. Zapaziti da je tacka zq desno od tacke X. Zato je F(zo) > 0. Mogli smo da uzmemo i
zo = b. Kako naéi neku aproksimaciju za X bolju od z¢? Nacrtajmo i grafik tangente y = G(z)
na krivu y = F(z) u tacki # = zo. U maloj okolini tacke & = zq, odgovarajuce vrijednosti F'(z)
i G(z) su bliske jedna drugoj. U blizini tacke & = z¢ jedan i drugi grafik se skoro poklapaju.
Govoredi drukéije, neka je F/(z) predstavljena po Tejlorovoj formuli. I G(z) takode. Nulti i prvi
sabirak jednog 1 drugog predstavljanja, razvoja se poklapaju. Tek na drugom sabirku, koji ima
(z — z0)?, pojavljuje se razlika. Drugim rije¢ima, vazi F(zo) = G(zo) 1 vazi F'(zo) = G'(0).
Na primjer, jednalina tangente na krivu y = 5 + 4z + 3z% u tacki z = 0 glasi y = 5 + 4z.
Kriva y = F(z) sijece z—osu u tacki X. Kriva (ustvari prava) y = G(z) sijeCe z—osu u jednoj
tacki; oznacimo tu tacku sa z;. Upravo #; uzimamo za bolju aproksimaciju korijena X. Da je
tangenta bila postavljena u tacki zqg < X onda bismo se radeéi ovako udaljili od X a ne priblizili
X. Ako y = F(z) nije monotona onda se grafik funkcije i grafik tangente razidu. Sli¢no ako
F' nije monotona funkcija. Kako dobiti jo§ bolju aproksimaciju z,? Istim postupkom. U
tacki © = ; postaviti tangentu na y = F'(z) i odrediti presje¢nu tacku te tangente i z—ose; ta
presjecna tacka jeste upravo z,. Ako crtez dopunimo, ako na njemu prikazemo, izvedemo jos i
tacke x5 1 3, sticemo utisak da je x, jo§ puno blize tacki X, a da se z3 skoro poklapa sa X.
Ispostaviée se da je ovaj utisak ispravan, vidi kasnije formule. Upravo, tempo konvergencije
Njutnove metode od iteracije do iteracije u nizu iteracija nije stalan, veé se povecava kako se
ide dalje u tom nizu, dolazi do ubrzanja. Na redu je mali i jednostavni ra¢unski dio izvodenja,
konstrukcije Njutnove metode (za slu¢aj F: R — R). Treba nadi izraz za z; preko z,. Istog
oblika ¢e naravno biti i izraz za xp,1 u zavisnosti od .

Jednacina tangente y = G(z) glasi y — F(z¢) = F'(zo)(z — zo) (jednaéina prave kroz jednu
tacku) ili y = F(zo) + F'(zo)(z — zo). Receno je da éemo rjeSenje jednacéine G(z) = 0 tj.
F(zo) + F'(zo)(z — #9) = 0 da oznalimo sa ;. Nalazimo da je z; = zo — F(z0)/F'(z0).
Zapaziti da razvoj funkcije y = F(z) po Tejlorovoj formuli u okolini tatke & = zo sa ostatkom
koji sadrzi drugi izvod glasi F(z) = F(zo) + F'(zo)(z — o) + O((z — x0)?). Veé znamo da se
svaki novi ¢lan aproksimacionog niza dobija na osnovu prethodnog po istom $ablonu, u zj se
postavi tangenta, gleda se njen presjek sa z—osom. Dakle, zj11 = z, — F(xr)/F'(z1).

Teorema (o dovoljnim uslovima za konvergenciju Njutnove metode). Neka su ispunjeni
sliedeéi uslovi: F € C?%a,b]; F(a)- F(b) < 0; F'(z) je konstantnog znaka na [a, b] (ovo znadi
sljedeée: vazi da je funkcija F’ pozitivna na ¢itavom odsjecku [a, b] ili vazi da je F'(z) < 0
za svako © € [a,b]); funkcija F" ima stalni znak na cijelom odsjecku [a,b]; tacka zq iz [a, b]
izabrana je tako da bude F'(zo) - F"(zo) > 0. Neka je niz brojeva {z;} definisan sa:

_ F(z)

Tr41 = T

za k > 0. Tada jednalina F(z) = 0 ima jedinstveno rjesenje na [a,b] (ozna¢imo ga sa X). I
vazl da z;, — X kad k — oo.

Dokaz. Iz F(a)- F(b) < 01 F’ je stalnog znaka slijedi postojanje i jedinstvenost rjesenja X.
U zavisnosti od toga kakvog su znaka F'(z) i F"(z) moguéa su Cetiri slucaja, i to: 1) F' > 0,
F'">0,2) FF >0, F' <0,3) FF <0, F'">01i4) F' <0, F" < 0. Mi ¢éemo sprovesti
dokaz za prvi sluc¢aj. Za ostala tri slucaja, dokaz je slican. Dakle, imamo okolnosti kao na
slici. Prvo. Vazi da je @, > X za svako k > 0 (zapaziti odmah da je ovaj uslov ekvivalentan
sa uslovom F'(zp) > 0). Dokazuje se indukcijom. Imamo da je o > X jer je F"(z) > 01
F(xzo) - F"(z9) > 0. Ako je z, > X onda je i x5 > X. Zaista, geometrijski, gledajuéi od
tacke * = xo unazad, tangenta opada brze od funkcije, pa ¢e tangenta presjeci z—osu prije nego
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vees

preko drugog izvoda. Drugo. Niz {1}, je monotono opadajuéi, tj. vazi da je z41 < zp za
k > 0. Zaista, xpy1 — @ = —F(x)/F'(21), pri ¢emu je F(zr) > 0 (malocas je pokazano), a
F'(z),) takode > 0 (definicioni uslov prvog slucaja). Treée. Taj niz je konvergentan, buduéi
da je monoton i da je ogranicen (svi njegovi elementi su veéi od X). Oznacimo sa § grani¢nu
vrijednost ovog niza {zp}. I ¢etvrto. Na relaciju (1) primijenimo operaciju kh_}rrolO Niz {zs41} je
podniz od {z}, pa i on tezi ka £. Funkcija F' je neprekidna pa vazi kh_}rglo F(ay) = F(kll_{glo Tr).
Tako da vazi sljedeée: £ = & — F(§)/F'(€). Kako & € [a,b] to je F'(§) # 0. Dakle, F(¢) = 0.
Zmaci da je ¢ = X. Dokaz je zavrsen.

Teorema (o ocjeni greske). Vazi sljedeéa nejednakost koja nam sluzi kao formula za ocjenji-

vanje greske: greska(zy) =

| X — x| < 2]\/1721(561@ —zr_1)’
za svako k > 1. Ovdje je m; ma koji broj za koji vazi m; < |F'(z)| za svako z € [a,b]. A M,
je bilo koji broj koji zadovoljava uslov |F"(z)| < M, za z € [a,b].

Ova teorema predstavlja nastavak prethodne teoreme, pa od nje preuzima oznake 1 uslove.
Naravno da se moze reéi da je mq (ta¢ni) infimum (a ne bilo koja njegova ocjena sa donje strane)
od |F'(z)]. Broj m; > 0 sa ovim svojstvom sigurno postoji, jer je F'(z) # 0 i F' neprekidna i
[a, b] kompaktan. Slicno se moze reéi da je M, supremum modula drugog izvoda.

Dokaz. Razvijmo funkciju y = F(z) po Tejlorovoj formuli u okolini tatke z = z_; do
drugog 1zvoda:

F(2) = Flors) + F'(ers)(@ — zis) + F'(a) (o — 211)"/2.

a zavisi od z. Iskoristimo ovaj razvoj za © = z: F(xi) = F(or—1) + F'(zp-1)(r — 2p-1) +
F"(a)(z, — 1—1)?/2, a je neka tacka izmedu zp_q 1z, |F"(a)| < M. Izraz F(zp_1) +
F'(2g_1)(2r — zr—1), linearni dio Tejlorovog razvoja, jednak je u ovoj situaciji nuli; geometrijska
definicija prvog izvoda, definicija metode tangente. Tako da se ranija formula svodi na F'(zy) =

F"(a)(zr — zr—-1)?/2. Slijedi da je

P < 5 on — ) )

S druge strane imamo: F(zy) = F(z) — F(X) = F'(8)(zx — X), Lagranzova teorema. Slijedi
da je |F(zx)| = |F'(B)| - |zx — X|, |F(zr)| > m1|zr — X| ili svejedno

| (20)]

m,

|11k—X|§

(3)

Zapaziti usput da se i posljednja relacija (3) moze smatrati jednom formulom za ocjenu greske,
za ocjenu udaljenosti nekog broja z; od nule X funkcije F', kao i da izvodenje te relacije nije
zavisno od Njutnove metode, pa se ta relacija moze koristiti za Njutnovu metodu a i1 za druge
metode. Kombinovanjem (2) i (3) imamo |z — X| < m% . %(mk — z_1)*. Dokaz je zavrsen.
Nabrojimo sada éetiri glavne karakteristike 1)-4) Njutnove metode. 1) Red ili brzina konver-
gencije Njutnove metode je drugi (kvadratni). Ovo je glavni kvalitet Njutnove metode! Znamo
da metoda proste iteracije ima (samo) prvi red konvergencije. Pogledajmo, da se uvjerimo,
formule koje izrazavaju gresku(zy) preko razlike izmedu dvije susjedne aproksimacije, u slu¢aju
jedne i druge metode. Kod metode proste iteracije bilo je ||§ — x| < const - ||zp — zp_1]|-

A kod Njutnove metode je ||§ — zx|| < const - |zr, — zr_1||*; v. posljednju teoremu, ovdje je
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const = 2]‘4721 2) Za uspjesnu primjenu Njutnove metode potrebno je da raspolazemo dovoljno
dobrom pocetnom aproksimacijom zo. Mozemo reéi da ovaj iskaz vazi 1 kada je rije¢ o metodi
proste iteracije. Ipak, za Njutnovu metodu, ovaj zahtjev je nekako izrazeniji. 3) Da bi Njutnova
metoda konvergirala treba da |F’| bude odvojen od nule. Ili svejedno, treba da |F’|~! bude
ogranicena veli¢ina. Zaista, v. pokazatelj m; iz prethodne teoreme. I 4) da bi Njutnova metoda
konvergirala, treba da |F"| bude odvojen od +oo (tj. da bude ogranicen). Zaista, v. M.

Za Njutnovu metodu u slu¢aju jedne dimenzije drukéije se kaze da je metoda tangente.

Prelazimo na sluéaj n = 2, sistem od dvije nelinearne jednacine sa dvije nepoznate, F: R? —
R?* F(z) = 0. Neka bude F = (Fy,F,) gdje Fi: R** — R i Fy: R* — R i neka bude
z = (z1,2) € R?. Mi trazimo priblizno rjeSenje sistema Fi(z1,z2) = 0, Fy(zy,z2) = 0.
Dopustimo da veé raspolazemo pocetnom aproksimacijom zg = (%10, %20). Kako odrediti
iduéu aproksimaciju (11, #21)? Mi funkcije F; i Fy razvijemo u Tejlorov red u okolini tacke
(z1,22) = (%10, Z20). Zatim od ta dva Tejlorova reda zadrzimo samo nulti i prvi sabirak, a sve
ostale sabirke odbacimo. Drugim rije¢ima, izvrsimo linearizaciju funkcija Fi(z1, 22) 1 Fy(21, ©2).
Umyjesto da rjeSavamo dati sistem Fy(z1,22) = 0, Fo(z1,22) = 0, ¢jim bismo rjefavanjem nasli
tacni korijen X = (Xi,X32), mi rjeSavamo priblizni linearizovani sistem, ¢ije rjesenje i jeste
iduéa aproksimacija k = 1. Na slican nacin se od k—te aproksimacije zy = (%11, Z21) prelazi na
(k4 1)—vu (&1 41, Z2k+1). Napisimo odgovarajuée formule. Nulti sabirak Tejlorovog reda ima
vrijednost funkcije (u tacki u kojoj se razvoj visi), recimo Fy(z1j,s). A prvi sabirak ima,
u sluc¢aju funkcije od dvije promjenljive, prvi parcijalni izvod po prvom argumentu (sracunat
u tacki u kojoj se razvoj vrsi) puta prira§taj prvog argumenta plus prvi parcijalni izvod po
drugom argumentu puta prirastaj drugog argumenta. ”Ta¢ni” nelinearni sistem, ¢ije je rjesenje

(z1,29) = (X1, X>), glasi:
{ Fl(ilil,illg) = 0

Fg(:l?l, 2132) = 0

t.

0F1(1171k7132k) 0F1($1k7$2k)

Fi(21p, 2r) + E (21 — @) + E (g — o) +...=0
1 2
OFs(x1, @ OFs(xqy, x
Fz(il?lk,iﬂzk) %(ﬂﬁ - 5131k) + %(iﬂz - isz) +...=0
1 2

A odgovarajuéi priblizni, linearni sistem, ¢ije je rjeSenje (21, @) = (%1 k1, T2 p41), glasi:

5F1($1k7$2k) 3F1($1k,$2k)

F1($1k7 fsz) O (501 - fBlk) o (iBz - $2k) =0

1 2

OFs(z1s, OFs(z1x,
Fy(x1k, Tar) + %(iﬂl — Z11) %(iﬂz —g) =0

1 2

ili
6F1($1k7$2k) 0F1(131k7$2k)
F1($1k7$2k) n Ox, Oxs R B T U 0
FQ(JBlk, ZBQk) 0F2($1k7 1:21::) 6F2(w1k7 1:21::) L9 — Tof N 0
(92131 (92132

Posljednje se moze napisati u obliku
F(zg) + F'(z)(z — z1) = 0,
gdje se pojavljuje (Jakobijeva) matrica F'(zy) prvih izvoda preslikavanja F. Ve¢ je receno da

rjesenje jednacine F(zp) + F'(zp)(z — zp) = 0 jeste iduéa aproksimacija ¢ = zpy1. Mozemo
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pisati da vazi F(zy) + F'(zp)(zre1 — 1) = 0. Da se ovo rijesi, pomnoziti sa lijeve strane sa
(F'(z1))~!. Linearni sistem se lako rijesi, vektor z;4; moze efektivno da se izra¢una. Vidimo da
u racunanju treba izvrditi inverziju matrice F'(zy), to je jedna matrica oblika 2 x 2, a pojavljuje
se uslov Ay, = det F'(zr) # 0. Napisimo najzad formule koje odreduju iduéu aproksimaciju

LTrt1 = ($1,k+1, $2,k+1)3

@F1($1k7132k) @F1($1k7$2k) 0F1($1k7132k)

Fi(z1k, zar,)

_ 61111 @112 _ 6:112
Ap = @Fz(iﬂmaiﬂzk) 8F2($1k7$2k) ’ A = F (:c . ) 0F2($1k,1¢2k) ’
6131 0$2 2\ L1k, L2k 6112

OF(z1p, Top)

A 92, Fl(:lzlk, iltzk) { B jy1 = Trp — Alk/Ak
2k = OF. ’ — _
2(;;}67 Clizk) Fz(iﬂlk, il;zk) Tok+1 = T2k Agk/Ak
1
Ovdje je k = 0,1,.... Time je ¢itav niz aproksimacija {(Z1g, Tax)}re, definisan. Da li ovaj

niz konvergira ka korijenu X = (X1, X5)? Dovoljni uslovi za konvergenciju i formula za ocjenu
greske bice dati kasnije, u opstem slucaju, za Banahov prostor.

Sada nekoliko rijeéi o slucaju bilo kakvog n > 1. Ovaj slu¢aj se skoro ne razlikuje od slucaja
n = 2. Sada je F: R* — R", jednacina (sistem od n nelinearnih jednaéina sa n nepoznatih)
glasi F(z) = 0, ovdje o¢ito # € R", 0 € R™, ta¢ni korijen sistema oznaci¢emo kao X, ocito
X € R". Za komponente se uvode obi¢ne oznake, F = (Fy,...,F,), © = (21,...,2,). Za
preslikavanje F' se pretpostavlja da je definisano u éitavom prostoru R™ ili da je definisano u
nekom podskupu A tog prostora R™. Takode se pretpostavlja da je to preslikavanje neprekidno—
diferencijabilno. Izvod F'(z) ovog preslikavanja ¢e se pojaviti u ra¢unanju. Znamo da je F'(z)
jedna matrica oblika n x n, njeni elementi izrazavaju se preko prvih parcijalnih izvoda funkcija

F; (jasno da je F;: R* — R). Znamo da je F'(z) = [8?7;:3)] Ako je tacka x fiksirana onda

i lij=1
je matrica F'(z) konstanta. Prelazimo na izvodenje formulzz, koje definisu Njutnovu metodu
(treéi put ih izvodimo). Neka u datom trenutku raspolazemo k—tom aproksimacijom zj tac¢nog
rjesenja X. Jednacina koja se rjesava glasi F/(z) = 0. Izracunajmo F(zp) i F'(z). Pomoéu
ove dvije veli¢ine moze dobro da se procijeni F(zj 4+ 1) u okolini tacke zg, tj. kada je n mala
veli¢ina, kada je ||n|| mali broj, ima se u vidu neka norma u prostorn R", recimo || ||o. Greska
kod ovakve procjene je reda o(||n||). Ako je F' dvaput neprekidno—diferencijabilno preslikavanje
onda greska iznosi O(||n||?). Tako, vazi da je F(zi,+n) = F(zx) + F'(z)n + o(||n||). Napisimo
sljedeéu jednacinu: F(zy) + F'(z)n = 0 tj.

F(:Ek) + FI(:Bk)(ZBk_|_1 — :Bk) = 0. (4)

Dovoljan uslov da jednacina (4) po nepoznatoj zp4; ima rjeSenja jeste da je linearni operator
F'(z1) invertibilan tj. da je matrica F'(zy) regularna (det F'(z;) # 0). Tada rjeSenje glasi:

L4l = Tl — (Fl(il?k))_l . F(:Ek), k= 0, 1, e (5)

Time je rac¢unski algoritam za Njutnovu metodu u slucaju R™ opisan. Vidimo da na svakom
koraku treba da se izvri inverzija jedne (konkretne, za taj korak) matrice oblika n x n. Dovoljni
uslovi za konvergenciju i ocjenu greske bice dati u nastavku, za opsti slucaj Banahovog prostora

X.
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Postoji 1 tzv. modifikovana Njutnova metoda. S jedne strane, tokom numericke realiza-
cije Njutnove metode najvise (ra¢unarskog) vremena se tro§i na ra¢unanje inverznih matrica
(F'(z1))~'. S druge strane, obi¢no se te matrice dobro stabilizuju poslije ve¢ malog broja
iteracija. Modifikacija se sastoji u tome da se pocev od neke iteracije pa nadalje, recimo poslije
pete iteracije, vise ne ra¢unaju inverzne matrice (F'(zg))™", (F'(z7))™", ..., nego da se one u
ra¢unskom procesu zamijene sa (za njih pribliznom vrijednoséu) (F'(zs))~*. Ipak, modifikovana
Njutnova metoda ima slabiji stepen konvergencije (prvi) od Njutnove metode (drugi stepen).

Prelazimo na izlaganje Njutnove metode u opstem slu¢aju. Neka su X 1 Y dva Banahova
prostora (realna), u njima se norma oznacava redom kao || ||x 1 || ||y, moguée je da se X i
Y poklapaju. Vidimo da X oznacava i prostor originala i trazeni korijen jednacine, ali se te
dvije stvari ipak upadljivo razlikuju. Neka je F' (nelinearni) operator, F: X — Y. Razmot-
rimo jedna¢inu F(z) = 0. Prethodno uvedimo pojam izvoda (nelinearnog) preslikavanja F' (u
odredenoj tacki). Preslikavanje F' djeluje iz jednog Banahovog prostora u drugi. Ovaj pojam
predstavlja uopstenje pojma izvoda preslikavanja F: R* — R". Ovdje se uvodi tzv. pojam
jakog izvoda ili izvoda po FreSeu. Za linearni operator P: X — Y (ako takav operator P
postoji) kazemo da predstavlja izvod operatora F' u tacki = ako vazi sljedeéa jednakost:

|F(z+n) — F(z) — Pnl|ly = o(|ln|]lx) kad |[n||x — 0;

odsad ¢éemo umjesto P pisati F'(z). Dalje, konstrukcija Njutnove metode u ovom slucaju
poklapa se sa maloprije uradenim izvodenjem te metode u slu¢aju X =Y = R", formule (4) i
(5). Ocito se pretpostavlja da F'(z) postoji i da (F'(z))~* postoji.

Neka su za neke konstante a > 0, a; < +00 1 a3 < 400 ispunjena sljedeca dva uslova:

J(F/ ()M < a3 7w € Qu = {a: |1z — Xx < a} (®
(na lijevoj strani znaka < je norma operatora) i

|F(Uh) = F(Uz) — F'(Us)(Ur = Us)ly < as||Us — Us|k za Ur, Uz € Qa. (7)
1

Uvedimo oznake ¢ = a1a2 1 b = min {a, — .
c

Teorema. Ako su ispunjeni uslovi (6) i (7) i ako z € €2 onda Njutnov iterativni proces (5)
konvergira i vazi sljede¢a formula (za ocjenu greske):

1 2k
e = Xllx < = (ellzo — X||x) - 8)

Dokaz. Vidi sliku 4. Prvo. Svi @, pripadaju Q, = {z: ||z — X||x < b}, ovo éemo dokazati
indukcijom. Za k = 0 ovo je ispunjeno po uslovu teoreme. Treba izvrsiti indukeijski korak,
prelazak sa k na k + 1. Uzmimo da z;, € Q. Kada u (7) uvrstimo U; = X, U, = z; tada
imamo da je

|F(X) — F(ax) — F'(ax)(X — 2)lly < agflzr — X%
slijedi, buduéi da je F(X) =0, a za F(z) v. formulu (4),
I F'(21)(2rg1 — X)|ly < aoller — X%
slijedi, pomoéu (6),

[zker = Xllx < eller — X% (9)
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i dalje < cb® = (eb)b < b. Dobili smo da je ||zr11 — X||x < b odnosno da zpy; € Q5. Dokazano
je da svi elementi aproksimativnog niza {z;} pripadaju toj otvorenoj lopti. Ova okolnost je
prikazana na slici 5. Drugo. Dokazimo formulu (8). Uvedimo oznaku g, = ¢||zr, — X||x. 1z (9)
imamo da je qr11 < gi za svako k. Recimo, 1 < ¢2, q2 < ¢2, g3 < ¢2 pa na primjer slijedi da
je g3 < ¢5. Dakle, g5, < qgk, indukcijom. Dobili smo da je ¢||zr — X||x < (¢||zo — X|\X)2k, time
je (8) dokazano. I treée, posljednji dio dokaza teoreme. Posmatrajmo nejednakost (8). Buduéi
da je ¢||lzg — X||x < 1 to desna strana te nejednakosti — 0 kad k — oo. Zato i njena lijeva
strana — 0. Dobili smo da ||z; — X||x — 0 odnosno da z;, — X. Dokaz je zavrien.

Slijede razne dopune.

1. Vazno je istaéi da se u prethodnjoj teoremi pretpostavlja da rjesenje X jednacine F(z) =
0 postoji.

Lako se vidi da je rjesenje jednacéine F'(z) = 0 u lopti € jedinstveno. Zaista, dopustimo da
pored X postoji i neko drugo rjesenje Y (vazi F(Y) = 0). Uzmimo tada da je zo = Y. Po (5)
izlazi onda da jeiz; =Y, 2z, =Y, .... A u teoremi je dokazano da mora biti kh_)rrolo z, = X.

2. Uslov (6) govori da je prvi izvod odvojen od nule.

Uslov (7) odgovara uslovu: drugi izvod je odvojen od 4+o0o0. Na racun ovoga, znamo da
umjesto F(Uy) — F(Usz) — F'(Ux)(Uy — Us), u sluéaju F: R — R, mozemo pisati F"(a)(U; —
Usz)?/2.

3. U slu¢aju da je F: R* — R", ako funkcije Fi,..., F, (to su komponente od F) imaju
ograni¢ene druge parcijalne izvode onda je uslov (7) ispunjen, jer po Tejlorovoj formuli vazi:

Fiy) = Fi(x) 1 3o 200 stn),
Z;j

i=1

yi — ;) + O(lly — =|*),

i=1,...,n, = (21,....,2,), ¥y = (Y1, ., Yn). ;

U slucaju da je F': R® — R"™, konstanta as moze da bude izrazena preko ' Prethodno
Z;00

se treba opredijeliti za odredenu normu. Preciznije receno, korisno je napisati relacije koje

efektivno izrazavaju vezu izmedu as 1 drugih parcijalnih izvoda funkcija F;. Kao i vezu izmedu

OF;
a1 (F'(z))™* odnosno 9r;
T -
/ J— . & __________________________

X 'I
b
Y / / kY /
\ / \ «Thr1 /
AY / oL L
\ S - /
. .
~— e Slika 5

Prostor X, Slika 4,

X — tacno rjesenje
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5. NUMERICKE METODE ZA RJESAVANJE KOSIJEVOG ZADATKA ZA
OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

5.1. UVOD O KOSIJEVOM ZADATKU I LEMA O DVA RJESENJA DIFE-
RENCIJALNE JEDNACINE

Da se opise znacaj numerickih metoda za rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednacina do-
voljne su sljedece dvije recenice. Veéina procesa koji se proucavaju u fizici i uopste prirodnim
naukama opisuje se parcijalnim diferencijalnim jednacinama, a u jednostavnijim sluc¢ajevima —
obi¢nim diferencijalnim jednacinama. Veoma su rijetki sluc¢ajevi kada moze da bude odredeno
tacno ili egzaktno (ili analiticko) rjesenje diferencijalne jednacine.

U ovoj glavi razmatraju se numericke metode za rjesavanje pocetnog (Kosijevog) zadatka
za obi¢ne diferencijalne jednacine, pa formulis$imo zadatak. Dati su diferencijalna jednacina
y' = f(z,y)1pocetni uslov y(z9) = yo, nepoznata funkcija ili rjeSenje zadatka y = y(z) razmatra
se na odsjecku z-ose [a,b] = [zg, 2o + X]. Prilikom numerickog rjesavanja, pretpostavlja se da
rjesenje (da tacno rjeSenje) postoji, da je ono jedinstveno i da je ono jedna dovoljno glatka
funkcija. Ako f € C? onda y € CP*+.

Kroz svaku tacku oblasti prolazi samo po jedna integralna kriva diferencijalne jednacine.

Prilikom numerickog rjesavanja postavljenog zadatka, mi postavimo po z—osi mrezu ¢vorova
a=z9< @ <y <...<x, =19+ X =b. Oznadimo sa y; pribliznu vrijednost za broj y(z;)
tj. za vrijednost ta¢nog rjeSenja y = y(z) u ¢voru x = z;. Brojne vrijednosti {y;} , ¢ine nag
numericki odgovor, a razmatra se naravno i greska R; = y(z;) — v;.

Numericke metode za Kosijev zadatak za o. d. j. dijele se u dvije klase i to: a) jednokoracne
i b) visekoracne (k-koracne) ili diferencne. U slucaju a), priblizna vrijednost y; odreduje se
na osnovu priblizne vrijednosti y;_; koja je u datom trenutku veé odredena. U slucaju b),
y; se odreduje po nekoliko ranijih pribliznih vrijednosti, recimo da se odreduje po y;_4, ¥;_3,
Yi—2 1 y;—1 (tada je k = 4). Primjer numericke metode oblika a) jeste metoda Runge-Kuta.
Primjer numericke metode oblika b) jeste Adamsova metoda. Obiéno je mreza ekvidistantna
tj. ©; = xg + th,nh=b—a = X.

Od numericke metode se o¢ekuje da njena greska tezi ka nuli kada mreza ¢vorova na [a, b
postaje sve guscéa, odnosno kada broj ¢vorova neograniceno raste. Takode se ocekuje da greska
tezi ka nuli odredenim tempom, odnosno tezi ka nuli $to brze, kada n — oo, odnosno kada
h — 0. Razmotrimo jednu fiksiranu numericku metodu. Neka je mreza ¢vorova ekvidistantna
sa korakom A > 0. Definicija 1. Neka € [a,b] = [®o, 20 + X]|. Neka zp(z) oznacava pribliznu
vrijednost za y(z) dobijenu sa korakom h i neka bude Ry(z) = y(z) — zn(x). Smatramo da je
nh = b — a za neki cio broj » > 1. Za numericku metodu se kaze da konvergira u tacki z ako
vazi limp, 0 Rp(z) = 0. Definicija 2. Za numeri¢ku metodu se kaze da konvergira na odsjecku
[a,b] ako ona konvergira u svakoj tacki tog odsjecka. Definicija 3. Za numeri¢ku metodu se
kaze da ima red konvergencije s u tacki z ako vazi |Rp(z)| = O(h*) kad b — 0. Definicija 4.
Za numericku metodu se kaze da ima red konvergencije s na odsjecku [a,b] ako ona ima red
konvergencije s ravnomjerno u svim tackama tog odsjecka.

Zavrsavajuci uvod, metode koje ¢emo raditi nopstavaju se neposredno ili vrlo lako na slucaj
implicitno date jednacine, na slucaj sistema jednacina prvog reda, kao i na sluéaj jednacine
viseg reda.

Na redu je jedna lema iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednacina.

Lema. Neka je f(z,y) neprekidna funkcija i neka je neprekidno diferencijabilna po prom-
jenljivoj y. Neka su Yi(z) i Ya(z) dva rjeSenja diferencijalne jednacine y' = f(z,y). Tada

———pagelof 14 ——



——— numerh.tex ———

vazl

()~ i(6) = (te) ~ V) exp ] [ fye.at0))de . ()

gdje je y(z) neki broj izmedu Yi(z) i Ya(z).

Dokaz. Imamo Y] = f(z,Y1) 1Y, = f(z,Y2), oduzimanjem (Y5 — Y1) = f(z,Ys) — f(z,Y1).
Na f(z,Y3) — f(z,Y1) primijenimo Lagranzovu teoremu (teoremu o konaénim prirastajima), pa
izlazi

f(z,Ys) — f(z, Y1) = f;(li,y) (Y2 = 1),

gdje je ¥ neki broj izmedu Y;(z) i Y2(z). Uradimo ovo za razne z, pa tako imamo

(Y2 = Y1) = f,(2,5(x)) - (Y2 — Y1)

Posljednje predstavlja linearnu diferencijalnu jednac¢inu oblika y' = P(z)y po nepoznatoj fun-
keiji Yo — Y1, RjesSavanjem te jednacine dobija se (x).

Zapaziti da mi ne mozemo nista reéi o neprekidnosti ili eventualnoj glatkosti funkcije y(z).
To nam nije ni potrebno, jer je funkcija

oty T Y2(2)) = (2. Yi(s)
S AP AP

neprekidna. Zaista, u brojiocu i imeniocu su neprekidne funkcije. A jos, imenilac je razlic¢it od
nule, jer se dva rjesenja Yi(z) 1 Ya(z) jedne te iste jednacine ne sijeku (jedinstvenost rjesenja
Kosijevog zadatka). Zato su sve gore sprovedene transformacije — ispravne. Lema je dokazana.

Vodeéi primjer za ovu lemu: razmotrimo diferencijalnu jednacinu 4y’ = ay. Ovdje je ocdito
flz,y) = ay i f)(z,y) = a. Opste rjesenje glasi y(z) = Ce?®. Razmotrimo dva partikularna
rjesenja Yi(z) = C1e* 1 Ya(z) = Cee®. Mi uporedujemo rastojanje po visini izmedu ova
dva rjesenja u dvije tacke na z—osi. Rastojanje u tacki z = 8 moze da bude znatno vece od
rastojanja u ranijoj tacki z = a:

Ya(B) — Yi(8) = (Ya(a) — Yi(a))e" =),

Dakle, prilikom napredovanja po z—osi dolazi do dodatnog razilazenja jednog 1 drugog rjesenja.
Zaklju¢ak: na odnos izmedu dva rastojanja po visini sustinski utice veli¢ina f(z,y).

Mi éemo ubuduée formulu (*) koristiti obi¢no u nesto obradenom obliku, kako slijedi. Treba
pretpostaviti da funkcija f = f(z,y) zadovoljava Lipsicov uslov po drugoj promjenljivoj y, sa
konstantom L, tj. da vazi |f(z,y2) — f(z,y1)| < L - |y2 — y1|. Mi ustvari pretpostavljamo da
vazi |%| < L, sto predstavlja nesto jaci uslov, jer je ovako jednostavnije pisanje. Tada

o [ et )ia| <
o [t vtelae ) < exo [ 1ar} = expiz(o - )

Ya(B) - Yi(B)| < [Ya(a) - Yi(a)] - e#P=) (4)

B
| f(e.5(@)ds| <
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5.2. OJLEROVA METODA I DRUGI PRIMJERI

Ojlerova metoda predstavlja najjednostavniji primjer jednokoracne metode.

Navedimo na pocetku jednu poznatu ¢injenicu iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednacina.
Razmotrimo diferencijalnu jednacinu y' = f(z,y). U dijelu ravni R? gdje je f definisana
nacrtajmo tzv. polje pravaca (polje smjerova). Drugim rije¢ima, u svakoj tacki (z,y) tog
f(z,y). S druge strane, razmotrimo funkciju y = y(z) koja je rjesenje jednacine y' = f(z,y).
Grafik funkcije y = y(z) dodiruje polje smjerova, tj. u zajednickoj tacki prave i grafika —
prava je tangenta grafika. Dakle, diferencijalna jednacina odreduje tangentu grafika. Iz ove
¢injenice se ve¢ moze konstruisati najjednostavnija numericka metoda za Kosijev zadatak —
Ojlerova metoda, sto slijedi u nastavku. Iustrujmo na konkretnom primjeru Kosijevog zadatka:
y' = z? + y2, y(1) = 2. Imamo da je f(zo,y0) = 22 + y2¢ = 1 +4 = 5. Odavde je y(zo + h) =
y(1+ h) ~ yo + bh = 2 4 5h. Recimo, y(1,01) ~ 2,05.

Postavka zadatka. Razmotrimo Kosijev (pocetni) zadatak y' = f(z,y), y(z0) = yo na
odsjecku zg < z < 29 + X. Oznacéimo njegovo tacno rjesenje kao y = y(z). Treba konstruisati
numericku metodu za dobijanje pribliznih vrijednosti taénog rjeSenja y = y(z). Postavimo po
zr, = xo + kh za k = 0,n. Neka y; oznacava pribliznu vrijednost za broj y(z;) ili svejedno neka
yr bude aproksimacija za vrijednost tacnog rjeSenja postavljenog Kosijevog zadatka u évoru
T =z, = x9 + kh, gdje je k = 0,n. Velicine {y,}7?_, bie efektivno odredene i one ée i
predstavljati numericki odgovor. Analiziraéemo i gresku Ry = y(z) — yx, za k = 0, n.

Kao prvi primjer numericke metode za K. z. za o. d. j. navodimo Ojlerovu metodu.
Ova metoda ima slab stepen konvergencije O(h), pa se zato u praksi ne koristi. Medutim, ova
metoda je tehnicki jednostavna, pa é¢emo lako vidjeti neka svojstva koja su zajednicka za sve
metode iz klase metoda Runge-Kuta.

Kako procijeniti y(z1)? Napisimo Tejlorovu formulu za ta¢no rjesenje y = y(z) vrsedi razvo]
oko tacke ¢ = zo. Tako

1
y(zo + h) = y(z0) + hy'(z0) + §h2y"(a)7
gdje je zg < a < xg + h. Odavde je
y(zo + ) ~ y(zo) + hy'(wa) t].

y(z1) = y(zo) + hy'(zo) ili svejedno y; = yo + hy'(zo).
U vezi date d. j.
y1 = yo + hf(zo,0).

Kako procijeniti y(z5)? Na slican naéin, mi stavljamo da je

Yo = y1 + hf(z1,91).

Zapaziti da je broj y; priblizan po jednom osnovu: odbaéen je sabirak %hzy”(a). Dok je broj y»
priblizan jo§ po jednom osnovu: za njegovo racunanje oslanjamo se na priblizan broj y; kojim
raspolazemo, a ne oslanjamo se na tacan broj y(z;) kojim ne raspolazemo. Sli¢no su i brojevi
Y3, Y4, . . . priblizni po dva osnova.
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Kako procijeniti y(z3),y(#4),...7 Postupa se na isti na¢in. Dakle, sema za racunanje koja
1 definise Ojlerovu metodu izrazava se sljede¢om formulom:

1

Yk = Yp—1 + hf(Tr-1,Yk-1) za k=1 n.

3

Znamo da $ema za ra¢unanje obuhvata formule pomocu kojih se onda moze sastaviti program
za ra¢unar (za saznavanje pribliznih vrijednosti yz).

Mali primjer za Ojlerovu metodu: y' = =z + y, y(0) = 1. Izaberimo h = 0,1 i n=4, tako
da je z; = 0,1 2, = 0,2 z3 = 0,3 z4, = 0,4 Tada se dobija numericki rezultat y; = 1.1
ys = 1,22 y3 = 1,362 y, = 1,5282 S druge strane, odgovarajuée tacne vrijednosti glase y(z;) =
1,11034 y(z2) = 1,24281 y(z3) = 1,39972 y(z4) = 1,58365 buduéi da je analiticko rjesenje
y(z) = 2e® — & — 1. Tako da pojedinacne greske Ry = y(xr) — yx iznose redom: R; = 0,01034
R, =0,02281 R; = 0,03772 R4 = 0.05545

Prelazimo na ocjenu greske. Prvo uvodimo pojam lokalne greske i vr$imo njenu ocjenu.
Lokalna greska ili greska na koraku definise se u slucaju Ojlerove metode relacijom:

p=y(z+h)—[y(z)+hy'(z)] tj. p=y(z+h)—[y(z)+hf(z,y(z))]

Na primjer, greska metode na prvom koraku jednaka je

p1=y(z1) —y1 = y(=1) — [yo + hy'(z0)] = y(21) — [yo + hf (20, yo)]-

Zapaziti da lokalna greska obuhvata samo prvi osnov po kome je broj y (k > 2) priblizan, od
dva osnova koji postoje.
Imamo:

1 . 1
y(z + h) = y(z) + hy'(z) + §h2y”(5), glieje z<fB<z+h = p= §h2y”(ﬁ)-

Uzmimo da je drugi izvod rjeSenja K. z. ograni¢en na odsjecku [zo, zo+X] tj. daje [y (8)| < C.
Tada je oéito |p| < Ch?. Lokalna greska Ojlerove metode je reda h?.

Prelazimo na ocjenu greske (globalne greske). Uvedimo potrebne oznake. Kao i dosad,
yr su priblizne vrijednosti za ¢vorove xp = xo + kh koje je racunar saopstio. Tako da greska
u pojedinom évoru iznosi naravno Ry = y(zx) — yr za k = 0,n. Kao i dosad, y = y(z) je
tacno rjesenje postavljenog K. z. Ocijeni¢emo gresku R, = y(z,) — y, u posljednjem &voru
T, = o+ nh = xo + X, a slicno izvodenje moze da bude sprovedeno za bilo koji ¢vor.

Uvedimo u razmatranje pomoéne funkcije. Neka funkcija yr = yr(z) zadovoljava postavljenu
d. j. ' = f(z,y) i neka zadovoljava jednakost yi(zr) = yr kao svoj pocéetni uslov. Ovdje je
k= 0,n. Vidi se da je y(z) = yo(z). Kao §to je malocas radeno, lokalne greske definisane su
relacijom pr = yr—1(2x) — Yp = Yr—1(zx) — ye(zx). Imamo:

R = () — yu(2n) = o) — ,; Yoot (20) — yi(on))

IR, < Z e () — pi(2a)] < DO (%)

n n
Z yh-1(zx) — yu(zp)|enow) Z |pi| P w)
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Sada se mijenja definicija konstante C, ona se sada opstije definiSe (i zato se ona poveéava).
Uzmimo da je |ty;(z)| < C, V& € [zo,m0 + X] i Vk = 0,n. Vise od toga (jos opstije), stavimo
da je C broj takav da vazi |3y"(z)| < C, V& € [zo,zo + X, gdje je y = y(z) bilo koje rjesenje
d. j. ¥' = f(z,y). Nastavljamo:

R| < 3 CheeHen—ss)

k=1

|R.| <> Chie!® = nCh2e™® = CXhe™® = const - h

k=1

Ili R,, = O(h). Dakle, greska Ojlerove metode je reda h. Ponovimo, pod uslovom da je |%| <L
za neko L > 0 1 da rjeSenja y(z) d. j. ¢’ = f(z,y) imaju ogranicene druge izvode y”(z). Il
nestrogo zapisano: pod uslovom da je 1 L < 0012 C < oo.

Slika se odnosi na ocjenu greske (globalne greske), Ry = y(z4) — ya(z4).

Zavrseno o Ojlerovoj metodi.

ya()

Ya

,Dny(iE) y

/yz(iﬂ)

Ys R4
V/y1($)
y2 /
— Y\ 3

Y1 —

o b
Yo tacno rjesenje
0 Lo T Lo I3 T Z

Napomena. Ne vazi nejednakost |R,| < |p1| + |p2| + ... + |pn| n opstem sluc¢aju. Drugim
rije¢ima, R, je uopste uzev znatno vece od napisanog zbira. Znamo da u sluéaju odredenog
integrala zbir lokalnih greski jeste jednak globalnoj greski (ukupnoj greski).

Napomena. Ako se data jednacina y' = f(z,y) diferencira po = onda

y' = fole,y) + £z )y = foz.y) + f(2,9) f(2.y),

gdje na desnoj strani ucestvuju sve poznate velicine, ucestvuju samo date veli¢ine 1 one koje se
po datima mogu izracunati. Tako da e uslovi [f;| < oo i |y"| < oo tj. L < o0 i C < oo biti
ispunjeni ako su tri funkcije f, f, i f, ogranicene na skupu Q = [zo, 2o + X| x R.

Napomena. Za male k, dovoljno je da bude |32”(z)| < C, gdje je z = z(z) bilo koje rjesenje
postavljene d. j. koje je "blisko” ta¢nom rjeSenju razmatranog K. z.

Na redu su primjeri jednokora¢nih metoda (Sema)
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Primjer 1: jedna implicitna Sema
Napisimo identitet

st h) = y(e) + [ o/l )i 1

Ako za ra¢unanje integrala u (1) upotrebimo osnovnu trapeznu formulu [ F(t)dt = g(F(O) +

F(h)) 4+ O(h®) onda

Yo+ B) = y(e) + o (y/(2) + 9/ + 1) + O il

h
y(e +h) = y(e) + 2 (Fle.y(2) + f(z+ hy(e + b)) + O(R?). 2)
Tako se dobija numericka formula ili $ema za racunanje
h .
Yit1 = yj + g(f(ﬂﬁj,yj) + f($j+1ayj+1)) za j 2 0. (3)

Jednakost (3) ustvari predstavlja jednu (nelinearnu) jednaéinu po nepoznatoj y;4+1. Zato se
za ovu Semu kaze da je implicitna (da je u nerijeSenom obliku). Ako se priblizna vrijednost
koja se ratuna (oblika y;11) moze saznati neposrednim ra¢unom onda se za §emu ili metodu
kaze da je eksplicitna ili da je u rijeSenom obliku.

Moze se tvrditi da postoji jedinstveno rjesenje jednacine (3) jedino ako je h dovoljno malo
(jedino za h < hy).

Lokalna greska navedene metode iznosi p = O(h?), a njena greska je jednaka O(h?).

Primjer 2: poboljsana ili modifikovana Ojlerova metoda

Pokusajmo da u prethodnoj metodi nesto promijenimo, da bi se implicitnost otklonila. Ako
se na desnoj strani formule (2) broj y(z + k) zamijeni nekim brojem y* koji od y(z + h) odstupa
za O(h*) onda se ta desna strana izmijeni za O(h*). Kako je ostatak formule (2) bio O(h®) i
kako se ovom zamjenom uveéava za O(h*), to ée i lokalna greska metode sa y* biti O(h?).

Kao y* moze da posluzi priblizna vrijednost za y(z + h) koju daje Ojlerova metoda.

Odavde, sema za racunanje modifikovane Ojlerove metode glasi:

Yier = Y5 + hf(zj.y;)

h . .
Yi+1 = Y5 + 5 (f(xjvyj) + f($j+17yj+1)) , J = 07”’ -1

Lokalna greska modifikovane Ojlerove metode iznosi p = O(h*), a njena greska je jednaka

O(h?).

Primjer 3

Za rac¢unanje integrala u (1) upotrebimo formulu pravougaonika, ¢ime se dobija da je y(z +
h) ~y(z)+hf(z+ %, y(z+ g)) Kao priblizna vrijednost za y(z + g) moze da posluzi vrijednost
izracunata po Ojlerovoj formuli sa korakom % Tako imamo metodu ¢ija je Sema za raCunanje
definisana sljedeéim parom jednakosti:

h
Yit1/2 = Y; + 5]‘(%%)
Yir1 = Yj + hf(Tj41/2,Yjt1/2)
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Lako se vidi da lokalna greska ove metode iznosi p = O(h®) i da je njena greska jednaka

O(h?).
5.3. OPSTI SLUCAJ EKSPLICITNE METODE TIPA RUNGE-KUTA

U ovoj sekciji se definiSe opsti oblik metode tipa Runge-Kuta, eksplicitne. Zatim se izlaze
opsti postupak za izvodenje numericke metode tipa Runge-Kuta, za taj postupak se kaze da
predstavlja tzv. metodu neodredenih koeficijenata. Na kraju se analizira p — lokalna greska
metode.

U prethodnom naslovu smo vidjeli da postoje razne ideje kako da se iskombinuje prirastaj
rjesenja kada = napreduje za h. Kombinuje se tako da lokalna greska p bude manja. Mozda je
bolje da se umjesto ideja (dosjetki) razvije aparat opsteg tipa, za kombinacije. Tako radimo u
ovom naslovu.

Metoda Runge-Kuta sluzi za rjesavanje Kosijevog zadatka y' = f(z,y), y(z) = y. Radi se
o jednokoraénoj metodi. Dovoljno je definisati kako se vrsi jedan korak, tj. definisati kako se
iz tacke = prelazi u tacku = + h. Dakle, postavlja se pitanje: kako naéi pribliznu vrijednost
u oznaci z(h) za ta¢nu vrijednost y(z + h). Naravno da se lokalna greska metode ili greska
metode na koraku definise kao p = p(h) = y(z + h) — z(h). Sablon oznaka:

po z—osi | ta¢no | priblizno | greska
z y=y(x) |ly=y(=)| 0
v+ b [yt | =) | o)
Vidimo da je Kosijev uslov oznacen kao y(z) = y, umjesto uobic¢ajenog zapisivanja y(zo) = yo.
Evo opste definicije metode ove klase. U procesu ra¢unanja fiksirani su izvjesni brojevi

Aoy ooy Oy P1y -y Py B3 (1 < j <i—1,2 <4 < q). Redom se racunaju veli¢ine ki (h), . . ., k,(h),
Ay i z(h):

(h) = hf(z,y), ka(h) = hf(z + azh,y + Puki(R)), ...,

kq(h) = hf (@ + agh,y + Buki(h) + ... + Byg-1kg-1(h)),

Ay =37 piki(h), 2(h) =y + Ay

i zatim se stavlja da je y(z + h) & z(h). Lako se zapaza da sve veli¢ine k;(h) imaju smisao
prirastaja. Zapaza se da mora da bude Y7 ; p; = 1, ako se zeli postiéi makar kakva aproksi-
macija. Kao s$to je veé re¢eno, greska metode na koraku definise se kao p(h) = y(x+h)—z(h) =
y(z + h) — [y(z) + Ay]. Vidimo da p(h) zavisi od tacke (z,y), a zavisi naravno i od funkcije f.

Postavlja se pitanje izbora zasad neodredenih (slobodnih) brojnih vrijednosti a;, p; i (3.
Te brojne vrijednosti biée izabrane tako da postane p(0) = p'(0) = ... = p*)(0) = 0. Jasno je
da je bolje sto je broj s veéi. To 1 jeste kriterjjum za odredivanje parametara o;, p; 1 B;;. Uzima
se da ovdje broj s ne moze da bude poveéan, tj. da za neku glatku funkciju f(z,y) = fo(z,y)
vazi ptt1(0) # 0. Za s se kaze da je red greske metode.

Mozemo napisati Tejlorovu formulu:

(61
(s + 1)!

sy = 32200 AR

R+l p(h) =
2] (s + 1) ili p(h)

s+1
R,

gdjeje 0 < 6 < 1.
Ispitajmo za prvih nekoliko q.
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q=1 ki(h) = hf(z,y), Ay=piki(h), z(h) =y + Ay, y(z + k) ~ z(h)
p(h) =y(z+h) —y(z) — pihf(z,y)
p'(h)=y'(x+h) —pf(z,y)
p(0) =y'(z) —pfz,y) = f(z.y) — pof(2,y) = (1 — p1) f(z,y)

Ako zelimo da postignemo da bude p’(0) = 0 onda mora biti p; = 1. Ovim je jedna konkretna
metoda tipa Runge-Kuta definisana. Vidimo da smo ustvari dobili Ojlerovu metodu.

q = 2 Opet éemo izracunati p’'(h), p”(h),... 1 opet éemo nastojati da postignemo p’(0) = 0,
p"(0) =0, ...

Po opstem sablonu: ki(h) = hf(z,y), ko(h) = hf(z + ash,y + Baiki(h)), Ay = piki(h) +
paka(h), 2(h) =y + Ay, y(z +h) ~ z(h)

p(h) = y(z + h) —y(z) — piks(h) — paka(h) = y(z + h) — y(z) — p1hf(2,y) — p2hf(T,7)
skracenice: © + ash =T 1 y+ Parki(h) =7
p'(h) =y'(z +h)—pif(z.y) —pf(T,7) — ch(azf;(fa Y) + B £ (T, ?)f(way))

p'(0) = (1 —p1 — p2)f(z,y)

y' = f(z,y)

vV =fotfy v =t hf

y" = fon +2fu, f + fin f + f,y" = izraziti y” po prethodnoj formuli
w _ .

Yy . dtd.

p"(R) = y"(x + h) — 2pa[aa fo(7,7) + P Fy(@.7) (2, )] — poh|ad fL (T, 7)+
2031 £, (2,9) f (2, ) + B f1o (&, 7) (f (2. ))’]

p"(0) = (1 = 2pzas) fo(z,y) + (1 — 2p221) fy (=, y) f (2, y)

p"(h)y=..., p"(0)=...

Ako zelimo da bude p'(0) = 0 onda mora biti 1 — p; — ps = 0. Ako zelimo da bude p”(0) =0

onda mora biti 1 — 2psas = 011 — 2pyFs; = 0. Vidimo da imamo tri uslova, a Cetiri parametra

Qs P1, P2 1 B91. Jedan pa,ra,meta,r se bira proizvoljno. Navedimo dvije moguénosti.

(1) Izaberimo p; = ;. Onda izlazi py = 1, ay = 1, 351 = 1. Vidimo da je ovo modifikovana
Ojlerova metoda.

Mi pisemo: ky = hf(z;,y;), ko = hf(z; + h,y; + k1), yjp1 = yj + 3 (k1 + k2) (RK2 metoda).

(2) Ako se izabere p; = 0 onda izlazi p» = 1, as = % Ba1 . Vidimo da je ovo posljednja
metoda 1z prethodne sekcije 5.2. gdje pise Primjer 3.

Kada kazemo p'(0) = p”(0) = 0 onda mislimo: p’(0) = p"”(0) = 0 za svaku d. j. (za svaku
funkciju f), a takode i za bilo koju tac¢ku (z,y) (ima ulogu tacke (zo,yo)).
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Razmotrimo diferencijalnu jednacinu y’ = y. Neposredni ra¢un pokazuje da je p"'(0) = y,
nezavisno od izbora parametara as, p1, p2 1 B21. To znaci da se u slu¢aju ¢ = 2 ne moze pronaci
formula Runge-Kuta ¢iji bi stepen ta¢nosti bio s = 3.

g =3 Razmatra se slicno dosadasnjem. Moze se dokazati da se najvise moze posti¢i da

bude s = 3. Drugim rije¢ima, ne postoji §ema za koju bi bilo s = 4 (kada je ¢ = 3). Evo jedne

vees

h k
by = hf(ey), ks = hf (w+5,y+§), By = hf(e + oy — b+ 2h),

1
Ay = g(kl +4ky +ks), 2(h) =y + Ay

stavlja se y(z + h) &~ z(h).

vees

2 2 2

ok ho ok

b = hf(z,y), kzzhf(w+—,y+—1), kazhf(w+5,y+—2),
1

ko = hf(x + hyy + ks), Ayzg(k1—|—2k2—|—2k3—|—k4), 2(h) =y + Ay

Predlozena Sema se cesto koristi u praksi. Ponekad se za nju prosto kaze da je "metoda Runge—
Kuta IV reda”. Lako se mogu napisati kompletne formule, odnosno formule pomoéu kojih
se onda sastavi program za racunar, kako slijedi. Razmotrimo Kosijev zadatak y' = f(z,y),
zo <z < zo+ X, y(zo) = yo. Neka jen > 11 h = X/n. Koriste se obi¢ne oznake za ¢vorove
z; = xo + jh 1 priblizne vrijednosti u ¢vorovima y;: RK4:

2 2 2 2

h k h k
ki = hf(zj,y;), kzzhf($j+—7yj+—l), ks = hf (wj+—,yj+—2>,
1 N
ky = hf(z; + h,y; + ks), yj+1:yj+6(k1+2kz+2k3+k4)7 J=0n-1

Zavrseno je ispitivanje za razne ¢q. Napominje se da se u praksi koriste samo metode u
kojima je ¢ < 6.

Sada éemo navesti uslove pod kojima je funkcija greske p = p(h) dovoljno glatka i ograni¢ena
na skupu Q = [z, 2o + X| X R C R%. Pretpostavimo da f € C*(Q)i f € B*(Q); ¢ — continuous
— neprekidan, b — bounded — ograni¢en. Zapis f € B*(Q) znac¢i da su funkcija f i svi njeni
parcijalni izvodi do reda s ukljuceno ogranic¢eni na skupu 2. Glatkost funkcije f prenosi se
na funkcije ki(h),...,ky(h), pa se prenosi i na funkciju p = p(h). Neposredno se vidi da je
funkcija p = p(h) neprekidno diferencijabilna s + 1 puta. Ograni¢enost funkcije f i njenih
parcijalnih izvoda prenosi se na funkciju p = p(h). Tako da je p(h) = O(h**!), odnosno
lp(h)| < Ch**', gdje je C konstanta. Na primjer: Ojlerova metoda: p(h) = 5;y"(x + 6h)h?,
gdje je y"(z) = fi(z,y) + f(z,y) f(z,y).

Posljednje, sada éemo izdvojiti glavni sabirak greske p(h). Pretpostavimo da f € C*T1(()
i f € B**(Q). Tada vazi Tejlorov razvoj:

p0), Ly PO
(s+ 1)! (s +2)!

gdje je 0 < 6 < 1 (razli¢ito od ranijeg ). Slijedi
p(h) = c(z,y)h*tt + O(A°1?),

s+2
R,

p(h) =
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gdje ¢(z,y) ne zavisi od h. Glavni sabirak greske je c(z,y)h*t'. Zapaza se da ¢ = c(z,y)

neprekidno zavisi od (z,y). Primjer: Ojlerova metoda: p(h) = &y"(z)h® + 5y" (= + 6h)h3.

2!

5.4. OCJENA GRESKE ZA METODU RUNGE-KUTA

Ocjena greske metode jedne bilo koje fiksirane metode tipa Runge-Kuta doslovno se poklapa
sa ocjenom greske Ojlerove metode sprovedenom u naslovu 5.2. Samo sto je kod Ojlerove
lokalna greska p bila reda h? a sada ée biti reda h**!, tako da je tamo greska metode R, u
¢voru & = x, = ®g + nh = xo + X izasla reda h a sada ¢e izaci red h*. Medutim, sada ce
biti izvr§ena potpuna analiza greske, odnosno biée uzete u obzir sve tri komponente greske
R,,. Drugim rije¢ima, pored greske metode bi¢e uzeta u obzir i greska racunanja, kao i greska
izazvana pribliznoséu (greskom) ulaznog podatka yo.

Uvedimo oznake 1 pretpostavke. Dopustimo da mreza ¢vorova nije ekvidistantna; neka bude
ro <z < ...< @y =wxo+X 12,41 —2; = h;. Neka se priblizna vrijednost y;,; racuna na osnovu
prethodne y; po formuli oblika y;1; = ®(f, z;, h;,y;). Uzmimo da veli¢inu & nismo u stanju
da izracunamo potpuno tacno, ve¢ da je u stvarnosti racunamo sa izvjesnim zaokruzivanjem.
Zato prestaje da vazi y;+1 = @(f, z;, hj,y;), ve¢ uzimamo da vazi y;41 = ®(f, z;, hj,y;) — dj11.
Za 6;41 se kaze da je greska racunanja na koraku.

y(zo) = 7, yo(xo) = yo = 3,14, Ry = m — 3,14, |Ro| < 0,002.

Mi numericki rjesavamo Kosijev zadatak

y' = f(z,y), o<z <20+ X, y(z0) = y(z0),

¢ije tacno rjesenje je funkcija y = y(z). Moze se desiti da je ulazni podatak ili ulazna veli¢ina (to
je jedna brojna vrijednost) y(zo) poznata samo priblizno. Uzmimo da imamo takve okolnosti i
neka je yo odgovarajuéi priblizni broj. Neka je Ry = y(zo) — yo = y(z0) — yo(z0). Za Ry se kaze
da predstavlja gresku ulaznih podataka ili ulaznog podatka. I Ry ée se naravno odraziti na
rezultujuéu ukupnu gresku. Veé je upotrebljena oznaka za funkciju yo = yo(z); ona po definiciji
zadovoljava y, = f(z,y0), yo(zo) = yo; zadovoljava d.j. y' = f(z,y) i zadovoljava priblizni
pocetni uslov. Oko oznaka zapazamo: u ovoj sekciji yo znaci priblizni pocetni uslov (u ranijim
sekcijama znacilo je ta¢ni pocetni uslov), a ta¢ni pocetni uslov u ovoj sekciji oznacen je kao
y(o). o

Uvedimo u razmatranje jo§ n rjefenja nase d. j. vy = f(z,y). Za j = 1,n, neka je
y; = y;(z) funkcija koja zadovoljava razmatranu d.j. i zadovoljava pocetni uslov u tacki z = x;
po pribliznom broju y;:

y; = flz.y5), vi(z;) =y
yi(z) = f(z,y;(z)).

Sa p; ¢emo oznacavati gresku metode na koraku: p; = yj_1(z;) — ©(f, -1, hj_1,y5-1).

Pretpostavi¢emo da je greska metode na koraku (greska metode na koraku ove fiksirane metode
+1

tipa Runge-Kuta ¢ija se ukupna greska razmatra) reda A**!, odnosno da je |p;| < ChiIy za
svako 7.

Za funkciju (9_y ili svejedno f)(z,y) pretpostavicemo da je neprekidna na skupu Q = [z, 2o+
X] % (—o00,4+00). I da je ona ograni¢ena na tom skupu, da je za neko L > 0 ispunjeno |=—| < L

za (z,y) € Q. Ovo posljednje je u vezi primjene leme iz naslova 5.1.
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Nas interesuje greska R, = y(z,) — yn = y(z,)

— Yn(2n) u tacki @, = zo + X (u krajnjoj
desnoj tacki razmatranog odsjecka).

Teorema. Neka je |p;| < Ch3t} i neka je

3 < L na skupu . Uvedimo oznake H =
Y

maxj<j<n hj_1 16 = maxi<j<n |0;]. Tada vazi nejednakost

|Ro| < " (CXH" +nd + |Rol). (1)
Dokaz:

R =y(2n) — yn = y(@0) — yn(zn) = y(zn) — Yo(zn) + Yo(Tn) — Yn(zn) =

Y(2n) = yo(®n) + 3 (vim1(20) — i(20))
7=1

Rl < ly(2n) — yo(@n)| -3 o (@) — yi(2a)]

=1

prvi izraz

drugi izraz

Za pojedini sabirak u drugom izrazu primijenimo lemu, sa @ = z;, 8 = z,,, Y1(z) = y;_1(z)

Ya(z) = y;(z):
Yi—1(Tn) — yi(zn) = (y5-1(2;) — yilz;) exp{/ (2 yJ d$} -

(Wio1(25) = ®(f, 251, hio1,y51) + B(frmio1, hion,yim1) — () exp{.. sto ...} =

(p; + 65) exp{... isto }
-1 (e) = 9500 < (il +1850) exp{ [ 1, 75te)) de} <

(Ch”i%—Jemp{/‘ Ldz} < (ChH: + 8) exp{LX }
Sabiranjem:
S 51 () — wi(e)] < (i Chstt 1 nd) exp{LX} < (CXH® + né) exp{LX ),
st pt
jer je
Rt R R =Ry cho+ A R+ R R <
H -hg+H-hi+...+H -h,,=HX

Sliéno za prvi izraz, takode pomocu leme:

ly(zn) — yo(zn)| < |y(zo) — yo(zo)| exp{/ (z,7o(z |d:c} < | Ry exp{LX}
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Na kraju, prvi izraz plus drugi izraz:
R.| < (CXH" +nd + |Ro|) exp{ LX }

Dokaz je zavrsen.

Sablon oznaka: yr(zr) = yp 1

priblizno tacno greska
Zo Yo Z/(CBO) Ry = y(iﬂo) — Yo
I n y(iﬂl) R, = y(iﬂl) —
T Yo Z/(fBz) Ry = y(iﬂz) — Y2
Tp =29+ X Yn y($n) R, = y(wn) —Yn
(racunar)

Slika kada je n = 4; Ry = y(z4) — ys = y(z4) — ya(z4):

Slika je slicna slici za Ojlerovu metodu, samo $to su tamo visinske razlike u tackama =z = z;
(1t =1,...,4) bile p; a sada su p; + 4; 1 samo §to je tamo y = y(z) bilo isto §to 1 yo = yo(x)
a sada su to dvije razli¢ite funkcije, njihova visinska razlika u tacki x = xq na ovoj slici iznosi

Ry.

Pogledajmo zavrsnu formulu (1) koja izrazava totalnu ili sveukupnu gresku R,, u krajnjoj
desnoj tacki odsjecka od zy do zp + X. Vidimo da greska R, — 0 ako H — 0 uz istovre-
meno nd — 01 Ry — 0; numericka metoda konvergira. Veli¢ina nd predstavlja zbirnu gresku
racunanja, a Ry je greSska ulaznih podataka. Ako se razmatra samo greska metode onda vazi

nejednakost |R,,| < X . CXH*.
5.5. ALGORITAM ZASNOVAN NA METODI RUNGE-KUTA

Samo ¢emo naznaciti elemente koji ¢ine algoritam. Neka smo se opredijelili za jednu
odredenu metodu. Oznacimo sa s red greske metode; obi¢no je s = 4. Uzimamo da je prisutna
jedino greska metode. Koristicemo formulu za gresku metode:

Ri(zo + X) ij exp{/ (z,7;(x )d:n}, (1)

gdje je X = nh, v. u 5.4. Koristi¢emo 1 formulu u kojoj je izdvojen glavni sabirak lokalne
greske:
p(h) = ch*™ + O(1*2), @

gdje je ¢ = ¢(z,y) neprekidna funkcija, v. na kraju 5.3.
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1. Jedan postupak da se ocijeni greska

Neka su zp(zo + X) 1 zon(2o + X) dvije priblizne vrijednosti za y(zo + X) dobijene redom
sa korakom h odnosno 2h. Neka su Rp(zo + X) 1 Ran(zo + X) dvije odgovarajuée greske, tako
da je ocito

y(iﬂo—l-X) = zp(zo + X) + Ru(zo + X) 1 y(zo + X) = zan(zo + X) + Ron(zo + X).

Iz (1) i (2) lako se moze izvesti sljedeca formula koja izrazava vezu izmedu jedne i druge greske:
%li%Rgh(ilﬁo‘FX)/Rh(ilﬂo—FX) = 2°, (3)

Ostavlja se ¢itaocu da izvede formulu (3), kao jedan zadatak za vjezbu iz Analize. Zapaziti da
je limp07;(2) = y(z), gdje je y = y(z) tacno rjesenje K.z. Isto tako, p(2h) ~ 2°Tp(h) kad
h — 0.

Iz (3) se vrlo lako izvodi sljedeéa formula:
Ry(2o + X) ~ (zn(z0 + X) — zan(z0 + X)) /(2" = 1) kad h — 0. (4)
Ona se izvodi na obi¢an Rungeov na¢in. U numeric¢koj praksi, formula (4) koristi se u obliku

Rp(zo + X) ~ (zh(wo + X)) — zop(zo + X))/(Zs — 1).

Ocito je da posljednja napisana formula sluzi da se dobije procjena za gresku pribliznog broja
zn(zo + X). Bitno je §to je procjena efektivna (mi smo u moguénosti da izratunamo izraz na
desnoj strani).

2. Drugi postupak da se ocijeni greska (pocetak)

Znamo da formula (1) vazi i za ravnomjernu i za neravnomjernu mrezu. Obiéno se f(z,7;(z))
zamijeni sa L = sup f, ¢ime se dobija jedna prilicno uvelicana ocjena greske. Formula (1)
postace prakticno upotrebljiva kada se nadu efektivne procjene za p;. U nastavku ce 1 biti
izvedene takve procjene za p;.

3. Drugi postupak da se ocijeni greska (sredisnji dio i kraj)

Neka je h > 0 1 neka je X = nh. Prvo se izvrsi glavni prorac¢un. Glavni proracun izvrsi
se ¢itav sa korakom h. Dakle, neka y; oznacava pribliznu vrijednost koja se odnosi na évor
T, = xo + kh, za k = 1,n. Ponovimo: rac¢unar je saopstio brojeve {yx}?_,, oni predstavljaju
numericki odgovor 1 pitamo se kolika je njihova greska. Moze se recéi da je broj yr4+1 dobijen na
osnovu (zg,yr) sa korakom h. Moze se reéi da je broj yj4s dobijen na osnovu (Zj41,yrt1) sa
korakom h. V. sliku. U cilju dobijanja efektivne ocjene greske numerickog odgovora y,,, sada se
izvrdi 1 pomoéni proracun, kako slijedi. Na osnovu (zx,y) sa korakom 2h izracunati i pribliznu
vrijednost Yo koja se (znac¢i) odnosi na &vor @j4; izracunati za svako parno k. Priblizna
vrijednost Yj,» ima pomocénu ulogu, ona sluzi da se procijene lokalne greske pri1 1 prso koje se
ticu glavnog proracuna, one se odnose na yr41 1 Yr42. Lako se vidi da je ppio2 ~ pry1 kad b — 0
(tj. da je imp o pry2/pr+1 = 1), $to se u numerickoj praksi koristi u obliku prys & ppi1, za
male h. Upotrebom temeljnih formula (1) i (2) dosta lako se moze izvesti sljedeéa relacija:

P41 T Pria & (yk+2 - Yic+2)- (5)

1
22 -1
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4. Podesavanje koraka

Kvalitetni programi (mocan softver) za rjesavanje Kosijevog zadatka nastaju ako se tokom
rjesavanja (tokom napredovanja po z—osi) podesava korak integracije h. Tekuéa vrijednost
koraka se povecava ili smanjuje, u zavisnosti od okolnosti. Bolje rec¢eno, u zavisnosti od tekuceg
iznosa lokalne greske. Kaze se da je u programu korak promjenljiv ili se kaze da program
automatski vrsi podesavanje koraka. Pogledajmo malo detaljnije o ¢emu se radi.

Tokom 1zvr§avanja programa mi postepeno dobijamo nove i nove priblizne vrijednosti. Jedan
vidje¢emo da € utice na tekucu duzinu koraka. U algoritmu, kada se naprave dva poteza odnosno
kada se saznaju dvije priblizne vrijednosti onda se ucini i jedan pomoéni potez sa dvokorakom,
¢ime se sazna broj oblika Yj4,. Po formuli (5) izracunati procjenu za lokalnu gresku pjiq = e.
Uporediti € i |e|, pri éemu postoje tri moguénosti, kako slijedi:

1. Ako je |e| > € onda treba ponistiti dvije posljednje izra¢unate priblizne vrijednosti oblika
Yk+1 1 Ykt (vratiti se u tacku & = zy) 1 zatim nastaviti sa prepolovljenim korakom h/2.

1
2. Ako je |e| < 61° onda treba udvostruciti korak.
1
3. Ako je 61¢ < |e] < € onda treba nastaviti sa tekuéim korakom.

1
Pisali smo za slu¢aj kada je s = 4. Formula (5) govori da je 2e ~ T (yk+2 — ﬁ+2). Udvostruciti

korak — pomnoziti lokalnu gresku sa 32.
5. Najmanji 1 najveéi korak

vees

redom najmanja odnosno najveéa dopustena vrijednost koraka. Ako bi tekuci korak pao ispod
donje granice hy;, onda bi se moglo desiti da greska racunanja postane neprihvatljivo velika.
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5.6. DIFERENCNE METODE
1. Pojam Adamsove metode 1 njene lokalne greske

Neka je py(z) L.i.p. funkcije F(z) = y'(z) po mre#i évorova z,_; = =, — jh, gdje je j = 1, k.

Napisi eksplicitni izraz za py(z) preko y'(n—), ..., y'(2n—1). Po izrazu za gresku interpolacije:
F(z) — pr(z) = y'(2) — pr(z) = (@) =
1 (*) 1 (k+1) :
L) FOE() = Ly ). o) = T - 2m))
! ! i

ako y € C*'[zg, 2o + X]. Na jednakost y'(z) = pi(z) + rx(z) primijeni for de:

y(z,) —y(zn—-1) = /::1 pr(z)dz + /a:: r(z)de,

y(z,) Zy(wn_1)+/ " pe(z)de + p, i y(z,) %y(wn—1)+/ " pr(z)de.

Za p, se kaze da je lokalna greska metode ili da je greska metode na koraku. Izracunaj
o pr(z)dz. Racun pokazuje da je [ pr(z)dz jedna linearna kombinacija vrijednosti y'
(Zn—k), - Y (Tno1):

/ pr(z)de = h(b_ky’($n_k) + ...+ b_ly’(:nn_l)),

Tn—1

gdje su b_y, ..., b_; konstante. Sprovesti racun u slucajevima k=1, k=2 k=31 k=4.
Neka y = y(z) oznalava rjeSenje d.j. y' = f(z,y). Tada je y'(zn—;) = f(n_j, y(zn_;)).
Razmotrimo K.z.

y = f(z,y), zo<z<z+X, yl(z0) =10

1 razmotrimo mogucnost njegovog numerickog rjesavanja po ravnomjernoj mrezi ¢vorova Ciji
je korak h = X/N tj. po mrezi ¢vorova z, = xo + nh, gdje je n = 0, N. Oznacimo sa y,

priblizne vrijednosti u ¢vorovima, za n = 0, N. Iz prethodnog izvodenja vidimo da smo ustvari
konstruisali jednu numericku metodu za rjeSavanje postavljenog K.z. Ta metoda izrazava se
sljedecom §emom za racunanje koja ide u racunar:

Yo = Ynot + h(borf (Tncks Ynok) + -+ b1 f(Tncr Y1), n=F, N;

ovo je eksplicitna (e.) ili ekstrapolaciona Adamsova formula. Vidi se da veli¢ine b_y, ..., b_y
zavise od k.

U nastavku su date eksplicitne formule u slucéajevima k=1, k =2, k=31 k = 4. Koristi
se obi¢na skracenica f; = f(x;,v;):

h
Yn = Yn—1 + hfn—17 Yn = Yn—1 + E(an—l - fn—2)7

h
Yn = UYn—1 + E(2gfn—l - 16fn—2 + 5fn—3)7
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Yn = Yn—1 1 %(55fn—1 - 59fn—2 + 37fn—3 - 9fn—4)
Vidimo da je k = 1 Ojlerova metoda. Za k = 4 kaze se da je Adamsova e. metoda [V reda.

Zapaza se da metoda nije u stanju sama da startuje odnosno da je za startovanje potrebna
1 druga pomoé¢na metoda. Upravo, priblizne vrijednosti v, ..., yr_; 1zracunaju se po nekoj
metodi tipa Runge-Kuta.

Prilikom buduée ocjene greske R,, = y(z,) — y» treba uzeti u obzir faktore koji ée sada biti
nabrojani. a) Lokalnu gresku p,,, jer sabirak p,, ne ide u racunar. b) Prilikom racunanja y,, mi
koristimo priblizne brojeve y,_; sa kojima raspolazemo; ne koristimo tacne vrijednosti y(z,_;),
jer te vrijednosti ne znamo. c¢) Gresku pribliznih vrijednosti yi, ..., yr—1 koje je saopstila
pomoc¢na metoda tipa Runge-Kuta.

Sada ¢emo 1zvrsiti ocjenu lokalne greske p,,:

wr(z) =(z —2p_g) ... (2 — 2p_q)

i) = po = (E(w)

min(z,_g, ..., Tn_1,2) < {(z) < max(z,_g,...,Tn_1,2)
min(z,—x, ¢) < {(z) < max(z,—1,)

Tt < E(2) < Ty, jer @ € [Tp_1,xy)

Tn ]_ Tn
pa= [ m@)de = [ wn(e)y U (E(e))ds =
Tn—1 s Jen
t. o srednjoj vrijednosti, jer je wi(z) stalnog znaka za © € [z,—1, ©,]
1 o
Ey(k-l_l)(gn) /:;n_l wk($)d$ —
izra¢unaj integral, pomocu smjene ¢z = z,, + ht
1 .
Ey(k-l_l)(gn) : Ckhk+17 OVdJe gn S ($n—k7 wn)
251 251
Na primjer, u slu¢aju k& = 4 dobija se Cy = 30 tako da je p, = mh"’yv(fn).
e. k=4—i1 I I ——o
Lp_a Lp—3 Lp_2 Lp_1 = {7
1. k=4 | | ——o |
Typ_3 Tp_2 Lp_1 = Ly

Prelazimo na implicitnu (i.) ili interpolacionu Adamsovu formulu. Neka sada pg(z) bude
interpolacioni polinom funkcije F(z) = y'(z) po mrezi ¢vorova z,,_; = @, — jh, gdje je j =
0,k —1. Sada je wp(z) = H?;é(:ﬂ — 2,_;). Izvodenje je slicno onome od malo¢as. Racun
pokazuje da je:

/ " pr(z)de = h(b_k+1y’($n_k+1) + ...+ boy’(:cn)).
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I. Adamsova formula:
Yn = Yn—1 + h(b—k—}—lf(mn—k—l—lyyn—k—l—l) + ...+ bOf(:Bny yn))7 n==Fk-— ]-7 N
(bj e. 7£ bj 1)

Ustvari smo napisali jednu (nelinearnu) jednalinu po nepoznatoj y,, jer y, figuriSe i na
lijevoj 1 na desnoj strani posljednje jednakosti. U praksi ¢e ta jednacina biti rjeSavana samo
priblizno tacno. Tako da prilikom buduce ocjene greske u slucaju implicitne Seme treba uzeti
u obzir jo§ jedan faktor, kako slijedi. d) Greska sa kojom je rijeSena nelinearna jednacina.

U nastavku su date implicitne formule u sluéajevima k=1, k=2, k =31k = 4:

Yn = Yn-1 +hfn, Yn=Yn_1+ 5 (fn + fae 1) Yn = Yn-1 + 75 (an + 8fn-1 fn—z)v

h
Yn = Yn— 1‘|’ (9fn—|’]—9fn 1_5fn 2‘|’fn 3)

Za posljednju formulu kaze se da je Adamsova i. metoda IV reda.

Naravno da se lokalna greska p,, definise kao p, = [;"  rr(z)dz, gdje je r(z) greska inter-
polacije. Kada se sprovede ra¢un koji je po svemu slican onome od malo¢as onda ¢e se dobiti
da je:

1 )
Pn = yy(’ﬁl)(é’n) - CRhF. ovdje &, € (Tprt1,Tn)

19 19

i k= 4: = ——ip,=——-hYY (L
Recimo, Cy 30 L7 790 (&n)-

2. Pojam prediktor-korektor metode

Kako da se (nelinearna) jednacina rijesi brzo i sa dobrom preciznoséu? Zapaza se da je
pogodno tu jednaéinu rjesavati metodom proste iteracije. Stavimo

yr(f) = Ypn—1t h<b—k+1f($n—k+17yn—k+l) + ...+ b_ 1f($n 1y Yn— 1) + bof(il?n, yr:Z 1)))
iyl =@yl V) za £>1,

gdjeje ©(t) = yn_1 + h(b_k+1f(mn_k+1,yn_k+1) + .o+ b (1, Ynoa) + bof(mn,t))-
Tako daje ¢'(t) = hbof,(n,t).

Zelimo da bude y¥) — gy, kad £ — oo, a treba da izaberemo poéetnu aproksimaciju y?). Po
¢emu je pogodno? S jedne strane, za dovoljno male h biée |¢'(t)| < ¢ < 1 odnosno uslov kon-

trakcije bice ispunjen, ako je —— ograni¢ena funkcija. S druge strane, dovoljno dobru pocetnu

0
aproksimaciju moze da nam prgii neka eksplicitna formula.
Iskustvo pokazuje da je dovoljno da se 1zvrsi samo jedna iteracija. Drugim rijecima, ne ide
se dalje od £ = 1; stavlja se da je y, ~ y{!). Opisali smo postupak rjesavanja (nelinearne)
jednacine.
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Pogledajmo jo§ jednom taj postupak. Ragunaju se dva broja y(©) = ypred j y(1) — ykor,
yX°r se uzima za y,. Vidimo da se kombinuju jedna e. Sema i jedna i. $ema. Jedna i druga
Sema primijene se po jednom. Tako nastaje jedna nova (treéa) Sema, za koju se kaze da je

prediktor—korektor tipa (skraeno p.—k. tipa).

pred

Ponovimo: broj yP

racuna se po nekoj eksplicitnoj $emi, a broj y,, = y*°* raéuna se po
nekoj implicitnoj Semi.

Dvije seme koje se kombinuju uzimaju se sa jednim te istim k po pravilu.

Takode se 1 pomocna startna metoda tipa Runge-Kuta uzima po pravilu da ima isti red
lokalne greske kao 1 dvije metode koje se kombinuju.

Broj yP™? predskazuje, a y

n

kor

~of = y,, je popravljena vrijednost.

Iskustvo ili praksa pokazuje da upotreba metoda oblika p.—k. daje najbolje aproksimacije.
Navedimo jedan primjer seme oblika p.—k. Adamsova p.—k. Sema IV reda data je sa:

h
y:; = Yn—-1 —|— ﬂ(55fn_l - 59fn—2 —I' 37fn—3 - 9fn—4)7 f; = f(xnay:,)7

h _
Yn = Yn-1 + ﬂ(g‘f; + ]-gfn—l - 5fn—2 + fn—3)7 n = 47 N.

3. Primjeri diferencnih Sema

Buduéi da je y' = f(z,y) to je
/jn y'(z)de = /mn flz,y(z))de i y(z,) — y(z, — ph) = /mn flz,y(z))de.

n—ph zn—ph zn—ph

Sada se na posljednji integral primijeni neka kvadraturna formula.
Neka bude p = 1 i neka se primijeni trapezna formula:

h

y(#a) = y(2ams) & 5 (F(@nor,y(@ams)) + F(2,y(2a)).

Odavde imamo Semu:

h

Yn = Yn-1 + §(f(wn_1,yn_1) + f(wn,yn)) ili svejedno yn = yn—1 + §(fn_1 + fn)-

Koristi se obi¢na oznaka f; = f(z;,y;). Vidimo da je ovo jedna i. Sema.
Neka bude p = 2 1 neka se primijeni Simpsonova formula:

h

Y(2n) — yY(Tn_2) = g(f(il?n—z, Y(zn—2)) + 4f(Zn-1,y(Tn-1)) + f(zn, y(mn)))

Odavde imamo Semu:
h
Yn = Yn—2 + g(fn—2 + 4fn—l + fn)

Ponekad se zapisuje kao y, = y,_2 + %(y;&_2 + 4y, _; +v.,). Vidimo da je ovo jedna i. Sema.
Neka bude p = 2 1 neka se primijeni formula pravougaonika:

y(z) —y(z — 2h) =~ 2hf(x — h,y(x — h)) i y(z,) — y(n-2) ~ 2hf(Tn_1,y(Tn-1)).
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Odavde imamo $emu za racunanje:
Yn = Yn—2 + 2hfn—l-

Vidimo da je ovo jedna e. Sema.

4. Opsti oblik diferencne Seme

Ve

Razmotrimo ekvidistantnu mrezu évorova g, €1, a, ... ¢iji je korak A > 0; ©; = xo + th za
i > 0. Sljedeéa jednakost definise opsti oblik diferencne (ili visekoracéne ili k—koracne) metode:

k

k
Z: A—iYn—i — hz b—if($n—i7 yn—i) = 0. (1)

=0

Formula (1) sluzi za racunanje pribliznog broja y,, a smatra se da su veé poznati priblizni
brojevi y;, gdje je j < n.

Za startovanje seme treba da su veé odredeni yq, ..., yr_1. Za njihovo odredivanje koristi
se neka jednokoracéna metoda.

U praksi se upotrebljavaju jedino Seme sa ag # 0. Ako bi bilo ag = 0 onda bi se y,, nalazilo
u sabirku —hbo f (2, y,). Razmatraéemo samo Seme u kojima je ag # 0.

Diferencne seme dijele se na eksplicitne 1 implicitne. Ako je by = 0 onda se za Semu kaze da
je eksplicitna: y, se neposredno ra¢una. Ako je by # 0 onda se za §emu kade da je implicitna:
Y, uCestvuje i u sabirku —hbo f(z,, y,), tako da (1) predstavlja jednu (nelinearnu) jednacinu po
nepoznatoj y,.

Diferencne seme dijelimo na one koje su Adamsovog tipa i one koje nisu Adamsovog tipa.
Pogledajmo koeficijente ag, a_1, ..., a_p. Akoje a_s = ... = a_; = 0 onda se za Semu kaze da
je Adamsova ili da je Adamsovog tipa; tada je o¢ito ag=11a_; = —1.

Na kraju, lokalna greska p,, opste diferencne Seme izrazene formulom (1) definise se slicno
kao lokalna greska za ranije navedene posebne slu¢ajeve. Neka bude ag = 1. Formula (1)
definiSe sljedeéu Semu za racunanje koja ide u racunar:

k k
Yn = — Z A_iYn—; ‘I’ h Z b_i’y(ZBn_i’ yn—i)-
=1 1=0

Ta Sema za racunanje nastala je od neke formule oblika

k k
y(iﬂn) ~ - Za—iy(wn—i) + hg:b—if(xn—iyy(mn—i))-

Prema tome

po = (@) + Y aciy(wass) — R boif(@ami, y(2asi)).
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5.7. METODA NEODREDENIH KOEFICIJENATA

Napisimo opet opsti oblik diferencne Seme:
k k k k
Z A iYp—i — hz b_;fn—i = 0 ili svejedno Z _iYp—i — hz bif(n—i,Yn—i) =0,
=0 =0 =0 =0
gdje su a_; 1 b_; konstante, tj. a_; 1 b_; ne zavise od h. Posmatrajmo sljedeéi izraz:
k k k k
L = Z a'—iy(wn—i) - hz b—if(wn—iv y(wn—z)) ii L = Z a—iy($n—i) —h Z b—iy/(ivn—i)v
1=0 1=0

gdje je ocito uzeto da je funkcija y = y(z) tacno rjesenje d. j. y' = f(z,y). Metoda neodredenih
koeficijenata predstavlja jedan moguéi nacin da se izaberu zasad neodredene velic¢ine a_; 1 b_;
tj. da se pogodno odrede koeficijenti a_; 1 b_;. Postupa se kako slijedi. Napisimo Tejlorov
razvoj funkcije y = y(z) u okolini tacke z = z,,:

1
y(z,+ a) =y(z,) + y’(wn) o+ Ey"(:vn) a4

(do nekog stepena a). Diferencirajmo ili svejedno napisimo Tejlorov razvoj funkcije y' = y'(z)
u okolini tacke z = z,,:

y'(:nn +a) = y’(:ﬂn) + y"(:l:n) -+ Ey’"(:nn) a4+

Napisimo jedan i drugi razvoj kada je a« = —kh, ..., a = —h 1 @ = 0 redom. Sve to uvrstimo
u L. Na taj nacin, kada se izvrsi sredivanje:

L = Eoy(zn) + E1hy'(z,) + Eoh®y" () 4+ ... + Eq_lhq_ly(q_l)(:nn) + O(h?).

Sada zZelimo da sto vise pocetnih koeficijenata E, bude jednako nuli. Recimo, Zelimo da bude
Ey = E; = E; = E3 = 0. Na osnovu te zZelje odreduju se koeficijenti a_; 1 b_;.

Pretpostavlja se da je tacno rjesenje y = y(z) dovoljno glatka funkcija.

Necemo dalje konkretizovati ovaj postupak.

5.8. OCJENA GRESKE DIFERENCNE METODE
1. Sluc¢aj eksplicitne Adamsove metode

Razmotrimo eksplicitnu Adamsovu Semu:

k
Yn = Yn—1 + hzb—if($n—iayn—i)7 n = k7 N.

=1

Kao i dosad, y = y(z) oznacava taéno rjeenje razmatranog K. z. a y,, su priblizne vrijednosti.
Isto tako, , = g + nh = ©o + nX/N (mreza ¢vorova je ravnomjerna).

Brojeve yq, ..., yr_1 dala je neka pomocna metoda. Za gresku tih brojeva pretpostavlja se
sljedeée: |R;| = |y(z;) —y;] < Coh**lzaj=1,... k—1.
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Iz 5.6. za lokalnu gresku p,, znamo:

k
pn = y(@n) — yi, = Ceb* 1y (), gdie je gy = y(zar) + B boif (Tnmisy(2n-i).
i=1
Slijedi da je
|pn| < CLR*HY,
ako se pretpostavi sljedeée: (k+1)-vi izvod y*+1)(z) funkcije y = y(z) je ograni¢en na odsjecku
[z0, 20 + X, gdje y = y(z) oznalava bilo koje rjesenje d. j. y' = f(z,y). Ako f € C*(Q) =
C*([zo, o+ X] x R) onda vazi ta ograniéenost, ako su jo§ naravno svi parcijalni izvodi funkcije
f = f(z,y) do reda k uklju¢eno ograniceni na skupu .
Mi treba da ocijenimo gresku metode R,, = y(x,) — vy, za razne n.
Mi ¢emo u izvodenju da izrazimo R, preko R, _j,..., R,_1. Mi ¢emo napredovati po z—osi
od tacke ¢ = xg prema tacki x = zy = xo + X.

(22) Slika za 1. Eksplicitna Adamsova
Ln . . . - .
PnI y* y(z,) je tacan broj, y,, je priblizan broj (racunar saopstava y,,)
Yn . . . .
R, = y(z,) — yn je greska, p, je lokalna greska
Yn

Vidjeéemo da je potrebna jo§ jedna pretpostavka (treca), pa se sada i ona uvodi, kako slijedi.
Neka funkcija od dvije promjenljive f = f(z,y) zadovoljava Lipsicov uslov po svojoj drugoj
promjenljivoj y, sa Lipsicovom konstantom L, tj. neka za ma koje dvije tacke (z,y;) € Q1
(z,ys) € Q vazi nejednakost

|f($7y1) - f(w7y2)| < L- |y1 - y2|

Za trecu pretpostavku je dovoljno da je funkcija f,(z,y) ogranicena na skupu  tj. da je
|fo(z,y)| < L za svako (z,y) € Q.
Imamo redom:

Rn:y(xn)_yn:y(:nn)_y;—l'y;_yn:Pn—l'y:z_yn:

Pn + ’y(iBn—l) — Yn—1 + hz b—i[f($n—i7 y(wn—i)) - f(wn—ia yn—i)] =

=1

k
Pn + Rn—l + hzb—z . f;(:l:n—hgn—i) : (y(wn—z) - yn—i) =

=1

k
Pn + Rn—l + hzb—l ) f;(mn—hgn—i) : Rn—i

=1

k
|Rn| S |,0n| + |Rn—1| + hz |b—1.| ) |f;(wn—i7gn—i)| : |Rn—i| S

=1
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k
|pn| + [Rea| + B S [bi| - L+ | Ryl

=1
Uvedimo u razmatranje niz brojeva {g, }2_, sljedeéom jednakoséu:
gn = max(|Rol|, |R1l,....|Rnl), n>E.

Jasno, |R,| < g,. Jasno, uvedeni niz brojeva je neopadajuéi. Mozemo reéi da uvedeni brojevi
odrazavaju "rastuci” oblik greske 1 da majoriraju gresku. Dalje imamo:

k
|Rn| S |pn| —I'gn—l —I' hz |b—z| : L *Gn—1

=1

|Rn| S |pn| ‘I’gn—l ‘I’hBLgn—l

gn < |pn| + gn1(1+ hBL)zan =k, k+1,...,N. (1)

Uvedena je oznaka B = Y% | |b_;].
Odranije raspolazemo sa sljede¢im relacijama:

Go=0,g1=...=gr1=Coh" i |p,| < Cih** ' zan =k k+1,... N. (2)

Rekurentne formule (1) i (2) primjenjuju se uzastopno u nastavku.
Pisa¢emo kao da je C; > Cy. Imamo redom:

gr < |pe| + (1 + ABL)gp_y < C1A** + (1 4+ hBL)Coh** <
C1A**! + (1 + hBL)C1A**! = C1R* 1 + (1 4+ hBL)]

g1 < |prsa] + (1 + RBL)g, < C1A*! + (14 ABL) - C1h**[1 + (1 + hBL)] =
C1h** 14 (1 + hBL) + (1 + hBL)?|

sliéno ggra < C1R*[1 + (1 + ABL) 4 (14 hBL)*> 4 (1 4+ hBL)? itd.

gy < C1R* 14+ (1 + RBL) + (1 + ABL)> 4+ ...+ (1 + RBL)N 1]

gy < C1R*1 4+ (1 + RBL) + ...+ (1 + ABL)" '] = ubir geometrijske progresije

1
(1+hBL)—1"

1
hBL

Cy bkt [(14 ABL)Y —1] < Cy A - (14 RBL)Y

) ) 1\" 1\ "
poznato je lim (1 + —) =e, Vn (1 + —) <e
n

n—oo

poznato je li_)m <1 + —) =€ Vn <1 + > <e', a>0

hk+1 . 1 . 6XBL — Ohk

Mi i <
1imamo gy < C; Y BL
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XBINY
jer je (1+ hBL)N = (1 + T) < eXBL

Mi imamo definitivno |Ry| < Ch*

Formulis$imo teoremu koju smo upravo dokazali.

Teorema. Neka su ispunjeni sljedeéi uslovi. a) Neka y = y(z) oznacava bilo koje rjesenje
d. j. vy = f(z,y). Za svaku funkciju y = y(z) vazi y € C** ' zg,zo + X]. Sve funkcije
yk+1) = (k1) (2) su ravnomjerno ograni¢ene na odsjecku [z, 2o + X]. b) Funkcija fo(z,y) je
neprekidna i ograni¢ena na skupu @ = [zg, 2o+ X| X (—o0, +00). ¢) Startne priblizne vrijednosti
Y1, ..., Yr_1 dobijene su po nekoj semi tipa Runge-Kuta ¢iji red lokalne greske iznosi h**!. Tada
vazi nejednakost |Ry| < Ch*. Ovdje je C neka konstanta, tj. C' ne zavisi od h.

Vaze nejednakosti |R,| < Ch*, gdje je 0 < n < N.

2. Slucaj 1mplicitne Adamsove metode

Razmotrimo implicitnu Adamsovu $emu:

k-1

Yn = Un—1 + h E b—if(ivn—iayn—i)a n=k— 17 N. (3)

=0

k+1 a vidjeéemo da je ovdje greska reda

Bice opet: znamo da je ovdje lokalna greska reda h
h*. Izvodenje je sliéno i iskaz teoreme je slican, pa éemo iznijeti bez dokaza. Ipak, pojavljuje se
jedna razlika, kako slijedi. Kod eksplicitne $eme u iskazu teoreme je bilo: neka je N ma kakav
prirodan broj i neka je onda h = X/N. Sada u iskazu teoreme imamo: neka je N dovoljno
veliki prirodan broj i neka je onda h = X/N. Ili: neka je broj A > 0 dovoljno mali. Ovim se
postize sljedeéa stvar: (nelinearna) jednacina (3) ima jedinstveno rjesenje, za svako n.

(Fho > 0) (Vh < hg) postoje jedinstveni brojevi {y,} & vazi |R,| < Ch*

Ima jo§ jedna okolnost karakteristicna za implicitnu Ssemu. (Nelinearna) jednacina (3) po
nepoznatoj y, u praksi bude rijesena samo priblizno tac¢no, po pravilu. Ako se ona svaki put tj.
za svako n rijedi sa greskom do Cyh**!, gdje je C neka konstanta, onda iskaz teoreme ostaje

da vazi.

3. Opsti slucaj diferencne metode ili slu¢aj diferencne metode koja ne mora da bude Adam-
sovog tipa

Razmotrimo Semu:

k k
Ea_iyn_i — th_if(wn_i,yn_i) =0, ao#0, n=Fk,N. (4)
2=0

=0

Teorema. a) Neka lokalna greska ima red velicine h**'. b) |f)(z,y)| < L za (z,y) € Q. )
Red veli¢ine greske brojeva yi, ..., yx—1 jednak je h**'. d) I neka je ispunjen uslov «, v, nize.
Tada je red veli¢ine greske seme (4) jednak h*. (Vh < hy)

Ovu teoremu navodimo bez dokaza, a samo ¢emo razjasniti §ta je to "uslov o”.

Razmotrimo jednac¢inu po nepoznatoj a € C":

k k-1
apga” + a_j« 4+...4+a_ =0,
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ovo je tzv. karakteristicna jednalina. Sagledajmo sva njena rjeSenja (sve njene korijene) u
kompleksnoj a-ravni. Uslov « ili uslov korijena glasi kako slijedi: svi korijeni su po modulu
< 11 svi korijeni koji su po modulu = 1 su prosti (jednostruki).

Primjer. Sema

Yn = _4yn—1 + 5yn—2 + h(4fn—1 + 2fn—2)

ima lokalnu gresku O(h*). Njena karakteristi¢na jednacina glasi a® + 4a — 5 = 0, korijeni
jednacine su a; = 11 ay = —5, tako da uslov a nije ispunjen. U nastavku ¢emo pokazati da tu
Semu ne treba upotrebljavati u praksi. Mi ¢emo analizirati prostiranje greske ulaznih podataka.
Izac¢i¢e na vidjelo nestabilnost seme.

Razmotrimo d. j. y' = 0. Sada je f = 0 pa y, = —4y,_1 + 5Yn_». Razmotrimo rjesenje te
d. j. y = y(z) = 0. Smatramo da su yo 1 y; ulazni podaci. Uzmimo da je yo = 0 i y; = —54,
gdje je d > 0. Iz y,, = —4Yy,_1 + BYn_2 imamo redom yy = (—5)%4, y3 = (—5)J, .... Vidimo da
greska neograniceno raste. Dakle, greska ulaznih podataka se nadlinearno prenosi ili odrazava
na gresku pribliznih vrijednosti. Drugim rije¢ima, Sema nije stabilna u odnosu na pribliznost
ulaznih podataka.

Uz ovaj primjer. Razmotrimo homogenu diferencnu jedna¢inu drugog reda sa konstantnim
koeficijentima
azy, + bx,_1 + ctp_s = 0.
Njeno opste rjesenje je
z, = Cy - AT + Cy - Ay,
gdje su A; 1 Ay korijeni tzv. karakteristi¢ne jednacine ad? + bA + ¢ = 0; ovo ako je A} # Ay A
ako je A\; = A, onda je opste rjesenje

ZBn:Ol)\TlL—Fan/\?

Ovdje su C; 1 C; proizvoljne konstante. One mogu da budu odredene, odnosno partikularno
rjeSenje moze da bude izdvojeno ako je definisan par pocetnih uslova: ©; = x19, T2 = x99, gdje
su x19 € R1 s € R dati brojevi.

@ ‘ Slika za 3. Opsta diferencna
prost

Napomena za buduée gradivo. Kasnije ¢emo raditi Milnovu p.—k. metodu, tako da se
izrazava preko dvije formule:

prva formula y, = yn,—a + h(...)

—————page 10 of 12 ———



——— numeri.tex ———

znaci af —1 =0, slijedi a; 5 = +1, ag4 = +4, tako da je uslov « ispunjen
i druga formula y, = yn_s +h(...)
znadi o® — 1 = 0, slijedi ay 5 = +1, tako da je uslov a ispunjen.
5.9. ADAMSOVA METODA CETVRTOG REDA

Adamsova p.—k. Sema IV reda izrazava se pomocu sljedeée dvije formule:

h
P = Yot o (557 (@nt Unos) = 59 (2 Ynoz) + 3T (-0, Yns) — Of (24, Un))

h
Yn = Yn—1 —I' ﬂ (9f($n7 ygred) —I' ]-9f($n—17yn—1) - 5f($n—27 yn—2) —I' f(il:n—37 yn—S))

zan =4,5,..., N. Njena lokalna greska p,, je reda h°, a njena greska R, = y(z,) — yn je reda
h*. Za lokalnu gresku p!, Adamsove e. eme IV reda vaii:

1 1 251
o [ T AN 8 ek Vigry 3,5 ,

A za lokalnu gresku p,, razmatrane p.—k. Seme vazi:
1 ( 19

1 v s 1, 19
=@y (O =75(-3

W) h°, s < €<z (2)

Dosad receno radeno je ranije u naslovima 5.6. 1 5.8. a sada ¢e biti koriS¢eno. Zadrzavamo
ranije oznake. Primjera radi: h = X/N i y, = y**. U ovom naslovu samo ée biti izveden
efektivni izraz za p,,.

Dva broja yP*d iy, izra¢unati su oslanjanjem na jednu te istu prethodnu pribliznu vrijednost

Yn—1.- Ta dva broja se razlikuju zato sto se razlikuju njihove lokalne greske p!, i p,. Moze se

pokazati da su yP*d —y, i p,, — p/, ekvivalentne beskonaéno male kad h — 0. Mi pisemo
ygred —Yn R Pn — p;'z,' (3)

Vidimo da ¢ — ¢ kad A — 0, a mi éemo to koristiti u obliku y¥ (¢') ~ y¥ (£).
U nastavku se jo§ samo primijene sredstva aritmetike na formule (1)—(3):

19 251 270 .5 270

pred %n_/%_— h5__V h5:_ h——n
Yo Yn R pn P R oy (OB — oy (€) 720Y (&) 1o "
2
digitron pokazuje da je %90 =14.21 ~ 14
Konacno,

P N i (2 = ).

5.10. ALGORITAM ZASNOVAN NA DIFERENCNOJ METODI

Razmatra se pocetni zadatak y' = f(z,y), o <z < zo + X, y(z0) = vo.
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Samo ¢emo naznaciti elemente koji ¢ine algoritam. Zadatak je definisan sljedecim paramet-
rima: f = f(z,y), ©o, yo 1 X. Neka smo se opredijelili za jednu odredenu diferencnu metodu.
Bice izlozena dva nacéina za praktiénu ocjenu greske.

Prvi nacin. Sprovedu se dva odvojena proracuna. Neka su zp(zo + X) 1 zap(zo + X) dvije
priblizne vrijednosti za y(zo + X) dobijene redom sa korakom h odnosno 2h. Oznacimo sa

Rp(zo + X) 1 Ron(zo + X) odgovarajuée greske:
y(zo + X) = zn(zo + X) + Rp(zo + X) 1 y(xo + X) = zan(zo + X) + Ran(zo + X).

Uzmimo da je red greske diferencne metode koja se primjenjuje jednak h?*.
Izmedu jedne 1 druge greske postoji sljedeca veza:

Rop(zo + X)

lim Bo(70 + X) =16 ii Rop(zo+ X) ~ 16R,(z0 + X).

Na obi¢an Rungeov nacin, lako se dobija sljedeéa procjena greske pribliznog broja zp(zo+X):
1
Rp(zo + X) ~ B<Zh($0 + X) — zop(zo + X))

Drugi nacin. Izvrsi se jedan proracun, a greska se procjenjuje preko lokalnih greski. Koris-
timo obi¢ne oznake Nh = X 1 z,, = o + nh. Za gresku vazi:

R =3 prexp{(en— o) G} i (R < 37 |pulexp{ (e — 26) L}, 7a rame n.
k=1

k=1

5.11. MILNOVA METODA

Neka bude Nh = X 1 ©,, = g + nh. Milnova metoda definisana je sljedecom Semom za

racunanje:
. 4h
yz d = yn_4 —I— ? <2f($n_3, yn_3) - f(:-l:n—27 yn—2) —I_ 2f($n—17yn—1))
h pred

Yn = Yn—2 + g(f(wn—27yn—2) + 4f($n—17yn—1) + f(mnvyn ))7 n = 47 57 ey N
Prva formula moze da se dobije kada se u identitetu [7” y'(z)dz = [7"  f(z,y(z))dz funkcija
F(z) = f(z,y(z)) zamijeni svojim interpolacionim polinomom po tackama z = @z, 4, ¢ =
Tp_3, T = Tp_o 1 = ¢, ;. Kada se izratuna integral od polinoma onda ¢e se kao jedan

sabirak dobiti 0 - F(2,_4). Druga formula moze da se dobije kada se napise [;"  y'(z)dx =
Lo, f(z,y(z))dz ionda se f(z,y(z)) zamijeni svojim interpolacionim polinomom koji se odnosi
na tacke z,,_5, ©,,_1, , 1 ©,41. Kada integral od polinoma onda ¢e se kao jedan sabirak dobiti
0 f(@ns1,Y(Tnt1)).

Lokalna greska Milnove metode je reda h®, a njena greska R,, je reda h*.

Za lokalnu gresku p,, vazi sljedeca prakti¢na procjena:

P N % (2 = ).
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6. NUMERICKE METODE ZA RJESAVANJE GRANICNOG ZADATKA ZA
OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Razmatraéemo dvije vrste metoda. a) Diferencne metode, drukéije se kaze — metoda
konacnih razlika. b) Varijacione metode, za neke od njih kaze se — metoda konaénih elemenata.
Jednu 1 drugu vrstu opisa¢emo u slucaju diferencijalne jednacine drugog reda.

6.1. METODA KONACNIH RAZLIKA

Bic¢e konstruisana numericka metoda za dobijanje pribliznog rjesenja grani¢nog zadatka
drugog reda. Biée dokazano da numeri¢ka metoda ima tzv. red aproksimacije A% i da je ona
stabilna u odnosu na svoju desnu stranu 1 u odnosu na svoja dva grani¢na uslova. Na kraju ¢e
biti dokazano da ona konvergira, s tim da je red konvergencije (red ta¢nosti) takode jednak h?.

Prvo se daje postavka zadatka koji treba da bude numericki rijeSen. Razmotrimo jednac¢inu

Ly = f(z) tj. v" —p(z)y(z) = f(z), za 0 <z <X, (1)

1 grani¢ne uslove
y(0) =a, y(X) =20 (2)

Iz teorije obi¢nih d. j. poznata su sljedeca svojstva grani¢nog zadatka (1)—(2). Neka p €
C?0,X], neka f € C?[0,X] i neka je p(z) > 0 za z € [0,X]. Tada zadatak (1)-(2) ima
jedinstveno rjesenje y = y(z) iy € C*[0, X|. Napominje se da je linearni diferencijalni operator
—L pozitivan u prostoru L,[0, X]. To znaci da vazi (—Ly,y) = [ =y + p(2)y(z)]y(z)dz > 0
za bilo koju funkciju y = y
y(X)=0.

Neka je N prirodan broj i neka je h = X/N. Uvedimo ravnomjernu mrezu ¢vorova z,, = nh
zan = 0, N. Neka je y = y(z) taéno rjesenje razmatranog zadatka (1)-(2), tako da je y(z,)
vrijednost tacénog rjeSenja u ¢voru z = z,. Neka su y, odgovarajuée priblizne vrijednosti, bice

z) koja nije = 0 i koja zadovoljava grani¢ne uslove y(0) = 0,

dobijene kasnije. Uvedimo i oznaku za gresku: R, =y, — y(z,), zan =0, N.

Neka bude .

to(y(#4) = 25 (4(@ns1) = 29(20) +y(2a-))

o = lo(y(2a)) — 3" (ea) = 75 (y(zass) — 20(e) + y(zas)) — ¥ (20,

Za r, se kaze da je greska aproksimacije. Poznata je sljedeca formula:

1 ..
rn = EyIV(gn)h27 gd.]e Jé Tp—1 S gn S Lnt1-

Tako da je greska aproksimacije reda h%; red konzistencije je h%. Tl |r,| < %Mélhz, gdje je
M, = max,cpo x [y"V (2)|, gdje je y = y(z) tatno rjesenje za (1)—(2). Formula r, = Ly’ (&,)R?
radena je ranije u okviru svojstava podijeljenih i1 konac¢nih razlika, a takode 1 u okviru nu-
merickog diferenciranja. Uostalom, ona moze da bude provjerena razvojem funkcije y = y(z)
po Tejlorovoj formuli. £y aproksimira y”. Ako je y = y(z) linearna funkcija onda je £, = 0.
Ako je y(z) = az® + bz + ¢ onda je Ly(y(z,)) = 2a.

Neka bude p, = p(z,) i f, = f(x,). Napidimo jednalinu (1) kada je © = z,:

y”(:ﬂn) - pny($n) = fa-
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Uvedimo oznaku

Hy(z0)) = 33 (5(s2) — 20(e) + (1)) — pyl)

Imamo da je
[(y(wn)) = fn + Ty

¢ aproksimira L ili svejedno Ly(z,) ~ £(y(z,)), sa greskom 7.

U numeri¢koj metodi, drugi izvod y”(z) u évoru & = =, biva zamijenjen podijeljenom
razlikom koja je sastavljena od efektivno poznatih brojeva {y,}Y , (biée dobijeni kasnije) t;.
od Yn_1, Un 1 Yny1, a ne od brojeva y(z,_1), Y(T,) i y(Tny1). Mi éemo saznati brojeve {y,}N_,
ako rijesimo sljededéi sistem linearnih jednacina:

1

ﬁ(yn-kl - 2yn + yn—l) = PnYn = fn ili [(yn) = fn7 n = 17 N — 17 (3)

Yo =a, yn = b. (4)

Mali primjer za metodu konacnih razlika: y” — /zy = €*, y(0) = 1, y(1) = 2. Izaberimo
N = 10. Tada sistem linearnih jednacina glasi yo = 1, (y2 — 2y1 + yo)/h* — 0,1y, = €,
(ys — 2ys + y1)/h* — /0,2y2 = €% ..., y10 = 2. Kada rijefimo sistem, onda i dobijamo
numericki rezultat {y, }1%,.

Imamo da je £(y(z,)) = fuo + 70 1 €(yn) = fn. Oduzimanjem, uzimajuéi u obzir linearnost
diferencnog operatora £,

Uyn) = Uy(zn)) = fn = (Fa + 1) i Lyn —y(zn)) = =15 i L(Rp) = =10, n=1,N -1,

veza greske metode R, 1 greske aproksimacije 7.

Bic¢e dokazana sljedeéa teorema.

Teorema. Sistem linearnih jednac¢ina (3)-(4) ima jedinstveno tjesenje {y,}2_, i vazi
sljedeéa formula (za ocjenu greske)

max_|R,| < iX2M4hz.
0<n<N 96
Mi ¢emo ustvari dokazati nesto opstiju teoremu koja se odnosi na nesto opstiju situaciju.
Prethodna teorema analizira samo gresku metode. Sljedeca teorema uzima u obzir i gresku
racunanja i greSku izazvanu pribliznoscu ulaznih podataka; ulazni podaci su a1 b. Neka velicine
{yn}_, vise ne zadovoljavaju sistem (3)—(4) nego odsad uzimamo da one zadovoljavaju sljedeéi
sistem:

1

ﬁ(yn-}-l — 2y, + yn—l) — PnYn = fn + oy, ili [(yn) = fn+ 5n7 n=1N -1, (5)

Yo =a+ Ry, yn =b+ Ry. (6)
(5)—(6) bi se ocito svelo na (3)—(4) da je 6, = 01 Ry = Ry = 0. Zasto su uvedeni 4,7 Kada
se sistem linearnih jednacina rijesi onda se njegovo rjesenje radi provjere uvrsti u sami taj
sistem. Lijeva i desna strana se ne poklope veé se razlikuju za §,. Razlikuju se zato §to se

tokom rjesavanja sistema nakupila greska racunanja. Jo§, brojevi é,, odgovaraju i slu¢aju kada
je desna strana jednacéine f = f(z) poznata samo priblizno, poznata sa nekom greskom. Zasto
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su potrebni Ry 1 Ry? Mogucée je da su brojevi a 1 b koji definisu par grani¢nih uslova samo
priblizno poznate veli¢ine.

Za mjeru greske racunanja uzeéemo maxgcn<n |0,|. Za mjeru greske ulaznih podataka
uzeéemo max(|Rol, |Rn|). I dalje je R, =y, — y(z,,). Sada R,, odrazava sve tri komponente
greske (metode, ra¢unanja i od ulaznih podataka).

Ranija veza {(R,,) = —r, sada u novoj situaciji o¢ito postaje

UR,)=—rn+ 0, n=1N—1.

Sada u novoj situaciji vazi sljedeéa teorema (koja ¢e biti dokazana).
Teorema. Sistem linearnih jednac¢ina (5)-(6) ima jedinstveno tjesenje {y,}2_, i vazi
sljedeéa formula (za ocjenu greske)

1 1
J0AX |R,| < %X2M4h2 + §X2 Jmax |0, + max(|Rol|, |Rn|)-

Dokaz teoreme. Sistem linearnih jednacina (5)—(6) sastoji se od N +1 jednalinaiima N +1
nepoznatih {y,} N ;. Mozemo pomnoziti sa h? jednaéine od » = 1 do n = N — 1. Oznaéimo sa
M matricu sistema, ona je oblika (N 4 1) x (N + 1). Vidimo da je matrica M trodijagonalna.
Prvo pitanje: pokazacemo da je matrica M regularna tj. da je det M # 0; koristi¢emo sljedece:
p(z) > 0 za svako z € [0, X]| = p, > 0zasvakon € {1,..., N—1}. Zato sistem ima jedinstveno
rjesenje. Napisimo sistem (5)—(6) i napisimo matricu M:

1 0 0 0 ... [ a—+ Ry
1 -2 — p1h2 1 0 Yo h2(f1 + (51)
0 1 —2 —pyh? 1 Y1 hz(fz + 45)
0 0 0 o ... 1 —-2-— pN_1h2 1 YN hz(fN_l + 5N_1)
| 0 0 0 0 ... 0 0 1] I b+ Ry
=M
Posmatrajmo matricu N = [n”]fvg_:ll, gdje je my; = —2 1 m;;-1 = mip1 = 1, a inace je

n;; = 0. Posmatrajmo proces svodenja matrice N na gornji trougaoni oblik. Tako vidimo da

je det N # 0 (ustvari je det N = (—1)V*+! . N). Vidimo da je tokom istog svodenja situacija sa

M jednaka ili povoljnija od N. Dakle, det M # 0. Ili: iz kasnijih eksplicitnih formula (10) za

rjeSavanje trodijagonalnog sistema vidi se da je det M # 0. Napominje se sljedece: ako bi bilo

pn > 0 za svako n € {1,..., N — 1} onda bi matrica M bila dijagonalno dominantna; znamo

da iz dijagonalne dominantnosti matrice slijedi njena regularnost. Prvo pitanje je zavrieno.
Mi raspolazemo sa

UR,)=—rn+ 06, n=1N—1. (7)

Bilo bi bolje da raspolazemo sa R,, = .... Kao da bi se na relaciju 4(R,) = —r,, + 6, primijenio
operator £71. O tome je ustvari rije¢ u nastavku.
Mi raspolazemo i sa

1 -
lrn| < EM4h2, n=1N-1. (8)

Dokazimo dvije leme.
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Lema 1. Neka bude p,, > 0zan =1, N — 1. Neka bude {(z,) = h%(zn+1—2zn—|—zn_1) — PnZn.
Neka {z,}Y_, bude ma kakav (kona¢an) niz brojeva. Ako je £(z,) <0Ozan=1,N —11iz >0,
zy > 0ondajez, >0zan=1N— 1.

( Uporediti sa: y(0) =0, y(1) =0, y”" <0 = y(z) >0)

Dokaz. Uvedimo oznaku d = ming<,<n 2, 1 dopustimo da je d < 0. Za koje n vazi z, = d?
Ne moze biti zy = d niti zy = d. Neka je ¢ najmanji cio broj za koji je z, = d. Imamo z,_; > d
1 2441 > d. Tako da je zy41 — 2z, + 2z4-1 > 0. Jo$, p, > 012z, =d <0 = —p,z, > 0. Sabiranjem

1
Uzy) = ﬁ(zq-kl —2z4 + Zq—l) — Pqazg > 0.

Po uslovu leme je £(z,) < 0, tako da smo dobili kontradikciju. Dakle, ne moze biti d < 0, nego
mora da bude d > 0. Lema je dokazana.
Lema 2. Neka bude p, > 0zan =1, N — 1. Neka bude £(z,) = h% (zn+1 —2zn—|—zn_1) — PnZn.

Neka {z,}Y_; bude ma kakav (konacan) niz brojeva. Vazi nejednakost

1_, ..
x|zl < max(|zol, 2]) + $X?Z, gdieje Z = max A=)

( Uporediti sa: y(0) = 0, y(1) = 0 = |y(z)| < §maxocs<1|y”(z)|. Znak jednakosti se
dostize za y(z) = z(1 — z) )

Dokaz. Uvedimo u razmatranje niz brojeva

X —nh
X

hol
+ |zN|% + 52(X —nhnh.

wp = |z0]

Iz eksplicitnog izraza za w, je w, > 0. Neposrednim rac¢unom nalazimo da je h%(wnH —

2w, + wn_l) = —7, tako da je f(w,) = —Z — pyw, < —Z. Dalje, za n = 1, N — 1 imamo
Uwp + 2,) = L wy) T L(2,) < —Z £ £(z,) < 0. Pored toga, wg + zg = |2z0| = 20 > 01
wy + 2y = |zn| £ 2y > 0. Prema tome, niz brojeva {w, + z,}\_, zadovoljava sve uslove

prethodne leme. Zato imamo w, + z, > 0 za n = 0, N. Napisimo odvojeno: w, + z, > 01
Wy — 2z, > 0. Znadi da je |z,| < wy. Slijedi da je |2z,| < maxo<p<n wWy.
Ostaje samo da se izrac¢una maXo<n<n Wn. Imamo:

X —nh X —nh nh

20/ = + |awl 5 < max([z0, |z ]) = + max(|z], [2w]) S = max(|zo], [2w])
1 11, . 1
—Z(X —nh)nh < -Z-=X*, jerje z(l —z) < — za z € [0,1]
2 2 4 4
. 11,
sabiranjem, w, < max(|zol,|2n]|) + §Z . ZX

Znaci da je maxo<n<n w, < max(|zol,|2zn|) + %Z . in. Lema je dokazana, jer Vn |z,| <
izraz = maXo<n<N |Zy| < izraz.

Lema 2 govori sljedeée. Neka {z,}_, predstavlja rjesenje diferencnog grani¢nog zadatka
Uz,) = fnza 0 <n < N,z =a, zy =b. Tada je ispunjen tzv. uslov stabilnosti tj. tada
vazi nejednakost ||z|| < C1||f|| + C:llg]|. Ovdje je z = (20,21, ..., 28), f = (f1, fos-- -y fv1) 1

g = (a,b). Ima se u vidu max—norma.
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Slijedi zavrsni dio dokaza teoreme. Primijenimo lemu 2 na niz brojeva {R,}2_,:

]‘ 2
e [Ra| < max(|Rol, | Bav]) + < X* max [€(Ra)| = po (7)

0<n<N

]‘ 2
max(|Ro|, |Rn|) + ¢ X* max | — 1y +dn| <

1., Loy
max(|Ro|, |Bn|) + X° max |ro| + 2 X" max [6,] < po (8)
Rol, [Rw|) + X% - - Myh? + 1X2 max |6,
(ol ) G- g Ml X e 9
Teorema je dokazana.
y i
//—\\ﬂ y(wn) IRn
/
" y=y(x)
.//
a
he b
I I I f
0 =z Lo Ly, IN-1 X z

U nastavku — dopune.

Izvrsimo sada dogradnju konstruisane numericke metode, da dobijemo potpuno i mocéno
sredstvo za rjeSavanje grani¢nog zadatka.

1. Posmatrajmo samo gresku metode, tj. neka je §, = 01 Ry = Ry = 0. Red greske je h?,
greska ~ C'h%. Na obi¢an Rungeov nalin dobija se praktiéni izraz za gresku. Dakle, neka je z
tacka sa odsjecka [0, X] koja je ¢vor i po mrezi sa korakom h i po mrezi sa korakom 2h. Neka
su zp(2) 1 zan(z) dvije odgovarajuée priblizne vrijednosti. Tada je

. 1

greska(zp(z)) = Ru(z) = y(z) — zn(2z) ~ g(Zh(ZB) — zzh(:v)). 9)

2. Navedimo 1 gotove formule za rjesavanje trodijagonalnog sistema. Formule i oznake su

preuzete iz knjige Tihonov—Samarski. Te formule izrazavaju tzv. metodu progona. Napominje

se da je vremenski trosak za rjeSavanje punog sistema linearnih jednacina jednak O(N?), a
trodijagonalnog sistema jednak O(N); N — dimenzija sistema.

Awio1 — Ciys + Biyipn = —F;, 0 <4 < N; yo = x1y1 + 1, Yv = XeYn—-1 + 12

A; B;n; F o
. Mi+1 + 1 =N —-1

= =V 6= 5 o T AT e ot = !
v = X2, v =v2; & C; — Bi&i1 T C; — Bi&ita

gy
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v+ X1
1—xi&’
Ipak, treba reéi da su navedene formule prilicno neprakticne i da su nepotrebne-suvisne.

3. Algoritam. Formirati matricu M i rijediti trodijagonalni sistem po formulama (10) ili
Gausovom metodom eliminacije, ¢ime se dobijaju priblizne vrijednosti, sa izabranim korakom.

Yo = Yit+1 :€i+1yi+ni+17 7':077N_1 (10)

Izvr§iti 1 pomoéni grubi prora¢un sa dvostrukim korakom, primijeniti (9), tj. dobiti ocjenu
greske.

Primjer.

Ako je N = 6 onda sistem linearnih jednac¢ina moze da glasi recimo:

-2 1 0 0 07 [wm] T[A]
1 -2 1 0 0 Ys 2
0 1 -2 1 0 |-|ys|=]F
0o 0 1 -2 1 Ya fa
0 0 0 1 —2] |lys] LF.

Nisu potrebne formule (10) da bi se sistem rijesio. Sistem se lako rjeava.
U nastavku — naknadne dopune.
1. Ako se ukine uslov p(z) > 0 onda u iskazu teoreme treba dodati: za dovoljno male h > 0.
2. Uslovima (2) odgovaraju jednacine (4). Ako bi se (2) zamijenilo sa y'(0) = a, y'(X) =

Y1 — Yo YN — YN
_— pu— ) _—— pu— b‘

zadatka umjesto (2) figurisu granicéni uslovi apy(0) + a19'(0) = a, Boy(X) + f1y’'(X) = b onda
u numeric¢koj metodi par jednacina (4) treba zamijeniti parom jednacina

b onda bi (4) trebalo zamijeniti sa Slicno, ako u postavci

1 ; Yo — a, Boyn + B YN —hyN—1 b

3. Metoda konacnih razlika primjenjuje se za numericko rjeSavanje raznih grani¢nih za-
dataka, na nacin koji je slican dosad izloZenom naéinu za grani¢ni zadatak (1)—(2). Upravo,
data diferencijalna jednalina napiSe se za = ©,, (&, — ¢vor), a onda se y'(z,), y"(z,) i slicno
zamijene nekom podijeljenom razlikom. Za y' se moze koristiti formula:

y(20) = 5 (W(3us2) — ylzams)) + O(R).

Za y" se moze koristiti nasa formula

' (20) = 15 (4(zas2) — 20(e) + y(zr)) + O(R)

ili eventualno formula

1

y'(zn) = 7573 (=y(Zas2) + 16y(2nt1) — 30y(2n) + 16y(z0_1) — y(2a_2)) + O(h*).

Qoo +

U slucaju primjene metode kona¢nih elemenata, kao priblizno rjeSenje uzima se funkcija

vees

s tim da zadovoljava z(0) = a i z(X) = b.
Uzima se ona funkcija z = z(z) navedenog oblika za koju se ostvaruje najmanja moguéa
vrijednost nelinearnog funkcionala I(z) = s [(#'(2))* + p(z)2%(z) + 2f(z)z(z)]dz.
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Numericke metode (Fizika) / Numericka
analiza (C smjer)
Sadrzaj predavanja:

1.1 Lagranzov interpolacioni polinom
numerame.tex

1.2 Ocjena greske za Lagranzov
interpolacioni polinom numerame.tex

1.3 Podijeljene razlike 1 njihova svojstva
numerame.tex

1.4 Njutnova interpolaciona formula sa
podijeljenim razlikama numerame.tex

1.5 Konacne razlike numerame.tex

1.6 Njutnove interpolacione formule sa
konaénim razlikama numerame.tex

1.7 Interpolacija sa viestrukim ¢vorovima
numerb.tex

1.8 Interpolacija pomocu splajna
numerb.tex

1.9 Numericko diferenciranje numerc.tex

1.10 Nestabilnost numerickog diferenciranja
1 tri vrste greske u numerickim metodama
numerc.tex

1.11 Pojam pribliznog broja numerc.tex

1.12 Greska funkcije numerc.tex

2.1 Tri formule numerd.tex

2.2 Rungeovo pravilo za praktiénu ocjenu
greske numerd.tex

2.3 Rombergova formula numerd.tex

2.4 Kvadraturne formule u slu¢aju
prisustva tezinske funkcije numerd.tex

2.5 Gausova kvadraturna formula
numerd.tex

3.1 Gausova metoda eliminacije numere.tex

3.2 Gausova metoda eliminacije sa izborom
glavnog elementa numere.tex

3.3 Mjera uslovljenosti matrice numere.tex

3.4 Tterativne metode za rjesavanje sistema
linearnih jednaéina numere.tex

3.5 Zajdelova metoda numere.tex

3.6 Primjer iterativne metode (za
rjesavanje sistema linearnih jednaéina)
varijacionog tipa numerf.tex

3.7 Metoda skalarnog proizvoda numerf.tex

4.1 Metoda polovljenja numerg.tex

4.2 Metoda proste iteracije numerg.tex

4.3 Njutnova metoda numerg.tex

5.1 Uvod o Kosijevom zadatku 1 lema o dva
rjeSenja diferencijalne jednacine numerh.tex

5.2 Ojlerova metoda 1 drugi primjeri
numerh.tex

5.3 Opsti slucaj eksplicitne metode tipa
Runge-Kuta numerh.tex

5.4 Ocjena greske za metodu Runge-Kuta
numerh.tex

5.5 Algoritam zasnovan na metodi
Runge-Kuta numerh.tex

5.6 Diferencne metode numeri.tex

5.7 Metoda neodredenih koeficijenata
numeri.tex

5.8 Ocjena greske diferencne metode
numeri.tex

5.9 Adamsova metoda cetvrtog reda
numeri.tex

5.10 Algoritam zasnovan na diferencnoj
metodi numeri.tex

5.11 Milnova metoda numeri.tex

6.1 Metoda konac¢nih razlika numerj.tex

Fajlovi (gsview): numerame.tex 11 pages
numerb.tex 8 pages numerc.tex 9 pages
numerd.tex 16 pages numere.tex 14 pages
numerf.tex 6 pages numerg.tex 16 pages
numerh.tex 14 pages numeri.tex 12 pages
numerj.tex 6 pages. X = 10 files & 112 pages
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