———— numerwmb.tex —

Numericke metode (Fizika) / Numericka analiza (C smjer)
Ogledni primjeri za Zavrsni ispit

Za Zavrsni ispit (30 poena) oblasti: RjeSavanje sistema nelinearnih jednacina, Numericke
metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednac¢ine 1 Numericke metode
za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine. Dolazi jedno ili dva pitanja
1z teorije 1 tri ili ¢etiri zadatka. Dozvoljena je upotreba digitrona.

U nastavku:

e Pitanja 1z teorije

e Odgovori na neka pitanja

Zadaci (postavke zadataka)

Formule 1 uputstva za rjeSavanje zadataka

Primjeri kako bi mogao da izgleda zavrsni ispit

Numericke metode / Numericka analiza
Pitanja iz teorije

> Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina

1. Algoritam za metodu polovljenja.

2. Ocjena greske u slucaju metode polovljenja.

3. Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije u sluéaju
jedne nelinearne jednacine.

4. Dokazati prvu formulu za ocjenu greske u slu¢aju primjene metode proste iteracije (gdje
pise ¢"/(1 — q)).

5. Dokazati drugu formulu za ocjenu greske u slu¢aju primjene metode proste iteracije (gdje
pise ¢/(1 — q)).

6. Metoda proste iteracije u slucaju jedne nelinearne jednacine: kako postiéi da uslov
kontrakcije bude ispunjen (A—postupak).

7. Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode tangente ili svejedno
Newtonove metode u slu¢aju jedne nelinearne jednacine.

8. Dokazati teoremu o ocjeni greske u slucaju metode tangente.

>I Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine

9. Lema o dva rjesenja diferencijalne jednacine.

10. Izvodenje Ojlerove metode (Euler) i njen izraz za lokalnu gresku.

11. Ocjena greske Ojlerove metode.

12. Modifikovana (ili poboljsana) Ojlerova metoda.

13. Numeric¢ki algoritam zasnovan na metodi Runge-Kuta (Runge-Kutta): prakti¢ni pos-
tupak da se ocijeni greska 1 podesavanje koraka.

14. Kako glase formule za metodu Runge-Kuta cetvrtog reda (RK4).
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15. Kako glasi Adamsova prediktor—korektor metoda IV reda i kako se procjenjuje njena
lokalna greska (1/14).
16. Milnova metoda (Milne): kako glasi formula i kako se procjenjuje lokalna greska (1/29).

> Numericke metode za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obicne diferencijalne jednacine

17. Metoda konacnih razlika (za rjesavanje grani¢nog zadatka): numericki algoritam tj.
formule koje su dovoljne da se napise program za racunar. Ukratko objasniti.

18. Dokazati relacije lim b — O(y(:ﬂ +h)—2y(z)+y(z— h))/h2 =y"(z) 1limp_o (y(az +h)—

y(z — h))/Qh = y'(z), gdje se pretpostavlja da je funkcija y = y(z) dovoljno glatka. Znamo da
se na ovim relacijama zasniva metoda konacnih razlika.

Numericke metode / Numericka analiza
Odgovori na neka pitanja

> Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina

Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije u
slu¢aju jedne nelinearne jednacine.

Metoda proste iteracije sluzi za numericko rjesavanje jednacine oblika z = p(z).

Neka je ¢ realna funkcija definisana na jednom segmentu realne ose [a,b]. Za funkciju
¢ = ¢(z) kaze se da je kontrakcija ako ona ispunjava sljededi uslov: (3¢ < 1) (Vaq, 22 € [a,b])
lp(z2) — p(z1)| < glzs — 2.

Teorema. Razmotrimo funkciju ¢ € C''[a, b] (neprekidno diferencijabilna). Neka su ispunje-
ni uslovi: (1) ako je a <z < bonda je a < ¢p(z) < bi (2) postoji ¢ takav da je |¢'(z)] < g <1
za a < z < b. Definisimo niz brojeva {z,}:2 sa 2,11 = ¢(z,) za n > 0, gdje zo € [a,b]. Tada
vazi: (1) jedna¢ina z = ¢(z) ima jedinstveno rjeSenje na segmentu [a,b[ (oznacimo ga sa §) i
(2) im0 2, = €.

Dokaz teoreme. Po Lagranzovoj teoremi (po teoremi o srednjoj vrijednosti) ¢(as) —@(aq) =
@' (B)(az — 1) gdje je au < B < az = [p(az) — p(ar)| = ¢’ (B)] - |az — as| < glas — aa.

Kako ¢: [a,b] — [a,b] i zg € [a,b] to z,, € [a, ] za svako n.

Dokazimo da je {z,} Kosijev niz. Imamo |z,41 — .| = |@(2n) — @(Tn-1)| < ¢l — Tpo1].
Slicno |Tnts — Tut1] = |@(Tnt1) — ©(z0)| < qlTnt:s — 2| < Elon — ooy|. Itd. Isto tako
|Tntp — Trip-1| < ¢P|Tn — Tn_1|. Na isti nacin se dokazuje i |z, — z,—1| < ¢" |21 — zo|. Ukupno

|:En+p - $n| - |$n+p — Tp4p-1 + ...+ Tpt+2 — Lot + Tpt1 — $n| S

|$n+p - $n+p—1| —I' e —I' |$n+2 - :Bn+1| —I' |$n+1 - $n| S (qp —I' e —I' q2 —I' Q)|$n - $n—1| S
Lkﬂn - $n—1| S 1
l-¢q l-¢q
bez obzira na p > 1. Znadi da |z,4, — z,,| — 0, razmatrani niz je Kosijev.

Niz {z,} je Kosijev = niz {z,} je 1 konvergentan i odmah uvodimo oznaku X = lim,,_,, 2.
Iza <z, <bzasvakon = a < X < b. Iz 2,11 = p(z,) slijedi X = lim,_,. ¢(z,) i dalje
slijedi (buduéi da je ¢ neprekidna funkcija) X = ¢(X). Znaéi X = €. Ne mogu postojati dva

(Q‘|‘92‘|‘---)|$n—$n—1|: |z; — zo] — 0 kad n — oo
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rjeSenja {1 1 & jer bi tada bilo (&) = &1, @(&2) = & 1 (za neko fB) & — & = [@(&2) — ¢(&1)] =
lo"(B)] - |€2 — &| < qléx — &| a znamo da je ¢ < 1. Dokaz je zavrsen.
Primjer: funkcija ¢(z) = /1 + @ ispunjava sve uslove teoreme na segmentu [1, 2].

Dokazati prvu formulu za ocjenu greske u slucaju primjene metode proste iteracije (gdje
pise ¢"/(1 - q)).

Razmotrimo funkciju ¢ € C'la,b] koja ispunjava ¢: [a,b] — [a,b] 1 |¢'(z)] < q¢ < 1.
Definisimo niz brojeva {z,,}:> sa z,41 = ¢(z,) zan > 01 zy € [a,b] 1 oznalimo sa ¢ rjesenje
jednacine z = ¢(z).

Tada za svako n vazi nejednakost |z,, — £| < %kﬂl — o).

Treba da dokaZemo nejednakost. S jedne strane, |z, — z,_1| = |@(n_1) — @(2n_2)| <
qlTn_1—2n_s| = qlp(zn_s)—p(2n_s)| < ... < ¢"7Hz1—z0|, prepisimo [z, —z, 1| < ¢ |21 —20l.
S druge strane @, — { = ©, — Tpy1 + Tpy1 — € pa po aksiomi trougla imamo |z, — §| <

|Zn — Tpg1| + |Tpg1 — €] 1 dalje
Zn — &| <2 — Toga| + [Tag1 — & = |@(@a-1) — p(@0)| + [p(20) — @ ()] <

Q|wn—1_$n|+Q|$n_€| = (1_q)|$n_€|SQ|$n—l_$n| =

20— €] < 77— |oas — 2.
Ukupno,
[z, — | < 1 z q|$n Tp-1| < 1z—q - q" oy — wo| = 1 |z1 — @o|, Sto jei trebalo.

Jasno, po Lagranzovoj imamo ¢(as) — (1) = ¢'(B)(a2 — a1) gdje je B = a1 + 0(ar — ay)
zaneko 0 < 0 <1 = |p(az) — p(a1)| < glas — a;| za bilo koje oy, as € [a, b].

Dokazati drugu formulu za ocjenu greske u slu¢aju primjene metode proste iteracije
(gdje pise q/(1 - q)).

Razmotrimo funkciju ¢ € C'[a,d] koja ispunjava ¢: [a,b] — [a,b] 1 |¢'(z)] < ¢ < L.
Defini§imo niz brojeva {,,}:2, sa €,+1 = @(x,) zan > 01 zg € [a,b] i oznacimo sa ¢ rjesenje
jednacine © = p(z).

Tada za svako n vaZzi nejednakost |z, — {| < 14 [0 — @no1].

Treba da dokaZemo nejednakost. Iz z, — ¢ = z,, — 11 + 1 — & pa po aksiomi trougla
imamo |z, — ¢| < |z, — Tpy1| + |Tny1 — €] 1 dalje

[ — €] < [2n = Tnga| + [Zar — € = |@(20m1) — (@n)] + [(2n) — @(€)] <
ql@ns — Ta| + qlzn — €], prepisimo |z, — €| < qlany — a| + qlza — €| =
(1= @)zn — & < glons — 2| /:(1-10)

Dobili smo |z, — | < 72 [@n—1 — @/, 8to je i trebalo.

Jasno, po Lagranzovoj imamo ¢(as) — ¢(a1) = ¢'(B)(a2 — a1) gdje je B = a1 + 8(ax — ay)
zaneko 0 < 0 <1 = |p(az) — p(a1)| < glas — a;| za bilo koje oy, as € [a,b].
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Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode tangente ili svejedno
Newtonove metode u slu¢aju jedne nelinearne jednacine.

Metoda tangente sluzi za numericko rjesavanje jednacine oblika F(z) = 0 na jednom seg-
mentu realne ose [a, b].

Polazimo od grube aproksimacije zo. Posmatrajmo grafik funkcije y = F(z) i uo¢imo na
grafiku tacku ¢ija je apscisa @ = z, njene koordinate su (z,y) = (zo, F(z0)). U toj tacki,
prislonimo tangentu na grafik. Jednac¢ina tangente? Kao prava kroz jednu tacku y — F(zg) =
E(x — xo) ili y — F(xo) = F'(zo)(x — ®0), na bazi geometrijske interpretacije prvog izvoda.
Presjecna tacka tangente 1 z—ose predstavlja bolju aproksimaciju od zy. Apscisa presjecne
tacke? Iz y = 01y — F(zg) = F'(zo)(x — ®o) imamo —F(zg) = F'(zo)(z — zo) zatim

—F(z0)/F'(x0) =  — @ 1 definitivno z = zo — % Stavlja se ©; = g — Fﬂ,(% Sli¢no

T na bazi z;, itd. Da li niz {z,,} konvergira ka rjesenju jednacine?

Teorema (o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode tangente). Neka su ispunjeni
sliedeéi uslovi: F € C?[a,b], F(a)F(b) < 0, F'(z) je stalnog znaka na [a, b] (to znaci: F'(z) > 0
za svako z € [a,b] ii F'(z) < 0 za svako z € [a,b]), F"(z) je stalnog znaka na [a,b], tacka
zy € [a,b] izabrana je tako da vazi F(z¢)F"(zo) > 0. Neka je niz brojeva {z,,} definisan sa

Tyl = Ty — ]f,(é';)) za n > 0. Tada jednacina F(z) = 0 ima jedinstveno rjeenje na segmentu

[a,b] (oznacimo ga sa X) i vazi lim,,, @, = X.

Dokaz teoreme. Iz F(a)F(b) < 01 F'(z) je stalnog znaka slijedi postojanje i jedinstvenost
rjesenja X. U zavisnosti od toga kakvog su znaka F'(z) 1 F"(z) moguéa su Cetiri slucaja i to:
1) F'>0,F">0,2) />0, F"<0,3) F' <0, F">0,4) F' <0, F” < 0. Mi ¢emo sprovesti
dokaz za prvi slucaj. Za ostale slu¢ajeve dokaz je sli¢an.

Prvo. Vazi z,, > X za svako n; zapaziti odmah da je ovaj uslov ekvivalentan sa F(z,) > 0.
Dokazuje se mat. indukcijom. Imamo da je zo > X jer je F”(z) > 01 F(zo)F"(zo) > 0. Ako
je , > X onda je i z,.; > X. Zaista, po Taylorovoj formuli:

F"(a)(X = @n)*

X.
SF(z)

F(X) = F(z,)+ F'(2,)(X — z,) + %F”(a)(X —2,) = Tpa =X+

Drugo. Niz {z,} je opadajuéi tj. vazi z,41 < =z, za n > 0. Zaista, z,41 — z, =
—F(z,)/F'(z,) < 0 zato §to je F(z,) > 0 kako je malo¢as pokazano i takode F'(z,) > 0
po definicionom uslovu prvog slu¢aja.

Treée. Razmatrani niz je konvergentan, buduéi da je monoton i ograni¢en (svi njegovi
elementi su veéi od X). Oznaéimo sa ¢ grani¢nu vrijednost niza: neka je lim,_, z,, = ¢

F(zn)
F'(@n)

E=¢— ]];,(—(%; zapaziti da je F'(§) # 0 bududi da & € [a, b]. Dakle, F({) = 0. Znati da je £ = X.

Dokaz je zavrsen.

Jos cetvrto. Narelaciju 41 = z,, — treba primijrniti operaciju lim,,_,,, ¢ime se dobija

Metoda tangente ima kvadratni tempo konvergencije, §to znaci da se elementi niza vrlo brzo
priblizavaju rjeSenju jednacine.

>t Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine
Izvodenje Ojlerove metode (Euler) i njen izraz za lokalnu gresku.
Razmotrimo problem inicijalnih vrijednosti ¢y = f(z,y), y(zo) = yo. Neka su fiksirane

velicine h > 01 n € N. Mrezu ¢vorova ¢ine tacke ; = z9 + ith (0 < ¢ < »). Mi trazimo
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priblizno rjesenje razmatranog problema. Sa y; oznacava se priblizna vrijednost u tacki z = z;
(0 <i < m). Greska u pojedinoj tacki definise se kao R; = y(z;) — y; (0 <7 < n).
Prelazimo na izvodenje Ojlerove metode. Napisimo Tejlorovu formulu:

1 . 1
y(zo + h) = y(zo) + hy'(zo) + ihzy”(a) i y(z1) = yo + hf(zo,y0) + §h2y”(a)

gdje je g < @ < zg + h. Uzimamo da yo + hf(zo,yo) predstavlja pribliznu vrijednost i (samim
tim) $h%y"(a) predstavljaée gresku. Prema tome, stavlja se y1 = yo + hf(zo,yo). Pored toga,
stavlja se r; = %hzy”(a), ovo je tzv. lokalna greska. Kaze se lokalna greska ili greska na
(jednom) koraku.

Sliéno se dobija y» na bazi y;, itd. Dakle, formula za Ojlerovu metodu ili S$ema za racunanje
Ojlerove metode glasi y;11 = y; + hf(z;,y;) za 0 <i < mn— 1.

Slicno se definisu i ostale lokalne greske ra,...,7, i vazi relacija r; = 2h’y"(a) gdje je
i1 < a < z; (1 <i<mn). U zakljucku, lokalna greska Ojlerove metode iznosi r; = O(h?).
Lako se pokazuje da vazi sljedece izvodenje (kada je y rjeSenje jednacine):

d

d
y = flz,y) = %y'zﬂf(w,y) = y'=fi+fy = v =Ff+FF

@ Ocjena greske Ojlerove metode

Razmotrimo problem inicijalnih vrijednosti y' = f(z,y), y(zo) = yo. Neka su fiksirane
velicine h > 01 n € N. Mrezu ¢vorova ¢ine tactke ; = z9 + ith (0 < ¢ < »). Mi trazimo
priblizno rjesenje razmatranog problema. Sa y; oznacava se priblizna vrijednost u tacki ¢ = z;
(0 < ¢ < m). Tako da je yir1 = yi + hf(zi,y;), Ojlerova metoda. Greska u pojedinoj tacki
definide se kao R; = y(z;) —y; (0 <i < m).

U cilju ocjene greske, uvedimo potrebne oznake. Naravno, y = y(z) je analiticko rjeenje
razmatranog problema. Stavimo yo(z) = y(z). Neka je y; = y;(z) funkcija koja zadovoljava
diferencijalnu jednacinu y’' = f(z,y) i uslov y;(z;) = y; za 1 <1 < n. Lokalna greska r; definise
se kao 7; = yi_1(®;) — yi(®;) 1 za nju vazi relacija r; = 1hzyZ ) gdje je miog < a; < ;.

Prelazimo na ocjenu greske R,,. Po lemi o dva rjesenja diferencijalne jednacine vazi

ia(2) = vi(2) = (i1 (20) — v exp [ (o i) o

gdje je recimo y;_1(z) < y;(z) < y;(z). Ova relacija pokazuje da razlika y;_;(z) — y;(z) u tacki
z = z,, moze da bude ve¢a od one u tacki x = z;. Drugim rijec¢ima, tokom napredovanja po
z—os1 dolazi do dodatnog razilazenja dva rjesenja, uopste uzev. Imamo da je

7

R, = y(xn) — Yn = yO(:Bn) - yn(xn) = ;(yi—l(xn) - yi(fﬂn)) =

> (Yio1 (i) — yilz:) exp/ (z,7;(z))de slijedi

|Rn| < Z |yi—1($ - yz 171. eXP/ :E yz )|d$ <
=1
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7 7

S rilex [ Bde = 3 Il exp{ Lo — =)}

gdje je uvedena oznaka L = sup | f,(z,y)|.

Dobili smo definitivno |R,| < 3% |ri|exp{L(z, — =;)} ili |R,| < X7, |ri| exp{LX}, stavili
smo X = nh. Buduéi da je |r;| = O(h?) slijedi |R,,| = O(h). Takode vazi |R;| = O(h) za ostale
i. Zakljucak: greska Ojlerove metode je reda h ili |R,,| < C'h za neku konstantu C. Pisali smo
exp ¢ umjesto €”.

>t Numericke metode za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obicne diferencijalne jednacine

Numericke metode / Numericka analiza
Zadaci (postavke zadataka)

> Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina

1. Metodom proste iteracije ili Newtonovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog
rjefenja jednaline 1/ = z? — 4z + 3 na pet tacénih decimala. To znaci da greska priblizne
vrijednosti moze da iznosi do (najvise) 3 - 107° ili eventualno do (najvise) 107°. Rac¢una se dok
se &,_1 1 &, ne poklope na pet decimala.

2. Metodom proste iteracije ii Newtonovom metodom naci pribliznu vrijednost rjesenja
jednacine z*
pet decimala.

3. ¢ —sinz = 0,25.

4. z+Inz =0,5.

5. Newtonovim postupkom, sa taénoséu 10~%, odrediti realno rjesenje jednaéine 3 —2z—5 =

—x — 1 = 0 na pet ta¢nih decimala. Racuna se dok se z,_; 1 z,, ne poklope na

2

6. Metodom proste iteracije rijesiti jednacinu z? = e” + 2 sa greskom manjom od 107%.

=

Postupkom po izboru odrediti priblizno najmanji pozitivni korijen jednacine zsinx =
1/2.

8. Neka je a > 0. Konstruisati postupak za izracunavanje 1/4/a zasnovan na Newtonovo]
metodi. Ispitati konvergenciju malocas konstruisanog postupka.

9. Neka je a > 1. Konstruisati postupak za izracunavanje y/a zasnovan na Newtonovoj
metodi. Ispitati konvergenciju malocas konstruisanog postupka. U okviru toga, o izboru
pocetne aproksimacije xg.

Uputstvo: 2 — a = 0. Prakti¢no, treba izvesti Heronov obrazac za ratunanje kvadratnog
korijena (Heronovu metodu za racunanje kvadratnog korijena).

10. Aproksimirati vrijednost broja v/41 na Sest taénih decimala upotrebom Newtonove
metode.

11. Kada je dat broj ¢ > 1, moZemo izra¢unati njegovu recipro¢nu vrijednost = =
rjesavajuéi jednaéinu i—c = 0. Pokazite da, aplikacijom Newtonove metode, mozemo izra¢unat
recipro¢nu vrijednost broja bez izvodenja dijeljenja.

o=

-

12.  Aproksimirati vrijednost broja 1/9 na Sest tacnih decimala upotrebom Newtonove
metode bez izvodenja dijeljenja. Zapazite da inicijalna vrijednost xy mora biti blizu rjesenja,
da b1 metoda konvergirala.
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13. Projektil mase 2 grama lansiran je u vazduhu vertikalno uvis i zatim pada, dostizuéi
svoju terminalnu brzinu. Za terminalnu brzinu v u m/s moze se, nakon evaluacije svih kon-
stanti, pisati 0,002-9,81 = 1,4-10%v'* 4+ 1,15-10"°v%. Prvi sabirak na desnoj strani predstavlja
silu trenja, a drugi predstavlja silu pritiska.

Gruba procjena govori da je terminalna brzina v nekih 30 m/s. Odredite da li interval
[20, 30] ili [30,40] sadrzi jedan korijen (jedno rjeSenje).

14. Kriticna masa za jedan nuklearni reaktor odreduje se rjesavanjem njegove tzv. kriticne
jednacine. Jedan jednostavni primjer kriti¢ne jednacine glasi tg(0,1z) = 9,2¢™*, gdje je fizicki
znacajan najmanji pozitivni korijen (rjeSenje). Iz iskustva je poznato da se rjeSenje nalazi u
intervalu [3,4].

Pokazite da jednacina zaista ima rjeSenja u [3,4] i da je takvo rjesenje jedinstveno.

15. z = ¢ u blizini z = 0,5.

16. Inz = % u intervalu [1,2].

17. Inz = e~* u intervalu [1,2].

18. Treba rijesiti kriticnu jednacéinu tg(0,1z) = 9,2¢™* primjenom Newtonove metode sa
inicijjalnom vrijednoséu zy = 3,5. Izracunajte rjesenje sa 5 ta¢nih decimala.

x+cosx

19. Razmotrimo jednaCinu z = cosz. PokaZite da je oblik z = *£22% adekvatan za

rjesavanje metodom proste iteracije za sve inicijalne vrijednosti g iz intervala [0, 1].

Objasnjenje: Jednaéina z = cosz ekvivalentna je sa z = ZT%Z kao uostalom i sa z =

2
% (za bilo koje A # —1).

20. Razmotrimo jednaéinu z = e~*. Pokazite da je oblik z = 2+e"

5— Pogodan za rjesavanje
metodom proste iteracije za sve inicijalne vrijednosti g iz intervala [%, 1].

21. Razmotrimo jedna¢inu z = e~*. Treba da skicirate grafike i da se time uvjerite da
jednadina ima rjesenje u intervalu [0, 1], kao 1 da je rjesenje jedinstveno.

22. Jednac¢ina x = e~ ima jedinstveno rjesenje kada je 0 < z < 1. Neka se data jednacina
rjeSava numericki, metodom polovljenja intervala. Koliko ¢e nam iteracija biti dovoljno da

obezbijedimo 5 ta¢nih decimala?

Objasnjenje: Neka r, oznacava gresku n—te aproksimacije z,,. Imamo |ro] = b—a =11
rn| = 27"|ro|. Treba naéi n za koje vazi |r,| < 3 -107°.

>1 Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine

23. Jednatina koja razdvaja promjenljive. a) Rijesite diferencijalnu jednacinu y' = 6zy.
b)y' =kyc)y =1d)y = 2L e)y =ky(1-%) f) 2ydy = (2? + 1)dz g) sinydy =
—z cos zdz h) Z—Z = z(c" +2) 1) (22 — D)yPdz + z*dy = 0 j) zydz — (z? + 1)dy = 0 k) j—g = —rtgh

6y
1) Z—g:sinfm m) dz + ¢**dy = 0 n) (:n—l—l)j—g:m—}—fio) zy' = 4y p) %: Z—i
24. Pocetni zadatak (pocetni problem). a) Treba odrediti rjesenje problema inicijalnih
vrijednosti S—Z = %, y(—2) = -1

b) (e7¥ 4+ 1)sinzde = (1 + cosz)dy, y(0) = 0, ¢) ydy = 4zv/2? + ldz, y(0) = 1, d)
2’y =y —zy, y(—1) = 1.

25. Linearna jednadina. a) Rijesite diferencijalnu jednacinu y' + 3z%y = z2.

b) S_Z = by ¢) Z—Z—I—y: e d) 2’y + zy = 1 e) w%—yzxzsinw f) wg—z—l—élyzms—xg)
2y’ + z(z + 2)y = € h) ;—Z =9,8—-0,196y i) zy’ +2y = 2> —z +1j) 2y — y = 4sin(3z) k)
y' + (tgz)y =cos’z 1)y + dey =z m) zy’ + y = z*> + 1 n) S—Z+3$2y = 6z
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26. Pocetni zadatak (pocetni problem). a) Treba odrediti rjesenje problema inicijalnih
vrijednosti 2%y’ + zy =1, z > 0, y(1) = 2.

b)zy' +y=¢",y(l) =2,¢) (z+ 1)% +y=Inz, y(1) =10, z > 0.

27. Elektri¢no kolo L‘é—i + RI = E(t). Treba rijesiti diferencijalnu jednac¢inu 4% + 127 = 60
(treba naéi opste rjesenje). Odredite i partikularno rjesenje koje zadovoljava pocetni uslov
I(0) = 0.

Rezultat: [(t) =5+ Ce™3, I(t) =5(1— e_?’t).

28. Elektri¢no kolo. Treba rijesiti diferencijalnu jednaéinu 4% + 121 = 60sin 30¢ (treba nadi
opéte rjesenje). Odredite i partikularno rjesenje koje zadovoljava pocetni uslov 1(0) = 0.

Rezultat: [(t) = %(Sin 30t — 10 cos 30t) + Ce™3t, I(t) = %(sin 30t — 10 cos 30t) + %G_St.

29. a) Rijesite diferencijalnu jednacinu y' + 2y = 2e”.

Rezultat: y = %em + Ce™ 2=,

b) ¥y’ = # 4 by Rezultat: y = CeSm—I—%—I— i

c¢) zy’ — 2y = z? Rezultat: y = z?In|z| + Cz?

d) 2%y’ 4 22y = cos® z Rezultat: y = m%(C + %ZB + isin 2x)

e) vy’ + y = \/z Rezultat: y = %ﬁ—l—%

f) e® + y =y’ Rezultat: y = e*(C + z)

30. Rijesiti problrm inicijalnih vrijednosti y' = = + y, y(0) = 2.

Rezultat: y = —z — 1 + 3¢€”.

31. Linearna jednacina — homogeni slu¢aj. a) Rijeite diferencijalnu jednacinu y' + 5y = 0.

b))y —2y=0c¢)y + s =0d) y + 2%y = 0.

32. Pocetni zadatak (pocetni problem). a) Treba odrediti rjesenje problema inicijalnih
1

vrijednosti y' +ycosz =0, y(0) = 3.

b)y'+3y=0,y(1)=2,¢)y+y=10,y(0) =4,d)y =3y =0,y(1) = —2,¢e) y' +ysinz = 0,
y(m)=1,f)y' +e"y=0,y(0) =€, g) vy — 2y =0,y(1) =4, h) 2’y + y =0, y(1) =2, = > 0.

33. Linearna jednacina — jedan jednostavni sluc¢aj. Rijesite diferencijalnu jednacinu y'—2y =
z2 + 1.

34. Pocetni zadatak (pocetni problem). Treba odrediti rjesenje problema inicijalnih vrijed-
nosti y' +y =z, y(0) = 1.

35. Razmotrimo problem inicijalne vrijednosti y' = z/y, y(0) = 1. Treba odrediti njegovo
priblizno rjesenje u intervalu 0 < z < 0,4 sa korakom h = 0,1. Primijenite Ojlerovu metodu
(Euler).

Poznato je i ta¢no rjeSenje (analiticko rjesenje) datog problema y = /1 + z2. Treba
izracunati i1 gresku pribliznog rjeSenja u pojedinoj tacki z;, jednostavnim oduzimanjem taéne 1
priblizne vrijednosti.

36. Razmotrimo problem inicijalnih vrijednosti y' = z* — y, y(0) = 1. Treba odrediti

njegovo priblizno rjesenje u intervalu 0 < z < 1 sa korakom h = 0,25. Primijenite poboljsanu
Ojlerovu metodu.

Poznato je i tatno rjesenje (analiticko rjesenje) problema y = z? — 2z + 2 — e~ . Treba
izracunati i1 gresku pribliznog rjeSenja u pojedinoj tacki z;, jednostavnim oduzimanjem tacne 1
priblizne vrijednosti.

37. Razmotrimo problem inicijalnih vrijednosti y' = %y + 2, y(1) = 1. Treba odrediti
njegovo priblizno rjesenje u intervalu 1 < z < 1.4 sa korakom h = 0,1. Primijenite metodu
Runge-Kuta drugog reda (Runge-Kutta).

Poznato je i ta¢no rjesenje (analiticko rjesenje) datog problema y = z*(1 + Inz). Treba
izracunati 1 gresku pribliznog rjeSenja u pojedinoj tacki z;, jednostavnim oduzimanjem tacne 1
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priblizne vrijednosti.

38. Razmotrimo problem inicijalnih vrijednosti y' = z+y, y(0) = 1. Treba odrediti njegovo
priblizno rjesenje u intervalu 0 < z < 2 sa korakom h = 0,2. Primijenite metodu Runge-Kuta
cetvrtog reda (RK4).

Poznato je 1 tacno rjesenje datog problema y = 2¢® — z — 1. Treba izr. 1 gresku pribliznog
rjeSenja u pojedinoj tacki z;, jednostavnim oduzimanjem tacne i priblizne vrijednosti.

>t Numericke metode za rjesavanje granicnog zadatka za obicne diferencijalne jednacine

39. Diferencijalna jednacina drugog reda. a) Naéi opste rjesenje diferencijalne jednacine
y' + 4y + 3y = 0.

Rezultat: y = Cie73% 4+ Che™™.

b) y"” — 4y = 0. Rezultat: y = C1e** + Cre™?".

c) y"' + 2y' + by = 0. Rezultat: y = (C; cos 2z + Cysin 2z)e™ ™.

d) y"+y = 0. Rezultat: y = Cycosz + Cysin z.

e) y' — 4y’ + 4y = 0. Rezultat: y = **(Ciz + Cs).

f) y" +y" = 0. Rezultat: y = C; + Cae™".

40. Harmonijski oscilator. a) Prostom harmonijskom oscilatoru odgovara jednacina y” =
—k?y ¢ije je tjesenje y = C cos(kz) + Cysin(kz).

Treba rijesiti jednacinu y” = —2y.

b) Priguseni harmonijski oscilator ima jednacéinu y” + %y’ + w2y = 0. Uvedimo oznaku

w = % 1 posnatrajmo slucaj |w| < |wgl|, tzv. slucaj slabog prigusenja. Tada rjesenje glasi

y = (Crsin(y/wi — w?z) + Cycos(y/wi —w? z))e ™.

Treba rijesiti jednacinu y” + 4y’ + 20y = 0.

41. Jedan jednostavni slu¢aj nehomogene jednacine. a) Naéi opste rjesenje diferencijalne
jednadine y” — 4y = 1.

Rezultat: y = Cie” 4+ Che™™ — i.

b) y" + 2y’ + by = z?. Rezultat: y = (Ccos2z + Cysin2z)e " + %1}2 — 24—5$ — é

42. Grani¢ni zadatak (grani¢ni problem). a) Naéi rjesenje zadatka o grani¢nim vrijednos-
tima y” +4y' + 3y =0, y(0) =0, y(1) = 1.

b)y"+y=0,y'(0)=1,¢(3) = -1

43. Metoda konacnih razlika (diferencna metoda). Razmotrimo problem grani¢nih vrijed-
nosti y”" +y =0, y(0) = 0, y(2) = 2. Primjenom standardne metode konacnih razlika, odredite
njegovo priblizno rjesenje sa n = 4 (znaéi h = 0,5). Drugim rije¢ima, treba formirati sistem
diferencnih jednacina i zatim rijesiti taj sistem.

44. Metoda konacnih razlika (diferencna metoda). Razmotrimo problem grani¢nih vrijed-
nosti y”+4y = 1, y(0) = 1, y(1) = 2. Primjenom standardne metode konaé¢nih razlika, odredite
njegovo priblizno rjesenje sa n = 4 (zna¢i h = 0,25). Drugim rije¢ima, treba formirati sistem
diferencnih jednacina i zatim rijesiti taj sistem.

45. Metoda konacnih razlika, 1 dalje slu¢aj graniénih uslova prve vrste. Razmotrimo prob-
lem grani¢nih vrijednosti y” + 2zy’ — z?y = 2%, y(0) = 1, y(1) = 0. Primjenom metode
konaé¢nih razlika, zelimo da odredimo njegovo priblizno rjesenje sa n = 4 (znacéi h = 0,25). U
tom cilju, treba formirati sistem diferencnih jednacina po nepoznatim yo,...,y,. Samo treba
postaviti uslove (postaviti jednacine). Drukéije kazano, samo treba formirati sistem diferencnih
jednacina, ne treba ga rjesavati.
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46. Metoda konacnih razlika, grani¢ni uslovi druge vrste. Razmotrimo problem grani¢nih
vrijednosti y” + 2zy’ — z?y = 2%, y'(0) = 1, y/(1) = 0. Primjenom metode konacnih razlika,
zelimo da odredimo njegovo priblizno rjesenje sa n = 10 (znaci h = 0,1). U tom cilju, treba
formirati sistem diferencnih jednacina po nepoznatim yo,...,y,. Samo treba formirati sistem
diferencnih jednacina, ne treba ga rjesavati.

47. Jednacina provodenja toplote. Razmotrimo tanki metalni §tap duzine 1 metar koji je
postavljen po z-osi od z = 0 do x = 1. Razmatrana pojava odvija se saglasno Fourierovom
zakonu. Zanima nas raspored temperatura u pojedinim tackama 0 < z < 1. Nakon dovoljno
vremena, proces hladenja (zagrijavanja) stapa dolazi u stacionarnu fazu, kada se temperatura
u pojedinoj tacki  viSe ne mijenja sa protokom vremena (temperatura ne zavisi od vremena).
Tada, oznacimo sa y = y(z) temperaturu u pojedinoj tacki sa z—ose, 0 < z < 1. Vazi jednacina
%(k(:v)g—z) = ¢(z). U jednacini, k¥ = k(z) je koeficijent toplotne provodljivosti. U jednaéini,
q = q(z) odnosi se na unutrasnji izvor toplote.

Grani¢ni uslovi glase y(0) = yo, y(1) = y1 gdje yo,y1 € R ako je temperatura u krajnjim
tackama = 01 z = 1 unaprijed definisana. Druga moguénost za grani¢ne uslove bila bi
y'(0) = y5, ¥'(1) = y; gdje yg,y; € R ako je poznat temperaturni fluks u dvije krajnje tacke.
Specijalno, moze biti y'(0) = 0, y’(1) = 0 kada su krajevi toplotno izolovani.

Nema zadatka, nista se ne trazi, samo se navodi kao primjer jednacine.

48. Jednatina provodenja toplote. Ako je koeficijent toplotne provodljivosti k(z) konstantan
(ne zavisi od tacke) i iznosi k € R onda se jednalina provodenja toplote pojednostavljuje i
postaje ky"” = q(z).

Rijesite grani¢ni zadatak y” = 6z + 6, y(0) = 10, y(1) = 20.

49. Legendreova jednacina glasi (1 — z2)y” — 2zy’ + n(n + 1)y = 0.

Poznato je sljedecée tvrdenje: ako n € N onda Legendreov polinom n—tog stepena P, =
P,(z) zadovoljava gornju jednac¢inu. Neposrednim racunom, uvjerite se da tvrdenje vazi u
slucaju n = 2. Znamo da je Py(z) = 32° — 7.

50. Besselova jednacina glasi zy” + zy’ + (z* — n?)y = 0.

Nema zadatka, nista se ne trazi, samo se navodi kao primjer jednacine.

51. Grani¢ni zadatak y” +y = 1, ¢'(0) = 1, y'(7/2) = —1 ima analiticko rjeSenje y(z) =
sinz + cosx + 1 1 moze da posluZi za vjezbu o numerickim metodama.

52. Granicni zadatak (z —1)y”" —zy’'+y =0, y(0) = 1, y(0,5) = 0,5+ /e, analiticko rjesenje
y(z) =z + €.

53. Grani¢ni zadatak (z? + 1)y” — 2y = 0, y(0) = 1, y(1) = 3 + «/2, analiticko rjesenje
y(z) = 22+14+2z2+ (:1:2 + 1) arctg .

54. Grani¢ni zadatak y” —y = 2z, y(0) = 0, y(1) = —1, analiticko rjeenje y(z) =
sinh z/sinh 1 — 2z.

Numericke metode / Numericka analiza
Formule i uputstva za rjesavanje zadataka

> Rjesavanje sistema nelinearnih jednacina

@Izrada V= z? —4x + 3.
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e

Njutnova metoda (metoda tangente) f(z) = 0, f(z) = /z—2*+4z—3. f'(z) = —2x+4,
(=) = _4mi/5 — 2. Interval: neka jea =13, f(a)=-2<0, b=1, f(b)=1 > 0 Uslov1
teoreme: f € C?[a,b] (dvaput neprekidno diferencijabilna), f(a)f(b) <0, f'(z) > f'(1) =
f' je stalnog znaka na [a,b] (f' > 0), f"(z) < -2, f”je stalnog znaka na [a,b] (f" < 0)
svi uslovi su ispunjeni. Kao zg biramo bilo koju tacku iz skupa [a,b] = [3,1] takvu da je
f(zo)f"(z0) > 0. Neka je o = i. Neka je ©p11 = @, — J;f,((f‘;’;)). Sigurno je lim,,_,, ®, = ¢ gdje

je 3 < & < 1 rjesenje jednacine f(z) = 0.

Zn f(zn) f'(zn)
0,25 —1,5625 45
0,597222 | —0,194984 | 3,452552
0,653698 | —0,004015 | 3,311022
0,654910 | —0,000002 | 3,308024
0,654911

W N =O S

Odgovor: =z = 0,654911
Izrada 22 — 2z — 1 = 0.

Za metodu proste iteracije, razmatranu jednacinu treba prikazati u obliku = = ¢(z).

Metoda proste iteracije = @(z). Neka je p(z) = /142, a=1, b=2. (1) =2 =
1,26, ©(2) = v/3 = 1,44, ¢ je rastuca na [a,b]. ¢'(z) = W, 1<z <2=|p(x)] <3
Uslovi teoreme: ¢ preslikava odsjecak [a, b] u taj isti odsjecak i |¢'(z)| < g < 1zaz € [a,b], oba
uslova su ispunjena. zy — bilo koja tacka skupa [a,b]. Neka je zy = 1. Neka je z,41 = @(z,).
Sigurno je lim,, o =, = £ gdje je z = £ rjesenje jednacine z = /1 + z.

71 = 1,259921 z, = 1,312204 z5 = 1322354 =z, = 1,324269
zs = 1,324633 z¢ = 1,324702 =z, = 1,324715 =g = 1,324717
zo = 1,324718

Odgovor: =z = 1,324718
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Y
y=2z3—z—1
-1 0 1 T
——_
—1| ™~

@ Stavimo F'(z) = z? — a. O¢ito, rjefenje jednatine F(z) = 0jez =4 /ail <z < a.
Fl(@n)?
(izrac¢unajte). Zatim, uvjerite se da su ispunjeni uslovi teoreme koja se odnosi na Newtonovu

konkretno ...

Dakle, uzastopne aproksimacije treba rac¢unati po formuli z,.; = =, —

metodu, da su ispunjeni dovoljni uslovi za konvergenciju niza {z,}:>,. Posebno, treba li uzeti
g =11l zo = a.

Heronov obrazac za ratunanje kvadratnog korijena glasi z,, 4, = % (:Bn + i) 1vazilim,, .o T,
= y/a; takode se kaze i Heronova metoda za racunanje kvadratnog korijena.

@ Ako se uzme p(z) = “”""C% onda se uzastopne aproksimacije racunaju po formuli
naravio en41 = @(&,).

Ako se uzme ¢(z) = onda se treba uvjeriti da je (a) ¢: [0,1] — [0,1]; to znaci: ako
je0<z<londajel<e(z)<1li(b)|¢(z)] <qkadzec]|0,1], gdjeje ¢ <1 (Jq).

r+4cosx
2

>t Numericke metode za rjesavanje Kosijevog zadatka za obi¢ne diferencijalne jednacine

a) Dato je y' = 6zy ili svejedno j—g = 6zy. Prilikom rjesavanja, prvo treba ostvariti
razdvajanje promjenljivih. To znaci da sve §to sadrzi x treba prebaciti na jednu stranu znaka

jednakosti, a sve $to sadrzi y na drugu. Tako ‘L—y = 6zdz. Zatim integral [ dy—y = [6zdz 1 treba

izratunati oba integrala: In |y| = 3z? + C; obi¢no se proizvoljna konstanta C' dodaje na stranu

x5 ly| = 0, Jy| = %>

Time je zadatak prakticno rijesen. Jo§ samo ostaje da se izraz sredi. U naSem zadatku
Yy = +eCe3" Umjesto ¢ mozemo pisati ¢ (proizvoljna konstanta).

Odgovor: y = ce.

Ovo je tzv. opste rjeSenje (familija rjeSenja). U opstem rjesenju figuride jedna proizvoljna
konstanta, buduéi da se radi o diferencijalnoj jednacini prvog reda.

Funkcija y = y(z) predstavlja rjesSenje diferencijalne jednacine y’ = f(z,y) ako ona zado-
voljava jednacinu. To znaci: kada se izvrsi njena supstitucija u lijevu i desnu stranu jednacine,
onda vazi znak jednakosti.

Za diferencijalnu jednacinu se kaze da predstavlja diferencijalnu jednacinu koja razdvaja
promjenljive ako ona ima oblik ' = X(z)Y(y) ili svejedno Z—Z = X(z)Y(y), gdje je X(z)
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funkcija od z, Y (y) funkcija od y. Ocito, jednacina je po nepoznatoj funkciji y = y(z). Prilikom
rjeSavanja, kao §to je veé receno:

dy dy dy
—=X(@)Y(y) = —/—=X(z)dz = /—:/X:Bd:l:.
LX) =y = X(a) = [ X
a) Ako se proizvoljnoj konstanti ¢ koja figurise u opstem rjesenju d. j. dodijeli konkretna
vrijednost onda imamo jedno posebno ili pojedina¢no ili partikularno rjesenje.
Za jednacinu oblika

y/:f(iﬂ,y) (1)

kaze se da predstavlja obi¢nu diferencijalnu jednaéinu. Za relaciju (uslov) oblika

y(To) = yo (2)

kaze se da predstavlja poéetni uslov ili svejedno Kosijev uslov, Cauchy. Za (1) + (2) zajedno
kaze se da predstavljaju pocetni problem ili Kosijev problem ili problem inicijalne vrijednosti,
engl. initial value problem.

Pocetni problem ima jedinstveno rjesenje, po pravilu. To rjesenje y = y(z) je jedno par-
tikularno rjesenje diferencijalne jednaéine (1). Drugim rijeé¢ima, do rjeSenja y = y(z) dolazi se
izdvajanjem jednog rjesenja iz familije rjeSenja, i1z opsteg rjesenja. Naravno, prilikom izdva-
janja, upravljamo se po postavljenom poéetnom uslovu (2).

Dakle, postupak za rjeSavanje pocetnog problema (1)—(2) sastoji se iz dva koraka. Prvo:
naci opste rjesenje d. j. Drugo: iz opsteg rjesenja izdvojiti ono jedno ”pravo” rjeSenje.

U nasem zadatku % = %, y(—2) = —1.

Prvo posmatramo jednacinu, ona razdvaja promjenljive, 2ydy = (2z 4 l)dz, [2ydy =
[@2z+1)dz, y* =2+ 2+ C,y = £Vz? + = + C, dobili smo opste rjesenje.
Prelazimo na pocetni uslov. Treba staviti ¢ = —2, y = —1 u opste rjesenje. Tako —1 =
+4v2 + C. Znaéi C = —1, ¢ime smo izdvojili jedno rjeSenje.
Odgovor: y = —v/z?2 + 2z — 1.
a) Razmotrimo diferencijalnu jednaéinu oblika

y' +p(z)y = q(z),

gdje su p(z) i g(z) funkcije od . To je tzv. linearna jednacina. Postoji formula koja daje
eksplicitni izraz za njeno opste rjesenje, tako da se postavljena jednaéina rjeSava primjenom te
formule. Formula glasi:

y = e‘fp(w)dﬂ”((] + /q(m)efp(m)df"d:c).

U nasem zadatku y' + 32y = 2? je p(z) = 322, ¢(z) = z*. Tako
y = e_f?’mzdm(C + /Jzzef3“”2d“”dw) = 6_9”3(0 + /wzemsdm) =

3 ]. 3 3 ]. 3 3 ].
e ” (C—I—g/em cl:v?’):e_g6 (C—I—ge””):(]e_ﬂc —|—§.

Odgovor: y = Ce=" + 1

5.
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a) Prvo opste rjesenje %y’ + zy = 1, y' + 1y = =, p(z) = 1, ¢(z) = &, po formuli:
(= 1 dx _ —In=z 1 Inz _ 1 zdr _
y—efw(C—l—/ﬁefwdw)—e (C—I—/?e dw)—;(C—l—/?)_

l((]—|—/d—$) = l(C—I—lnx) = M, dakle y = M
T T

T T T

Inz42
Y -

Jo§ izdvajanje partikularnog rjesenja y(1) = 2, 2 = #7 C =2, dakle y =
Odgovor: y = lan+2
a) Razmotrimo linearnu jednac¢inu y' + p(z)y = ¢(z). Ako je q(z) = 0 onda je ona
homogena, a ina¢e nehomogena.
Kako se rjesava homogena y’ + p(z)y = 07 Naravno da i dalje vazi ranija formula, samo sto
se ona sada pojednostavljuje 1 glasi y = Ce[r@iz,
U nasem zadatku je y' + by = 0 pa tako y = CeJ5de — 052,
Odgovor: y = Ce™2.
@ a) y +ycosz =0, opste, y = Ce= Jr@)de _ o= [cosads _ (p—sinz,
artikularno, y = Ce‘Si“m, y(0) =3, 3 = Ce’, C = 1, tako y = Le™ """,
Odgovor: y = ze™ "7,
Razmotrimo linearnu diferencijalnu jedna¢inu oblika y' + ay = ¢(z) gdje je a konstanta
(a # 0) i g(z) polinom stepena n > 0. Lako se pokazuje da njeno opste rjesenje glasi y =
Ce™* 4 r(z) gdje je r(z) jedan polinom takode stepena n, r(z) = a,z™ + ... + a1z + ao.
Koeficijenti a; polinoma r(z) odreduju se po tzv. metodi neodredenih koeficijenata. Drugim
rije¢ima, treba zamijeniti y = C'e™* + r(z) u jednacinu y' + ay = q(z).

Ako a =0 onday = C + zr(z).

U nasem zadatku y' — 2y = 22 + 1 pa ¢(z) = 2> + 1, n = 2, r(z) = a:2® + a1z + aq,
y = Ce®® + agz? + a1z + ag, y' = 2Ce*™ + 2ayx + a; = supstitucija u y’ — 2y = z? + 1,

Ce*™ 4 2a0x + a; — 2(0629” + ayz? + ayz + ag) = z? + 1,
Qa9 + a; — 2as22 — 2a12 — 2a0 = 22 + 1,
—2a,x% + (2ay — 2aq)z + a1 — 2a0 = 2?+1 =

—2as =1, 2as —2a; =0, a; —2ap=1

; -1 =1 - _3 i - 1,2 1, 3

tako da je ay = —3, c;l = aol— 3 tako da je r(z) = 5T 5L — 7
. — x = = 2
Odgovor: y = Ce 5T 5T — 7

Opste y = Ce™ + = — 1, partikularno y = 2™ + =z — 1.

Odgovor: y =2e™* + = — 1.

Korisno je da se odgovor provjeri: da zadovoljava jednaéinu (izvisite supstituciju) i da
zadovoljava inicijalni uslov (¢emu je jednako y kad je z = 0).

Uzmimo da treba na¢i numericko rjeSenje problema inicijalnih veijednosti oblika y' =
f(z,y), y(zo) = yo. Neka je b > 0 korak i stavimo z; = zg + ih za 0 < i < n, gdje je n > 1.
Numericko rjesenje trazi se u intervalu zo < z < ®,. Drugim rije¢ima, treba dati priblizne
vrijednosti (u oznaci y;) za analiticko rjeSenje y = y(z) u ¢vorovima mreze x = w;, gdje je
1=0,1,...,n.
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Formula za Ojlerovu metodu glasi

Yirr = Yi + hf (@i, y:)

za svako 7. Ponekad se pise y;41 = y; + hy, za svako: =0,...,n — 1.

Greska numerickog odgovora? Greska u pojedinom évoru (u oznaci r;) definiSe se naravno
kao r; = y(z;) —y;, gdje je i = 1,...,n. Drugim rije¢ima, to je razlika izmedu ta¢ne i priblizne
vrijednosti.

Iz teorije je poznato sljedece o Ojlerovoj metodi. Neka je b fiksirana tacka na z—osi desno
od tatke a = o 1 neka je r = r(h) greska u toj tacki # = b. Tada vazi relacija limy o7 = 0,
metoda konvergira. Svejedno je pisali A — 0 ili » — oo buduéi da je nh = b — a = const.
Takode vazi relacija |r| < Ch, prvog reda (3C).

U nasem zadatku jednalina glasi y' = #/y a inicijalni uslov glasi y(0) = 1. Dato je h = 0,1
in =4. Tako da po z—osi imamo tacke g =0, z; = 0,1, x5 = 0,2, z3 = 0,3, 4 = 0,4.

Ostaje da se sprovede racunanje. Rezultati racunanja prikazani su u narednoj tabeli. Prva
kolona z; sadrzi tacke sa z—ose. Druga kolona y; sadrzi numericki odgovor. To su brojevi koje
smo izracunali pomoc¢u digitrona po Ojlerovoj metodi ili koje je ra¢unar saopstio. U iducoj
koloni y(z;) prikazane su vrijednosti analitickog rjesenja. O¢cito, to su vrijednosti funkcije
y = V1 + 22 u tackama = = z;. Na kraju, u zadnjoj koloni r; prikazana je greska numerickog
odgovora u pojedinoj tacki, u ¢voru z;. Drukcije receno, date su vrijednosti razlike r; =
y(zi) — yi-

Ly

Yi ‘ y(:) ‘ T ‘
0 1 1 0
0,1 | 1,000 | 1,005 | —0,005
0,2 | 1,010 | 1,020 | —0,010
0,3 | 1,030 | 1,044 | —0,014
0,4 | 1,059 | 1,077 | —0,018

@ Razmatra se problem inicijalnih vrijednosti y' = f(z,y), y(20) = yo. Treba izracunati
brojeve y;. Drukdéije receno, treba izra¢unati priblizne vrijednosti rjesenja u tackama x; = xo+ih
gdjejel<i<n (h>0,n>1).

Formula za poboljsanu Ojlerovu metodu (za modifikovanu Ojlerovu metodu) glasi y;\, =
Yi + hf(zi,ys), Vi1 = yi + g(f(wz,yz) + f(xz; + h,y;,,)) za svako 7. Navedena formula moze da
bude prikazana i u drugom obliku (ekvivalentno je):

1
kr = hf(zi,yi), ke =hf(zi+h,yi+k), visa=vi+ 5(]61 + k2)

za svako 1. Umjesto ky, ks moze se detaljnije pisati ky;, ko;.

Oznaka za gresku u pojedinom &voru r; = y(z;) —y;. 1z teorije je poznato da vazi r; = O(h?)
kad h — 0. Drugim rije¢ima, vazi relacija ||| = O(h*) kad h — 0, gdje je uvedena oznaka
r=(ry,...,r,) 1 gdje su na z—osi fiksirane dvije tacke a = o1 b = z,, = zo + nh.

U nasem zadatku jednacina glasi 4y’ = z? — y a inicijalni uslov glasi y(0) = 1. Dato je
h =0,251n = 4. Tako da po z—osi imamo tacke o = 0, z; = 0,25, z2 = 0.5, 3 = 0,75, 4 = 1.

Ostaje da se sprovede racunanje. Rezultati racunanja prikazani su u tabeli. Prva kolona
z; sadrzi tacke sa z—ose. Druga kolona y; sadrzi numericki odgovor. To su brojevi koje smo
izracunali pomoc¢u digitrona po poboljsanoj Ojlerovoj metodi ili koje je racunar saopstio. U
iduéoj koloni y(;) prikazane su vrijednosti analitickog rjesenja. O¢ito, to su vrijednosti funkcije
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y =z — 2z + 2 — e u tatkama = = z;. Na kraju, u zadnjoj koloni r; prikazana je greska
numerickog odgovora u pojedinoj tacki, u é¢voru z;. Drugim rije¢ima, date su vrijednosti razlike

ri = y(zi) — yi.
‘ ; ‘ Yi ‘ y(iﬂz) ‘ T ‘
0 1 1 0

0,25 | 0,7891 | 0,7837 | —0,0054
0,5 | 0,6536 | 0,6435 | —0,0101
0,75 | 0,6044 | 0,5901 | —0,0143
1 |0,6499 | 0,6321 | —0,0178
%’D Kao i ranije y' = f(z,y), y(zo) = yo, pored toga z; = z¢ + ih, treba izrac¢unati priblizne
ednosti y;.
Formula za metodu Runge-Kuta drugog reda glasi ;.1 /2 = yi—l—%f(mi, Yi)s Yiyr = Yithf(zi+
%, Yi+1/2) za svako i. Obi¢no se navedena formula zapisuje u drugom obliku, u ekvivalentnom

obliku, kako slijedi:

vrij

h k
ky = hf(zi,yi), ks = hf(z; + 57%‘ + ?1)7 Yitr1 = Yi + ks

za svako 1. Ocito da k; 1 ky zavise od 7. Drugi naziv: formula srednje tacke ili eventualno
formula pravougaonika.
Samo se napominje da postoje i druge formule (druge metode) za koje se takode kaze da
predstavljaju "metodu Runge-Kuta drugog reda”. Greska u pojedinom évoru r; = y(z;) — y;.
U nasem zadatku, jednacina glasi y' = %y + z a inicijalni uslov glasi y(1) = 1. Dato je
h=0.11n =4. Tako da po z—osi imamo tacke zg =1, z; = 1,1, 2, = 1,2, 23 = 1,3, z4 = 1,4.
Ostaje da se sprovede ra¢unanje. Rezultati racunanja prikazani su u tabeli. Prva kolona
z; sadrzi tacke sa z—ose. Druga kolona y; sadrzi numericki odgovor po metodi Runge-Kuta
drugog reda. U iduéoj koloni y(z;) prikazane su vrijednosti analitickog rjesenja y = (1 +1n z)
u tactkama z = z;. Na kraju, u zadnjoj koloni r; prikazana je greska u pojedinoj tacki z;,
odnosno dati su brojevi r; = y(z;) — y;.
Yi ‘ y(iliz) ‘ 7 ‘

1 1 1 0
1,1 1,3240 | 1,3253 | 0,0013
1,2 | 1,6998 | 1,7025 | 0,0027
1,3 | 2,1291 | 2,1334 | 0,0043
1,4 | 2,6134 | 2,6195 | 0,0061
38) Standardne oznake y' = f(z,y), y(zo) = yo, pored toga z; = z¢ + th. Treba izracu-
nati priblizne vrijednosti yi,. .., Y., dok je vrijednost yo data inicijalnim uslovom (Kosijevim
uslovom).

Formula za metodu Runge-Kuta cetvrtog reda glasi:

{ ko= hf(eiyi), ko= hf(zi+ 5.0+ 5), ks =hf(zi+ 5,9+ %),
ks = hf(zi+ hoyi + ks), viy1 = yi + 2(k1 + 2ks + 2ks + ky)

zat > 0. Drugi naziv: klasicna metoda Runge-Kuta ¢etvrtog reda. Mozemo kazati da navedena
formula izgleda kao ;11 = ®(f, %;,y;, h). Greska u pojedinoj tacki mreze r; = y(z;) — y;.

U naSem zadatku, jednacina glasi ¥’ = # 4 y a inicijalni uslov glasi y(0) = 1, tako da je
ocito f(z,y) =z +y, zo =0, yo = 1. Dato je [zo,z,] = [0,2] 1 b = 0,2, tako da je n = 10.
Prena tome, po z—osi imamo tacke g =0, z; = 0,2, ..., £ = 2.

2
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Ostaje da se sprovede racunanje. Rezultati racunanja prikazani su u tabeli. Prva kolona
z; sadrzi tacke sa z—ose. Druga kolona y; sadrzi numericki odgovor po metodi Runge-Kuta
¢etvrtog reda. U trecoj koloni y(z;) prikazane su vrijednosti tacnog rjeenja y = 2¢” —z — 1 u
tackama ¢ = z;. Na kraju, u zadnjoj koloni r; prikazana je greska u pojedinoj tacki z;, odnosno

dati su brojevi r; = y(z;) — y;.

z = | priblizno | tacéno greska

ZT; Yi Z/(fBz) T;

0 1 1 0
0,2 | 1,24280 | 1,24281 | 0,00001
0,4 | 1,58364 | 1,58365 | 0,00001
0,6 | 2,04421 | 2,04424 | 0,00003
0,8 | 2,65104 | 2,65108 | 0,00004

1 3,43650 | 3,43656 | 0,00006
1,2 | 4,44014 | 4,44023 | 0,00009
1,4 | 5,71027 | 5,71040 | 0,00013
1,6 | 7,30589 | 7,30606 | 0,00017
1,8 | 9,29905 | 9,29929 | 0,00024

2 | 11,77778 | 11,77811 | 0,00033

>t Numericke metode za rjeSavanje grani¢nog zadatka za obicne diferencijalne jednaéine

Za jednacinu oblika y” + p(z)y’ + ¢q(z)y = f(z) kaze se da je linearna diferencijalna
jednacina drugog reda. Ako su p(z) i ¢(z) konstante onda je to jednalina sa konstantnim
koeficijentima. Ako je f(z) = 0 onda je rije¢ o homogenoj jednaéini, a inace je nehomogena.

Razmotrimo linearnu homogenu sa konstantnim koeficijentima y” + py’ + qy = 0, gdje
p,q € R. Kako se odreduje njeno opste rjesenje? Razmatranoj jednac¢ini pridruzuje se njena
tzv. karakteristi¢na jednacina po nepoznatoj A € Rili A € C: A* + pA + ¢ = 0. Napisali smo
jednu kvadratnu jednacinu. Treba naci njena rjesenja. Vidjecemo da postoje tri slu¢aja. Na
osnovu njenih rjesenja, lako se dolazi do rjesenja diferencijalne jednacine.

Slu¢aj 1. Kvadratna jednacina ima dva medusobno razli¢ita realna rjesenja A; 1 Ay. Tada
opéte rjesenje diferencijalne jednacine glasi y = Cye*® + Cye*?®, gdje su Cy i Cy proizvoljne
konstante.

Slucaj 2. Kvadratna jednac¢ina ima dva konjugovano kompleksna rjesenja Ay » = a £1b, gdje
a,b € R, b+# 0. Tada opste rjesenje diferencijalne jednacine glasi y = (C} sin bz + C5 cos bz)e?”.

Slucaj 3. Kvadratna jednacina ima jedan realni korijen A koji se ponavlja (dvostruki korijen).
Tada opste rjesenje diferencijalne jednacine glasi y = e**(Cyz + Cs).

@ a) Jednacina y” = —2y, rjefenje y = C; cos(v/2z) + Cysin(+v/2 z).

b) Jednaéina y” + 4y’ + 20y = 0, rjesenje y = (C; cos 4z + Cysindzx)e™ 2.

@ Razmotrimo jednaéinu oblika y” + py’ + qy = f(z) gdje p,q € R a f(z) je polinom
stepena n > 0; nehomogena sa konstantnim koeficijentima, pri ¢emu desna strana f(z) ima
specijalni oblik. Neka je ¢ # 0. Lako se dolazi do rjeSenja navedene jednaline. Rjesenje
jednacine (opste rjesenje jednacine) glasi y(z) = yi(z) + ya(z), gdje je yi(z) opste rjesenje
jednacine y” + py’ + qy = 0, dok je y2(z) jedan polinom stepena n koji zadovoljava polaznu
jednacinu y"” + py’ + qy = f(z).
polazeéi od reprezentacije yo(z) = a,z™ + ... + a1z + ao, gdje su a; € R zasad neodredene
veliéine.

Polinom se odreduje metodom neodredenih koeficijenata,
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Dakle, proces rjesavanja se odvija kako slijedi. Prvo treba rijesiti y” 4+ py’ + qu = 0
oznacavajuéi rjesenje kao yi(z). Drugo, treba odrediti veli¢ine a; € R (0 < ¢ < n) supsti-
tucijom izraza ys(z) = a,z”™ + ... + a1z + ao u samu jednacéinu y” + py’' + qy = f(z), pa éemo
tako dobiti ya(z). Jos samo ostaje da se sabere y(z) = y1(z) + ya2(z).

Ako je p # 0, ¢ = 0 onda se rjesenje y2(x) trazi i pronalazi u obliku ys(z) = z(anz™ + ... +
a1z + ag). Ako je p = ¢ = 0 onda postoji partikularno rjesenje oblika ys(z) = z*(a,z™ + ... +
a1z + ap).

Neka je [a, b] interval na realnoj osi. Neka se nepoznata funkcija y = y(z) razmatra na
tom 1mtervalu. Ona treba da zadovoljava na tom intervalu diferencijalnu jednacinu y"+py'+qy =
f(z) a jo§ 1 dva tzv. grani¢na uslova oblika y(a) = A, y(b) = B (A, B € R); ovo su granicni
uslovi prve vrste ili Dirichletovi grani¢ni uslovi. Tada kazemo da je postavljen graniéni zadatak.

Rjesenje grani¢nog zadatka dobija se tako $to se izdvoji jedno rjesenje (izdvoji se partiku-
larno rjesenje) iz familije rjesenja, iz opsteg rjesnja. Drugim rije¢ima, treba dodijeliti pogodne
vrijednosti proizvoljnim konstantama C; 1 Cy da bi zauzvrat bili ispunjeni grani¢ni uslovi.

Sliéno se postupa i u slu¢aju kada su dati grani¢ni uslovi druge vrste, Neumannovi graniéni
uslovi, oni imaju oblik y'(a) = Ay, y'(b) = By gdje A1, By € R.

@ Razmotrimo problem grani¢nih vrijednosti
y'+py' +aqy = f(x), yla) =A, y(b)=B.

U jednaéini, p i ¢ su dati brojevi a f = f(z) je data funkcija. Nepoznata funkcija y = y(z)
definisana je naravno za a < z < b. Takode razmatramo moguénost njegovog numerickog
rjesavanja. U tom cilju, postavimo po segmentu [a,b] z-ose ekvidistantnu mrezu évorova sa
korakom A > 0, uzimajuéi h = b_T“, gdje je n > 1. Drugim rije¢ima, neka je z; = zq+th = a+1ih
za 0 < ¢ < m, tako da je ocito zy = a, =, = b. Sa y; oznacavamo odgovarajuce priblizne
vrijednosti (biée dobijene kasnije). Dakle, y; oznacava pribliznu vrijednost rjesenja grani¢nog
zadatka kada je z = z;, u ¢voru z; za 0 < ¢ < n. S druge strane, y(z;) predstavlja naravno
vrijednost analitickog (tainog) rjesenja y = y(z) postavljenog grani¢nog zadatka u tacki z;. Mi
pretpostavljamo da postoji jedinstveno analiticko rjesenje. Posmatra se 1 greska u pojedinoj
tacki r; = y(x;) — v

Ako se primjenjuje metoda konaZnih razlika, kako se dobija numericko rjesenje {y;} ,?
Iz naslova o numerickon diferenciranju poznate su formule

y(z +h) —y(z—h) y(z +h) —2y(z) + y(z — h)

lm - ~ (@), lim . — ().

Imamo n + 1 nepoznatih yo,...,y,. Na osnovu postavljrnih grani¢nih uslova automatski je
Yo = A, y, = B. Tako da se yg 1 y, 1 ne mogu smatrati nepoznatim veli¢inama. Dakle,
imamo n — 1 nepoznatih yq,...,y,_1. Dalje, diferencijalna jednaéina vaZzi naravno za svako
z € [a,b]. Specijalno, ona vazi kada je ¢ = =z; za svako 1 < ¢ < n — 1. MozZemo pisati

y"(z;) + py'(x:) + qy(z;) = f(x;). Zahvaljujuéi malocas napisanim formulama koje se ticu y'(z)
i y"(x) imamo:

Yit1 — 2¥i + yio1 n Yit1 —
B2 T

gdje je uvedena oznaka f; = f(z;). Napisali smo sistem koji se sastoji od n — 1 jednacina, n — 1

Yl = (1<i<n-—1) (1)

diferencnih jednacina, n — 1 uslova. Ponovimo, na bazi postavljenih grani¢nih uslova:

yo=A, y, = B. (2)
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Kada rijesimo sistem (1)-(2) onda i dobijamo numeric¢ko rjesenje! Dakle, treba rijeSiti sis-
tem (1)—(2). Njegovo rjesenje predstavlja rezultat. Time je numericka metoda konstruisana

(izlozena).
Zapaza se lako da sistem (1)—(2) predstavlja jedan sistem linearnih jedna¢ina po nepoznatim
Yo, - - -, Yn. Isto tako se lako zapaza 1 da je matrica sistema jedna trodijagonalna matrica, sto

znatno olakSava proces njegovog rjesavanja.
Sto se tite ocjene greske metode konac¢nih razlika, vazi relacija r; = O(h?), pod odredenim
pretpostavkama.

U naSem zadatku je a = 0, b = 2. Dato je n = 4 tako h = b_Ta = 0,5. Dakle, po z—osi
imamo ¢vorove g = 0, ;3 = 0,5, z2 = 1, z3 = 1,5, z4 = 2. Bududéi da granic¢ni uslovi glase
y(0) =0, y(2) = 2 imamo automatski yo = 0, y4 = 2. Diferencijalna jednacina glasi y” +y =0
tako da se stvara sistem diferencnih jednacina h%(yi+1 -2y, +yic)+y =01 <4i<3) il
detalinije 77 (y2 — 2y1 +yo) + 41 = 0, 35(ys — 292+ 41) + 42 = 0, 3= (ya — 2ys + y2) +y3 = 0.
Kada iskoristimo yo = 0, y4 = 2 onda

1 1 1
2= 29) +y1 =0, oy =22+ yn) + 42 =0, (2= 245 +y2) +ys = 0.
Preostaje da se rijesi sistem 3 x 3. Dobice se y; = %, Ya = %, Ys = % ili y; = 1,076,
ys = 1,882, y3 = 2,218.
Odgovor: yo = 0, y; = 1,076, y» = 1,882, y3 = 2,218, y4 = 2.
Pogodno je da se odgovor prikaze u obliku tabele:
x 0 0,5 1 1,5 2
Y 0 1,076 | 1,882 | 2,218 2
Dodajmo da analiticko rjesenje glasi y = 2sin z/ sin 2 i da njegove vrijednosti u ¢vorovima
iznose redom y(z1) = 1,054, y(z2) = 1,851, y(z3) = 2,194 tako da je greska u pojedinim

tackama r; = —0.022, r = —0,031, r3 = —0,024 dok je naravno ro = r4 = 0.

Dato je y" +4y = 1, y(0) = 1, y(1) = 2 u smislu 4" + qy = f, y(a) = A, y(b) = B.
Takode je dato n = 4 odnosno h = b_Ta = 0,25. Prema tome, na z—osi imamo tacke zo = 0,
1 = 0,25, 2o = 0,5, z3 = 0,75, 24 = 1 (z; = a + ¢th). Kao i obi¢no, y; oznacava vrijednost
pribliznog rjesenja u tacki z = z;. Nas cilj 1 jeste odredivanje brojeva y;, gdje je 0 <7 < 4. Na
bazi dva grani¢na uslova odmah imamo yo = 11 yq = 2.

Ako diferencijalna jednacina glasi y” + qy = f gdje q,f € R onda sistem diferencnih
jednacina postaje h%(yi+1 —2y; +yi1) +qui = f, 1 <i <n—1. Bududi da je nasa jednacina
takvog oblika, mi odmah pisemo h%(yi+1 —2y; +yio1) +4y; = 1,4 = 1,2, 3. Preostaje samo da
se rijesi ovaj sistem oblika 3 x 3. Ponovimo, yo = 1, y4 = 2. Ponovimo, h = 1/4. Dalje sami
nastavite rjeSavanje ovog zadatka.

Samo dajemo kratko uputstvo. Ako grani¢éni problem ima oblik y” + p(z)y’ + q(z)y =
f(z), y(a) = A, y(b) = B onda sistem diferencnih jednacina dobija oblik

1 1
ﬁ(yiﬂ —2y; + yi—1) +pi ﬁ(ym - yi—1) +ayi=fi, Yo=A, y.= B,
gdje su uvedene oznake p; = p(;), ¢; = q(x;), fi = f(x;). Svi ostali elementi numericke metode

ostaju, ne mijenjaju se u odnosu na omo kako se radi u slu¢aju jednacine sa konstantnim
koeficijentima o ¢emu u prethodnim zadacima. Na primjer, ostaje z; = zg +ih (0 < i < n).
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condition equation condition Boundary conditions prve vrste

nosti yo 1 y,,. Differential equation

a =1y I Tn-1 g, =0 daje n — 1 uslova.

Samo dajemo kratko uputstvo. Jedina novost, jedina razlika u odnosu na prethodne za-
datke sastoji se u tome $to je doslo do promjene tipa grani¢nih uslova. U prethodnim zadacima
razmatrani su grani¢ni uslovi prve vrste y(a) = A, y(b) = B. Njima se pridruzuju relacije
Yo = A, y, = B. Sada razmatramo grani¢ne uslove druge vrste oblika y'(a) = Ay, y'(b) = By.
Na njihov racun, u numerickoj metodi, pisemo dva diferencna uslova:

Y1 — Yo Yn — Yn—1
=A;,, ———— = B.
h 1 h 1
Obrazlozenje: vazi limy,_o yi—u—lm+hh_y ZL = y'(z), kao 1 limp_ y(z)-u(o—h) — zh) — y'(z). Svi ostali ele-

menti numericke metode (numerickog algoritma) ostaju bez promjene.

condition equation condition Boundary conditions druge vrste

(N ' e D\ @ y'(a) = Ay, y'(b) = By daju dva
N N uslova. Differential equation daje

a=1zy I Tno1 g, =0 n — 1 uslova.

Numericke metode / Numericka analiza
Primjeri kako bi mogao da izgleda zavrsni ispit

Primjer broj 1

1. Dokazati teoremu o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije u slucaju
jedne nelinearne jednacine.

2. Metodom proste iteracije ili Newtonovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog
rjeSenja jednacine z — sinz = 0,25 na pet tacnih decimala. To znaci da greska priblizne
vrijednosti moze da iznosi do (najvise) 3 - 107 ili eventualno do (najvise) 107°. Rac¢una se dok
se &,_1 1 x, ne poklope na pet decimala.

3. Rijesite problem poéetnih vrijednosti (Cauchyev problem) y' = 6zy, y(0) = 2.

4. Razmotrimo pocetni problem (problem inicijalnih vrijednosti)

y' =2z +vy, y(0)=1.

Treba odrediti njegovo priblizno rjesenje u intervalu 0 < =z < 0,4 sa korakom h = 0,1. Primi-
jenite Ojlerovu metodu. Racunati sa tri ili cetiri decimale.

5. Neka je a > 1. Konstruisati postupak za izratunavanje y/a zasnovan na Newtonovo]
metodi. Ispitati konvergenciju malocas konstruisanog postupka. U okviru toga, o izboru
pocetne aproksimacije xg.

Uputstvo: 2 — a = 0. Prakti¢no, treba izvesti Heronov obrazac za ratunanje kvadratnog

korijena (Heronovu metodu za ra¢unanje kvadratnog korijena).

Primjer broj 2
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1. Dokazati prvu formulu za ocjenu greske u slu¢aju primjene metode proste iteracije (gdje
pise ¢"/(1 — q)).

2. Metodom proste iteracije ili Newtonovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog
rjeSenja jednacine z+1n z = 0,5 na pet ta¢nih decimala. To znaci da greska priblizne vrijednosti
moze da iznosi do (najvise) 1 -107° ili eventualno do (najvise) 107°. Racuna se dok se &,_; i
z,, ne poklope na pet decimala.

3. Rijesite problem poéetnih vrijednosti (Cauchyev problem ) g—g = %, y(1) = —2.

4. Razmotrimo poéetni problem (problem inicijalnih vrijednosti)

y =z +2y, y(0)=1.

Treba odrediti njegovo priblizno rjesenje u intervalu 0 < z < 0,4 sa korakom h = 0,1. Primi-
jenite Ojlerovu metodu. Racunati sa tri ili cetiri decimale.

5. Jednacina x = e~® ima jedinstveno rjesenje kada je 0 < z < 1. Neka se data jednacina
rjesava numericki, metodom polovljenja intervala (metodom bisekcije). Koliko ée nam iteracija
biti dovoljno da obezbijedimo 5 ta¢nih decimala?

Objasnjenje: Neka r, oznacava gresku n—te aproksimacije z,. Imamo |ro] = b—a =11
|rn| = 27"|ro|. Treba naéi n za koje vazi |r,| < 3 -107°.

Primjer broj 3

1. Dokazati teoremu o ocjeni greske u slucaju metode tangente.

2. Metodom proste iteracije ili Newtonovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog
rjeenja jednaéine x2
moze da iznosi do (najvise) 3 -
z,, ne poklope na pet decimala.

3. Rijesite problem pocetnih vrijednosti (Cauchyev problem) z?y'+zy =1, z > 0, y(1) = 4.

= €” + 2 na pet ta¢nih decimala. To znaci da greska priblizne vrijednosti
107® ili eventualno do (najvise) 107°. Racuna se dok se ,,_1 i

4. Razmotrimo pocetni problem (problem inicijalnih vrijednosti)

y =z+y, y(l)=2.

Treba odrediti njegovo priblizno rjesenje u intervalu 1 < z < 1,2 sa korakom h = 0,1. Primi-
jenite modifikovanu Ojlerovu metodu (poboljsanu Ojlerovu metodu). Racunati sa éetiri ili pet
decimala.

Zmaci da treba izracunati y; 1 y,.

5. Nadi rjeSenje grani¢nog problema (problema grani¢nih vrijednosti)

y'+4y' +3y =0, y(0) =0, y(1)=1.

Primjer broj 4

1. Kako glase formule za metodu Runge-Kuta ¢etvrtog reda (RK4).
2. Metodom proste iteracije ili Newtonovom metodom naéi pribliznu vrijednost jednog

rjeSenja jednacine ¢ = e~”

na pet taénih decimala. To znaci da greska priblizne vrijednosti
moze da iznosi do (najvise) 3 -
z,, ne poklope na pet decimala.

3. Rijesite problem pocetnih vrijednosti (Cauchyev problem) y' = z + y, y(0) = 2.

107 ili eventualno do (najvise) 107°. Racuna se dok se z,,_; i
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4. Razmotrimo pocetni problem (problem inicijalnih vrijednosti)

Treba odrediti njegovo priblizno rjesenje u intervalu 1 < =z < 1,2 sa korakom h = 0,1. Primi-
jenite metodu Runge-Kuta drugog reda. Racunati sa cetiri ili pet decimala.

U ovom zadatku, pod metodom Runge-Kuta drugog reda podrazumijeva se metoda cije
formule glase k1 = hf(z;,y;), ks = hf(z; + %,yi + %1), Yir1 = Yi + ko za 1 > 0. Ocito da ky 1 ks
zavise od 4. Na bazi (z;,y;) odredujemo (241, Yit1)-

Zmaci da treba izracunati y; 1 y,.

5. Razmotrimo problem grani¢nih vrijednosti

y// + 4y/ + 3’!/ — 0’ y(O) — ()’ y(l) =1.

Primjenom metode konaé¢nih razlika, zelimo da odredimo njegovo priblizno rjeSenje sa n = 4
(zna¢i h = 0,25). U tom cilju, treba formirati sistem diferencnih jednadina po nepoznatim
Yo, - - -y Yn. Samo treba formirati sistem diferencnih jednacina, ne treba ga rjesavati.
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