PROGRAMIRANIJE I

TJURINGOVE MASINE I IZRACUNLJIVE FUNKCIJE
1. UVODNA RAZMATRANJA

1.1. INTUITIVNI POJAM ALGORITMA

Na pocetku definiSemo jednostavne pojmove azbuka i rije¢. Neka je n € N. Razmotrimo

skup od n ¢lanova A = {ay,...,a,}. Za skup A se kaze da je azbuka, a za njegove ¢lanove se
kaze da su slova. Rije¢ w u azbuci A definiSe se kao konacan niz slova te azbuke, gdje je moguce
i da niz bude prazan. Na primjer, A = {0,1,....9}, w = 314, |w| = 3. Duzina rije¢i w, u oznaci

|w], definiSe se kao broj ¢lanova tog niza, kao broj slova te rijeéi. Tako da je |w| > 0. Rijec ¢ija
je duzina |w| = 0 oznacava se kao w = O, to je tzv. prazna rije¢. Sa (A) oznacavacemo skup
svih rijeci u azbuci A.

Pogledajmo slu¢aj minimalne ili jednoé¢lane azbuke, tj. slu¢aj n = 1. Razmotrimo azbuku
A; = {a1}. Pogledajmo skup svih rijeci u toj azbuci. Ocito je Q(A;) = {0, a1, a1a1,a1010a1, .. .}.
Jednom ¢lanu skupa Q(A4;) odgovara jedan ¢lan skupa No.

Slovo ili znak ili simbol a; zauzima jedno polje na Tjuringovoj traci. A moguce je 1 da je
polje na Tjuringovoj traci nepopunjeno. Tada se kaze da u tom polju pise znak ili simbol ay.

Sta je to algoritam? Najprostije se kaze da je to jasno pravilo koje se sastoji iz jednostavnih
koraka. Sada ¢emo pokusati da intuitivnu predstavu o tom pojmu izrazimo malo jasnije. Al-
goritam A je uredena petorka A = (P, E, A, B,n). Ovdje je P pravilo ili postupak. Imamo tri
azbuke: E - ulazna azbuka, A — radna azbuka 1 B - izlazna azbuka. Ulazni podaci izrazeni su
u azbuci E, pravilo P zapisano je u azbuci A, dok azbuka B sluzi za izlazne podatke. Uzima se
daje E C Ai B C A. Ulazni podaci sastoje se od n rijeéi wy, ..., w,, gdje w, € Q(E). Izlazni
podatak ili rezultat jeste neka rije¢ r € Q(B).

Uredena n—torka rijeci (ws, ..., w,) predstavlja polazni objekat prilikom izvr§avanja opera-
cija po pravilu P. Kaze se da se A primjenjuje na tu n—torku rijeci. Za rije¢ r € Q(A) kaze se
da predstavlja rezultat ako se niz operacija (saglasno P) obustavlja i ako tada imamo saopstenu
jednu rije¢ 7, s tim da jos r € Q(B).

Navesti jedan primjer algoritma. Euklidov algoritam za nalazenje NZD dva prirodna broja
temelji se na sljedecem iskazu: ako je n; > ny onda je NZD(ny,n,) = NZD(ns, n; mod n,).

Pogledajmo neka svojstva intuitivnog pojma algoritma.

1 Tokom rada algoritma, operacije se izvrsavaju jedna za drugom. Svaka operacija ukazuje
koja ¢e biti sljedeca operacija.

2 Pravilo P je jednoznac¢no u svim svojim detaljima.

3 Algoritam ima osobinu odredenosti (determinisanosti). To zna¢i da ée algoritam, ma
koliko puta se on izvrsavao, uvijek procéi kroz jedan te isti niz koraka, naravno za fiksirani
ulazni podatak. Ne smije se nekoj promjenljivoj dodijeliti vrijednost z na osnovu rezultata
bacanja novéiéa (bilo bi « = 0 ili # = 1) ili na osnovu bacanja kocke (bilo bi 1 < z < 6).
Drugim rijjecima, stohasticke algoritme ne smatramo algoritmima.

4 Pravilo P treba da bude sastavljeno tako da njegovo izvrsavanje ne zahtijeva nikakvih
spoljasnjih informacija, odnosno da su dovoljne informacije sadrzane u ulaznoj n—torci rijeci i
u samom pravilu P.

5 Pravilo P treba da bude kona¢no. Njegova duzina je ma koliko velika, ali ipak konaéna.

6 Broj koraka potrebnih da se P izvrsi treba da bude konacan.

7 P zahtijeva samo konac¢an memorijski prostor.
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Nabrojana svojstva pretvaraju se u zahtjeve koje treba da zadovoljava formalna (precizna)
definicija algoritma.

Sta racunar moze da uradi, a §ta ne moze? Pogledajmo istorijsku perspektivu i strateska
pitanja. Znamo da izvrSavanje algoritma ima ¢isto mehanicki karakter 1 da nije potrebna
bilo kakva vjestina za to izvrSavanje. Ako za neki matematicki zadatak postoji algoritam za
njegovo rjesavanje onda je taj zadatak rijeSen do kraja, on je rijesen na najbolji moguéi nacin,
postupak njegovog rjesavanja je trivijalan. U proslosti je preéutno vladalo uvjerenje da za
bilo koji zadatak postoji algoritamsko rjesenje, do jednog trenutka. Gedel je 1931. godine
dokazao algoritamsku nerjesivost nekih zadataka! Na jeziku programera: za te zadatke ne
postoji program, misli se program za racunar.

U tom trenutku postalo je jasno sljedece. Treba jasno postaviti granicu s§ta je algoritam a sta
nije, pa se tek nakon toga moze ozbiljno govoriti o algoritamskoj rjesivosti ili nerjesivosti nekog
zadatka. Drugim rije¢ima, intuitivni pojam je nedovoljan i treba da bude zamijenjen preciznim
(matematickim) pojmom. Predlozeno je niz matematickih definicija pojma algoritma, od kojih
navodimo Gedelovu definiciju iz 1931. godine, Ceréovu iz 1936. Tjuringovu iz 1936. i Postovu
1z 1936. Dokazano je da su sve predlozene definicije medusobno ekvivalentne: ovaj postupak je
algoritam u smislu def; < on je algoritam u smislu def,. Kada se u nastavku kaze "matematicka
definicija algoritma” onda se ima u vidu jedna, bilo koja, od medusobno ekvivalentnih definicija
tog pojma.

Pogledajmo kako glasi ¢uvena Ceréova teza ili Ceréova hipoteza. Ona tvrdi da se intuitivni
pojam algoritma poklapa sa matematickim pojmom algoritma. Ne moze se govoriti o eventu-
alnom dokazu Cercove teze, buduéi da ona stavlja znak jednakosti izmedu dva pojma, od kojih
je jedan unutar matematike, a drugi je van matematike. Smatra se da je Ceréova teza dobro
utemeljena i zato je ona prakti¢no opste—prihvaéena.

Slican iskaz: ra¢unar = fizicka realizacija Tjuringove masine. Drugi slican iskaz: ako je neki
zadatak nerjesiv za Tjuringovu masinu onda je taj zadatak nerjesiv i za bilo kakvu ra¢unsku
masinu, kao i1 obrnuto.

1.2. POJAM IZRACUNLJIVE FUNKCIJE I POJAM RJESIVOG SKUPA

Poznata je oznaka A x B za Dekartov proizvod dva skupa, kao 1 oznaka A x ... x A =
——
n puta
A", Razmotrimo funkciju f: Q*(E) — Q(B) &ji je domen (oblast definisanosti) ocito skup

Dom f = Q(E) x ... x Q(E). Za funkciju f kaze se da je potpuna ili totalna. Razmatra¢emo

n puta
i tzv. djelimi¢ne ilIi) parcijalne funkcije. Njihov domen je Dom f C Q"(E). Dakle, za funkciju
f:Dom f — Q(B) kaze se da je djelimi¢na funkcija iz skupa Dom f u skup Q(B) ako je
njen domen Dom f C Q*(E). Kada je Dom f C Q*(E) onda je naravno moguée i da bude
Dom f = Q"(E).

Polazimo od jednog algoritma A = (P, E, A, B,n). Na sasvim prirodan nacin, algoritmu se
pridruzuje jedna djelimi¢na funkcija, oznac¢avacemo je kao f ili eventualno kao f4. Upravo, neka
n—torka rije¢ci M = (wy,...,w,) € Q*(E) posluzi kao ulazni podatak algoritma A. Dobice se
rezultat (to znaci da M € Dom f) ili se nece dobiti rezultat (to znaci da M ¢ Dom f). Znamo
da ”dobice se rezultat” znaci: A ée raditi samo konacan broj koraka i A ¢e nam saopstiti rije¢
r, s tim da r € Q(B). Tada je naravno f(M) = r. Vidimo da se pomoéu algoritma odreduje
domen funkcije, a takode 1 njene vrijednosti u tackama iz domena.

Malo¢as smo posmatrali u smjeru od algoritma prema funkciji. Prosto se razumije da je
funkcija f4 izracunljiva. Pogledajmo sada iz suprotnog ugla. Prakti¢no, neka je data cjelobroj-
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na funkcija od vise cjelobrojnih promjenljivih, bilo da je djelimi¢na ili totalna. Ona je data
formulom ili rije¢ima ili sli¢no. Ima li algoritma (programa) za saznavanje njenih vrijednosti u
pojedinim tackama?

Definicija. Razmotrimo djelimi¢nu funkciju f: Dom f — Q(B) (Dom f C Q*(E)). Za
funkciju f kaze se da je izracunljiva ako postoji algoritam A = (P, E, A, B,n) takav da je
f = fa. Tada se za algoritam A kaze da predstavlja ra¢unsku proceduru za funkciju f.

Egzoticni primjer. Razmotrimo funkciju f definisanu sa:

0, ako je Rimanova hipoteza istinita

f(n) = { 1, u suprotnom slucaju
gdje jen = 0,1,2,.... Dali je funkcija f izrac¢unljiva?

Odgovor: jeste. Makar §to mi danas nismo u stanju da napiSemo jedan algoritam i onda da
kazemo: evo ovo je racunska procedura.

Zapaziti da je funkcija f konstanta. Neka bude: Agy: uéitaj broj » 1 onda odstampaj 0 1
A;: uéitaj n 1 onda odstampaj 1. Jedan od ta dva algoritma je ra¢unska procedura. Dakle,
racunska procedura postoji.

Umjesto n moze se pisati a;...a;. Znamo da je Rimanova hipoteza jedan ¢uveni iskaz

LRl

n puta
¢ija istinitost je pod znakom pitanja. Rimanova hipoteza odnosi se na pitanje o tome gdje se
nalaze nule Rimanove funkcije { = ((z), gdje je ((z) = 02, &, Rez > 1, a zatim se analiticki
produzi. ZavrSen egzoti¢ni primjer.

Prelazimo na pojam rjesivog skupa. Moguée je da funkcija bude totalna i da ima samo dvije
moguce vrijednosti.

Neka su M; 1 M, dva skupa i neka je M; C M,. Kaze se da je M; rjesiv u odnosu na
M, ako postoji algoritam koji moze da se primijeni na bilo koji ¢lan skupa M 1 koji u tom
slucaju daje odgovor na pitanje — da li taj clan pripada M, ili ne pripada.

Pocinju primjeri koji se ticu diofantskih jednacina.

Primjer 1. Ruski matematicar Matijasevié¢ rijesio je 1971. godine jedan ¢uveni matematicki
problem. On je rijesio tzv. 10. Hilbertov problem. Dokazao je da je pitanje koje se tice tzv.
opste diofantske jednacéine — algoritamski nerjesivo. Mali primjer: da li jednadina zSzjzs —
4ziz3 + 8z — 1223 + 7 = 0 ima cjelobrojno rjesenje (z1, T2, 23) € Z x Z x Z? Pogledajmo
postavku zadatka, a dokaz se izostavlja.

Neka je p = p(z1,...,z) polinom ma kog stepena od k > 1 promjenljivih ¢iji koeficijenti
su cijeli brojevi. Za jednacinu p(z1,...,zr) = 0 kaze se da je opSta diofantska jednacina. Da
li jednaéina ima cjelobrojno rjesenje, ima rjeenje koje pripada skupu Z*? Program treba da
ucita podatke o polinomu p i onda da odstampa "ima cjelobrojno rjesenje” ili da odstampa
"nema cjelobrojnog rjesenja”.

Takav program ne postoji.

Mali primjer od malo¢as: "ima”, (z1,z2, z3) = (1,1,1). Mali primjer: ziz; + 4ziz3 + 623 +
8:13‘21 + 10 =0, "nema”.

Jedino se moze sastaviti program koji, zavisno od ulaznog podatka, stampa ”ima” (odgovor
je tacan) ili "nema” (odgovor je tacan) ili "za ovu jednacinu ne znam”.

Mogli smo uvesti oznake M; C Moy, My = {p(z1,...,z) = 0}, M; = {"ima” }.

Primjer 2. Neka je M, skup svih jednaéina oblika p(z) = 0, gdje je p = p(z) polinom ma
kog stepena od jedne promjenljive sa cijelim koeficijentima, a M; je podskup kome pripadaju
jednacine koje imaju bar jedno cjelobrojno rjesenje.

Skup M, je rjesiv u odnosu na M.
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Poznata su sljede¢a dva pravila. Na osnovu drugog pravila lako se sastavi algoritam (prog-
ram).

Pravilo 1. Razmotrimo jednaéinu " + a,_12" ' + ...+ asz’> + a1z +ap = 0, gdje je a, € Z
za 0 <k <m—11gdjejen > 1. Medu svim cijelim brojevima, jedino su ¢inioci slobodnog
sabirka ag kandidati za rjeSenje postavljene jednacine.

Mali primjer: jedino brojevi x = +1,+2, 43, 46 dolaze u obzir da budu rjesenja jednacine
22— 222 +7¢ —6=0.

Pravilo 2. Razmotrimo jednaéinu a,z"™ + an_12"* + ... + asz? + a1z + ap = 0, gdje je
ar € Zza0 <k <m,a, #0in > 1 Medu svim racionalnim brojevima, jedino su brojevi
oblika +p/q kandidati za rjesenje polazne jednacine, gdje je p ¢inilac slobodnog sabirka ag, a ¢
je ¢inilac najstarijeg koeficijenta a,.

Mali primjer: jedino brojevi z = :I:%E’G dolaze u obzir da budu racionalna rjesenja jednacine
223 — 222+ Tz — 6 = 0.

Tako da algoritam koji saopstava "da” ili "ne”, u smislu: jednacina iz skupa jednacina M, =
{a,z" + ...+ ag = 0} pripada ili ne pripada skupu M; = {"ima”}, glasi kako slijedi, u grubim
crtama. Posto se u¢itaju podaci o polinomu p(z) = a,z"™ + ...+ ag (to su n,a,, ..., ay), sastavi
se spisak svih racionalnih kandidata © = +p/q (gdje p | a0 i ¢ | an). Spisak se redukuje time §to
se 1z spiska uklone brojevi koji nisu cijeli. Zatim se redom vrsi supstitucija jednog po jednog
¢lana spiska u polinom, sve dok se ne pokaze da neki ¢lan zadovoljava jednalinu (Stampati
"pripada” i zaustaviti se) ili dok se spisak ne potrosi (Stampati "ne pripada” i zaustaviti se).

Primjer 3. Neka je M, skup svih jednac¢ina oblika aixz; + aszs + ... + arz, = b, gdje
ay,...,ar,b € Z 1k > 1. Razmotrimo skup M; C M,. Jednacina pripada skupu M; ako i
samo ako ona ima bar jedno cjelobrojno rjesenje, tj. ako postoje brojevi ¢, € Z, z4 € Z, ...,
xy € Z takvi da je ajx; + asxs + ...+ apzyp = b.

Mali primjer: jednacéina 2z, + 3z, = 28 pripada skupu M. Zaista, (z1,z2) = (5,6). Mali
primjer: jednacina 2x; — 2z + 4x3 = 7 ne pripada M. Zaista, ma kakvi dasuz; € Z, 2, € Z
1 z3 € Z, na lijevoj strani jednacine je paran broj, a na desnoj strani je neparan broj 7.

Poznato je sljedeée pravilo. Na osnovu tog pravila lako se moze sastaviti odgovarajuci
algoritam. Tako da je skup M, algoritamski rjesiv u odnosu na skup Mo.

Pravilo. Neophodan i dovoljan uslov da jednacina pripada skupu M, glasi NZD(ay, ..., ax)
| b, tj. slobodan sabirak b moze da se podijeli bez ostatka sa NZD(as,...,a;). a <bilia|b
zna¢i ak = b za neko k. Npr. 2 | 6. Umjesto oznake Z, moglo bi D za skup cijelih brojeva.

Zavrseni su primjeri koji se ticu diofantskih jednacina.

Definicija. Neka je card(E) > 11in > 1. Razmotrimo skup § C Q"(E). Za skup S kaze se
da je rjesiv u odnosu na skup Q"(E) ako postoji algoritam A = (P, E, A, B,n) takav da: kada
se algoritam .4 primijeni na bilo koju uredenu n—torku rije¢ci M € Q"(E) onda se taj algoritam
zaustavlja (tj. njegovo izvrsavanje uvijek traje samo konacan broj taktova) i saopstava kao
rezultat rije¢ O ili rije¢ ap, s tim da saopstava O kada M € S, odnosno saopstava a; u slucaju
da M ¢ S. Za svaki takav algoritam kaze se da predstavlja rjeSavajuéu proceduru za S u
odnosu na Q*(E). Oznaka: card(E) — kardinalni broj skupa E.

Sljedeca teorema svodi pitanje rjesivosti skupa na pitanje izracunljivosti funkcije. Neka je
S C Q*(E). Znamo da se karakteristicna funkcija skupa S u odnosu na skup Q"(E) obi¢no
oznacava kao x ili eventualno kai ys i1 da se definise sljedecom relacijom:

| Oakoz e S
x(@) = ayakox ¢ S

gdje © € Q*(E). Zapazamo da je karakteristicna funkcija svuda definisana: ona je definisana
na ¢itavom skupu Q" (E). Njene vrijednosti x(z) pripadaju skupu Q(E).
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Teorema. Skup S je rjesiv u odnosu na skup Q"(E) ako i samo ako je karakteristi¢na
funkcija x skupa S u odnosu na skup Q" (E) — izrac¢unljiva.

Dokaz. Pretpostavimo da je S rjefiv u odnosu na Q"*(E). To znali da postoji rjefavajuéa
procedura (algoritam) A = (P, E, A, B,n). Skup vrijednosti karakteristi¢cne funkcije je {0, a4},
a bilo koja azbuka E sadrzi bar jedno slovo a;, tako da se moze smatrati da je B = E. Vidi
se da je A jedna racunska procedura za x (da je f4 = x), ¢ime je pokazano da je x jedna
izracunljiva funkcija.

Sto se ti¢e dokaza u suprotnom smjeru (x izracunljiva = § r1jediv), on je takode veoma
jednostavan i svodi se na prosto uporedivanje jedne i druge definicije (izra¢unljivosti i rjesivosti).
Teorema je dokazana.

2. PREGLEDAN OPIS I DEFINICIJA TJURINGOVE MASINE
2.1. DEFINICIJA TJURINGOVE MASINE
L]

Pogledajmo prvo prebrojivu traku. Traka je sa lijeve strane ogranicena, a sa desne nije, a
podijeljena je na polja. U jednom polju je upisano jedno slovo ili je polje nepopunjeno (tada
se kaze da polje sadrzi znak ag). Takode se uvodi zahtjev da je samo kona¢no mnogo polja
popunjeno u trenutku kada pocinje rad masine.

Naredbe koje ¢ine program mogu da budu: izmjena sadrzaja jednog polja trake, trazenje
susjednog polja 1 zaustavljanje racunanja. Polje na koje se odnosi naredba koja se u odredenom
taktu izvrSava naziva se tekuéim radnim poljem. Svaka naredba treba da ukaze i — koja se
naredba izvrsava nakon nje, osim ako ona nareduje zaustavljanje.

Tjuringova masina sastoji se od: operacionog uredaja koji moze da se nalazi u jednom od
diskretnih stanja g, q1, - - ., ¢, koja zajedno ¢ine jedan konacan skup @ = {qo, q1,...,q,}, glave
koja moze da ¢itai pise, prebrojive trake opisane malocas i mehanizma za pomijeranje trake.
Stanje ¢o naziva se pocetnim stanjem masine: masina se nalazi u stanju ¢o kada njen rad
pocinje. Polja trake numerisana su slijeva udesno brojevima 0,1,2,.... U svakom datom taktu,
glava se nalazi iznad odredenog polja trake — tekuceg radnog polja. Pomoc¢u mehanizma za
pomijeranje trake, bilo koje od dva susjedna polja moze da bude dovedeno ispod glave za ¢itanje
1 pisanje. U tom sluéaju kaze se da se radno polje pomjerilo za jedno mjesto udesno ili ulijevo.

Glava moze da ¢ita slova azbuke A = {ay, ..., a;:} i slovo ag, ona moze da izbrise slovo ili da
ga upiSe. Za A se kaze da je radna azbuka masine. Svako polje trake u svakom taktu sadrzi
slovo iz skupa A U {ag}. Pri tome su skoro sva polja zauzeta slovom aq.

Lampa MZ (masinsko zaustavljanje) upali se prilikom izvrsavanja naredbe o zaustavljanju
(naredbe s). Lampa PT (prelazak iza kraja trake) upali se kada je zaustavljanje izazvano time
§to se pod glavom nalazi pocetno polje trake (m = 0), a zahtijeva se pomijeranje radnog polja
ulijevo (zahtijeva se da se izvrsi naredba /). U jednom i drugom sluc¢aju, MZ i PT, masina se
zaustavila.

Razmotrimo sada jednu konkretnu Tjuringovu masinu 7. Neka je njena radna azbuka {a;}.
Neka ona ima tri radna stanja qg, g1 1 ¢o.

Redosljed radnji u stanju go: nezavisno od sadrzaja radnog polja (tj. nezavisno od toga da
li je u radnom polju znak ag ili a;), masina 7' pomijera radno polje udesno i zatim prelazi u
stanje ¢q;. Redosljed radnji u stanju ¢;: masina 7' zamjenjuje slovo koje stoji upisano u radnom
polju (to je ag ili a;) slovom a; i zatim prelazi u stanje gs. Redosljed radnji u stanju g,: masina
T se zaustavlja, nezavisno od sadrzaja radnog polja.
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Oéito je da masina T radi sljedeée: nakon postavljanja glave iznad nekog polja trake (stanje
¢o), masina pomijera radno polje udesno, brise sadrzaj tog polja, tu upisuje a; i zaustavlja se.
Rad masine T moze da se opise sljedecom tablicom:

Qo Go T @O Napominje se da simbol ¢, koji stoji na kraju dva posljednja
Qo a1 T ¢ reda tablice nema nikakvog znacaja: kada se masina zaustavila
Q1 Go a1 q2 onda njeno unutrasnje stanje vise nije znacajno.

g1 ay a1 qs Na redu je definicija Tjuringove masine, na redu je pre-
@ a0 S ¢ cizna definicija tablice (ili tablice rada ili programa) Tjuringove
G a1 8 s masine 7.

Neka je t > 11 neka je s > 1. To znadi da je radna azbuka A = {ay,...,a;} i da je skup
stanja @ = {qo,q1,...,qs}. Tablica masine je jedna matrica koja ima ¢etiri stupcai (s+1)(¢+1)
redova. Pogledajmo prvi stubac: prvih ¢t + 1 redova pocinje sa qq, sljedecih ¢ 4+ 1 redova pocinje
sa ¢, itd. U drugom stupcu, u prvih ¢ + 1 redova upisano je redom ag,ai,...,a; a sliéno
dalje. Opisimo sada sadrzaj treceg stupca. Ako je upisano r onda se radno polje pomijera za
jedno mjesto udesno. Ako je upisano [ onda se radno polje pomijera za jedno mjesto ulijevo;
ovo ne vazi u slucaju da je radno polje m = 0 jer je trazena radnja nemoguca, nego se tada
masina zaustavlja i u tom slu¢aju kazemo da je masina izasla preko kraja trake (PT). Ako je
upisano s onda se masina takode zaustavlja 1 u tom slucaju kazemo da je doslo do masinskog
zaustavljanja (MZ). Na kraju, ako je upisano slovo v € AU{ag} onda glava brise sadrzaj radnog
polja 1 upisuje u to polje slovo v. Na kraju, u cetvrtom stupcu naznacéeno je sljedece stanje
masine.

Stanje qo je pocetno stanje masSine. Zavrsena definicija.

Vidimo da pojedini red tablice ima oblik gavq’, gdje ¢ pripada skupu stanja @, dok a pripada
prosirenom skupu slova A U {ag}. Prve dvije komponente ¢ i a imaju "ulazni” karakter, dok
trecai cetvrta komponenta v i ¢’ imaju ”izlazni” smisao. Dakle, pojedini red tablice treba ¢itati
kao: ako ¢ia onda vi ¢'. Ili detaljnije: ako je masina u stanju ¢ i ako radno polje sadrzi slovo
a onda neka masina izvr§i radnju v € AU {ag,r,, s} i zatim neka ona prede u stanje ¢’ € Q.

2.2. RACUNAR NASPRAM TJURINGOVE MASINE

Prosto receno, moguénosti racunara poklapaju se sa moguénostima Tjuringove masgine.
Kaze se da je racunar = fizicka realizacija Tjuringove masine. Zato §to je ra¢unar jedan stvarni
(fizicki) uredaj, dok je Tjuringova masina jedan zamisljeni ili matematicki pojam. Dva uredaja,
racunar i Tjuringova masina, poklapaju se u pogledu moguénosti ra¢unanja vrijednosti funkcije
(v. ranije definiciju izracunljive funkcije), u pogledu moguénosti raspoznavanja skupa (v. ranije
Mi C M), itd. Za vjezbu, dokazati sljedeée: onu obradu koju moze da izvrsi raéunar zasnovan
na procesoru (recimo) Intel 8086 moze i Tjuringova masina da ostvari. Kao i obrnuto.

Ipak, da bi dokaz mogao da bude sproveden, treba izvrsiti dvije sasvim prirodne korek-
cije, kako slijedi, ti¢u se memorijskog prostora. Umjesto "traka Tjuringove masine je polu—
beskona¢na” treba da stoji: na pocetku rada masine, traka se sastoji od jednog konaénog broja
polja, s tim da tokom rada ma§ine mogu da se po mjeri potrebe dodaju nova polja (na desnoj
strani trake). Umjesto "memorija racunara sastoji se od konaénog broja memorijskih rijeci (baj-
ta)” treba da stoji: na pocetku ima kona¢no mnogo memorijskih rijeci, s tim da, tokom rada
ratunara, raspolozivi memorijski prostor moze da se poveéava (mogu da se memoriji dodaju
nove memorijske rijeci, po mjeri potrebe).

Uobiéajeni su izrazi aktuelna i potencijalna beskonaénost. Traka je polu-beskonaéna — to
znacl da je memorijski prostor sa kojim raspolaze Tjuringova masina aktuelno beskonacan.
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Traka je konac¢na, s tim da kako vrijeme prolazi tako traci mogu da se dodaju nova polja —
to znaci da je memorijski prostor sa kojim raspolaze Tjuringova masina samo potencijalno
beskonacan.

2.3. POJMOVI KONFIGURACIJA MASINE I POZICIJA MASINE

U ovom naslovu uvodi se nekoliko obi¢nih oznaka i1 termina.

Koji je trenutni sadrzaj svih polja m = 0, m = 1, .... Zapis na traci ili kratko zapis u
oznaci J shvatamo kao funkciju J: Ny — AU {ao}. Nejednakost J(z) # * istinita je samo za
konaéno mnogo 1, kako je ranije receno. Isto je ag ili *.

Zelimo da snimimo trenutno stanje masine. Pod konfiguracijom C masine T podrazumi-
jeva se uredena trojka (m,J,q), gdje je m > 0 redni broj tekuceg radnog polja, J je tekuéi
zapis a ¢ € @ je tekude stanje masine. Tako da je J(m) — sadrzaj radnog polja. Pocetnom
konfiguracijom naziva se konfiguracija ¢ija je treca komponenta jednaka gq.

Neka je C = (m,J,q) — neka konfiguracija masine. Uoéimo red tablice ¢ije su prve dvije
komponente ¢ i J(m) tj. uo¢imo red tablice koji glasi ¢ J(m) v ¢/, treéu komponentu u redu
oznacili smo sa v a Cetvrtu sa ¢’. Kao §to znamo, ako je v # s i nije (v = [ i m = 0) onda
izvriavanje radnje v € AU {ag, 7,1, s} dovodi do novog radnog polja m’ (gdje je m' = m — 1
ii m" = m ii m" = m + 1) i do novog zapisa J' (s tim da je J'(k) = J(k) za svako k > 0
osim mozda za jedno k) i jo§ maSina zatim prelazi u novo stanje ¢’. Jednoznacno definisanu
konfiguraciju C' = (m',J’,q') nazivamo konfiguracijom koja slijedi poslije C. Ako je
(suprotno) v = s ili (v = i m = 0) onda sljedeca konfiguracija ne postoji. U tom slucaju C
nazivamo zavrsnom konfiguracijom masine.

Ocito je da na rad masine uticu pored njene tablice 1 pocetni zapis 1 indeks pocetnog radnog
polja. Kazemo da se maSina T primjenjuje na zapis J u radnom polju m ako je za pocetnu
konfiguraciju izabrana konfiguracija C' = (m, J, qo).

Kada se masina pusti da radi onda se konfiguracije smjenjuju iz takta u takt.

Konfiguracija Cy = (m,J, q) na jednoznacan naéin generise konacan ili beskonacan niz
konfiguracija Cy, Cy, Cs,.... Uvodi se prirodna terminologija. Kaze se da je C; konfiguracija
poslije ¢ taktova (poslije ¢ koraka). Kaze se da u i—tom koraku masina prelazi od C;_; na C;.
Uzmimo da je niz Cy, C, Cs, ... konacan 1 da je C; posljednji ¢lan tog niza. Tada se kaze da
se poslije ¢ koraka masina zaustavlja. I kaze se da se masina zaustavila poslije kona¢nog broja
koraka. Niz je beskonacan — masina radi vjec¢no.

Ako je C = (m,J,q) konfiguracija onda je S = (m,J) pozicija. Pozicije su pogodno
sredstvo za opisivanje procesa racunanja, ako nas ne interesuju stanja masine. Na pozicije se
skoro doslovno prenosi terminologija uvedena za konfiguracije.

Za jasno prikazivanje C koristi se oznaka bob; ... 0%, ... §to znaci: u i+—tom polju pise slovo
b; (¢ > 0), m—to polje je radno i masina se nalazi u stanju ¢q. Za jasno prikazivanje S koristi
se oznaka boby ...b,, ... §to znaéi: u i—tom polju pise slovo b; (¢ > 0) i m—to polje je radno.

Ponekad se pise (b; € A ili b; = ap):

I8 RS R S

Povezani dio zapisa koji nas ne interesuje ili svejedno niz od nekoliko uzastopnih polja trake
¢iji nam sadrzaj nije poznat oznacava se kao ~. Umjesto ~ moze se pisati — ako smo sigurni
da se taj povezani dio zapisa sastoji od tac¢no jednog polja. Pocetak trake oznacava se sa |,
kada je bitno da pocetak trake bude prikazan. Ako na kraju zapisa stoji simbol % ... onda to
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znaci da dalje na traci dolaze sve znaci x. Znamo da je x zamjenica za ag, a | za a;. Primjeri
*NI?*ﬂi]****l ili]*la;...gdjejesz7 J(0) =ao, J(1) = a1, T (2) = ao, .. ..

Zelimo da sagledamo ukupan uéinak rada jedne Tjuringove masine T'. Neka su S 15" dvije

, .. .. T o - e . . ..
moguce pozicije masine T'. Oznaka S = §’ ima sljedeéi smisao: ako je S pocetna pozicija
masine T onda se masina T zaustavlja poslije konac¢nog broja koraka i to je S’ njena zavrsna

pozicija. Primjer ]*uHTm S | =1 9T(, ovdje je w neka rijec tj. w € Q(A).

Jos neke definicije. Primijeniti 7" na zapis poslije rije¢i w nad A znadi da se kao
pocetna pozicija maSine uzima pozicija ]*uHT(. .., gdje w € Q(A). Primijeniti T na zapis

poslije n—torke rijeéi wq,...,w, nad A znac¢i da se kao pocetna pozicija maSine uzima pozicija
| *wy* .. .*wnaTm .., gdje wy € Q(A) za 1 < k < n. Primijeniti T na zapis ispred rije¢i w nad

A znadi da se kao pocetna uzima pozicija ]#w*. .., gdje w € Q(A). Primijeniti T' na zapis
ispred n—torke rijeéi wy, ..., w, znaci da se kao pocetna uzima pozicija ]#wl * .k Wy k..., gdje

wy, € Q(A) zal <k < n. Primijeniti T na praznu traku znaci da se kao potetna uzima pozicija

Neka w € Q(A). Kaze se da se masina T zaustavila poslije rije¢i w ako zavrsna pozicija
masine T glasi | N*uHTn Kaze se da se masina T zaustavila ispred rijeci w ako zavr$na pozicija

masine T glasi | ~xw*. Ne moze se nista reéi o sadrzaju polja (u zavrsnoj poziciji) koja se

nalaze desno od drugog napisanog znaka %, misli se na slucaj zaustavila se poslije rijeci a isto
tako 1 na slucaj zaustavila se ispred rijeci.
Primjedba. Neka se masina zaustavila poslije neke rijeci, tj. neka bude S = (m,J) i

S ] N*'uHT(. Da li je razlog njenog zaustavljanja MZ ili PT? Razlog je svakako MZ (masinsko

zaustavljanje). Zaista, znamo da u slucaju PT (prelazak preko kraja trake) mora da bude
m = 0, dok je u nasem slucaju svakako m > 1. Vidimo da je u nasem slué¢aju m = 1 samo
ako je ~ = 01w = 0. Sa m smo oznacili indeks (redni broj) radnog polja u zavrsnoj poziciji
Tjuringove masine.

2.4. POJAM FUNKCIJE IZRACUNLJIVE PO TIURINGU

U ovom naslovu uvode se dva pojma: funkcija izrac¢unljiva po Tjuringu (skraceno i. T.) i
funkcija normalno izra¢unljiva po Tjuringu.

Neka je T T. m. sa radnom azbukom A. Neka je E C A, BC Ain > 1. Masina T
definise jednu funkciju f od » promjenljivih, iz Q"(E) ili nekog njegovog dijela u Q(B), po
sljedeé¢em pravilu. Uredena n—torka M = (wy,...,w,) € Q*(E) pripada domenu Dom f ako
i samo ako se masina T, primijenjena na zapis poslijje M, zaustavlja poslije rije¢i w € Q(B).
Ta rije¢ w = f(ws,...,w,) predstavlja vrijednost funkcije f u tacki M. Prema tome, za
(w1,...,w,) € Dom f vazi ]*wl*...*wnﬁ... %]N*f(wl,...,wn)?

Definicija. Djelimi¢na funkcija f: Dom f — Q(B) (Dom f C Q"(E)) naziva se izra¢unljivom
po Tjuringu ako postoji T. m. T ¢&ija je radna azbuka A (gdje je E C Ai B C A) takva da
se funkcija od n promjenljivih definisana na skupu Q"*(E) (ili na dijelu skupa) u skup Q(B)
definisana masinom 7' poklapa sa f. Za svaku takvu masinu T kaze se da ra¢una funkciju f.

Prepri¢ajmo definiciju. Uzmimo da je f djelimi¢na funkcija iz Dom f u Q(B), pri ¢emu
je Dom f C Q™(E), koja je izracunljiva po Tjuringu i uzmimo da je T T. m. koja ra¢una tu
funkciju. Neka se sada T primjenjuje na M € Q*(E). Sada su moguéa tri ishoda: T' se nopste
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ne zaustavlja ili 7' izlazi preko kraja trake ili dolazi do masinskog zaustavljanja masine T'. Ako
je nastupio tredi ishod i ako se moze reéi da se T zaustavila poslije neke rijeci (oznacimo tu rijec
sa w) 1 ako, osim toga, w € Q(B) onda M € Dom f i f(M) = w. U svim ostalim sluc¢ajevima
M ¢ Dom f.

Slika za funkciju izrac¢unljiva po Tjuringu:

O"(E) Q(B)

U sluéaju M € Dom f: u zavr$noj poziciji: radno polje sadrzi , lijevo od radnog polja ima
bar jedna %, f(M) je rije¢ izmedu te dvije zvijezde, ta rije¢ € Q(B). Tako da radno polje nije
pocetno polje trake. U poljima desno od radnog polja — upisano je bilo sta.

Uvjereni smo da pojam funkcije izracunljive po Tjuringu predstavlja adekvatnu formaliza-
ciju intuitivnog pojma funkcije koja moze da se izracuna. Zato se umjesto funkcija izrac¢unljiva
po Tjuringu moze jednostavno kazati izracunljiva funkcija.

Tehnicki je znacajan pojam funkcije koja je normalno izra¢unljiva po Tjuringu.

Definicija. Za djelimi¢nu funkciju f: Dom f — Q(B), pri ¢emu je Dom f C Q*(E), kaze
se da je normalno izra¢unljiva po Tjuringu ako postoji T. m. T koja ra¢una f i jo$ ispunjava
sljedeca dva zahtjeva:

a) ako M € Q*(E) \ Dom f onda se masina T nikad ne zaustavlja poslije primjene na M,

b) ako pak M = (wy,...,w,) € Dom f onda

]*wl*...*wn}k... %]*wl*...*wn*f(/\/t)}k....

Prepri¢ajmo posljednju definiciju. Uzmimo da je f djelimi¢na funkcija iz Dom f u (B)
koja je normalno izrac¢unljiva po Tjuringu i uzmimo da je 7' T. m. koja normalno ra¢una tu
funkciju. Neka se sada T primjenjuje na | % wq *. . .*wnaT(. . gdjew, € Q(E)zak € {1,...,n}.
U negativnom slucaju tj. u slu¢aju M = (ws,...,w,) ¢ Dom f, masina T se nece zaustaviti.

A u pozitivnom slucaju tj. u slucaju M € Dom f, vazice sljedece:

T
]N*wl*...*wn}k... i]w*wl*...*wn*w}k...,

gdje je w = f(M) = f(ws,...,w,), pri ¢emu tokom rada masine ona nikad nece predi iza lijeve
zvijezde. Dakle, sadrzaj dijela trake koji je oznacen sa ~ ne utice na rad masine 7' 1 ne mijenja
se u toku racunanja.

Slika za funkciju normalno izrac¢unljivu po Tjuringu, kada je n = 1. Ovdje rije¢ z =
z1Z5 ... z; pripada skupu Q(E). Na slici je prikazan slucaj kada ta rije¢ z pripada domenu
funkcije (oblasti definisanosti funkcije). Ovdje rije¢ y = y1y2...y; pripada skupu Q(B) (y je
rije¢ u azbuci B). Vidimo da je f(z) = y. Posebno je oznaéeno radno polje:

pocetni zapis:

‘*‘501‘332‘ ‘CBZ * sve %

zavrsni zapis:

CInle] = [=

*‘m‘yz‘ ‘yj * sve *
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Ocito je da su normalno izracunljive funkcije po Tjuringu — izrac¢unljive po Tjuringu, jer su
dodata dva zahtjeva (a) i (b). Kasnije ¢emo dokazati da vazi i obrnut iskaz.

REZIME o izracunljivoj funkeciji 1 rjesivom skupu.

Kao primjer, funkcija f(z,y) = 2+ 2y + 3 (z,y € Z) je izracunljiva, treba prikazati brojeve
z,y1z = f(z,y) kao rijeéi u fiksiranoj azbuci. Programer bi kzao: funkcija f: Z" — Z je
izracunljiva ako postoji program na jeziku C ¢iji je ulaznmi podatak n—torka brojeva z,...,z,
i Ciji je rezultat broj y, gdje je y = f(x1,...,®,), ofito imamo u vidu totalnu funkciju od n
promjenljivih (Dom f = Z"), gdje je n > 1.

Kao §to je radeno, za skup S C Q"(E) kaze se da je rjesiv (E je azbuka, n € N) ako postoji
masina 7' sa svojstvom: ako je pocetna pozicija agw; ag ... dgwy aTO ... (w; € Q(F)) onda ée

zavrSna pozicija biti ~ agag kada (wy,...,w,) € S odnosno ~ agay ag kada (ws,...,w,) ¢ S.
t t
Drugim rije¢ima, zavr$na pozicija ¢e biti ~ agy ag, gdje je y = O (tako da je |y| =0) ili y = a4
T

(tako da je |y| = 1). Na primjer, u slu¢aju n = 1, "skup S je rjesiv” ekvivalentno je sa

karakteristicna funkcija skupa S je izracunljiva sto znaci da postoji masina 7' sa svojstvom:

agwag ... = ~agagkadaw € Siaywag ... = ~aga; apkadaw ¢ S, gdje svakako w € Q(E).
) ) ) )

Najprostije je da zavrsna pozicija bude agag.... 11l aga;ag . ... Konvencija: sa O saopStava se

da €, a sa a; da ¢. Recimo, skup prostih brojeva je rjesiv u odnosu na skup N. Sli¢no, skup
parnih brojeva je rjesiv u odnosu na skup Z. Isto tako, skup S = {(a,b)| a>+b* = 0 (mod 2015)}
(znaci S C Z x Z) je rjesiv u odnosu na Z x Z. Skup Diofantovih jednacdina sa cijelim rjesenjima
nije rjesiv u odnosu na skup Diofantovih jednacina. Programer bi kazao: skup S C Z" je rjesiv
ako postoji program na jeziku C &iji je ulazni podatak (z1,...,z,) 1 ¢iji je rezultat "Y” ako
(z1,...,2,) € S odnosno "N” ako (z1,...,z,) ¢ S, yes ili no.

Negacija od "skup je rjesiv” glasi skup nije rjesiv (skup je nerjesiv). Volja je kazati rjesiv
skup ili odluéiv skup, engl. a decidable set.

Umyjesto rjesiv skup ponekad kazemo algoritamski rjesiv skup.

REZIME o izracunljivoj 1 normalno izracunljivoj funkeciji.

Posluzimo se primjerom f(z,y) =  + 2y + 3 (z,y € N) i neka se brojevi prikazuju kao

rije¢i u azbuci {ay,...,a10} = {0,...,9}. Ako imamo mainu koja ra¢una funkciju onda imamo
recimo
o] 34 fm]3][5]a] -~ = [~ [w]1]o[7]e]

T T
dok u slu¢aju masine koja normalno ra¢una tu funkciju imamo recimo
20|34 fao]3][5]a] -~ = aof3]4]aof[3]5]a0f1]0]7 ][]
T T

Uvijek, rezultat rada masine je jedna rije¢ w i1 w se Cita iz zavrsne pozicije. Rije¢ w sas-

tavljena je od slova ay,...,as, odnosno w € Q(A). U zavr§noj poziciji, ona se na traci nalazi
neposredno ispred radnog polja. Sa lijeve 1 desne strane, oivicena je sa dva polja koja sadrze aq.
Koliko polja na traci zauzima w, koliko ona ima slova, kolika je njena duzina, ¢emu je jednako
lw|? Vazi |w| > 0. U slucaju |w| = 0, dva polja gdje pise ag su susjedna na traci. Slika za

[~ |oof|_w Jo]
S T

Zavrsna pozicija — to je pozicija nakon zaustavljanja masine.
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3. PRIMJERI TJURINGOVIH MASINA. TJURINGOVI DIJAGRAMI
3.1. ELEMENTARNE MASINE

U ovom naslovu definisu se tri tzv. elementarne Tjuringove masine. Neka je ¢ > 1. Sve tr1
elementarne masine a;, r i [ koriste radnu azbuku A = {ay, ..., a;}. Rezultat njihove primjene
na proizvoljnu poziciju jeste izvjesna ”elementarna” promjena.

a) Razmotrimo T. m. a;, gdje je 0 < ¢ < ¢t. Kada se ta masina primijeni na proizvoljnu
poziciju, ona u radno polje upisuje slovo a; i onda se zaustavlja na tom polju ne mijenjajuci
ostale zapise. Ocito je da tako funkcionise T. m. sa tablicom .... Dakle, u prvom koraku se
u radno polje (nezavisno od njegovog sadrzaja) upisuje slovo a; i nakon tog koraka masina se
zaustavlja.

b) Razmotrimo Tjuringovu masinu r. Kada se maSina r primijeni na proizvoljnu poziciju,
ona pomjeri radno polje za jedno mjesto udesno i zatim se zaustavlja ne mijenjajuéi sadrzaj
trake. Tako funkcionise T. m. sa tablicom .. ..

c¢) Sljedeéa tablica defini§e T. m. [. Kada se masina ! primijeni na proizvoljnu poziciju,
ona pomijera radno polje za jedno mjesto ulijevo i zatim se zaustavi ne mijenjajuéi sadrzaj

trake. Na primjer, |asagazaq. .. LN |asasas ag. ... Malocas reéeno ne vazi u jednom slucaju.
) t

Upravo, ako je u po¢etnoj poziciji m = 0 (radno polje je nulto tj. pocetno) onda ée u rezultatu

primjene masine [ doé¢i do zaustavljanja zbog izlaska preko kraja trake (PT). Zaustavljanje

masine nije izazvano izvrSavanjem radnje s, tj. nije se desilo masinsko zaustavljanje (MZ).

U zavrsnoj poziciji, radno polje ima isti indeks m = 0 i sadrzaj trake nije promijenjen. Na

. l
primjer, ]01,\40,40,20,0... = ]01,\40,40,20,0....

Tablica a;: Tablica r: Tablica I:
qgo ap 4; Q1 Goao T 1 Qpaol ¢
qgo Gz 4; 1 o ar T q1 Qal q
g1 ap $ q1 q1 a8 Q1 q1 Go 8 q1
q1 a: $ q1 q1a: 8 Q1 q1 Gz 8 q1

3.2. DVA PRIMJERA TJURINGOVIH MASINA

Dvije masine T 1 Ty biée definisane svojim tablicama.

a) Masina 7) ima radnu azbuku A = {a4,...,a;}, gdje je ¢ > 1. V. tablicu. Masina T},
nezavisno od pocéetne pozicije, pomijera radno polje za tri mjesta udesno, zatim upisuje ag u
tekuce radno polje 1 nakon toga se zaustavlja ne unoseéi druge promjene u zapis.

GoGo T q1 g3 ag Ao qa
Go ar T q1 g3 Gt Ao qa
g1 Qo T g2 qa Qg S qa
q1 Gy T G2 qa Az S qa
g2 Ao T g3
G2 Ay T G3
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b) Masina za kopiranje Ty ima radnu azbuku A; = {a;}. Neka w € Q(A;) tj. neka je w
proizvoljna rije¢ u azbuci A;. To znaéi da je w = O ili w = a; ii w = aya; ii w = aja1a9
ili .... Masina T prevodi pocetnu poziciju N*uHTm .. u zavr$nu poziciju N*w*waT(. ... Pored

toga, ova masina tokom svog rada ne smije da izade na segment zapisa koji je oznacen sa ~ 1
(specijalno) ona ne smije da izmijeni taj segment.

Od 7elje prema masini, tj. kako sastaviti masinu da vrsi predvidenu obradu (kopiranje).
Prvo ¢emo nacrtati blok—$emu. Blok—$ema prikazuje glavne korake, odnosno predstavlja grubo
rjeSenje. V. blok—$emu. Vidi se da masina kopira slovo po slovo. Sada, grubi koraci treba da
budu rastavljeni na detalje. Drugim rijecima, programer polazi od blok—$eme i pomoéu nje
sastavi rjeSenje (sastavi tablicu masine). Mi samo dajemo gotovo rjesenje — v. tablicu.

| idi ulijevo do najblizeg praznog polja |

| 1di udesno za jedno polje |

| koje slovo stoji u radnom polju? ]

ag | lal
| idi udesno do najblizeg praznog polja ] | izbrisi slovo |
| zaustavi se | | idi udesno do najblizeg praznog polja |

| 1di udesno do najblizeg praznog polja ]

| upisi tamo a, |

| idi ulijevo do najblizeg praznog polja |

| idi ulijevo do najblizeg praznog polja |

| upisi tamo a, |

Qoxlq qa*x T gs gs * | q2
ol lq qallaq g | 1 gs
q1 * * g2 g5 * T ge qo * 8 g9
allaq g5 17 gs q4o | 7 qo
g2 * T g3 G * | q7
g2 | 7 qs qe | 7 go
43 * T Qo qr* 1l gs
qs | *qa qr | 1 qr
Testirati tablicu na nekoliko karakteristi¢cnih slucajeva ulaznog podatka w = aja;...a;
—_———

n puta
(n > 0). Uzmimo da je w = a; tj. uzmimo da pocetna pozicija masine glasi mm =

Upravljajuéi se po blok—$emi ili po tablici, uvjeriti se da ¢e tada zavrsna pozicija masine biti

‘ao‘al ‘ao ‘al ‘ao ‘ " . Drugi karakteristi¢ni primjer. Zanimljivo je pogledati kako se masina

ponasa u krajnjem slucaju, kada je ulazni podatak w = O. Ako je pocetna pozicija
T
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onda ¢e zavr$na pozicija biti mmm ** . Trec¢i karakteristi¢ni primjer. Neka bude w =
T

aia; tj. neka je pocetna pozicija ‘ao ‘al ‘al ‘ao ‘ ** . Tada ce se masina zaustaviti u poziciji

[a0]a1]a1]ao]ar[ai]ao]---

Pokusati posljednji sluéaj: polazeéi iz |ag ay aj ag . . . stize se do |agaja; agayarag. ... Uv-
t T

jeriti se da je zaista tako, pratedi iz koraka u korak kako se smjenjuju pozicije (sadrzaj trake
i indeks radnog polja). U drugim oznakama: |« | Ika. o= x I x Ika. ... Mozda je za pisanje

pogodnije]()ll(%... :>]011011(%....

3.3. DEFINICIJA TJURINGOVOG DIJAGRAMA

Zasto je potreban Tjuringov dijagram? U prpmjeru 3.2.(a) mogli smo masinu 7; da prika-
zemo kao uniju tri masine r i jedne masine ag. U primjeru 3.2.(b) bilo bi korisno da se male
masine uslovno povezuju (ako u radnom polju stoji ag onda ...). Prikaz masine koji se dobija
pomocu dijagrama kraci je od njenog prikaza pomocu tablice.

Definicija Tjuringovog dijagrama. Razmotrimo Tjuringove masine My, ..., M} sa zajednic-
kom radnom azbukom A = {ay,...,a;}. Za M; se kaze da je mala maSina ili da je komponenta.
Tjuringov dijagram D sastoji se od simbola M, ..., M; (neki od simbola mogu vise puta da
uéestvuju u dijagramu) i od simbola - (tacka). Pored toga, simboli su medusobno spojeni
strelicama, na strelici piSe neko slovo. Pri tome se zahtijeva da:

(1) U dijagramu D simbol - (tacka) pojavljuje se samo jednom. On ukazuje gdje pocinje
rad magine.

(2) Za svaki simbol i za svako j € {0,1,...,t}, iz tog simbola polazi najvise jedna strelica
na kojoj pise a;. To znaci da treba da bude jednozna¢no definisano koja masina treba da radi
(treba da preuzme upravljanje), nakon masinskog zaustavljanja MZ prethodne masine, s tim
da je a; stajalo u njenom posljednjem radnom polju.

Napominje se da strelica moze da vodi od simbola ka njemu samom.

Odredivanje redosljeda rada masine definisane dijagramom. Dijagram D definiSe jednu
Tjuringova masinu 7. Dosad je izloZena sintaksa (gramatika) i samo djelimi¢no semantika
(smisao), pa pogledajmo da upotpunimo.

Neka se T' primjenjuje na izvjesnu poziciju i neka radno polje sadrzi slovo a. Ako iz tacke
ne izlazi strelica sa slovom a onda dolazi do masinskog zaustavljanja masine 7. Ako pak
(suprotno) iz tacke izlazi strelica sa slovom a onda je to (prema uslovu (2)) samo jedna strelica.
Ona vodi ka nekom simbolu M;. Sada T funkcioniSe kao M;. Masina M; pocinje da radi od
pocetka svog programa (svoje tablice), od svog stanja go. Sada su moguéa tri ishoda, kako
slijedi: M; radi vjecno — tada i ukupna masina 7' radi vjeéno ili tokom rada M; dolazi do
prelaska preko kraja trake — tada i T prelazi preko kraja trake (PT) i (znaci) zaustavlja se ili
dolazi do masinskog zaustavljanja (MZ) male masine M;. Tada se upravljanje (uopste uzev)
predaje nekoj komponenti M;, u zavisnosti od sadrzaja (ay) tekuéeg radnog polja i od prisustva
odgovarajuce strelice u dijagramu. Odgovarajuca strelica je — % . Akoima M; LMj
u dijagramu, M; ce poceti da radi od pocetka svog programa. Itd.

Pogledajmo dva primjera Tjuringovih dijagrama. Radna azbuka je A = {ay,...,a:} u oba
primjera.

Primjer a). V. sljedeéi dijagram. Vidimo da se ustvari radi o masini T; iz prethodnog
naslova 3.2. pod (a).

——————page 3 of 6 ———



ag ag

E\r

'AT/%\T \a
Nlao " Nlao S NLag S\ ag S

Primjer b). V. sljedeéi dijagram. Za razmatranu masinu koristi se oznaka R. MaSina R vrsi

0

sljedeé¢u obradu: |~ —wx~ B |~— 'uHva, gdje w € Q(A).
T

N

T ap --- |Gt

N

Dva primjera upucuju da se izvr§i dogradnja definicije Tjuringovog dijagrama (dogradnja
oznaka 1 pravila), kako slijedi.

(3) Ako od jednog simbola ka drugom simbolu vodi strelica sa slovom a;, za svako j €
{0,1,...,t} onda sve te strelice mogu da budu zamijenjene jednom strelicom bez slova.

(4) Ako su medu strelicama koje vode od jednog simbola ka drugom simbolu prisutne sve
moguce osim jedne (recimo osim ay) onda sve te strelice mogu da budu zamijenjene jednom na
kojoj pise # ag. Slicno ako nedostaju dvije strelice. Itd.

(5) Ako od tacke vode sve moguce strelice (7 = 0,1,...,%), 1 to sve one vode ka jednom te
istom simbolu (recimo ka simbolu M;) onda tacka moze da se izostavi, s tim $to se taj simbol
(M) oznaci kao pocetni simbol — time §to se zaokruzi ili se napise lijevo od svih ostalih.

(6) Na kraju, moze da se izostavi strelica na kojoj nista ne pise.

Pisaéemo M™ umjesto M ... M.

SRR

n puta

Poslije dogradnje oznaka i pravila, primjer (a) dobija oblik r®ag, a primjer (b) ,E 7ao .

Jos§ jedna dogradnja, posljednja. Pogledajmo radne azbuke komponenti 1 ukupne masgine.
Neka je za dijagram D izabrana radna azbuka A; = {ai,as,...,a:}. Neka je M; simbol masine
¢ija je radna azbuka manja tj. ¢ija je radna azbuka A, = {ay,...,a,}, gdje je s < ¢, tako da je
A, C A;. Tada se (u dijagramu) pod masinom M; podrazumijeva masina koja nastaje kada se
tablica masine M; dopuni sa redovima gasq za svako a € A; \ A, i svako stanje ¢ masine M;.
Prosto rec¢eno, M; ée se zaustaviti (radnja s) ako naide na slovo a,4q ili ... ili a; koje je za nju
nepoznato.
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3.4. KONSTRUKCIJA TABLICE PO ZADATOM DIJAGRAMU

Tjuringova masina data je dijagramom D u kome ucestvuju simboli malih masina M, ...,
M. Poznata je tablica svake male masine. U svakoj maloj tablici, stanja su numerisana kao
4o, q1, - - .. Razmotrimo sljedeéi zadatak. Konstruisati tablicu te Tjuringove masine.

Moguce je da se neki simbol M; pojavljuje u dijagramu dva puta ili vise puta. Da bi se
proces konstrukcije uprostio, smatramo da se svaki simbol pojavljuje samo jednom. Dakle, u
pripremnom koraku, svakom simbolu u dijagramu pridruzi se njegova tablica. Kao da se broj
k "poveéa”.

Prepisimo sve male tablice jednu za drugom, u ma kom redosljedu, uvodeéi pritom novu-—
opstu numeraciju stanja, ta opsta numeracija pocinje od stanja ¢;. Tako je nastala jedna velika
tablica. Dakle, stari brojevi stanja su promijenjeni, da u velikoj tablici ne bi bilo preklapanja
brojeva. Stanje ¢o male tablice koje odgovara nekom simbolu M zamijenjeno je u velikoj tablici
stanjem ga7. Drugim rije¢ima, po prethodnoj numeraciji, to je bilo stanje gy (za M), a po novoj
numeraciji to je sada postalo stanje qy.

U velikoj tablici treba izvrsiti dodavanja 1 promjene, da bi se ona pretvorila u ukupnu
tablicu, da bi se ona pretvorila u rjesenje postavljenog zadatka.

Nustracija. Dati su dijagram 1 tablice komponenti. Prikazan je prvi oblik velike tablice.
U velikoj tablici vrsi¢e se dopune i promjene. Vidimo da je u prikazanom primjeru q4 = ¢y,
4B = G5, qc = qu1:

A: qoagrqr ... qsai...
B: qyag... ... gsa;...
C: qag... ... gsasqy
prvi oblik:  qiaorqs ... q4as... gsGo... ... q10Gt... Qu1Gg... ... Qie0:lqis

a B
a4 AS/'
mo

Velikoj tablici dodaju se novi redovi tri tipa, kako slijedi. Vidjecemo da novi redovi zavise
od strelica koje polaze od simbola tacka u datom dijagramu (ili takvih strelica nema u datom
dijagramu). Za svako a € {ag,as,...,a;} kome odgovara strelica koja vodi od tacke ka tacki
samoj, dodaje se red goaaqe. Za svako a za koje u dijagramu postoji strelica koja vodi od

tacke ka simbolu M neke male masine, dodaje se red goaaqp. Zasto? U polaznom dijagramu
a
*——M govori: na pocetku rada, predaj upravljanje komponenti M ako u radnom polju

vees

pi§e a, izvr§i radnju a (upi§i @ u radno polje) i predi u stanje gas.

Za svako slovo a takvo da u dijagramu ne postoji strelica (na kojoj pise a) koja bi polazila
od tacke, dodaje se red gpasqo.

Jos ostaje da se u tablici izvrse sljedeée promjene. Ako su dva simbola M 1 N u dijagramu
spojeni strelicom sa slovom a (M—G’N) onda u tablici treba svaki red oblika gasq’ (ovaj
red potice od male tablice simbola M) prepraviti da sada glasi gaaqy. Smisao: neka je doslo
do masinskog zaustavljanja MZ komponente M. Tada se ukupna masina ne zaustavlja, uopste
uzev. Veé se upravljanje predaje komponenti N, pod uslovom da slovo a stoji u radnom polju.

Sada je tablica konstruisana. Postavljeni zadatak je rijeSen. Vidi se da je procedura (pret-
varanja dijagrama u tablicu) jednozna¢na do na permutaciju oznaka ¢i,¢s,.... Vidi se da
dijjagram i tablica defini$u jednu te istu Tjuringovu masinu.

3.5. DALJI PRIMJERI TJURINGOVIH MASINA
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U ovom naslovu navodi se nekoliko primjera Tjuringovih masina. Masina se definise svojim
djjagramom. Funkcionisanje masine prikazano je na obi¢nom sluc¢aju u kome se masina upot-
rebljava, kaze se njena radnja ili obrada koju ona vrsi, =. Dati su jo$ i oznaka ili skracenica
za ma§inu (recimo R), kao i njen naziv (udesno za jednu rijec).

Nekajet > 11 A= {ay,...,a:}. Ulazna i radna azbuka svake masine jeste A, osim gdje je
posebno receno drukéije.

(1) Simbol masine ili oznaka za masinu: R. Radnja (njeno funkcionisanje): ]~9T<‘w * ~

= |~ x 'uHT(N, gdje w € Q(A). Dijagram: , @ #* ili svejedno r Fao (bez

zaokruzivanja r). Ova masina je veé¢ radena ranije u naslovu 3.3.
(2) Simbol L idi ulijevo za jednu rije¢ (idi ulijevo do prvog znaka *). Radnja |~ * uHT(N

= ]~9T<w * ~, gdje w € Q(A). Dijagram , I Fx

Kod sljedeée dvije masine, sa X je oznacen niz nepraznih rijeéi u azbuci A. Dakle, svaka
rije¢ mora da ima bar jedno slovo. Rijeci su razdvojene jedna od druge znacima . Niz rijeci
sastoji se od n > 0 rijeci. Dakle, dopusta se da bude n = 0 kada se X svodi na prazan niz
rijec¢i. Dakle, X = w; * wq x ... x w,, gdje je |wg| > 1 za svako k € {1,2,...,n}. DuZzina rijed
w (broj slova rijeci w) oznacava se sa |w|. Jedno slovo — jedno polje na traci. Recimo, |0 =0,
las] = 1, |azasaqa;| = 4 1 sliéno.

Na primjer, X = w; xwy gdje je |wy| > 11 |wy] > 1, n = 2. Ili X = w; gdje je |wy| > 11l
svejednow; # 0, n=1. 11 X =0, n = 0.

Veé smo rekli da wy, € Q(A) za svako k.

(3) R za niz rijeci udesno Fk
Rr= [

]w»TkX**N = ]N*X}k*w

(4) L za niz rijeéi ulijevo Fk
Li= T

]N**XgT(N = ]N*#X*N

(5) K kopira jednu rijec
]N*uHTm.. = ]N*w*wa{..., gdje w € Q(A)

[0]as]az[ao]. -

T

Pokusati: ako se masina K primijeni na pocetnu poziciju

[0]as[az]ac]as|as]ao]---

T

onda ¢e se ona zaustaviti u zavr§noj poziciji

Specijalan slu¢aj t = 1 je veé raden ranije u naslovu 3.2.

R
*
ﬁ‘,l' *Rzal L2G,1
\&’ *R2 atL2at

Lr
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3.6. DALJI PRIMJERI TJURINGOVIH MASINA (NASTAVAK)

(6) W, brise desnu rijeé¢

|~k wx~ = ok~
. T . T

prlmjer]¥a4a4a1*...:>]****9T<... P
(madina "+” — upisuje x)

(7) W, brise lijevu rijeé¢
brise rije¢ koja je lijevo od pocetnog radnog polja
| ~kwk o~ = [~k ok~

T T ! Fx *

primjer | x a4 aq a; a39T<. - ]#*****. ..

(8) Ulazna azbuka masine V je A; = {ay,...,a;}. Medutim, njena radna azbuka je A;1; =
{ai,...,as,as41}. KaZe se da masina koristi jedno pomoéno ili dodatno slovo. Umjesto azyq

obi¢no se piSe § (paragraf) u dijagramima. Masina V prevodi poéetnu poziciju

M w1 M Wa ‘*‘ ... U zavr$nu poziciju M Wa ‘*‘ cee

gdje w1, ws € Q(A;). Dakle, prva rije¢ w; nestaje a druga rije¢ ws ostaje. Simbol masine:
V, naziv: isijeca (masina koja isijeca dio trake), radnja: | ~xw; *wzaTm - ]N*wszk. ... Na

primjer | agaz as agasdg. .. = |agasdag. ... Analiza rada masine: vidi se da se pomoc¢u § oznadi
T

pocetak 1 kraj podrucja koje nas interesuje. Dijagram:

El * § * R

*
VR
\\L

K§L3gw2y ¢

t, oo I #x

— » Ta

(9) I stvara inverznu rijec ]N*uHT(. o= ]N*w*w_l? .., gdje w € Q(A). Na primjer

]0,00,20,60,0... :>]G,00,20,60,00,60,20,0....
t t

1 1

Koristi se oznaka w™" za rije¢ koja je inverzna rijeci w. Rije¢ w™" nastaje od w inverzijom

redosljeda slova. Recimo (azasa;)™! = ajasas. Posebno, stavlja se da je 07! = O.
R?
*
/a_1> *R?a,L%a,
i :
\a_’f, «R

2atL2at
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(10) Neka bude n > 1. Masina K,, — kopira prvu rije¢ od n rijeéi.
Radnja | ~%wy*.. .*wna{. o= ~kwy k. .*wn*wla{. -

gdje wy, € Q(A) za k € {1,...,n}. Na primjer, masina K3 vr§i sljedeéu obradu:
]*wl*w2*w39{... = ]‘kwl‘kwg*w;g*wl?r(...,

gdje wy, wy,ws € Q(A). Vidi se da je K; = K, ranije pod (5) je bilo radeno K.

Dijagram masine K,,:

/S > Rn+1a1Ln+1a1

o, *Rtra, L7 a,

3.7. DALJI PRIMJERI TJURINGOVIH MASINA (NASTAVAK I KRAJ)

Definisimo jos dvije Tjuringove masine. Njihova ulazna i radna azbuka je A; = {a;}. Tako
dajesada X =0 ii X = w; il X = wyxwy ili X = wy xwyxws ili ..., gdje w; € Q(A;) 1
|wi| > 1.

Simbol Radnja Dijagram

(11) T, translacija udesno za jedno mjesto
]NaTkX*... :>]~*4T<X*...

Pogledati na primjeru X = ||| ||, odnosno uvjeriti se da zaista ]ka REE IR T R

| % | | % .... Pogledati i na primjeru X — prazan niz (X = O). Dijagram mas§ine:

r_|,*R|J
* .y
*
S
L

(12) T; translacija ulijevo za jedno mjesto
|~ 1 IaT(X*... :>]~|>TkX*...

IxrR] — *L|J

*llr

3.8. MASINA ZA MNOZENJE DVA BROJA

Razmotrimo funkciju od dvije promjenljive f: N x N — N ili f: Ny x Ny — Ny definisanu
relacijom f(n1,m2) = ning za ny > 0, ny > 0, proizvod. Radi jednostavnosti, uzmimo da se
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broj n € Ny prikazuje u tzv. unarnom obliku, tj. da se prikazuje kao a; ... a;. Drugim rijecima,
—_———

n puta
razmotrimo funkciju f: Q(A;) x Q(A;) — Q(A;) definisanu relacijom f(wi,w2) = ar...a1
N———
n1n9 puta
kada je wy = ay...a; 1 ws = ay...ay1, gdje je n; > 0, ny > 0. Recimo, ako je w; = aja; 1
——— —_———
n, puta n9 puta
wy = ajaja; onda izlazi f(wi,ws) = ajaiaia1a:1a; u smislu 2 -3 = 6. U ovom naslovu biée
pokazano da je funkcija f izrac¢unljiva. Drugim rije¢ima, bice konstruisana masina za mnozenje
P koja racuna funkciju f. Dakle, P vrsi sljedeéu obradu:

]N*wl*wz}k... = ]N*wl*u&*w}k...

gdje je w = f(w;,ws). Vidi se da P ustvari normalno ra¢una f. Sljedeéi dijagram definise
masinu P, odnosno predstavlja rjeSenje postavljenog zadatka. Treba se u to uvjeriti, odnosno
treba izvrsiti analizu predlozenog dijagrama. Ulazna azbuka masine P je A; = {a;}. Njena
radna azbuka je As = {a;,a2}. Drugim rije¢ima, ona koristi jedno dopunsko (pomoéno) slovo
aty1 = ay za koje se (kao i obi¢no) koristi oznaka § u dijagramu.

U okviru analize, lako se vidi da vazi relacija:

K
]N*wﬂ{w;;*... = ]N*wz*wg,wz?..

(wsws — nadovezivanje). Recimo, ako je w3 = aja; 1 wy = aja1a; onda je wsws = aja1a1a10;
u smislu 2 + 3 = 5. Tokom rada masine, uzastopno se kopira rije¢ ws. Ukupno, ona ¢e biti
iskopirana n; puta.

==

* R3

L*§r

*R?’KIL3
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3.9. KONVERZIONA FUNKCIJA ~;,

Neka jet > 11 s > 1. U ovom naslovu bi¢e konstruisana funkcija koja preslikava skup
Q(A;) u skup Q(A,). Buduéi da su jedan i drugi skup prebrojivi (imaju jedan te isti kardinalni
broj) to sigurno postoji funkcija koja posjeduje sljedeéa tri dobra teorijsko—skupovna svojstva.
1) Funkcija je svuda definisana, tj. funkcija je definisana na ¢itavom skupu Q(A;). 2) Funkcija
je "na” skup Q(A4,), tj. njen skup vrijednosti je ¢itav skup Q(A,). 3) Funkcija je uzajamno
jednoznacna, isto se kaze da je funkcija 71-17. Medutim, mi zelimo da funkcija posjeduje
jo§ dva dobra svojstva koja se ticu izracunljivosti, kako slijedi. 4) Funkcija je izrac¢unljiva po
Tjuringu. 5) Njena inverzna funkcija je izrac¢unljiva po Tjuringu. U nastavku ée biti definisana
jedna funkcija 7: , 1 bie dokazano da ona posjeduje svih pet dobrih svojstava 1)-5).

Na pocetku naseg rada, izvrsimo jednu redukciju. Pretpostavimo da smo rijesili postavljeni
zadatak kada je s = 1. To znaci da smo za svako ¢ > 1 konstruisali funkciju 4: 1 koja posjeduje
svih pet dobrih svojstava 1)-5). Tada imamo i rjeSenje opsteg slucaja proizvoljnog s. Zaista,
za s > 1, mi ¢emo definisati

Yeu(w) = 721 (a(w)) za w € Q(Ay). (1)
Slijedi:

Yoo (W) = Y21 (Ya2(w)) 72 w € Q(A,), (2)
na osnovu poznate relacije za inverznu funkciju kompozicije (f o g)™* = g~ o f~!. Po pret-
postavci: ;1 (gdje je t > 1) je svuda definisana, "na” i "1-1"7. Odatle slijedi da je i funkcija
Ye.s: Q(Ar) — Q(A,) definisana sa (1) svuda definisana, "na” i 71-17, sto se lako vidi. Po
pretpostavel: ;1 1 fy;ll sui. T. Odatle slijedi da su i funkcije v, 1 75, , relacije (1) i (2), 1. T.
Da se ovo posljednje dokaze, treba da se iskoristi sljedeée tvrdenje: kompozicija (superpozicija)
dvije funkcije koje su izracunljive po Tjuringu — jeste funkcija koja je izracunljiva po Tjuringu.
To tvrdenje bi¢e dokazano kasnije, u naslovu 4. Redukcija na slucéaj s = 1 je izvrsena.

Umyjesto v; 1 odsad ¢emo pisati samo ;. Preostaje da se rijesi redukovani zadatak koji glasi
kako slijedi. Za svako ¢t > 1 konstruisati funkciju v;: Q(A:) — 2(A4;) da je svuda definisana,
"na” i "1-1” i da su ona i njena inverzna funkcija ;' Q(A;) — Q(4;) izraéunljive po Tjuringu.

Ako je t = 1 onda identicko preslikavanje rjesava zadatak. Neka je odsad ¢t > 1. Sljedeca
formula definiSe y:(w) za svako w € Q(A;):

{ 7:(0) = 0,

Ye(wa;) =t -y (w)+4 za 1 <i<Ht.

(3)

Recimo 7;(aqaqaias3) = t - yi(aqaqa:) + 3.

Buduéi da je y:(w) € Q(A;) to ima smisla pisati - i + jer ¢lanove skupa Q(A;) = {0, ay,
ajay, ...} poistovjeéujemo sa ¢lanovima skupa Ny = {0,1,2,...}.

No ={0,1,2,...} prosireni skup prirodnih brojeva, N = {1,2,...} skup prirodnih brojeva

Analizom relacije (3) uvjeriti se da je funkcija ; zaista svuda definisana, "na” i 71-1".
Sada bi po redu dogla dva dijagrama, jedan za funkciju «, i drugi za funkciju 4;, naravno da
treba da budu saglasni sa relacijom (3). Ta dva dijagrama pokazuju da su funkcije v; i 7; "
izracunljive po Tjuringu. Oni se izostavljaju jer su veoma slozeni. Time je dokaz zavrsen.

U slucaju t = 3, tj. u slucaju v3: Q(As) — Q(A;) u tabeli su prikazani neki slucajevi
w € Q(As) 1 odgovarajudeg vs(w) € Q(A;) saglasno (3):

w = O aq Qs as a;aq ai1as

Yw)=10=0]1=111H=2]1I=3]1I=4]1I=5
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Slika za 7y 4

svuda def.
a10a904
na
arz a u. j.
1. T.
f(47) inv. - 1. T.
Q(A4,)

3.10. KONVERZIONA FUNKCIJA ¢!

Neka je n > 11t > 1. Razmotrimo dva skupa: skup Q"(A4;) = Q(A4;) x ... x Q(4;) &ji

n puta
su ¢lanovi uredene n—torke rijeci i skup Q(A;) ¢iji su ¢lanovi rijeci. Jedan ipdrugi skup je
prebrojiv. Zato postoji funkcija o’: Q"(A;) — Q(A:) koja posjeduje dobra teorijsko-skupovna
svojstva: 1) ona je svuda definisana, 2) ona je "1-1” i 3) ona je "na”. Na$ zadatak u ovom
naslovu jeste da definiSemo funkciju o}, koja ima jos dva dobra svojstva: 4) ona je izrac¢unljiva
po Tjuringu i 5) njena inverzna funkcija je izracunljiva po Tjuringu. Umjesto inverzne funkcije
fw,i’ gdje je 1 <7 < n. Inverzna funkcija ima

Q(A;) — Q(A;) 1 vaze relacije

(6f)~! posmatraéemo njene komponente u oznaci o
. t .
n komponenti. Dakle, o, ;:

o (0t a0, () =W § Vi (ot (s, ) =

Kao f(z,y) = 100z + y za z,y € {0,1,...,9}; f(3,8) = 308, f1(308) = 3, f»(308) = 8. Mi
zamjenjujemo uslov 5) sljedeéim ekvivalentnim uslovom: svaka funkcija o}, ;, gdje je 1 <4 <,
je izracunljiva po Tjuringu.

U cilju rjeSavanja postavljenog zadatka, izvr§imo prvo jednu redukciju.

Dovoljno je da se rijesi slucaj ¢t = 1. Zaista, ako je ¢ > 1 onda mi stavljamo

o (wi, . wn) =97 (0 (ve(wr), - ye(wn)) (1)

1 tako dobijamo
t

1/ 1
Tni(W) =7 (0, (1 (w))),
¢ine se postize zeljeno.

Formula (1): svaka rije¢ prevede se u minimalnu azbuku A;, zatim se izvr§i pakovanje
n-torke rijeéi u jednu rije¢ i onda se na kraju (pomoéu funkcije v, ') vratimo u azbuku A;.
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Umjesto o, 1 o, ; odsad éemo pisati kratko oy, 1 ;.
Izvrsimo jo§ jednu redukciju. Dovoljno je da se razmotri slucaj kada je n = 2. Zaista, ako
je m > 2 onda mi stavljamo

on(w1,. .. w,) = 09(0p_1(w1,. .., WH_1),w,) (2)

1 tako dobijamo
Oni(w) = 0p_1(021(w)) za 1 <i<n-—1,
Opn(W) = 099(w),

¢ime se, kao 1 maloprije, postize cilj, uz izvodenje indukcije po n.

Formula (2): objekat wy, ..., w,_; 1 1ije¢ w, zapakovati u jednu rije¢ onako kako se dvije
rije¢i pakuju u jednu rijeé, s tim da se prethodno objekat pripremi (zapakuje, indukcija).

Prema tome, postavljeni zadatak sveli smo na sljedeée. Treba konstruisati Tjuringovu ma-
$§inu za svuda definisanu i uzajamno jednoznacnu funkciju o iz %(A;) na Q(A;), pri ¢emu su
i funkcije o4 ,;: Q(A1) — Q(A;1) za ¢ = 1,2, gore opisane, izracunljive po Tjuringu.

Na primjer, govoreéi opisno, (11, [111) = [T, I PN, 23 .

Kako definisati o9: Q(A;) x Q(A;) — Q(A;), "1-17 1 "na”. Prvo ¢éemo definisati jednu
pomoénu funkciju o: Q(A;) x Q(A;) = Q(As), "1-17 i "na”. Razmotrimo rije¢ w € Q(A2) u
kojoj se bar jednom pojavljuje slovo a;. Uocimo prvo pojavljivanje slova as u rije¢i w. Tako
da se rije¢ w rastavlja na tri dijela, w = wiasws,, gdje wy € Q(A;) 1 wy € Q(As). Ovim smo
definisali funkciju koja paru rijeci (wq, ws) pridruzuje jednu rije¢ wyasw,. Oblast definisanosti
te funkcije je skup Q(A;) x Q(A2), a njen skup vrijednosti je skup (Az) bez skupa rijeéi koje
su sastavljene samo od slova a;. Treba izvrsiti dvije popravke te funkcije, da se dobije o.

Stavljamo da je
ws, ako jew; =0

U(w17w2) = { -1 .
(w1 — 1)asys  (ws), ako jew; # O
Preostaje da se stavi
a3(w1, wz) = y2(0 (w1, ws)),
¢ime je funkcija o5 definisana.
Izostavljamo dijagrame za 04, 051 1 035. Postavljeni zadatak je rijesen.

P [1
1 021 022
I
a
Q(A;) Q(A;) Q(A;) Q(A;) Q(A;)
7. LR
02(A;) Q(A,) Q(A)

3.11. PREDSTAVLJANJE TJURINGOVE MASINE POMOCU DIJAGRAMA
KOJI JE SASTAVLIJEN OD ELEMENTARNIH MASINA
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Znamo da su elementarne masine r, [ i a; (0 < i < t),
v. naslov 3.1. Neka je t fiksiraan prirodan broj. Raz-

anr aq motrimo T. m. M u azbuci A = {a4,...,a;}. Masina
oo™z T T je definisana svojom tablicom. U ovom naslovu, na$
zadatak je da toj tablici pridruzimo odgovarajuéi dijag-
qaa4lgs ram, s tim da u dijagramu ucéestvuju jedino simboli ele-
l —as__ mentarnih maSina. Oznac¢imo sa M’ masinu definisanu
g5a301G7 “ tim dijagramom, njena azbuka je takode A. Magina M’
modelira masinu M. Drugim rije¢ima, masina M’ svo-
jim radom oponasa rad maSine M. Prosto receno, M’

—_— — P ey . .

radi isto ili skoro isto sto 1 M.
tablica 7' — dijagram D Dajemo jednu definiciju.

Kaze se da masina M’ modelira masinu M (kaze se da masina M’ modelira u jakom smislu
masinu M) ako su ispunjena sljede¢a dva uslova:

1 Data pocetna pozicija izaziva masinsko zaustavljanje (odnosno prelazak iza kraja trake)
masine M poslije kona¢nog broja koraka ako 1 samo ako ta ista pocetna pozicija izaziva masinsko
zaustavljanje (odnosno prelazak iza kraja trake) masine M’ takode poslije kona¢nog broja
koraka. U oba slucaja (MZ i PT), zavrsne pozicije masina M i M’ moraju da se poklapaju.

2 Niz tekuéih pozicija masine M (za datu pocetnu poziciju) jeste podniz niza tekuéih pozicija
masine M’ za tu istu pocetnu poziciju.

Objasnjenje za 1: M MZ < M’ MZ i zavrine pozicije jedne i druge masine se poklapaju, M
PT & M’ PT i zavrsne pozicije jedne i druge masine se poklapaju i M vjeéno radi & M’ vjeéno
radi, ista je bila pocetna pozicija jedne 1 druge masine. Za 2: oznacimo niz pozicija maSine
M’ sa S, 57,55, 55,54, .... Tada niz pozicija masine M moze da bude recimo S}, S5, S5, Sg, - . ..
Kao da masini M’ treba viSe vremena (vie taktova) da dostigne zavrsnu poziciju, da izvrsi istu
obradu.

Vazi sljedeéa teorema.

Teorema. Neka je Tjuringova masina M nad azbukom A definisana tablicom T'. Toj tablici
moze se na efektivan nacin pridruziti dijagram D sastavljen od simbola r, I, aq, ..., a; 1 tacke,
takav da Tjuringova masina M’ definisana tim dijagramom modelira masinu ¢ija je tablica T.

Objasnjenje: na efektivan naéin znaci algoritamskim sredstvima, nesto moze da bude efek-
tivno uradeno znaci racunar moze to da uradi.

Dokaz. Dijagram moze da se konstruise na sljedeéi nacin. Svakom redu gavq’ tablice u
kome se v ne poklapa sa s, u dijagramu se pridruzuje simbol v. U vezi toga, taj simbol v naziva
se odgovarajuéim za red gavq’. Osim toga, u dijagram se ukljucuje i simbol - (tacka).

Sada ¢emo 1zvrsiti sljedeca spajanja.

a) Tacku spajamo strelicom sa simbolom koji je odgovarajuéi za red goa; ... (na strelici pise
aj), \V/] = 0,...,t.

b) Svaki simbol koji je odgovarajuéi za red ...q spajamo strelicom sa simbolom koji je
odgovarajuéi za red ga; ... (na strelici pise a;), Vg i Vj.

Red ”...q" znaci da je ¢etvrti ¢lan u redu jednak q. Red "qa; ...
redu jednak ¢, a drugi ¢lan a;. Znamo da svaki red ima cetiri ¢lana.

7 znaci da je prvi ¢lan u

Ova spajanja vrse se samo ako su odgovarajuéi simboli o kojima se govori — prisutni u
dijagramu, tj. ako je odgovarajuéa radnja v # s, kao §to je re¢eno na pocetku dokaza.

Ostaje da se provjeri da su ispunjeni uslovi 1 i 2. Nastao je trazeni dijagram. Teorema je
dokazana. Postavljeni zadatak je rijesen.
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4. NORMALNA IZRACUNLJIVOST PO TJURINGU

U ovom naslovu 4. bi¢e dokazano da je svaka funkcija izracunljiva po Tjuringu i1 normalno
izracunljiva po Tjuringu, pri ¢emu odgovarajuca Tjuringova masina ne koristi dopunska slova.
U tom cilju ¢emo na osnovu Tjuringove masine koja racuna f konstruisati Tjuringovu masinu
koja normalno racuna f i koja ne koristi dopunska slova. Ta konstrukcija biée izvrSena u
nekoliko etapa.

4.1. MASINA T$

Neka jen > 1, ¢; > 11ty > 1. Razmotrimo djelimiénu funkciju f od » promjenljivih,
f:Domf — Q(A), Domf C Q*(A:) = Q(Ay) X ... X Q(As) (n puta). Uzmimo da je f
izracunljiva (po Tjuringu). To znaéi da postoji bar jedna T. m. koja racuna f. Neka je T jedna
T.m. kojaracuna f. Za E = A;, kaze se da je ulazna azbuka masine 7', a za B = A;, kaze se da
jeizlazna azbuka masine T'. Azbuka (radna azbuka) maine T je A; = {a1,...,a:}, gdjejet; <t
ity < t. Dakle, ako se T primijeni na pocéetnu poziciju |*wy *. . .*wnaT(. .., gdje wy, € Q(Ay)

(1 <k < n), onda ce se desiti sljedeée. Ako (wy,...,w,) € Domf onda ée se T zaustaviti i
to MZ (masinsko zaustavljanje) i zavr§na pozicija ¢e imati oblik ]N*vak (T ée se zaustaviti

poslije rijeci w), pri ¢emu w € Q(A,) 1 f(wy,...,w,) = w. A ako (wy,...,w,) ¢ Domf onda
¢e se T zaustaviti (MZ) ali ne poslije neke rijeci ili ée se T' zaustaviti zbog PT (prelazak preko
kraja trake) ili ée T' raditi vjecno.

U ovom naslovu, masini T pridruzuje se druga jedna T. m. u oznaci T%. Azbuka masine

TS jeste Appr = {a1,...,ap, a1} = {a1,...,a:, 8§} Masina T% definisana je dijagramom, v.
dijjagram.
*
R
A1y ..., Qg
l
*
* Fk, A1,y ..., Oy
T§ TK:_HT 7£ s U, s Ui ,

Glavnu ulogu u dijagramu ima komponenta 7. Vidimo da se masina T' ¢ija je azbuka
A; ukljuéuje u dijagram éija azbuka ima jedno slovo vise (masina T koristi vise jedno slovo
aty1 = §). Kako je ranije definisano, T' ée se zaustaviti ako naide na slovo a;1; koje ona ne
prepoznaje. Drugim rije¢ima, smatramo da je tablica masine T' dopunjena redovima ga;y18q
za svako stanje ¢ masine T. Recimo unaprijed da T* takode racuna f.

Neka se masina 7% primjenjuje na poziciju |xw; * .. .*wn? o gdje wy € Q(Ay) (1 <k <
n). Tvrdimo da ée se tada desiti sljedeée:

a) ako (wy,...,w,) ¢ Domf onda T® vje¢no radi i

b) ako (ws,...,w,) € Domf onda ée se T® zaustviti i to poslije rijeci f(wi,...,w,) = w,
tj. zavrna pozicija ée biti | N*uHT(.

U nastavku, u preostalom dijelu ovog naslova, analizom ¢emo se uvjeriti da je iskazano

tvrdenje tacno. Tokom analize upravljamo se po dijagramu.
Pocetna pozicija xwy x ... xw, ’T( .. poslije djelovanja komponente r§r K} ; dovodi do tekuce

poZicije * W1k ...k Wy * §Hwy x.. .*1un>Tk. ... Sada djeluje komponenta T'. Kao i u opstem
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slucaju Tjuringove masine, rad komponente 7' imace jedan od sljedeca tri ishoda: T' vje¢no
radiili 7 PT ili T MZ.

Sto se tice slu¢aja vjecno radi, znaci da bii T sama za sebe primijenjena na x wi * . . . x W, *
T

. vjeéno radila (n-torka ne pripada domenu). Dakle, T% u tom slu¢aju vjetno radi (njena
komponenta T vjeéno radi, odnosno ne predaje kontrolu drugoj nekoj komponenti). Ovo je
saglasno sa uslovom (a).

Zapaziti sljedece: komponenta T' tokom svog rada nikad neée preci lijevo od polja na traci
u kome je upisano slovo § (jer ona to slovo ne prepoznaje). Sto se tice slucaja PT, taj slucaj
nikad ne nastupa, u vezi prethodne recenice. Tako da nema analize koja bi se odnosila na taj
slucaj.

Jos jedino preostaje da se analizira slucaj MZ. Dakle, neka se rad komponente T' okonéa
za kona¢no mnogo koraka zbog njenog MZ. Pogledajmo sadrzaj radnog polja u tom trenutku.
Tekuéa pozicija je | NL?N. Na osnovu ranije zapazenog, polje koje sadrzi z je desno od polja

koje sadrzi § ili se ta dva polja poklapaju. Za z postoje ¢etiri moguénosti i)-iv) kako slijedi,
pa se svaka moguénost posebno analizira.

i) # = §. S jedne strane, to znaci da bi masina T sama za sebe primijenjena na obi¢nu
poziciju * wy *x . . .*wnaTm .. presla preko kraja trake (= n—torka ne pripada domenu). S druge

strane, po dijagramu, kontrola se predaje komponenti "r koje se vraéa na sebe” (= T* ée raditi
vjetno). Vidimo da je uslov (a) zadovoljen ako (i).

i) 2 =aili ... i # = a;. Masina T bi se sama za sebe zaustavila, ali ne poslije neke
rije¢i. U dijagramu se upravljanje predaje komponenti "r koje se vraca na sebe”. Imamo sli¢ne
okolnosti kao maloc¢as pod (i), vidimo da jei (ii) u redu.

Jos jedino moze da bude z = ag (z = *).

iii) ¢ = * s tim da izmedu § i  nema nijednog polja koje bi sadrzalo . Masina T' bi sama
za sebe 1z obi¢ne pocetne pozicije dostigla zavrsnu poziciju oblika ]w'aT(N za neko w' € Q(A;)

(ne moze se reéi da se masina zaustavila poslije neke rijeci). U dijagramu se kontrola predaje,
posredstvom linije na kojoj pise "# %, ay, ..., as,”, komponenti "r koje se vraca na sebe”. Tako
da je (a) u redu.

Najzad, iv) ¢ = x 1 izmedu polja § i polja z postoji bar jedno polje koje sadrzi znak x. Dakle,
kada je T uradila svoj dio posla onda pozicija na traci ima oblik *w;*...xw, x§ N*wa{ ili
svejedno N*vak za neko w € Q(A;). Masina T bi se sama za sebe zaustavila poslije te iste

rije¢i w € (As,). U dijagramu, uzastopnim radom komponente I, dolazi se do tekuée pozicije
~9T<w*. Jos ¢e se kontrola predati komponenti R, ¢ime ¢e se dobiti zavrsna pozicija N*wa{.

Uslov (b) je u redu. Moguénost (iv) je u redu. Analiza je zavriena.
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4.2. POSTAVKA ZADATKA O MODELIRANJU NAD AZBUKOM A,

Tjuringovoj magini M ¢&ija je radna azbuka A = {ay,...,a;:} (gdje je t > 1) bice pridruzena
druga jedna masina M koja radi u minimalnoj azbuci A; = {a;}. Druga masina M svojim
radom oponasa rad polazne masine M. Buduéi da dvije masine ne koriste isti skup slova, to
odgovarajuée ("iste”) pozicije jedne i druge masine ocito ne mogu da se poklapaju. Na pocetku
cemo razjasniti tu okolnost. Uvedimo jedan novi termin. Kao 1 dosad, rijec ili svojstvena
rije¢ sastavljena je od slova ag,...,a;. A novi termin: kaZe se nesvojstvena rije¢ ako je ona
sastavljena od slova ag, ay, ..., a;.

Razmotrimo masinu M ¢ija je radna azbuka A. Proizvoljnom zapisu na traci masine M
moze da se pridruzi nesvojstvena rije¢ u azbuci A, tako sto se sva slova zapisa napisu redom
slijeva udesno, sve do bilo kog polja takvog da desno od tog polja nema svojstvenih slova zapisa.
Ovako se jednom zapisu J pridruzuju razne nesvojstvene rijeci w, koje se medusobno razlikuju
samo po broju znakova * na desnom kraju. Svakoj nesvojstvenoj rijeéi w odgovara jedinstven
zapis J, tako da w moze da se iskoristi za prikazivanje zapisa J. Na primjer, nesvojstvene
rijedl w = agasagagdo 1 w = agagae prikazuju jedan te isti zapis J = |*azagx.... Jedno polje
na traci je radno polje. Smatramo da nesvojstvena rije¢ prikazuje neku poziciju jedino ako je
prikazan i sadrzaj radnog polja (jedino ako je i radno polje obuhvaceno), ¢ak i ako je to polje
prazno, zajedno sa svim poljima desno od njega.

U sljedeéem koraku, nesvojstvena rije¢ w u azbuci A kodira se pomocu nesvojstvene rijeci
wy u azbuci A;. U tom cilju, umjesto svakog slova rijeci w pisemo niz slova |, a duzina tog niza
je za jedinicu veca od indeksa odgovarajuceg slova. Tako dobijeni nizovi razdvoje se jedan od
drugog znacima x. Jo$ se napise jedna zvijezda lijevo od nastale nesvojstvene rijeci. Zvijezda
koja prethodi jednom takvom nizu crta — smatra se da pripada slovu koje taj niz crta kodira.

Prosto receno, slovo ay, se prikazuje kao x ||...1 (k + 1 crta), gdje je 0 < k < t. Recimo, a4 se
prikazuje kao % [[1].

Na primjer, ranije navedene rijeéi w = agazaedoag 1 w = agaszag kodiraju se redom kao
wy = x| %1% x| % | odnosno wy = x| x [[[Ix 1]

Znamo da je S = (m,J), tj. pozicija se sastoji od indeksa radnog polja i zapisa. Neka je
data pozicija S sa zapisom iz slova azbuke A. Prvo se tom zapisu pridruzi jedna nesvojstvena
rije¢ w u azbuci A, a onda se w kodira nesvojstvenom rije¢i w; u azbuci A;, kako je jedno i
drugo malocas izlozeno. Rije¢ w; moze da bude napisana na Tjuringovu traku. Jo§ ostaje da
se definise pravilo po kome se oznacava radno polje. Podimo od radnog polja pozicije S. U tom
polju upisano je izvjesno slovo. To slovo prisutno je 1 u w. U w;, tom slovu odgovara % zajedno
sa nekoliko crta poslije nje. Mi uzimamo kao radno polje (proglasavamo za radno polje) na
Tjuringovoj traci — ono polje u kome je upisana ta *.

Dakle, poziciji sa zapisom u azbuci A pridruZena je pozicija sa zapisom u azbuci A;. Na
primjer, poziciji S = ]*a3a6*9T<... odgovara pozicija S = ]*I*||||*|||||||*I9T<I*I*....

Mi éemo sa S oznacavati svaku poziciju koja je pridruZena poziciji S. Po svakoj S moze
se na o¢it nacin rekonstruisati S. Pozicija S je odredena jednoznaéno, s taénoéu do koli¢ine
parova x | koji slijede iza posljednjeg svojstvenog slova njenog zapisa.

U nastavku éemo od masine M konstruisati masinu M koja ima sljede¢a dva svojstva:

1 Iz pocetne pozicije S masina M se poslije konaénog broja koraka masinski zaustavlja
(odnosno prelazi iza kraja trake) ako i samo ako se masina M iz poéetne pozicije S (S je jedna
kodirajuéa rije¢ za S) poslije kona¢nog broja koraka takode masinski zaustavlja (odnosno prelazi
iza kraja trake). U jednom i u drugom slu¢aju MZ i PT, zavrsna pozicija masine M jeste neka
pozicija Sg, gdje je Sg — zavréna pozicija masine M.
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2 Neka iz pocetne pozicije Sop masina M prolazi konacan ili beskonacan niz pozicija So, Si,
Sy, .... Tada niz pozicija kroz koje prolazi masina M iz poéetne pozicije Sy sadrzi kao svoj
podniz niz Sy, S1, Ss, .. ..

Kazemo da masina M modelira u slabom smislu masinu M.

Ponovimo: Sg je kod za Sz, Sy je kod za Sy, S je kod za S i sli¢no.

Dakle, neka je masina M data. Pred nama je zadatak o konstrukciji masine M. Postavljeni
zadatak bice rijeSen u nastavku, u nekoliko etapa.

4.3. MODELIRANJE NAD AZBUKOM A,

Zadatak o modeliranju u minimalnoj azbuci bice rijesen u etapama od (1) do (5).

(1) Prvo konstruisemo dijagram masine M’ koja u jakom smislu modelira polaznu masinu
M. Ranije je radeno kako se sastavlja taj dijagram. Znamo da u dijagramu uéestvuju samo
simboli elementarnih masina r, /i a; (0 < ¢ < t) i simbol tacka.

U nastavku se u dijagramu vre prepravljanja. Bice zamijenjeni svi simboli osim simbola
tacka, u etapama od (2) do (4). A posljednja etapa (5) odnosi se na strelice. Kada sva
prepravljanja budu sprovedena onda ¢e 1 postavljeni zadatak o modeliranju u slabom smislu
biti rijesen.

(2) Svaki simbol ! u dijagramu zamijeniti sa simbolom Tjuringove masine ! I

Ova masina 7 koje se vraca na sebe u slu¢aju |” u kona¢no mnogo koraka prevodi pozi-

sa

cju ~x | ... x|...|*~ t]. ~a;a; ~ u zavrsnu poziciju ~x |...|x|...|x~ t]. ~a;a;~,

[..
£ 1 N——

i+1 J+1 i+1 J+1

masinskim zaustavljanjem.
Recimo, u slu¢aju originalne masine M, komponenta [ vrsi sljedeéu obradu: |agazagag. ..
T

I . C 1 . v o .. ..
= lagas agag . . ., cemu odgovara sljedece u slu¢aju masine M koja modelira: iz pozicije
T
]*I*IIII*{IIIIIII*...

komponenta "l koje se vra¢a na sebe u slucaju |” ée dosti¢i poziciju ]*H{IIII*IIIIIII*. Ve
Znamodajea0a3a6a0...:]*I*IIIH{IIIIIII*...isli(:no.
T

Pored toga, ova masina "l koje se vraca na sebe u sluc¢aju |” iz pocetne pozicije ]9T< ook~
N—_——
i+l
tj. | @i~ prelazi iza kraja trake i pritom ne mijenja poziciju.

1l
l

Ova masina 1z pozicije ~*x | ... | x|...|*~ tj. ~a;a; ~ dovodi do masinskog zaustavljanja u
P —~— N—— +

: : ., : o .. | *
(3) Umjesto (svakog) simbola r pisacemo simbol Tjuringove masine r—_ . <
*

i1 i+l
poziciji ~* | ... | x| ... | x~ t]. ~a,; a; ~. Dok iz pozicije ~* | ... |%...t]. ~a;*... ona dovodi
i+l J+1 i1
do masinskog zaustavljanja u poziciji ~x | ... x| x... t]. ~a;*....

i+1
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4.4. MODELIRANJE NAD AZBUKOM A; (NASTAVAK)

(4) Umjesto simbola a; piSemo simbol Tjuringove masine .. .. Zelimo da se uvijerimo da
sina kad cet iciju ~x|...|x~ tj. ~a;~ tavlj
se ova masina kada se primijeni na potetnu poziciju ~ % ... ] aTJ zaustavlja sa
i1
zavrsnom pozicijom ~* | ... | x~ tj. ~a; ~. Zapaziti da je 0 < ¢ < t1isto tako 0 < 5 <.
Aot
Analizirajmo rad masine prikazane na slici. Pocetna pozicija je ~9T< |...lx~. Najprije se
J+1
J + 2 puta izvrsi pomijeranje udesno, ¢ime se dolazi u polje sa znakom *. Zatim funkcionise
fragment ove masine prema kome vodi vertikalna strelica koja izlazi iz posljednjeg izvrsenog r.
Ovdje razdvajamo analizu na tri slu¢aja a), b) i c).
a) j < i: to je fragment T'~7. Rezultat rada tog fragmenta jeste da se sav dio zapisa koji
stoji desno od tekuéeg radnog polja pomjeri udesno za ¢ — j polja. Dakle, dobili smo poziciju

N*L..\./._IJ* *ava Primjenjujuéi lil mi ¢ — j zvijezda zamijenimo crtama. Na kraju se
i+l i
nademo lijevo od nastalog niza od 7 + 1 crta jer je djelovao i1 posljednji dio "I koje se vra¢a na
sebe u sluc¢aju |”.
b) j = i: taj fragment je (posljednji dio) "I koje se vraca na sebe u slucaju |”.
c) j > i: taj fragment je le_i. Dejstvovanje tog fragmenta pretvara poziciju N*L“,'—L*N

T
Jj+1
u poziciju ~* | ... I9T<~. Poslije toga djeluje jos samo posljednji dio "I koje se vraca na sebe u
i+l
slucaju |”.
Dakle, u sva tri slucaja (a),( b) i (c), zavrsna pozicija jeste ~9T< [k
i1
| | | | |
PP —— r T r cee
* * * * * \*
T: T, Ty T? T
/ /
| *x
|
I—
4.5. MODELIRANJE NAD AZBUKOM A; (NASTAVAK I KRAJ)
Kao sto je radeno, dijagram masine M’ sastoji se od simbola E = - (tacka), E =r, E =1

1 E = a; i od strelica. U etapama (2), (3) i (4) zamijenjeni su simboli 7, [ i a;. Svaki simbol
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novog-tekuceg oblika dijagrama, tj. svaki simbol koji je odgovarajuéi za neki simbol E iz starog
dijagrama oznaéimo sa E. Ako je E = - onda je E = -.

Sada ¢e u posljednjoj etapi da budu izvr$ene nove prepravke u dijagramu. Te prepravke
ticu se strelica. Kada se te prepravke izvre onda ée i nastati rezultujuéi dijagram (dijagram
masine M).

(5) U tekuéem obliku dijagrama ukinuti sve strelice. A biée unesene nove strelice i dopunski
simboli, kako slijedi.

Posmatrajmo jedan bilo koji simbol E u starom dijagramu. Sagledajmo 1 sve strelice koje
polaze iz E. Neka u starom dijagramu iz E polazi k strelica 1 neka one vode ka simbolima FE,

..., B, s tim da na njima piSu slova a;,,...,a;, redom; od E vodi strelica prema E;, na toj
strelici piSe a;;, za j = 1,..., k. Znamo da i,...,4 € {0,1,...,¢t}. Uzmimo da je numerisano
tako da vazi 11 < 19 < ... < 1.

Sada ¢emo povezati E sa Ey, ..., Ej na sljedeéi nacin: .. ..

Analizirajmo funkcionisanje masine prikazane na slici. Ova komponenta ¢e poceti da djeluje
kada pozicija na traci ima oblik | N’T( |...l%~. Pomoéu ’T( | ... | kodirano je neko slovo. Koliko
crta ima u |...|? Uzmimo da taj niz crta ima ta¢no ¢; + 1 ¢lan. Tada ée se poslije r (na slici

je ovo r malo podvuéeno ukoso, radi lakseg snalazenja) preéi na vertikalnu strelicu, tj. tada ée
se pomoc¢u "l koje se vraca na sebe u slucaju |” vratiti do polaznog znaka ’T( Na kraju, prelazi

se na E;. Dakle, komponenta E predaje upravljanje komponenti E;. Jasno je da se sli¢no
opisuje funkcionisanje ako niz crta sadrzi tacno 2o + 1 ili ... 1li 2, + 1 ¢lan. U sluc¢aju da je broj
¢lanova u ovom nizu crta razli¢it od svih ovih k moguénosti, onda se masina M prosto vrati do
polaznog znaka % 1 zaustavi se, §to je ispravno jer u odgovarajuéem slucaju i masina M treba
da se zaustavi.

Time je zavriena konstrukcija masine M. Dovoljno je da radna azbuka masine M sadrzi
jedno slovo.

L LJZJLZJ LEJLJ F

E, 7, e B,
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4.6. NORMALNO RACUNANJE PO TJURINGU

U ovom naslovu biée dokazano sljedeée tvrdenje: ako je funkcija f izracunljiva (maina
T) onda je funkcija f i normalno izracunljiva i to bez dopunskih slova (masina T5). Sablon
oznaka: T rac¢una f, 77 normalno racuna f, T3 normalno ra¢una f i pritom koristi samo
slova koja su stvarno neophodna. Poznata je oznaka: ako je recimo w = agasa; onda je
W = Apa1G101010001G101010100a01a1 t]. W =% [ % [ [] 1 sli¢no.

Neka je t; > 1, t, > 1, n > 1. Razmotrimo funkciju f: Domf — Q(A;,), gdje je Domf C
Q0" (A;,) (vidimo da je djelimi¢éna). Neka je funkcija f izrac¢unljiva. To znaci da postoji T. m.
T koja racuna f. Neka je azbuka maSine T oznacena kao A = {ay,...,a;:}, gdje je t; < ¢t i
t, < t. Biée dokazano tvrdenje koje je ranije najavljeno: f je 1 normalno izracunljiva. Treba
konstruisati masinu 77 koja normalno racuna f. Masina 7] treba da ispunjava dva uslova vise od

T: a) ako (wy,...,w,) € Q"(A;,) \ Domf onda T} primijenjena na poziciju |xwj * .. .*wn9T< e

vjetno radi i b) ako (wy,...,w,) € Q*(As) NDomf onda T; prevodi tu istu poéetnu poziciju

u zavr§nu poziciju |xwy ...k wy, x f(ws,. .. ,wn)a; ... ane viSe u zavr$nu poziciju
]N*f(wl,...,wn)ag (1)

(kako bi T'). Azbuka masine T; sadrzi barem slova a;, gdje je 1 < j < max{t;,t,}. Bice
ustvari dokazano tvrdenje koje je jaée od malocas spomenutog tvrdenja: postoji masina 75
koja normalno racuna f i koja: c¢) ne koristi pomoéna (dopunska, nova) slova, tj. azbuka
masine T3 je Anax{t t,}- Ako masina racuna neku funkciju onda ta masina mora da bude u
mogucnosti da procita ulazne podatke 1 da odstampa rezultat.

Problem (a) prevazilazi se prelaskom sa 7' na T®. Znamo da masina T® ima azbuku A;y; =
{ay,...,;as, a1} = {a1,..., a4, 8} o

Problem (c) prevazilazi se prelaskom sa T® na T%. Znamo da M vrsi istu obradu kao i
M, samo §to M tu obradu vrsi u kodiranom obliku, M tu obradu vr§i u minimalnoj azbuci
A; = {a1}. Za (c) jo§ treba da se wy € Q(A:) kodira sa wy € QA1) za k = 1,...,n,
ovo ¢e uraditi masina V. Za (c) jo§ treba da se w = f(ws,...,w,) € Q(A;) dekodira u
w = f(w,...,w,) € Q(Ay,), ovo ée uraditi masina E. Za V,, se kaze da je madina za kodiranje
niza od n rije¢i. Za E se kaze da je ma$ina za dekodiranje. Magina V,, ima azbuku A;,. Masina
E ima azbuku A,,.

Ustvari, V,, prvo stvori rezervnu kopiju n—torke rijeci (wy, . . ., w,) pa onda kodira tu rezervnu
kopiju. Ustvari, E pored dekodiranja jo§ ponisti ~ 1 ponisti slova poslije ’T(’ v. (1). Tako da je

i problem (b) rijesen. L
Stavimo da je Ty = V,,T8E.
Prelazimo na detalje. Masina V,, vréi sljede¢u radnju:

4 ]*w1*---*wn*{--- = ]*wl*---*wn**wl*---*wn?‘f”--

Masina E vrsi sljede¢u radnju:

3 ]*wl*...*wn**Xl*w}k*Xz*... = 4 ]*wl*...*wn*w?...

Ovdje x X7 ima oblik x [|...[x|l... % ... %[|...]|, a moguée je 1 da « X; sasvim odsustvuje.
Slicno za * X,. Izraz « X; predstavlja kodirani oblik od ~, v. (1). Izraz + X, je kodirani oblik
slova poslije »Tk, v. (1). Treba dokazati da postoje masine V,, i E koje ispunjavaju navedene
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uslove, koje vrse naznacene obrade. Treba konstruisati dijagram za V,,, odnosno za E. Dva
dijjagrama se izostavljaju.

Masina V,, prevodi 1u 2, T% prevodi 2 u 3, E prevodi 3 u 4. Ukupno, masina Ty = V, T¢E
prevodi 4 u 4.

Na poéetku analize, ako (wy, ..., w,) € Q*(A,)\Domf onda T¥ vjeéno radi, TS vietno radi,
pa 1 T vjetno radi. Razmotrimo 1 slu¢aj ulazne n—torke rijeéi koja pripada domenu funkcije,

(w1, ..., w,) € Q"(As) N Domf. Sada bi T

]*wl*...*wn}k... = ]N*wa{,

gdje je w = f(wy,...,w,). Isto tako, tada T%:

]*wl*...*wn}k... = ]N*w?

Znamo da je slu¢aj prelaska iza kraja trake (PT) isklju¢en kada se radi o masini T%. Zato, ako
se na poéetku trake nesto doda onda to neée uticati na rad masine T%. Prema tome, vazi i
sljedeée za T*:

]*wl*...*wn**wl*...*wn}k... = ]*’wl*...*’wn*w*w#{.

Najzad, za masinu 7' vazi sljedece:

2 ]*'wl*...*wn**wl*...*wn}k... = 3 ]*wl*...*'wn**Xl*'vak*Xg*....

Time je tvrdenje o magini Ty dokazano.
(1,1, 314su uslovne oznake, one ne pripadaju "implikacijama”, one ne postoje u ”=-". Njih
smo mi naknadno dodali, radi boljeg razumijevanja, radi lakieg snalazenja. )

4.7. SUPERPOZICIJA FUNKCIJA KOJE SU IZRACUNLJIVE PO TJURIN-
GU

Malocas dokazanu ¢injenicu da je izra¢unljiva funkcija 1 normalno izra¢unljiva mi éemo sada
iskoristiti da dokaZemo iskaz koji se odnosi na superpoziciju funkcija.

Teorema. Neka je t1,t5,t3,2,m > 1. Neka su gq,..., ¢, djelimi¢cne funkcije od n prom-
jenljivih ¢ije promjenljive prolaze kroz skup Q(A;,) (to znaci da je Domgy, C Q%(A;,)) 1 éje su
vrijednosti u skupu Q(A4;,). Neka je h djelimi¢na funkcija od m promjenljivih ¢ije promjenljive
prolaze kroz skup Q(A;,) 1 ¢ije su vrijednosti u skupu Q(A:,). Defini§imo funkciju f sljedeéom

relacijom:

flwy, ..., wy) = h(gr1(wr, ..., wn), ..., gm(wi, ... wy,)). (1)
Ako su funkeije gq,...,9m 1 h izracunljive po Tjuringu onda je i funkcija f izracunljiva po
Tjuringu.

Objasnjenje. Funkcija f je takode djelimi¢na, f: Domf — Q(As,), gdje je Domf C Q"(As,).
Domen funkcije f ¢ine sve n—torke (wy, ..., w,) € Q*(As,) za koje desna strana relacije (1) ima
smisla.

Dokaz. Kako su funkcije g;,...,¢n 1 h izracunljive po Tjuringu to postoje Tjuringove
masine T1,...,7T,, 1 T koje normalno ra¢unaju te funkcije. Sada moZemo da definisemo

Tjuringovu masinu M koja ée racunati f:

M =T\K"

i1 L2 K

n.Ts.. Ko

n+1TmK(m—1)n—|—m K(m—2)n+m cee K(m—m)n—l—mT-
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Analiza je ovdje laka, a osnovne pozicije u toku racunanja (u toku rada masine M) date su

u nastavku, gdje g; sluzi kao skradenica za g;(ws, ..., w,), dok slovo f sluzi kao skraéenica za
f(wy,...,wy,): od poletne pozicije masine M do njene zavrine pozicije:

* WL K ..k wn9T< . (pomoéu Ty izra¢unamo gi(wi, ..., w,))

* Wy K .. K Wy, *glaT( . (pomocu K7, prekopiramo n—torku rijeci (wy,...,w,))

W K L.k Wy * G kW K .*wna{ . (pomoc¢u Ty izracunamo gs(wi, ..., w,))
*wl*...*’wn*gl*’wl*...*’wn*ggaT<... itd.

*wl*...*wn*gl*wl*...*wn*gz*...*gm_l*wl*...*wn*gmag...

(prekopiramo rijeci g1, ..., gm)
KW K o KWy K LAWK o KWy * ok ek et * WL Koo kW% G * LKk ek G K

(pomocéu T izraéunamo h(gi,...,gm))

*wl*...*wn*gl*wl*...*wn*gz*...*gm_l*'wl*...*'wn*gm*gl*...*gm*f}k...

Mozemo pisati *wl*...*wnaTc N N*f»Tk
Sli¢no se analizira i slu¢aj kada (wy,...,w,) ¢ Domf. Dokaz je zavrsen.
Znamo da u slucaju opste superpozicije unutrasnje funkcije g1, . . ., g,» imaju svaka svoj broj

argumenata, a vidimo da u teoremi svaka od njih ima jedan te isti broj argumenata n. Ovim se
ne gubi na opstosti, buduéi da se postupkom uvodenja tzv. fiktivnih promjenljivih te unutrasnje
funkcije lako mogu preobraziti u funkcije koje sve imaju jedan te isti broj argumenata n.
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5. PRIMJERI NERJESIVIH SKUPOVA

Neka je M — neki skup rijeéi nad azbukom A = {ay,...,a;} (¢t > 1). Kao sto znamo, skup
M je rjesiv ako 1 samo ako je njegova karakteristi¢na funkcija izracunljiva po Tjuringu. Klasa
algoritama, tj. klasa Tjuringovih masina je ve¢ precizno definisana, jedino ¢emo jo§ precizirati
koja je radna azbuka Tjuringove masine. U prethodnom naslovu 4. dokazana je teorema da
svaka po Tjuringu izracunljiva funkcija moze da bude izracunata na jednoj Tjuringovoj masini
koja ne koristi dopunska slova. Dakle, vazi sljedeci iskaz.

Teorema. Neka je M C Q(A). Skup M je rjesiv ako i samo ako postoji Tjuringova masina
¢ija je radna azbuka A a koja racuna karakteristicnu funkciju skupa M.

5.1. MASINSKE RIJECI

Tjuringova masina T, tj. njena tablica (radna azbuka masine je A = {ai,...,a;}) bice
prikazana pomoéu jedne rijeci wr € (A).

Neka je broj ¢ > 1 fiksiran. Razmotrimo jednu Tjuringovu masinu 7' ¢ija je radna azbuka
A = {aq,...,a:}. Pogledajmo tablicu te masine. Tablica se sastoji od (¢ + 1)(s + 1) redova,
gdje se broj s odnosi na broj stanja masine: stanja su qq,...,q,. Pojedini red tablice sastoji
se od cetiri znaka, mogudi znaci su ag, ..., Gz, o, ---, g5, 7, [ 1 8, tako da o¢ito ima ukupno
t+ s+ 5 moguéih znakova. Tablica se prikazivala tako $to su se redovi pisali jedan ispod drugog.
Naravno da redovi mogu da se zapisu jedan za drugim. Ako se tako zapise onda se dobija jedna
rije¢ w” u azbuci Asi,y5. Rije¢ w” prikazuje ili karakterise Tjuringovu masinu 7.

Zelimo da maginu T' prikazemo pomoéu rijedi iz njene radne azbuke. Ako na gore konstru-
isanu rije¢ w” primijenimo funkciju ys4 545+ onda ¢emo dobiti upravo jednu rije¢ w’ nad azbukom
A (u drugim oznakama: nad azbukom A;). Ali, mi sada nismo u stanju da na osnovu date
rijeci w’ rekonstruiSemo tablicu (rekonstruiemo w”). Nismo u stanju — zato §to ne mozemo
da odredimo s. Jedino ako znamo par rijeci (s,w’) — mi mozemo da opet dobijemo tablicu.
Znamo da se za broj s (za njegov unarni prikaz) moze reéi da je rije¢ nad azbukom A;, nad
azbukom A. Oéito 4; C A. Bilo je w' = Y¢4415,:(w"”). Prema tome, w” = v}, 5 ,(w’). Stavimo
w = ob(s,w’). Vidimo da w € ©(A). Umjesto w pisatemo i wr. Rije¢ wr prikazuje Tjuringovu
masinu 7' ( T. m. M &ija je radna azbuka A prikazuje se pomocu jedne rijeci nad azbukom A,
ta se rije¢ oznacava kao wps. I slicno. Recimo N « wy. )

Za wr se kaze da je jedna masinska rije¢ zato $§to ona prikazuje jednu T. m. Za wr se kaze
da je (masinska) rije¢ Tjuringove masine T' zato §to ona prikazuje Tjuringovu masinu 7'

Od tablice Tjuringove masine T' dobija se njena rije¢ wr u tri koraka: tablica — w"” — w' —
wr. Rije¢ wr dobija se po jednoj efektivnoj proceduri, tj. dobija se algoritamskim sredstvima.
Naime, vidimo da je prvi korak tablica — w” jednostavan. Intuitivno je jasno da je prvi korak
algoritamski ostvarljiv (algoritamski izvodljiv), tj. da predstavlja jednu izrac¢unljiva proceduru.
Sto se tice drugog koraka w” — w' i treéeg koraka w' — wr, poznato je da su funkcije Yyysys.¢
i & koje ostvaruju obradu o kojoj je rije¢ — izracunljive. Najzad, superpozicija izrac¢unljivih
funkcija je izracunljiva funkcija.

Ne moze se desiti da dvije razlicite Tjuringove masine (nad A) imaju jednu te istu rije¢. Po
datoj masinskoj rije¢i moze da bude efektivno odredena polazna rije¢ w” (polazna tablica).

Zapaziti da nisu svi ¢lanovi skupa ((A) masinske rije¢i. Drugim rije¢ima, ne predstavlja
svaka rije¢ nad azbukom A prikaz neke Tjuringove masine (nad A). Za ovo, recimo broj slova
rijeéi w” je obavezno djeljiv sa cetiri. Dalje, za rije¢ w € Q(A) efektivno se moze ispitati da li je
ili nije masinska. Drugim rije¢ima, postoji algoritam koji za ulazni podatak w € Q(A) stampa
rezultat 7da” ili "ne”, tj. ”jeste masinska rije¢” odnosno ”nije masinska rije¢”. Za ovo, pomocu
funkcija oblika o i oblika v od w se dobije w”. Zatim, w” je tablica ako: prvo slovo je qo,
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drugo slovo je ag, trece slovo je neko od .1, s, ag, . . ., as, ¢etvrto slovo je neko od qo, . . ., q,, peto
slovo je qo, Sesto slovo je a;, itd. Mozemo reéi da smo sastavili algoritam u intuitivnom smislu.
Prihvatamo Ceréovu tezu, pa mozemo reéi da smo sastavili i algoritam. Znamo da Cercova teza
glasi: algoritam u intuitivnom smislu = algoritam. ( Ako bi se izvr§ila konstrukcija u pravom
smislu te rije¢i odgovarajuée Tjuringove masine (ako bi se sastavila tablica ili dijagram) onda
bi upotreba Ceréove teze bila izbjegnuta. )

Postoje razne ideje o tome kako da se tablica T' prikaze pomocu jedne rijeéi, pa pogledajmo
Jos jedno moguce rjesenje. Znamo da se tablica sastoji od vise redova 1 da pojedini red sadrzi
Cetiri elementa. Pojedini red ima oblik gavq’, npr. moze da glasi qsasrq;. U prikazivanju, na
racun ¢; piSemo slovo D 1 za njim ¢ puta slovo A. Na racun a; piSemo slovo D 1 za njim j puta
slovo A. Sto se ti¢e treéeg elementa, nakon D treba napisati R ako je v = 7, treba napisati L
ako je v = [, slicno S ako je v = s, dok treba napisati k& puta slovo C ako je v = aj. Prikaz
pojedinog reda tablice dobija se kada se nadovezu prikazi njegovih elemenata. Recimo, qqasrq;
kodira se kao DAAAADAAADRDA. Drugi primjer: goagasqs prikazuje se kao DDDCCDAA.
Zapis citave tablice dobija se kada se nadovezu (spoje) prikazi njenih redova, s tim §to se na
kraju prikaza za pojedini red doda znak ”;”. Tako nastaje rezultat w. Kompletan primjer: ako
tablica glasi goagrq1 goa17q1 g1a0a1q2 q1a101q2 @2a03qs g2a13q¢s onda e biti

w = DDDRDA; DDADRDA: DADDCDAA; DADADCDAA; DAADDSDAA; DAADADSDAA;

Za rije¢ w (ili wr) mogli bismo reéi da predstavlja masinsku rije¢. Za tu rije¢ se kaze da vrsi
deskripciju tablice T' (masine T'), da predstavlja njenu standardnu deskripciju, engl. standard
description. Po predlozenom rjesenju, T' se prikazuje kao jedna rije¢ w u azbuci koja ima 7
clanova: slova D, A, R, L, S 1 C i znak tacka—zarez.

5.2. JEDAN NERJESIV SKUP (M)

Neka je broj t > 1 fiksiran. Razmotrimo azbuku A = {a,...,a;}. Razmotrimo jedan skup
rije¢i M nad azbukom A. Upravo, neka je skup M C Q(A) definisan sljedeéim:

w € M & postoji T. m. T nad A takva da je w = wr 1 koja se poslije primjene na w
zaustavlja u kona¢no mnogo koraka iza rijeci | (iza rijeci ay).

Lako zapazamo da jedino masinske rije¢i mogu pripadati skupu M. Tako da se M moze
definisati na drugi nacin, kako slijedi. Neka je T' neka T. m. ¢ija je radna azbuka A. Naravno,
saglasno oznakama uvedenim u prethodnom naslovu, wr je njena (masinska) rije¢. Dakle,

wr € M < masina T', u sluéaju da je primijenjena na zapis poslije rijeéi wr, se zaustavlja
u konac¢no mnogo koraka 1 to iza rijeci a;.

Pomoéu formule: wr € M & ]*wTaTm L2 ]N*I#Tn

(A)

jesu nisu
masinske rijeci masinske rijeéi

Teorema. Skup M nije rjesiv (skup M je nerjesiv).
Prije dokaza teoreme, prepri¢ajmo definiciju skupa M. Neka r € Q(A). Dalir € M ili
r ¢ M. Prvo, ako r nije masinska rije¢ onda r ¢ M. Uzmimo da je r masinska rije¢ i oznacimo
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sa X odgovarajuéu T. m. (r = wx). Neka pocéetna pozicija bude ]*r#. .. 1 neka sada djeluje
X. Ako X ne radi vjecno i ako zavrsna pozicija ima oblik ] N*alka tada 1 samo tada r € M.

Prije dokaza teoreme, ponovimo: §ta je to karakteristicna funkcija xs skupa S C Q(A) i

kada je skup S C Q(A) rjesiv. Za w € Q(A), po definiciji

Oakow € S
xs(w) =

| akow ¢ S

Napominje se da su u matematici uobi¢ajene sljedeée oznake: xg(z) = 0 ako z € S, xs(z) =
1 ako z ¢ S. Takode se napominje da su obiéno 0 i 1 suprotno postavljeni. Zapazamo
da je karakteristi¢cna funkcija svuda definisana, tj. da je definisana na c¢itavom skupu Q(A).
Zapazamo da karakteristicna funkcija xs: 2(A4) — Q(A4;) ili svejedno xs: 2(A4) — Q(A4) (buduéi
da je ocito A; C A, slijedi Q(A;) C ©Q(A)) uzima samo dvije moguée vrijednosti. Vazi tvrdenje:
skup S je rjesiv ako 1 samo ako je njegova karakteristi¢éna funkcija x s izracunljiva.

Nustracija za karakteristicnu funkciju x skupa S (u opstim oznakama) i ilustracija (ako je
skup rjefiv) za masinu koja racuna tu funkciju x:

/ \ Ako z € S onda ‘ao‘ v ‘ao‘
Q(A) T

S = |~ |ao]a]

z T
x(z) =0 Ako z ¢ S onda ‘ao‘ z ‘ao‘

!

= [~ \ao\al\“{)\
N x(z) = a /) (uobaslucaja z € Q(A))

Dokaz teoreme. Dopustimo da je skup M rjesiv. Tada postoji T. m. Ty nad A koja
racuna xs. Detaljnije, ako se Tj primijeni na bilo koju rije¢ w € Q(A) onda ée se T, zaustaviti

poslije kona¢nog broja koraka 1 zavr$na pozicija ¢e biti *a; ili % IaT(, ¢ime se saopstava da w € M

odnosno w ¢ M.
ako w € M onda vazi: |xwx. .. 5 ]N*#T(, ako w ¢ M onda vazi: ]*vak... 5 ]N*I#

I 75 je T. m. nad azbukom A. I ona ima svoju masinsku rije¢ wr,. Buduéi da 1 wr, pripada
Q(A), mozemo se zapitati: ta rije¢ pripada ili ne pripada skupu M? Da odgovorimo, na pocetnu
poziciju |x wr, ’T( .. primijenimo Ty. Postoje dvije moguée zavrine pozicije *ka 1% I9T<, odnosno

Ty Ce se zaustaviti poslije rije¢i O ili poslije rijeci |. Ako se Ty zaustavila poslije rijeci O
onda saglasno definiciji karakteristicne funkcije x s razmatranog skupa M imamo da wg, € M,
a saglasno samoj definiciji skupa M imamo da wr, ¢ M (jer se zaustavila poslije rije¢i O,
tj. ne moze se re¢i da se zaustavila poslije rije¢i |). Dakle, prva moguéa zavrina pozicija je
protivrje¢na. Ako se Tj zaustavila poslije rijeci | onda po jednom osnovu imamo da wr, ¢ M, a
po drugom osnovu imamo da wr, € M. Dakle, 1 druga moguéa zavrsna pozicija je protivrjecna.
Postoje samo dvije moguce zavrine pozicije. Dobili smo kontradikciju, zato §to smo dopustili
da je skup M rjeSiv. Teorema je dokazana.

Upravo dokazana teorema moze ovako da se preprica. Data je azbuka A. Za proizvoljnu
Tjuringovu masinu nad tom azbukom razmatra se pitanje: da i ¢e se masina poslije primjene
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na svoju masinsku rije¢ zaustaviti poslije kona¢no mnogo koraka poslije slova |. Ovo pitanje je
algoritamski nerjesivo.

5.3. DRUGI NERJESIV SKUP (M;)

U ovom naslovu biée naveden jos jedan primjer skupa koji nije rjesiv (skup M) i bice uveden
pojam tzv. univerzalne Tjuringove ma§ine U (U je univerzalni interpreter).

Neka je broj ¢t > 1 fiksiran. Stavimo A = {ay,...,a:} (u azbuci ima ¢ ¢lanova). Definisimo
skup M; C Q(A): w € M; < postoji T. m. T nad azbukom A takva da je w = wr i koja
se poslije primjene na w zaustavlja poslije konacnog broja koraka. Razlog zaustavljanja je MZ
(masinsko zaustavljanje) ili PT (prelazak preko kraja trake). Lako vidimo da je M C M;.

Dokazimo da je skup M; nerjesiv.

Pretpostavimo suprotno — da je M; rjesiv. Tada postoji T. m. T; koja racuna karakteristicnu
funkciju skupa M;. Koris¢enjem ove pretpostavke, pokazacemo da bi onda i1 skup M bio rjesiv,
tj. 1zves¢emo kontradikciju.

Koris¢enjem masine T; kao potprograma, u nastavku se pokazuje da je karakteristi¢na
funkcija xps skupa M izracunljiva. Prelazimo na konstrukciju odgovarajuceg algoritma u intu-
itivnom smislu.

Uzmimo jednu rije¢ w nad A. U nastavku se opisuje kako se odreduje da li w pripada ili ne
pripada skupu M. Prvo odredimo da li je w uopste necija masinska rije¢. Ako nije masinska
rije¢ onda dajemo odgovor "w ¢ M” i stop. A ako jeste maSinska rije¢ onda nastavljamo
ispitivanje. Po w rekonstruiSemo tablicu Tjuringove masine 7' koju w prikazuje. Neka sada
djeluje komponenta T koja saopstava w € M; ili w ¢ M;. U slucaju da w ¢ M;, saopstavamo
da w ¢ M i stop, zato §to je M C M;. U slu¢aju da w € My, nastavljamo ispitivanje. Ucinimo
da se racunanje nastavi kao da masina 7' radi polazeci od ]*w#. .. kao svoje pocetne pozicije.

Druk¢éije receno, sada se simulira funkcionisanje masine 7' za slu¢aj njene primjene na poziciju
]*w#. ..l Tako da nasa traka u datom trenutku ne glasi ]*uHTm .., nego Ce na$ algoritam

oponasanjem rada masine T ustanoviti: §ta bi T uradila kada bi se primijenila na ]*uHT(. Ve

Buduéi da w € M; to ¢e se oponasanje ostvariti u potpunosti za konacno vrijeme, za konacan
broj koraka (v. definiciju skupa M;)! U rezultatu oponasanja, negdje na nasoj traci ¢e nekako

M,

biti saopsteno: kakva bi bila zavrsna pozicija za slucaj ]*w#. .2 5. Po saop§tenom, mi
lako odredimo: da li bi ta zavr$na pozicija imala oblik x | ’Tﬁ v. definiciju skupa M (prethodni
naslov). Ako bi imala oblik x | ’T( onda w € M 1 to se saopstava kao odgovor. A ako ne bi bila

tog oblika onda w ¢ M i na§ algoritam saopstava "ne”. Nakon toga, i u jednom i u drugom
slucaju, izvrsavanje naSeg algoritma se zavrsava. Dakle, ukupno, konstruisali smo algoritam za
M. Prema tome, dobili smo kontradikciju. Dokaz je zavrsen.

Kada smo malocas govorili o oponasanju, mi smo ustvari implicitno upotrebili sljedeéu
znacajnu teoremu.
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Uvedimo potrebne oznake. Razmotrimo n—torku rijeéi (wy,...,w,), gdje wr € Q(4) (u
drugim oznakama: wy, € Q(A;)) za 1 < k < n. Ta n—torka moze da se prikaze pomocu jedne
rije¢i w € Q(A). Rije¢ w = wW(wy,...,w,) definisana je relacijom w = ok(n, of (w1, ..., w,)).

Teorema. Neka je broj ¢ > 1 fiksiran. Postoji tzv. univerzalna Tjuringova masina U
(njena radna azbuka je A) koja je u stanju da oponasa ili modelira rad bilo koje Tjuringove
masine T' ¢ija je radna azbuka A. Detaljnije, funkcionisanje masine U za pocetnu poziciju
]*wT*ﬁaTm .. po svemu odgovara funkcionisanju masine T za pocetnu poziciju | * wy * ... *

Wy, 9T( .... Upravo, U vje¢no radi ako 1 samo ako bi T' vje¢no radila, U prelazi preko kraja trake

ako 1 samo ako bi T presla preko kraja trake 1 U se masinski zaustavlja ako 1 samo ako bi se
T masinski zaustavila. Dodatno, u posljednjem—treéem slucaju (MZ), U se zaustavila poslije
neke rijeci ako i1 samo ako bi se T' zaustavila poslije neke rijeci, ako je tako onda se jedna i
druga rije¢ poklapaju.

Iz dokaza: interpretacija prati u korak rad originalne masine T'.

Ovu teoremu neéemo dokazivati, ve¢ éemo samo i1skazati njen prevod na jezik programera.
Postoji program na Paskalu U koji ima sljedece svojstvo. Neka su ulazni podaci za program U
dva teksta w; 1 ws, s tim da je w; — tekst nekog programa na Paskalu 7'. Ako se U izvrsava sa
tim ulaznim podacima w; 1 w, onda ¢e se dobiti kao rezultat — ono $to bi se dobilo kao rezultat
da se program T izvrsavao sa wy kao svojim ulaznim podatkom.

Teorema 1 prevod su ekvivalentni zato sto su moguénosti Tjuringovih masina ekvivalentne
mogucnostima fizickog kompjutera. U pocetnoj poziciji Tjuringove masine samo konacno
mnogo polja sadrzi znak razlicit od x; tokom rada kompjutera njegova memorija moze po
potrebi da se prosiruje.

A. M. Turing je dokazao da ne postoji algoritamsko rjesenje za zadatak o zaustavljanju i
konstruisao je univerzalni program U u radu "On computable numbers”.

Univerzalni program U postoji 1 u programskom jeziku C, pa izloZzimo ukratko, makar 1
uprosc¢eno. Neka je P bilo koji program na jeziku C. Razmotrimo prvi slu¢aj, njegovog obi¢nog
izvrSavanja. Tokom rada programa P, on uéitava svoje ulazne podatke a takode i1 saopstava
rezultate. Pogledajmo drugi slu¢aj, koji nas interesuje. Tokom rada programa U deSava se
ovako. Program U utitava (kao svoje ulazne podatke) — sami tekst programa P, kao i P—ove
ulazne podatke. A saopstava iste one rezultate koje bi P saopstio prilikom svog samostalnog
izvr§avanja. U zakljucku, za U se obicno kaze da je opsti interpreter zato §to je u stanju da
izvr§ava bilo koji program P. Tlustracija za prvi i drugi slucaj po sablonu ulazni podaci —
program — rezultat:

- - izvrsava se program P -
( ulazni podaci )—» & ) —»( rezultati )
(program P radi)
ulazni podaci: —
. izvriava se program U rezultati:
tekst programa P i —_ . —_ )
(program U radi) rezultati programa P

lazni podaci programa

Tokom rada U (tokom oponasanja), deSavanja su po svemu sli¢na onima kod prostog izvr-
$avanja P: instrukcije, njihov redosljed, medu-rezultati 1 drugo, samo §to je niz medu—pozicija
§iri. Izmedu ostalog, moguée je da program ude u ”ciklus” (da radi beskona¢no). Kazimo na
kraju da univerzalni program postoji u slu¢aju bilo kog modela za ra¢unanje. Uvijek, programi
U i P odnose se na jedan te isti model.
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5.4. ZADATAK O ZAUSTAVLJANJU

U ovom naslovu bi¢e dokazana algoritamska nerjesivost zadatka o zaustavljanju za Tjurin-
govu masinu.
Formulisimo tzv. zadatak o zaustavljanju ili engl. halting problem.

Zadatak. Neka je broj t > 1 fiksiran. Neka je T' bilo koja T. m. nad A = {ay,...,a:} 1neka
je wr njena masinska rije¢. Neka se T primjenjuje na pocetnu poziciju | * wy * ... * wn9T< e
(rn > 1). Dali ¢e se tada T ikad zaustaviti? Drugim rije¢ima, da li ¢ée raditi samo konaéno
mnogo taktova ili ée pak raditi vjecno?

Teorema. Zadatak o zaustavljanju je algoritamski nerjesiv.

Drugim rije¢ima, ne postoji T. m. Ty ili H takva da | *wT*EaT( LR ] ~*9T< u slucaju da 7' sa

ulaznim podatkom (wy, ..., w,) radi samo kona¢no mnogo taktova, odnosno | x wr x E# &
|~ % I9T<u sluc¢aju da radi vjetno. Ovdje je w = w(wy,...,w,) = oi(n, ol (wy,...,w,)) € Q(A).
Vidimo da w kodira uredenu n—torku rijeci (wy, ..., w,) pomocu jedne rije¢i u radnoj azbuci

masine. Zajedno, wr prikazuje tablicu masine T', a w prikazuje njenu pocetnu poziciju.

Ili svejedno: skup M, C Q(A) x Q(A) nije rjediv, gdje je skup M, definisan uslovom:
(wr,w) € My < T sa ulaznim podatkom (w,...,w,) radi samo kona¢no mnogo taktova.

Prevod zadatka o zaustavljanju na jezik programera: sastaviti program na Paskalu H koji
ima sljedece svojstvo. Neka su njegovi ulazni podaci dva teksta w; 1 wq, s tim da je w; tekst
nekog programa T' napisanog na Paskalu. Da li bi se T sa w, kao svojim ulaznim podatkom
ikad zaustavio ili bi pak (suprotno) radio vje¢no. Neka program H saopstava ”"da” odnosno
"ne”.

Program na Paskalu H ne postoji.

Ako su ulazni podaci za H

w; = read(a); read(b); c<a+b; c¢c+l; write(c) 1wy = 10,20
onda H saopstava "da” ili svejedno ”zaustaviée se”. Ako su ulazni podaci

w; = 1: goto 11 wy = prazna rijec
onda H saopstava "ne” ili svejedno "nece se zaustaviti”. Jedino Steta sto takvog programa H
nema.

Dokaz teoreme. Iz prethodnog naslova znamo da je skup M; nerjesiv, tj. nema programa
da se sazna da li bi se data T. m. primijenjena na svoju rije¢ zaustavila. Dovoljno je dokazati
da pretpostavka "postoji H” povladi zakljucak M; je rjefiv (Sto predstavlja kontradikciju).
Uzimajué¢i da H postoji, program za prepoznavanje skupa M; glasio bi u glavnim crtama kako
slijedi.

Na traci na pocetku pise | * w9T< ..y gdje w € Q(A). Pripada li ta rije¢ skupu? Prvo se
ispita da li je w masinska rije¢. Ako nije onda se saopstava "ne” (saopstava se da w ¢ M) i
stop. A ako jeste onda se pozove potprogram H da djeluje na poziciju | * w ﬁaT( ..., gdje je

w = oi(1,w). Rezultat koji potprogram saopsti (da li bi se masina ¢ija je rije¢ w zaustavila,
primijenjena na ulazni podatak w) preuzimamo da bude nas odgovor (da li w € M;). Program
za M je konstruisan.

Dobili smo kontradikciju, dokaz je zavrsen.

U zakljucku, algoritamsku nerjesivost zadatka o zaustavljanju treba najvise pripisati velikoj
opstosti samog zadatka. I sljedeci, njemu donekle sli¢ni, zadaci su algoritamski nerjesivi:

dali data Tjuringova masina za datu poéetnu poziciju na traci tokom svog rada makar nesto
odstampa 1
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da li je funkcija koju data Tjuringova masina racuna konstanta (ili da li je periodiéna ili da
li je ogranicena ili da li dati broj pripada njenom skupu vrijednosti).
Nasuprot tome, algoritamski je rjesiv recimo sljedeéi zadatak:

da li data masinska rije¢ prikazuje Tjuringovu masinu koja ima vise od (recimo) 10 stanja.

5.5. RAZNI PRIMJERI NERJESIVIH SKUPOVA

U ovom naslovu bi¢e navedeno jo§ nekoliko primjera algoritamski nerjesivih zadataka, a koji
se odnose na razne oblasti matematike. Dokazi se izostavljaju.

Zadatak 1: Opsta diofantska jednacina. Neka je p polinom ma kog stepena od vise prom-
jenljivih sa cijelim koeficijjentima. Da li u cijelim brojevima postoji rjesenje jednacine p = 07
Ne postoji program (nema rac¢unara) koji bi rjesavao postavljeni zadatak.

Zadatak 2: Igra domina ili zadatak o poplo¢avanju. Kvadratnu plocu ¢ija je velicina 1 x 1
nazivamo dominom. Svaka od ¢etiri bo¢ne strane domine obojana je jednom bojom. Tako
da cetiri boje koje su pridruzene redom gornjoj, donjoj, lijevoj i desnoj strani definisu jednu
vrstu domina. Data je jedna konacna familija vrsta domina. S druge strane, neka su u ravni
(z,y) nacrtane sve moguce vertikalne prave z = k (k € Z) i sve moguée horizontalne prave
y =k (k € Z). Tako da je ravan podijeljena na kvadrate veli¢ine 1 x 1. U jedan kvadrat ocito
moze da se stavi jedna domina. Zelimo da &itavu ravan pokrijemo dominama iz raspolozivih
vrsta domina. Za pokrivanje se kaze da je pravilno (da je koherentno) ako je sljedeéi uslov
ispunjen: ako se dvije domine dodiruju onda dvije strane koje se dodiruju imaju istu boju.

Nije dozvoljeno da se domina zarotira ili prevrne. Ne dodiruju se kada . Da li postoji

pravilno pokrivanje ravni?

Nema programa koji bi rjesavao postavljeni zadatak.

Prevod na jezik programera. Sastaviti program na Paskalu koji u¢itava spisak vrsta domina
(ulazni podaci dati su po nekom sistemu) i saopstava odgovor ”da” ili "ne” na pitanje: da
li postoji pravilno pokrivanje ravni. Od svake vrste, imamo neograni¢en broj takvih domina.
Takav program na Paskalu ne postoji.

Pogledajmo primjer. Raspolozive vrste domina prikazane su na slici 1. Za taj ulazni po-
datak odgovor glasi "da” (pravilno pokrivanje postoji). Pogledajmo primjer. Raspolozive vrste
domina prikazane su na slici 2. Za taj ulazni podatak odgovor glasi "ne” (pravilno pokrivanje
ne postoji).

c plava e zelena crvena
p y y .
r r 1 7 Vi V/
v v a u u u
e e v t t t
n n a a a
a
a a
plava crvena zelena
Slika 1 Slika 2

Zadatak 3: Asocijativni ra¢un u polugrupi. Razmotrimo azbuku A = {a,b,¢,d,e}. Raz-
motrimo spisak dozvoljenih zamjena:

ac=ca, ad=da, bc=cb, bd=db, eca=ce, edb=de, -cca= ccae.
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Imamo pravo da zamijenimo dio rije¢i. Pojedina zamjena moze se koristiti u jednom ili drugom
smjeru. Za dvije rijeéi wy € Q(A) i wy € Q(A) kaze se da su ekvivalentne ako se nzastopnom
primjenom dozvoljenih zamjena moze postiéi da se rije¢ w; pretvori u rije¢ ws,. Da li su dvije
rijedi w; 1 wy ekvivalentne?

Nema programa koji bi sluzio za postavljeni zadatak. Ulazni podaci programa bile bi dvije
rijedi wy 1 wy, a program bi saop§tavao odgovor "da” ili "ne”.

Samo jedna vrlo mala ilustracija:

Podimo od rijeci npr. w; = acdcec. Kada na nju (na ac) primijenimo prvu zamjenu ac — ca
onda se ona pretvara u rije¢ cadcec. Na njen dio ce primijenimo petu zamjenu ce — eca, ¢ime
dobijamo cadecac. Sada za de upotrebimo Sestu zamjenu de — edb, pa tako imamo caedbcac.
Jo§ samo prva zamjena ac — ca (na ac), pa caedbcca = ws.

Prema tome, ako je wy = acdcec i wy = caedbcca onda odgovor glasi "da” (te dvije rijedi su
ekvivalentne).

U slucaju druge neke azbuke A i1 drugog nekog spiska dozvoljenih zamjena a; = by, e
a, =b, (ili bi se pisalo a; <> by, ..., @, ¢ b,), gdje ap, by € Q(A) za 1 <k < n, zadatak o
ekvivalentnosti dvije rijeéi je algoritamski rjesiv ili algoritamski nerjesiv. Dozvoljeno je da se u
rije¢i njena podrije¢ ap zamijeni sa by, i dozvoljeno je da se u rijeéi njena podrijec¢ by zamijeni
sa ay.

PLAN BUDUCEG RADA

Iz knjige Aho, Hopcroft, Ullman ” The design and analysis of computer algorithms” radi¢emo
ove glave:

u prvom semestru:
1. Models of computation,

u drugom semestru:

b

Design of efficient algorithms
Sorting and order statistics

B

Data structures for set manipulation problems
. Algorithms on graphs
10. NP—complete problems

oo

11. Some provably intractable problems.

+ Cryptography.

RAZRADA I ANALIZA KOMPJUTERSKIH ALGORITAMA
1. MODELI ZA RACUNANIJE

U ovoj glavi uvode se tri modela za racunanje ili tri idealizovana racunara: RAM, RASP i1
Tjuringova masina.
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1.1. Algoritmi i njihova slozenost

U ovom naslovu govori se o slozenosti algoritma, odnosno o trosku za izvr§avanje programa
1 onda se jo§ govori o ocjeni vrijednosti algoritma, a koja zavisi od njegove sloZenosti.

Razmotrimo dva uredaja za racunanje, od kojih je prvi zamisljen ili teorijski, a drugi je
stvaran ili fizicki: a) Tjuringova masina i b) racunar ili kompjuter. Za (b), treba konkretizovati
vrstu racunara, odnosno njegov masinski jezik ili njegov jezik asemblera. Znamo da su (a) i (b)
ekvivalentni po dometu, po oblasti djelovanja, po tome kakva racunanja uspijevaju da ostvare.
S druge strane razmotrimo jedan zadatak. Opsti oblik postavke zadatka je sljedeéi: izracunati
vrijednost jedne funkcije za datu vrijednost argumenta (ili argumenata). Ili: sastaviti program
za Tjuringovu masinu ili za ra¢unar koji ¢e u rezultatu svog izvrsavanja da saopsti kao rezultat
vrijednost funkcije za argument (ili argumente) koji su ulazni podaci. Funkcija moze da bude od
jednog argumenta tj. f: N — N ili f: Z — Z ili od vise argumenata tj. N* — Nili 2" — Z, a
dopusteno jei da bude djelimi¢na. Recimo, zadatak: sastaviti program za ra¢unanje faktorijela
prirodnog broja, primjerak tog zadatka: izracunati 4!

Razmotrimo jednu odredenu tablicu ili program Tjuringove masine 7T'. Definisimo slozenost
tog programa. U trenutku pustanja u rad masine, na traci je zapisan ulazni podatak. Definisimo
najprije veli¢inu ili dimenzioni broj n tog ulaznog podatka. Smatramo upotrebljenim sva polja
koja sadrze znak razlicit od blanko (# ag). Smatramo upotrebljenim i pocetno radno polje.
Polje se smatra upotrebljenim 1 kada desno od njega ima bar jedno upotrebljeno polje. Ukupan
broj upotrebljenih polja i jeste n. Vidimo da ima vise pocetnih pozicija ili vise primjeraka
zadatka kojima odgovara jedan te isti dimenzioni broj m. Neka masina odradi svoje. Mi
izbrojimo koliko je koraka ili taktova ona izvela. Uoc¢imo maksimum broja koraka po svim
ulazima veli¢cine n. Uodenu brojnu vrijednost oznaéimo sa T'(n) i nazovimo je vremenskom
sloZzeno§éu. Posmatrano za razne n, imamo funkciju vremenske sloZenosti n — T'(n) odredenog
programa T'. Recimo, ako je pocetna pozicija

] a1 Qg ag Qg ag ...
T

onda je n = 4. Postoje 1 druge pocetne pozicije kojima odgovara n = 4. Neka broj izvrsenih
koraka za razne pocetne pozicije sa n = 4 iznosi jednom 20, jednom 18, jednom 14 i sli¢no.
Tada ¢e biti T'(4) = 20. Dopunimo definiciju: ako postoji bar jedan ulaz veli¢ine n takav da
masina sa tim ulaznim podatkom radi vje¢no onda se za to n stavlja da je T'(n) = +oo. Neka je
t > 11 razmotrimo azbuku A = {ay,...,a;}. Ako Tjuringova masina ¢ija se slozenost razmatra
sluzi za racunanje funkcije od jedne promjenljive f: Q(A) — Q(A) onda je njen ulazni podatak
neka rije¢ w € Q(A). U ovom sluc¢aju, pocetna pozicija u kojoj je ulazni podatak zapisan na
obi¢an ili kanonski nacin glasi

](1,011}0,0... . ]bl bg...bn ag ...
ili
T T
gdjejew = bibs ... b, (b; € A)isamim tim |w| = n (duZzina rijeci). Izrazimo formalno definiciju
sloZenosti. Uvedimo potrebne oznake. Neka niz(w) bude niz konfiguracija masine u slu¢aju da
je u pocetnoj poziciji upisana na kanonski nacin rije¢ w. Neka £(niz(w)) bude duzina niza.
Imamo:

T(n)= weﬂfﬁiﬁ|:n {(niz(w)).
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Ovdje ocito n € N i £(niz(w)) € N U {+oo} i takode T'(n) € N U {+o0}. Sto se tice funkcije
slozenosti T' = T'(n), najvise nas interesuje njeno ponasanje ili rast kada n — oo.

Osim vremenske slozenosti T = T'(n), definiSe se i prostorna sloZenost S = S(n) jednog
konkretnog programa. Za pocetnu poziciju veliine n, mi izbrojimo koliko je polja upotrebljeno
tokom rada masine, odnosno koliko se najvise tokom rada masine glava trake pomjerila udesno.
Maksimalni broj upotrebljenih polja (po svim ulazima veli¢ine n) oznaimo sa S(n). Ako
postoji bar jedan ulaz velicine n takav da se glava neograni¢eno pomijera udesno onda se za to
n stavlja da je S(n) = +oo0.

Do sada smo govorili o slozenosti u slu¢aju (a), a sada ¢emo nesto reéiio slu¢aju (b). Dakle,
kako se u slucaju ra¢unara definidu obim ulaza n i vremenski i prostorni trosak T'(n) i S(n)
odredenog programa P? Obim ulaza n je broj bajta potrebnih da se izraze ili da se zapisu
ulazni podaci programa. Za definisanje vremenskog troska, gleda se broj izvrsenih taktova
tokom rada programa. Dakle, T'(n) je maksimum broja izvrsenih taktova, po svim ulazima
veliéine n. Za definisanje prostornih zahtjeva, gleda se broj bajta ili broj memorijskih rijeci
potrebnih za podatke (potrebnih za ulazne podatke, medu-rezultate i rezultate).

O ocjeni vrijednosti algoritma. Ako je funkcija T = T'(n) polinom onda se kaze da je
algoritam dobar ili efikasan. Na primjer, T'(n) = n?. Isto se kaZe i u slu¢aju da se funkcija
T = T(n) povinuje nekom polinomu, tj. u slu¢aju da postoji polinom p = p(n) takav da
je T(n) < p(n) za svako n. Nasuprot tome, razmotrimo algoritam ¢ija je funkcija slozenosti
takva da se ne povinuje nikojem polinomu (takva da ne postoji polinom kome bi se ta funkcija
povinovala). Za takav algoritam kaze se da je rdav ili neefikasan. Na primjer, T'(n) = 2.
Ako su za neki zadatak poznati samo algoritmi koji su svi neefikasni onda se ne moze reci da
je taj zadatak rijeSen na zadovoljavajuci nacin, sa stanovista racunara. Vidimo da smo sve
algoritme podijelili u dvije velike klase: one ¢ija je slozenost polinomska 1 one ¢ija je sloZenost
nepolinomska ili nadpolinomska ili eksponencijalna.

Sliéne okolnosti imamo i kod ocjene slozenosti jednog zadatka. Za rjesavanje jednog za-
datka, razni programeri predlozice razne programe ¢ija je sloZenost razli¢ita. Ako je predlozeni
algoritam neefikasan onda to samo po sebi ne znaci da je 1 sami zadatak tezak. Prirodno je
za slozenost zadatka proglasiti slozenost najboljeg (najefikasnijeg) algoritma od svih moguéih
algoritama koji sluze za njegovo rjesavanje.

Definicija. Za zadatak se kaze da je lak ili da je lako rjesiv ako za njega postoji bar jedan
algoritam ¢ija je slozenost polinomska. U suprotnom slucaju za zadatak se kaze da je tezak ili
da je tesko rjesiv ili da je engl. intractable.

Napominje se da se moze govoriti o dvije klase slozenosti algoritama, a i1 zadataka, istim
rije¢ima u slucaju bilo vremenske bilo prostorne slozenosti. Veéi znacaj pridaje se proucavanju
vremenske nego prostorne. Kada se kaze prosto ”slozenost” tada se ima u vidu ”vremenska
sloZzenost”. Recimo, "zadatak je lak” znaci da za taj zadatak postoji program koji se brzo
izvrsi, koji zahtijeva ili trosi malo vremena.

Napominje se da je uvijek T'(n) > S(n). Da bi jedno polje trake (ili memorijska lokacija)
bila upotrebljena potrebno je izvrsiti jedan takt. A ima taktova koji ne traze prostorni trosak.
Tako da, recimo: zadatak je tezak u smislu prostorne sloZenosti = zadatak je tezak u smislu
vremenske slozenosti.

Da bi prica o slozenosti zadataka bila potpuna, treba uéiniti sljede¢u dopunu. Ocito da
o sloZenosti zadatka ima smisla govoriti samo ako postoji bar jedan algoritam za njegovo
rjesavanje. Drugim rije¢ima, algoritamski nerjesivi zadaci su iskljuceni iz svega toga. Znamo
da su za algoritamski nerjesive zadatke sredstva koja pruza teorija algoritama (koja pruzaju
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racunari) nedovoljna ili da ne koriste. Ti zadaci nisu efektivno rjesivi.
Sljedeca slika pomaze da se rasporede uvedeni pojmovi:

skup svih zadataka:

algoritamski nerjesivi

algoritamski rjesivi laki teski

Zadaci iz donjeg lijevog dijela velikog kvadrata svi zajedno éine vaznu klasu P (zadaci rjeivi
u polinomskom vremenu).

Navedimo nekoliko primjera zadataka da ilustrujemo uvedene pojmove.

1. Da li diofantska jednalina p(zi,...,z,) = 0 ima cjelobrojnog rjefenja. O ovom zadatku
je bilo rijeéi ranije, kada je bila data 1 njegova postavka. Znamo da je Matijasevi¢c dokazao da
je zadatak algoritamski nerjesiv.

2. Zadatak o poluprosirenom regularnom izrazu: da li jezik pridruzen takvom izrazu ima
prazan komplement. Biée formulisan kasnije u nastavku gradiva. Tezak tj. ¢ P.

3. Zadatak o podjeli ili o particiji ili o kamenci¢ima. Ima nekoliko kamencica ¢ije su tezine
pozitivni cijeli brojevi. Mogu li se rasporediti na dva tasa vage tako da onda vaga bude u
ravnotezi. Ili: mogu li se dati prirodni brojevi zy, zs, ..., z, podijeliti u dvije grupe tako da
zbir svih ¢lanova prve grupe bude jednak zbiru svih ¢lanova druge grupe (svaki broj je dospio
u jednu od dvije grupe). Poznato je da je zadatak o podjeli algoritamski rjesiv. Ne zna se da
li je lak ili tezak tj. dali € P ili ¢ P.

Zapaziti da zadatak o podjeli moze da bude rijesen pregledanjem svih mogucénosti. Up-
ravo, svakoj podjeli odgovara jedan podskup skupa od n ¢lanova 1 obratno. Tako da ima 2"
mogucnosti za prvu grupu brojeva, odnosno za podjelu. Za svaku moguénost, neka program
ispita da li zadovoljava, da li se dva zbira poklapaju. PredloZeno rjesenje je (kako se to lako
vidi) neefikasno, odnosno ono ima eksponencijalnu slozenost.

Nasuprot prethodnom, rjesenje koje se zasniva na nekom tvrdenju koje se odnosi na zadatak
koji treba da bude rijesen obi¢no ima polinomsku slozenost, kako pokazuje sljedeci primjer.

4. Zadatak o Ojlerovom ciklusu. Dat je neusmjeren graf G. Da li u njemu postoji Ojlerov
ciklus, tj. da i G ¢itav moze da bude nacrtan u jednom potezu, odnosno ne podizuéi olovku
sa papira 1 ne povlaceéi neke linije dvaput, s tim da crtanje pocinje i zavrSava se u jednom te
istom vrhu grafa. Navedeni zadatak je lak tj. € P.

Naime, poznato je sljedece tvrdenje: takav ciklus postoji ako 1 samo ako je stepen svakog
vrha grafa paran (svakom vrhu odgovara paran broj ivica), naravno uz uslov da je graf povezan.
Ova teorema otvara put ka konstrukciji efikasnog algoritma. Ilustracija:

2 2 3 2
Ojlerov Ojlerov
ciklus ciklus
postoji ne postoji
2 2 2 3
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Jo§ samo da malo ilustrujemo pojam primjerka zadatka i1 pojam dimenzionog broja ili
velicine primjerka n, na primjeru zadatka o podjeli.

Jedan mogudi primjerak je: data su tri prirodna broja i to upravo z; = 10, zo = 141 23 = 4.
Za ovaj primjerak, odsgovor na postavljeno pitanje je ocito "da”.

Moguéi primjerak: dati su brojevi 1,1,1,1,1,1,2,2,2,2. Odgovor je "da”.

Moguéi primjerak: dati su brojevi 11,13,17,100. Odgovor je "ne”.

Pogledajmo opet prvi primjerak =z, = 10, zo = 14, z3 = 4. Kako se ovi ulazni podaci
prikazuju na traci Tjuringove masine? Zavisi od azbuke Tjuringove masine. Ako azbuka obuh-
vata cifre dekadnog brojnog sistema onda mogu da budu prikazani kao

L1014 ,4,... - ]10X14X4,...
T T

(tako da je obim ulaza n = 7) ili kao

] Y10X14X4Y, ...
T

ili nesto sliéno. A ako se koristi binarni brojni sistem onda mogu da budu prikazani kao

]1010X1110X100 ...
T

(tako da je veli¢cina n = 13). Vidimo da svaka nijansa u nacinu zapisivanja pomalo utice na
dimenzioni broj primjerka n. Vidimo da izbor osnove brojnog sistema utice na dimenzioni broj
n. Zato izbor osnove brojnog sistema utice i na T'(n). Vazno je istaéi da izbor osnove ne utice
na pripadnost ili nepripadnost jednog algoritma klasi polinomskih algoritama. Tako da ne utice
ni na pripadnost ili nepripadnost odgovarajuceg zadatka klasi P.

Jedino se zabranjuje da se brojevi prikazuju unarno, ako se proucava slozenost. Na prim-
jer, ne bi valjalo da se]%111111111X11111111111111X1111u... smatra pocetnom

pozicijom. Vidi se da bi dimenzioni broj bio znatno uveéan.
Ako d(n) i b(n) oznacavaju redom broj dekadnih odnosno binarnih cifara prirodnog broja

d(n)
~log 2 = .
b(n) og 0,3

% % % Niz primjera Tjuringovih masina ¢ija je vremenska slozenost polinomska. (1) Ranije
je radena masina za kopiranje jedne rijec¢i K koja rjesava zadatak agwag ... = agwagwag .. ..

n onda vaze relacije d(n) & logn i b(n) ~ log, n i zato

t )
Njena sloZenost iznosi T'(n) = 2n® + 8n + 3 za n > 0, gdje je n = |w| (duZina rijedi). Mala
je razlika stavili n = |w| ili n = |w| + 2 (zbog dva znaka ag u pocetnoj poziciji) — ne utice
na red veli¢ine slozenosti, ne utice na glavni sabirak. (2) Ranije je radena masina I koja
stvara inverznu rije¢. Za njenu slozenost vazi T'(n) ~ 2n® kad n — oco. (3) Masina koja
odlucuje o pitanju da i je prirodan broj paran. Broj se prikazuje u binarnom brojnom sistemu
(ii dekadnom). Pozitivan ili negativan odgovor saopstava se sa ~ agag odnosno ~ aga; ap u

T
zavr$noj poziciji. (4) Masina za sabiranje dva prirodna broja prikazana binarno (ili dekadno).
Npr. ako je pocetna pozicija agl1laglllag ... (tako da je n = 9) onda ée zavrina pozicija

biti ~ag1110ag, usmislu 747 = 14. (5) Masina za mnozenje dva prirodna broja. (6) Masina
T

za racunanje NZD dva prirodna broja, na bazi Euklidovog algoritma.
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1.2. RAM

RAM je skracenica za Random access machine, §to se prevodi kao masina sa slu¢ajnim pri-
stupom ili kao masina sa proizvoljnim pristupom registrima. RAM racuna sa cijelim brojevima
¢ija veli¢ina nije ograni¢ena. Program po kome se racuna ne mijenja se tokom svog izvrsavanja,
tako da se moze reéi da se program nalazi smjesten van memorije (tzv. spoljasnji program).

Pogledajmo djelove masine RAM. Sastavljena je od programa, memorije 1 dvije trake —
ulazne i izlazne. Memorija se sastoji od neograni¢enog broja registara (lokacija). Pojedini
registar moze da ¢uva proizvoljno velik cio broj. Ulazna traka je neogranicena i ima svoju glavu,
izlazna traka takode. Ulazna traka jeste niz kvadrata, svaki kvadrat sadrzi jedan cio broj. Kada
se proc¢ita vrijednost iz jednog kvadrata onda se glava trake pomjeri za jedno mjesto udesno.
Izlazna traka je takode podijeljena na kvadrate koji su u pocetku svi prazni. Kada se u jedan
kvadrat upise neka vrijednost onda se glava trake pomjeri za jedno mjesto udesno. Masina
RAM modelira kompjuter koji je jedno—akumulatorski 1 u kome nije dozvoljeno da program
mijenja sebe samog (tokom izvrsavanja). Kada se kaze jedno—akumulatorski kompjuter onda
to znac¢i da postoji jedan poseban registar (akumulator) koji se koristi kada treba da se izvede
neka aritmetic¢ka operacija. Buduéi da nije dozvoljeno da naredbe (djelovanjem programa) budu
izmujenjene, to se obi¢no kaze da program za RAM nije smjesten u memoriji.

Racunanja se obavljaju u pocetnom registru ro. Za rg se kaze da je akumulator, engl.
accumulator; skraceno ac. Ac moze da sadrzi ma koji cio broj (kao uostalom i svaki drugi
memorijski registar).

Slika masine RAM:

T1|Z2| --+ |Tn| ulazna traka
r - — — — — T ________________ A
| g = ac |
| |
ry
| |
| "2 |
program
| Trs |
| |
| . |
| memorija |
L - - - - - — l ______________ 4
‘yl ‘yz ‘ ‘ ‘ izlazna traka

Program je konacan niz naredbi. Jedna naredba sastoji se od dva dijela: kod operacije 1
adresa. Pored toga, naredba moze da ima obiljezje (labelu), sa sintaksom lab: naredba. Mi
cemo upotrebljavati skup od 12 vrsta naredbi, tj. ima 12 moguéih kodova operacija.

Spisak naredbi:

kod op. adresa

1. LOAD operand 7. READ operand
2. STORE operand 8. WRITE operand
3. ADD operand 9. JUMP label

4. SUB operand 10. JGTZ label

5. MULT operand 11. JZERO label
6. DIV operand 12. HALT —
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Kazimo nesto o operandu (o argumentu operacije). Argument operacije moze da bude
definisan na jedan od sljedeéa tri naéina. 1) Neposredno. 2) Adresom registra u kome se ¢uva
argument, ovo je obican nac¢in. 3) Adresom registra u kome se ¢uva adresa registra koji sadrzi
argument, adresa adrese. Za oblik (3) kaze se da predstavlja posredno ili indirektno definisanje
adrese. Taj oblik sluzi prilikom rada sa vektorima, (sa nizovima brojeva).
je @ cio broj. (2) ¢ upuque na i-ti registar tj. ¢ znaci sadrzaJ i tog registra, ovdje je ¢ > 0. (3)
xt znaci sadrzaj j—tog registra, gdje je 7 cio broj koji se ¢uva u i—tom registru, ovdje je z > 0.
Ako je i < 0 onda se (u rezultatu izvr§avanja naredbe) masina zaustavlja.

Neka se program P izvisava. Zelimo da sagledamo trenutno stanje njegovog izvriavanja
(stanje masine u odredenom taktu). To stanje odreduju dvije velicine ¢ i LC. Za ¢, zelimo
da sagledamo trenutni sadrzaj svih registara. Neka c(i) oznacava sadrzaj i—tog memorijskog
registra (registra r;, registra ¢), tako da je ¢ > 01 ¢({) € Z. Tako da je c preslikavanje,
¢: No — Z. c od engl. contents (sadrzaj). Za c se kaze da je memory map (memorijska karta).
LC je skracenica za location counter (ukaziva¢ polozaja, programski broja¢). LC odreduje koja
naredba se sljedeca izvrsava.

Na pocetku izvravanja je ¢(z) = 0 za svako ¢ > 0, LC se odnosi na prvu naredbu programa
P, a izlazna traka je potpuno prazna. Poslije izvrSavanja k—te naredbe, LC se automatski
postavlja na (k + 1)-vu naredbu, tj. na iduéu naredbu, osim ako je k—ta naredba bila JUMP,
JGTZ, JZERO ili HALT.

Uvedimo matema,tiéku oznaku v( ) gdjeje a-— opera,nd v(a) je vrijednost (value) operanda

v(=1) =1, v(1) = ¢(1), v(*1) = ¢(e(4)).
Pomoc¢u oznake v(a) moze precizno da se definise smisao pojedine naredbe.

U sljedeéoj tabeli deﬁnisan Jje smisao svih naredbi 17 prethodnog spiska V. tabelu. Naslov

Naredba Znacenje

1. LOAD «a ¢(0) < v(a)
2. STORE: ¢(¢) < ¢(0)
STORE i ¢(c()) < ¢(0)

3. ADDa ¢(0) < ¢(0) + v(a)

4. SUBa ¢(0) < ¢(0) — v(a)

5. MULT a ¢(0) « ¢(0) - v(a)

6 DIVa  cf0) < [e(0)/o(a)

7. READ ¢ ¢(i) « tekuéi ulazni simbol

READ i  ¢(c(é)) + tekuéi ulazni simbol
8. WRITE a stampa se v(a)
9. JUMP b LC + b
10. JGTZ b ako je ¢(0) > 0 onda LC ¢ b, ainace LC < LC +1
11. JZERO b  ako je ¢(0) = 0 onda LC < b, ainace LC + LC + 1
12. HALT izvrsavanje se prekida

Recimo, [2,6] = 21 [2,6] = 3. Za = € R, [z] je najvedi cio broj koji je < z. Cio dio od z
ili pod (floor) ili lo(z) ili |z|. Za = € R, [#] je najmanji cio broj koji je > . Plafon (ceil) ili
hi(z). Lo — low, hi — high.

Tabeli su potrebne neke dopune. Kod READ 7 1 READ %i. Tekuéi ulazni simbol jeste

sadrzaj kvadrata ulazne trake koji je trenutno ispod glave. Poslije uc¢itavanja, glava ulazne
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trake pomjeri se za jedan kvadrat udesno. Kod WRITE a. v(a) se §tampa u kvadrat izlazne
trake koji je trenutno pod glavom. Glava trake onda se pomjeri za jedan kvadrat udesno.
Objasnjenja uz tabelu. JUMP — bezuslovni skok, goto, JGTZ — pozitivni skok, JZERO —
nula—skok, HALT — zaustavljanje, stop.
Naredbe koje nisu definisane (kao STORE =¢) mogu da se smatraju ekvivalentnim naredbi
HALT. Isto tako, izvr§avanje naredbe koja zeli da podijeli sa nulom - izaziva zaustavljanje
masine. Sada je zavrSena definicija modela RAM.

Vidimo da ¢(0) ima smisao — sadrzaj akumulatora. Umjesto ¢(0) obi¢no se pise AC. Primjer:
naredba LOAD ¢ ima smisao AC « ¢(¢), pa se kaze: iz memorije u akumulator.

Neka je P jedan program za ma$inu RAM. Pogledajmo ukupan ué¢inak tog programa.
Drugim rije¢ima, pogledajmo sadrzaj ¢itave ulazne trake i (kada izvriavanje programa P bude
okoné¢ano) ¢itav sadrzaj izlazne trake. Program P na prirodan nacin definiSe jedno preslikavanje
iz ulaznih traka u izlazne trake. To preslikavanje je (uopste uzev) djelimi¢no, buduéi da se u
slucaju nekih ulaznih traka masina nikad nece zaustaviti. Postoje dvije vazne interpretacije tog
preslikavanja (1) i (2) o kojima se govori u nastavku, (1) — kao funkcija i (2) — kao jezik.

(1) Na masinu RAM moZemo da gledamo kao na uredaj koji sluzi za racunanje vrijednosti
funkcije. Pretpostavimo da program P uvijek ucitava n cijelih brojeva sa ulazne trake 1 stampa
naizlaznu traku najvise jedan cio broj. Oznacimo sa zi, ..., z, tih n brojeva iz prvih n kvadrata
ulazne trake. Ako program odstampa y u prvi kvadrat izlazne trake 1 poslije toga se zaustavi
onda kazemo da program racuna funkciju f(z,...,z,) = v.

Lako se pokazuje da model RAM posjeduje sljedece svojstvo. RAM je u stanju da izra¢una
bilo koju izracunljivu funkciju i nikakve druge. Samo se napominje da se umjesto izrac¢unljiva
funkcija (po Tjuringu izracunljiva funkcija) svejedno kaze i parcijalno rekurzivna funkcija.
Navedeno svojstvo posjeduje uostalom 1 svaki drugi razuman model kompjutera.

(2) Na masinu RAM mozemo da gledamo i kao na uredaj koji sluzi za prepoznavanje (prih-
vatanje) jezika. Neka je & > 1 i neka je A azbuka sa k slova (neka je A k—toclani skup),
A ={1,... k}. Jezikom L nazivamo bilo koji podskup skupa svih rijeéi Q(A). Razmotrimo
jedan program P za ma§inu RAM. Uzmimo jednu rije¢ s u azbuci A, tj. string s € Q(A). Neka
jels| =nis=aas...a, gdjejeotito a; € Azal <i <n. Istol < a; <k Smjestimo u
prvi kvadrat ulazne trake slovo ag, itd. u n—ti kvadrat upisimo simbol a,,. U (n+ 1)—vi kvadrat
upisimo broj 0, taj broj sluzi da oznaci zavrsetak ulazne rijec¢i (end-marker). Neka se sada
primijeni program P. Neka program P procita sva slova rijeci s 1 neka procita 1 oznaku kraja.
Neka P odstampa samo jednu vrijednost, tj. uvijek (za svaki ulazni podatak s) od§tampa jedino
neki cio broj y u prvi kvadrat izlazne trake. Neka se nakon toga program P zaustavi. Tada
program P definide jedan jezik L C Q(A). Ako je odstampana vrijednost y = 1 onda P ptihvata
rije¢ s (rije¢ s pripada jeziku L). A ako je y # 1 onda se kaze da P ne prihvata s (to znaci da
s¢ L).

Obi¢no se uzima da P moze da odstampa jedinoy =11y =0, za s € L odnosno s ¢ L.

Za dati jezik L C Q(A), zelimo da sastavimo program za RAM koji vrsi njegovo prepozna-
vanje.

Maloc¢as smo izlozili kako program za RAM prepoznaje neki jezik L. Svi jezici L za koje
takav program postoji ¢ine tzv. klasu rekurzivnih jezika ili svejedno klasu odlucivih jezika. Iste
te jezike prepoznaju i drugi modeli kompjutera.
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U nastavku se navode dva primjera prog-
rama za RAM. U prvom primjeru racuna se
vrijednost funkcije. Drugi primjer odnosi se na
jezik. Pored programa za RAM obi¢no se napise
odgovarajuéi program na tzv. nestrogom pas-
kalu. Sluzi da se bolje razumije program na
jeziku masine RAM.

1. zadatak. Neka je funkcjja f: Z — Z de-

finisana relacijom:
n”, ako jen > 1
0, inace

Sastaviti program za RAM koji racuna f.
Rjesenje se dobija tako $to se m mnozi sa

fn) =

samim sobom n — 1 puta. Promjenljive R1, R2
1 R3 smjestene su u registrima 1, 2 1 3 redom.
Program na nestrogom paskalu napisan je tako
da bude jasna korespondencija sa programom
za RAM.

Slijede plan upotrebe memorije, program
na nestrogom paskalu i rjeenje zadatka (prog-

ram za RAM):

ro = ac
1 n
T2 n,...,n"
rsln—1,...,0
read R1;

if R1 <0 then write 0 else
begin R2 + R1; R3 «+ R1 —1;
while R3 > 0 do
begin R2 < R2-R1;
R3 «+ R3 — 1 end;
write R2 end

READ 1
LOAD 1
JGTZ pos
WRITE= 0
JUMP endif
LOAD 1 ~
STORE 2
LOAD 1 ~
SUB=1
STORE 3
LOAD 3
JGTZ continue
JUMP endwhile

pos:

while:

continue: LOAD 2
MULT 1
STORE 2
LOAD 3
SUB=1
STORE 3
JUMP while

endwhile: WRITE 2

endif: HALT

Ulazni podatak ¢ita se naravno iz prvog
kvadrata ulazne trake, a rezultat (vrijednost f)
biva odstampan u prvi kvadrat izlazne trake.

Naredbe ~» mogu da budu izostavljene jer
one donose u AC' broj koji tamo ve¢é pise.

2. zadatak. Razmotrimo jezik L u azbuci
A = {1,2}. Rije¢ w € Q(A) pripada jeziku
ako ona ima svojstvo da se broj jedinica i broj
dvojki u njoj poklapaju. Sastaviti program za
RAM koji prihvata jezik. Svako slovo ulazne
rijedi zauzima jedan kvadrat ulazne trake, a
sljedeéi kvadrat sadrzi nulu (oznaka kraja). Ako
rije¢ pripada jeziku, program Stampa 1.

Program treba da ucita w, izvrsi obradu 1
saopsti w € L ii w ¢ L. O rjeSenju. Svako
ulazno slovo ucitava se u prvi registar. U dru-
gom registru ¢uva se privremena vrijednost raz-
like d izmedu broja jedinica i broja dvojki.
Kada se ucita oznaka kraja onda program prov-
jerava uslov d = 0. Ako je uslov ispunjen onda
se Stampa 1, a inace se stampa 0. Sljjede 1zgled
memorije, odgovarajuéi program na nestrogom
i rjeSenje zadatka (program za RAM):

ro = ac
1 T
T2 d
D « 0;
read X;
while X # 0 do
begin
ifX#1thenD <+ D-1
else D+ D +1;
read X
end;

?

if D = 0 then write 1
else write 0
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LOAD=0
STORE 2
READ 1
LOAD 1
JZERO endwhile
LOAD 1 ~
SUB=1
JZERO one
LOAD 2
SUB=1
STORE 2
JUMP endif
LOAD 2
ADD=1
STORE 2
READ 1
JUMP while
LOAD 2
JZERO output
WRITE= 0
HALT
WRITE=1
HALT

Tri uzastopne naredbe LOAD 2, SUB= 1
1 STORE 2 ostvaruju radnju D < D — 1, a
naredbe LOAD 2, ADD= 11 STORE 2 ostva-
ryu D « D + 1.

Pretpostavlja se da u kvadratima ulazne
trake pisu jedino brojevi 0, 1 i1 2. Naredba ~»
moze da bude izostavljena. U sluc¢aju kada je

while:

one:

endif:

endwhile:

output:

krajnja vrijednost razlike d # 0 program §tam-
pa 0, ¢ime se saopstava da w ¢ L.

Dalje, masina RAM modelira programiranje
na jeziku asemblera.

Navedimo jo$ jedan primjer, da ilustrujemo
indirektno adresiranje. Program ostvaruje samo
rasporedivanje ¢lanova niza u memoriju, tako
da moze da predstavlja pocetak nekog zadatka.

3. zadatak. Ucitati nekoliko pozitivnih bro-
jeva 1 smjestiti ith pocev od registra r1; pa na-
dalje. Kao oznaka kraja ulaznog niza brojeva
neka sluzi uc¢itavanje broja 0. Sastaviti odgo-
varajucéi program za RAM.

Izgled ulazne trake je:

[ 21>0]22>0] [z.>0] 0 |

Neka registar r; (svojim sadrzajem) ukazuje
na tekudi registar za upisivanje clana niza .

Neka registar 7o sluzi da se prihvati ¢lan zj od
ulazne trake.

Slijede izgled memorije, program na nestro-
gom paskalu 1 rjeSenje zadatka:

ac =1rq

r

11,12,...,n + 10

T1,L2y. ..

L) y Ln

11 1

Tr+10 T

Tnt10

R1 « 11;
1: read R2;
RO + R2;
if RO = 0 then stop else
storex 1;
R1 «+ R1 +1;
goto 1

LOAD= 11
STORE 1
READ 2
LOAD 2
JZERO stop
STORE=x* 1
LOAD 1
ADD=1
STORE 1
JUMP read
stop: HALT

Tri uzastopne naredbe LOAD 1, ADD=1
1 STORE 1 ostvaruju radnju R1 + R1 + 1.

Vidimo da sadrzaj registra r; utice na na-
redbu s indirektnim adresiranjem STOREx* 1.
r; ¢uva indeks ¢lana niza sa kojim se vrsi neka
operacija. Zato se za r; kaze da predstavlja
indeks—registar. Uopste kod racunara, za pro-

read:

cesorov registar koji ima takvu ulogu kaze se
da je indeks-registar.
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1.3. SLOZENOST PROGRAMA ZA RAM

Za rjesavanje zadatka, napisan je program za RAM i definisana je mjera veli¢ine primjerka
zadatka n, a treba da se procijeni trosak za realizaciju (izvrsavanje) programa. Za postavku
zadatka u kojoj su ulaznim promjenljivim date konkretne vrijednosti kaze se da je primjerak ili
instanca zadatka. Na primjer: zadatak: ulaznmi podatak programa je jedna rije¢ a treba ispitati
da li je ona palindrom; instanca zadatka: da li je rije¢ potop palindrom; dimenzioni broj ove
instance je n = 5.

Ako se slozenost shvati kao maksimum pojedinaénih slozenosti, po svim ulazima ¢ija je
velicina n, onda se govori o sloZenosti najgoreg sluc¢aja. A ako se shvati kao srednja vrijednost
slozenosti pojedinac¢nih primjeraka koji su velicine n onda se govori o slozenosti ocekivanog
ili prosjec¢nog sluc¢aja. Prilikom odredivanja sloZenosti oc¢ekivanog sluc¢aja treba uzeti izvjesnu
pretpostavku o distribuciji (vjerovatnoéi nastupanja) svih ulaza veli¢ine n. TezZe je odrediti
sloZenost oc¢ekivanog nego slozenost najgoreg. Algoritam koji je najbolji po kriterijjumu najgoreg
slucaja obi¢no nije najbolji po kriterjjumu ocekivanog slucaja. Mi ¢emo razmatrati vecinom
sloZenost najgoreg sluc¢aja. I podrazumijeva se da se ima u vidu taj kriterijum slozenosti, ako
nije posebno naglaseno koji od dva moguca kriterjjuma se ima u vidu.

Vremenska sloZzenost (vremenska slozenost najgoreg slu¢aja) programa za RAM je jedna
funkcija f: N — N. Brojna vrijednost f(n) jednaka je maksimumu, preko svih ulaza veli¢ine n,
zbira vremena potrosenih od svake naredbe koja je izvrSena. Vremenska sloZzenost ocekivanog
slucaja jednaka je srednjoj vrijednosti, preko svih ulaza velicine n, tog istog zbira. Ako se
umjesto "vrijeme koje se potrosi za svaku izvrSenu naredbu” kaZe "prostor koji se upotrebi
za svaki odnosni registar” onda se dobija definicija prostorne slozenosti programa za RAM.
Imamo u vidu odnosne registre, tj. samo one memorijske registre koji su upotrebljeni, koji su
bili ukljuceni u rac¢unanje. Sve takve registre, ukljuéujuéi i akumulator. Izmedu vremenske i
prostorne, ima se u vidu vremenska, osim kada je posebno naglaeno da se ima u vidu prostorna.
Da bi ove definicije bile potpune, treba jos odrediti §ta je to: (1) vrijeme koje je potrebno za
izvriavanje jedne naredbe i (2) prostor koji pojedini registar koristi, §to ée sada biti odredeno.

Sada opet postoje dva moguéa kriterijuma: kriterijum uniformne cijene i kriterijum logari-
tamske cijene. Sada ce jedan i drugi kriterijum da budu opisani.

U slu¢aju kriterijuma uniformne cijene imamo sljedeée. (1) IzvrSavanje jedne bilo koje
naredbe za RAM zahtijeva ili potrosi jednu vremensku jedinicu (jednu mikro-sekundu). (2)
Svaki registar zahtijeva jednu prostornu jedinicu.

Opisimo i drugi kriterijum (logaritamske cijene). Za pripremu, defini§imo tzv. cjelobrojnu
logaritamsku funkciju, u oznaci £, gdje je £: Z — Z. Sljedeca relacija definise tu funkciju:

) :{ [110g2i|7£;|)-1, i#0

Sada definiS§emo logaritamsku cijenu ¢(a) za tri moguéa oblika operanda a:

operand a ‘ njegova logaritamska cijena ¢(a)
= £()
i 2(i) + £(c(%))
*4 (i) + £(c(%)) + £(c(e()))
Naredna tabela daje opsti pregled potrebnog vremena za svaku naredbu. Naslov tabele je:
Logaritamska cijena naredbi za RAM. ac = ¢(0):
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Naredba Cijena

1. LOAD a t(a)
2. STORE ¢ {(ac) + £(%)
STORE i {(ac) + £(i) + £(c(4))
3. ADD a {(ac) + t(a)
4. SUB a {(ac) + t(a)
5 MULT a {(ac) + t(a)
6. DIV a {(ac) + t(a)
7. READ :  {(input) + £(4)
READ i  £(input) 4 £(2) + £(c(7))
8. WRITE a t(a)

9. JUMP b 1
10. JGTZ b  £(ac)
11. JZERO b {(ac)
12. HALT 1

Kod kriterijjuma logaritamske cijene uzima se u obzir ograni¢ena veli¢ina stvarne memorijske
rijec¢i. Ovdje se vodi ra¢una o tome da je potrebno [log, N|+ 1 bita da bi se predstavio cio broj
N > 1. Posljednja tabela sastavljena je na osnovu sljedece grube pretpostavke: cijena obrade
jedne naredbe srazmjerna je zbirnoj duzini operanada koji se na tu naredbu odnose.

Dosad smo govorili o vremenskoj slozenosti (po logaritamskoj cijeni). Sada defini§emo
logaritamsku prostornu slozenost primjerka programa za RAM kao zbir, po svim registrima,
ukljuc¢ujuéi i akumulator, brojeva £(z;), gdje je z; — najveéi po modulu cio broj koji se tokom
cijelog racunanja nasao u registru ¢. Imamo u vidu registre 7+ > 0 ukljucene u racunanje.

Kada treba primijeniti uniformnu cijenu, a kada logaritamsku cijenu? Ako je razumno da se
pretpostavi da svaki broj koji je prisutan u zadatku moze da bude smjesten u jednu kompjuter-
sku rije¢ onda je prihvatljiva funkcija uniformne cijene. A inace vise odgovara logaritamska
cijena. Mi ¢emo dalje koristiti kriterijum uniformne cijene, a ne kriterijjum logaritamske cijene,
ako nije drukdcije receno.

Ukupno smo definisali osam mjerila vrijednosti algoritma u obliku 2-2-2 = 8 jer n. ili o.,
v. ili p. 1 u. ili I. Prednost se daje mjerilu n. v. u.

Mali primjer. Vremenski trosak za naredbu MULT 10 tj. ac < ac-¢(10) iznosi po uniformnoj
cijeni 1, a po logaritamskoj cijeni iznosi grubo ra¢unato log, |ac| 4+ log, |¢(10)| tj. broj cifara
prvog mnozitelja + broj cifara drugog mnozitelja.

Nustrujmo uvedene pojmove na dva primjera iz prethodnog naslova 1.2.

Zadatak 1. Odrediti vremensku slozenost 1 prostornu slozenost, kako po uniformnoj cijeni
tako isto i1 po logaritamskoj cijeni, programa za RAM iz prvog zadatka (izracunati n™) po kri-
terijjumu najgoreg slucaja. Izaberite kako da definisete n — dimenzioni broj primjerka zadatka,
tj. mjeru za obim ulaza.

Rjesenje. Neka velicina n > 1 bude taj pozitivni cio broj koji se uéitava. Neka a;; oznacava
v. sloZenost po u. cijeni, a a;s po 1. cijeni. Neka aq; oznacava p. slozenost po u. cijeni, a aqg
po L. cijeni. Prilikom rac¢unanja sloZenosti, mi obi¢no zelimo da slozenost ocijenimo sa gornje
strane. Takode, prilikom odredivanja sloZenosti, mi obi¢no zanemarujemo minorne sabirke u
izrazu za slozenost 1 jo§ (vise od toga) smatramo da imamo dovoljnu informaciju o slozenosti 1
u slucaju da smo odredili jedino red veli¢ine sloZenosti po » kad n — oco. U posljednjem slucaju
kaze se da je odredena asimptotska sloZenost programa. Imajuéi u vidu navedene okolnosti,
pogledajmo tekst programa od ranije.
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Za aq; treba da se izbroje taktovi, u smislu: jedan takt — jedna izvrSena naredba. Lako
vidimo da je a;; = 8 + 9(n — 1) + 3 + 2. Naime, 8 naredbi prije ulaska u petlju, 9 naredbi za
jednu iteraciju petlje (uslov petlje + tijelo petlje), 3 naredbe kod iskakanja iz petlje i 2 naredbe
nakon iskakanja. Tako da je

an=9n+4 ili a1 ~9Inkadn — oo ili ay; = O(n) kad n — oo.

Za ajy, glavnina troska sacinjena je od tri uzastopne naredbe LOAD 2, MULT 11 STORE

2. Taj niz duzine tri izvrsi se n — 1 puta. Da odredimo red velicine troska, dovoljno je da
2 n—1 k

posmatramo MULT 1. Vrse se mnozenja n -n, n*-n, ..., n" ' -n. Trosak za operaciju n” - n
jednak je priblizno log, n* 4 log, n. Tako

ayy = (logyn +log, n) + (logyn® 4 logyn) + ... + (logy n™ ' +log, n)

aly, =log,n +log,n® + ... 4 log, n" "

-1 1
ajy =logyn +2logan + ...+ (n—1)log,n = %logznw §n210g2n

1

! " ! 2
1z ™ Gz Gy ™~ N logy n
' 2
a1z = 0(ayy), a1z = O(n”log,n)

Za as; (jedna promjenljiva — jedna jedinica prostornog troska), jednostavno pogledaj plan
upotrebe memorije. Koriste se ¢etiri registra: ac, r;, 7o 1 r3. Tako da je as; = 4.

Za as treba sagledati za svaku vrijednost ¢ (gdje je 0 < ¢ < 3) ¢emu je jednako z;, odnosno
koji je najveéi po apsolutnoj vrijednosti broj koji se tokom ¢itavog izvrsavanja programa ikad
zatekao u registru ¢ (u registru r;). Lako nalazimo kako slijedi

Tog=mn", T = n, To=mn", r3=n —1

ags = £(zo) + £(z1) + £(z2) + £(z3)
a9 & log, xg + log, 1 + log, x4 + log, 5 = log, n™ 4 log, n + log, n™ + log,(n — 1)
ass ~ log, n" 4+ log, n™ = 2log, n"™ = 2nlog, n

Tako dobijamo sljedeéi odgovor:

u. cijena | l. cijena

v. sloZenost ai a1z

p. slozenost as1 ass

[ a11 a1z ] _ l O(n) O(n*log,n) kad 1 - o

O(1) O(nlog,n)

ag1 Qa2

Bolje da smo za mjeru ulaza uzeli broj binarnih cifara ulaznog podatka.
Zadatak 2. Odrediti vremensku slozenost 1 prostornu slozenost, kako po uniformnoj cijeni
tako isto i po logaritamskoj cijeni, programa za RAM iz drugog zadatka (w € L ako i samo ako
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se broj slova 1 poklapa sa brojem slova 2) po kriterijumu najgoreg slucaja. Izaberite kako da
definiSete n — dimenzioni broj primjerka zadatka, tj. mjeru za obim ulaza.

Rjesenje. Uzmimo da veli¢ina zadatka n bude jednaka duzini rijec¢i w (broju slova rijeci w)
koja je ulazni podatak programa, n = |w|. Odgovor:

[an a1z ] _ [ O(n) O(nlog,n)

kad
0(1) O(logym) | 0 "7

21 Q22
Vrijednosti u drugom stupcu matrice su nesto vece od odgovarajuéih u prvom stupcu, tj.
logaritamski iznosi su ne§to veéi od uniformnih iznosa. Zato §to (najgori slucaj) vrijednost
razlike d moze da postane velika, odnosno moze da dostigne d = nilid = —n akojew = 11...1
odnosno w = 22...2.

Dopuna o n 1 t,.

Razmotrimo zadatak koji se rjeSava pomoéu programa za masinu RAM. Dimenzioni broj
n primjerka definiSe se raznoliko, a postoje dva glavna nacina za njegovo definisanje. Neka
je k > 1 kvadrata ulazne trake upotrebljeno i neka su cijeli brojevi zy,..., z; upisani u tim
kvadratima. Prvi na¢in: uzima se da je dimenzioni broj jednak » = k. Drugi nacin: uzima se
da je dimenzioni broj jednak

k
n=4Lx1)+ ...+ (xg) = [log, |z1|]] + 1+ ... + [log, |zx|] + 1 (tako da n ~ > log, |:1:1|> :

=1

Kasnije éemo vidjeti da drugi nac¢in predstavlja pravilan naéin za definisanje dimenzionog broja
primjerka n. Dakle, obim pojedinog ulaznog podatka treba da bude jednak broju njegovih
binarnih cifara, a obim ulaza n dobija se kada se sabere po svih k brojeva koji predstavlja-
ju ulazne podatke programa. Isto tako, vidje¢emo da je pravilan nacin za definisanje troska
izvr§avanja programa u oznaci ¢, — vremenski trosak po logaritamskoj cijeni, bio je oznacen sa
a1s u zadacima. Dakle, trosak za izvodenje aritmeticke operacije nad dva broja koji imaju po
2p binarnih cifara treba da bude dvostruko veéi od troska u slu¢aju da imaju po p > 1 binarnih
cifara. Kada smo definisali n i ¢,, onda gledamo oblik zavisnosti, odnosno pratimo tendenciju
kad n — oo, za razmatrani program za RAM. Za taj program se kaze da je efikasan ako je
t, < 4n?ili t, <n®ili slicno. Finalno, ako za neki zadatak postoji efikasan program (koji sluzi
za njegovo rjesavanje) onda se kaze da taj zadatak pripada klasi P.

Slika: Ulazna traka masine RAM: ‘ z1 ‘ T2 ‘ ‘ Ty ‘

Na kraju, ponovimo definicije. Najgori slucaj: a;; = max preko svih instanci veli¢ine n od
> (po svim izvrenim naredbama) 1, a;s = max preko svih instanci veli¢ine n od Y (po svim
izvrienim naredbama) logaritamska cijena naredbe, as; = max preko svih instanci veli¢ine n
od Y (po svim ¢ > 0, r; se koristi) 1, ass = max preko svih instanci veli¢ine » od Y (po svim
i > 0, r; se koristi) £(z;). Ocekivani slucaj: a;; = srednja vrijednost preko svih instanci veli¢ine
nod ) (posvim ...)... 612 =...,021 = ..., d23 = ....

k
Pravilan nac¢in: obim ulaza n = Ef(:ﬂi), sloZenost t,, = a1, u najgorem slucaju.

=1
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1.4. MASINA SA UPISANIM PROGRAMOM RASP

RASP je skracenica od Random access stored program machine, §to se prevodi kao — masina
sa sluéajnim pristupom 1 sa upisanim programom. Model RASP je slican modelu RAM, a
postoje dvije glavne razlike: program maSine RASP smjesten je u memoriji (tzv. upisani ili
unutrasnji program) i kod modela RASP nema moguénosti indirektnog adresiranja. Svaka
naredba programa za RASP zauzima u memoriji dva uzastopna registra. Prvi od njih sadrzi
kod operacije, a drugi sadrzi adresu. Kod operacije je broj u granicama od 1 do 18. Tabela:

Kodovi naredbi za RASP
Naredba Kod operacije

LOAD 1 1 DIV 1 10
LOAD =i 2 DIV =i 11
STORE 1 3 READ i 12

ADD i 4 WRITE 1 13
ADD =i 5 WRITE =1 14

SUB 1 6 JUMP 1 15

SUB =1 7 JGTZ 1 16
MULT : 8 JZERO 1 17
MULT =i 9 HALT 18

Stanje masine RASP moze da se definie pomocu memorijske karte ¢ 1 ukazivaca polozaja
LC. LC ukazuje na prvi od dva uzastopna registra koji ¢uvaju jednu naredbu. S obzirom da je
na pocetku izvrsavanja — program smjesten u memoriji, to se ne moze reéi da na pocetku svi
registri treba da sadrze nulu.

Slozenost programa za RASP definise se slicno kao u slucaju modela RAM. Takode su
moguce 1 uniformna cijena i logaritamska cijena. Ako se radi o uniformnom kriterijumu onda
je cijena izvrSavanja jedne bilo koje naredbe jednaka naravno jednoj vremenskoj jedinici. Ako
se radi o logaritamskom kriterjjumu onda je na primjer cijena izvr§avanja naredbe ADD =i
jednaka 1(3) + 1(c(0)) + 1(i), gdje je ta naredba smjestena u registrima j—tom i (j + 1)—vom.
Dodavanje prvog sabirka 1(j) ilustruje razliku u odnosu na RAM jer se ovdje jo§ urac¢unava i
logaritamska cijena ukazivaca polozaja LC; LC ima vrijednost j.

ADD =i znadi ¢(0) < ¢(0) +1 ili svejedno AC < AC +i.

Zelimo da uporedimo dva modela RAM i RASP u pogledu oblasti djelovanja (koje obrade
je u stanju da ostvari taj model), a nakon toga i u pogledu slozenosti.

Teorema 1.1. Neka je P; bilo koji program za RAM. Tada postoji njemu ekvivalentan prog-
ram P, za RASP. Oznac¢imo sa T; = Ti(n) vremensku slozenost programa P; po uniformnoj
cijeni. Oznacimo sa Ty = Ts(n) vremensku slozenost programa P, po uniformnoj cijeni. Postoji
konstanta k > 0 takva da je Ty(n) < kT;(n) za svaki prirodan broj n. Posljednja nejednakost
Te(n) < kTy(n) vazi i u slu¢aju da T; = Ti(n) i Ty = Ta(n) oznacavaju redom vremenske
sloZenosti programa P; odnosno P, po logaritamskoj cijeni.

Dokaz teoreme. Polazimo od datog programa P; za RAM 1 zelimo da konstruiSemo program
P, za RASP koji vr§i ekvivalentnu obradu. Zelimo da postoji §to veéa paralelnost u radu jednog
1 drugog programa. U okviru toga, da sadrzaju akumulatora masine RAM tj. programa P,
odgovara sadrzaj akumulatora masine RASP tj. programa P, (da se jedan i drugi sadrzaj
poklapaju). Vidjeéemo da ée paralelnost ponekad morati da bude napustena.

Da se P, konstruise, prvo isplanirajmo upotrebu memorije masine RASP. Registar 1 masine
RASP koristice se za privremeno upisivanje sadrzaja akumulatora masine RAM (prilikom odstu-
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panja od paralelnosti). Oznacimo sa r — 1 broj registara koje P, zauzima. Vrijednost r — 1
sazna¢emo kada konstruiemo program P,. P, ée da zauzima registre 2,...,r (masine RASP).
Za svako 1 > 1, sadrzaj registra 1 masine RAM poklapace se sa sadrzajem registra r 4 1 masine
RASP. Zato ¢e obracanja memoriji u slucaju RASP biti za r veca od obracanja memoriji u
slucaju RAM.

Objasnimo kako se konstruise P,. Svaka naredba programa P; koja ne sadrzi indirektno
adresiranje biva jednostavno pretvorena u identi¢énu naredbu programa P,. Primjera radi, na
ra¢un naredbe oblika WRITE 1 u P;, ima¢emo u P, jednu naredbu koja zauzima dva registra,
gdje ¢e u prvom pisati (saglasno prethodnoj tabeli kodova) 13, a u drugom e stajati r + i.

Ostaje da se objasni kako se pretvaraju naredbe iz P; koje sadrze indirektno adresiranje.
Da bi se ovo postiglo, koristi se moguénost modela RASP da naredbe mogu da budu modifi-
kovane tokom izvr§avanja programa. Takvoj naredbi programa P; bice pridruzena grupa od
Sest naredbi programa P,. Konstrukcija grupe izvodi se na isti nacin, bez obzira o kojoj vrsti
naredbe se radi (samo da ima indirektnu adresu). Tako da je dovoljno objasniti na jednom
primjeru. Uzmimo za primjer naredbu za oduzimanje SUB. Dakle, u P; se pojavljuje naredba
oblika SUB *i. U P, se vrsi simulacija ili oponasanje za SUB *i pomoc¢u grupe naredbi. V.
sljedeéu tabelu koja definiSe tu simulaciju. Ona predstavlja dio programa P,. Za smisao
sadrzaja parnih registara — v. tabelu kodova. Ponovimo da Vi vazi ¢(RAM i) = ¢(r + 1), ¢ —
contents.

Tabela: Simulacija naredbe SUB *i od strane masine RASP:

registar sadrzaj smisao

100 3 )

101 1 } STORE 1 (ostavi ac)

102 1 } LOAD r +1i (donesi indirektnu adresu)
103 r+i

104 5% ..

105 . } ADD =r (adaptacija adrese)
106 3 )

107 11 } STORE 111 (ostavi adresu)
108 1 )

109 1 } LOAD 1 (vrati ac)

110 6 ) )

11 o } SUB b (oduzimanje)

Vidimo da b = ¢(111) < c(r +1) +r. Veli¢ina b mijenja se tokom izvrsavanja programa. Za
naredbu na lokacijama 110—111 kaze se da je tzv. varijabilna naredba.

Objasnimo tabelu. Prvom od Sest naredbi, akumulator se posalje na rezervno mjesto. Za-
tim se procita sadrzaj i-tog registra (procita se adresa) i onda se ta adresa plasira na pogodno
mjesto. Jedino ne zaboraviti da svaka adresa treba da bude uveéana za r. Pogodnim mjestom
smatra se adresno polje naredbe za oduzimanje (u P;). Znamo da adresno polje u slucaju
modela RASP predstavlja drugi od dva uzastopna registra koji pripadaju jednoj naredbai.
Petom naredbom (njoj pripadaju 108 i 109) akumulator se vraéa sa rezervnog mjesta na tacno
mjesto. Vracamo se paralelnosti. Paralelnost je oc¢ito morala da bude napustena zbog dodatnih
racunanja u programu P,. Sestom naredbom (onom sa 110 i 111) izvrsi se oduzimanje!

V. u nastavku primjer za SUB *i u kome su sve brojne vrijednosti konkretizovane. Neka
bude r = 151, tako da P, zauzima 2.3, ...,151. Neka bude 1 = 20, tako da se u P; pojavljuje
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SUB *20, ¢emu odgovara grupa naredbi u P,. Efektivno, treba izracunati x —y = 3000 — 1000.
Da ponovimo: na ra¢un naredbe SUB *20 u Py, ima¢emo u P, niz od k = 6 naredbi.

Konkretan primjer:

Masina RAM Masgina RASP
program Pjy: procesor:
READ 1 ak.
AR memorija.
@UB *20 1 | 3000
................................. 5
WRITE 2
HALT 110 476 ) P
procesor: 111 \_297 | 2
ak.
memorija: 151
1 - 152 -
20 | 146 171 | 146
146 | 1000 297 | 1000

Tako da se moze reéi da je P, konstruisan. Odredi se gdje koja naredba programa P, ima
mjesto. Recimo, u nasem primjeru, naredbe koje zamjenjuju SUB *20 imaju mjesto pocev
od registra 100. Takode se odredi ¢emu je jednako r. Sliéno kao §to prevodilac, kada vrsi
povezivanje, vrii linkovanje nekoliko modula (da bi od njih napravio jednu cjelinu), izra¢una
fizicke adrese za svaki modul (od — do).

Mi smo pokazali da svaka naredba programa P; za RAM moze da bude pretvorena u jednu
naredbu ili u grupu od Sest naredbi u programu P, za RASP. Tako da jednom izvr§avanju
naredbe u slucaju P; odgovara najvise Sest izvrsavanja u slucaju P,. Tako da smo mi pokazali
da je To(n) < 6T1(n), u slu¢aju primjene uniformne cijene.

Sliéno se pokazuje da vazi nejednakost Ty(n) < kTi(n) i kada se primjenjuje logaritamska
cijena. Teorema je dokazana.

Tekst programa P, mijenja se tokom njegovog izvr§avanja uopste uzev. Prilikom rada sa
nizovima, potrebno je da se sadrzaj programa mijenja, u slu¢aju modela RASP. Slicno su
obradu sa nizovima vr§ili stari rac¢unari, prvi racunari sa upisanim programom, ra¢unari prve i
druge generacije. Znaéi, program koji se izvrsava upisuje razne vrijednosti u razne memorijske
lokacije, u tom broju 1 u memorijske lokacije koje sadrze sami program. Nije pogodno kod
ispitivanja ispravnosti programa, tj. kod debagiranja (debug).

Bolje je kada CPU koristi indeks—registre. Primjeri na jeziku asemblera u slu¢aju Intel:
MOV AX, n zna¢i AX < n, MOV AX| [n] znaéi AX + c¢(n), MOV AX, BX zna¢i AX + BX,
MOV AX, [BX] zna¢i AX + ¢(BX) — ovdje BX ima ulogu indeks-registra,
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Teorema 1.2. Svakom programu P, za RASP (oznacimo njegovu vremensku sloZenost sa
Ty = Ts(n)) moze da se pridruzi program P; za RAM koji vrsi ekvivalentnu obradu i to takav
da postoji konstanta k > 0 da je T;(n) < kTy(n) za svaki prirodan broj n; sa T; = Ti(n)
oznacena je vremenska slozenost programa P;. I za RASP 1 za RAM primijenjena je uniformna
cijena. Il je primijenjena logaritamska cijena za oba programa.

Skica dokaza teoreme. Tokom izvr§avanja datog programa P, moze da dolazi do promjena
njegovog sadrzaja. Za takve slucajeve, program P; koji treba da bude konstruisan koristi
moguénost indirektnog adresiranja kojom model RAM raspolaze. Program P; ne zavisi od P,
tj. P1 je jedan sasvim odredeni program. P; je interpreter za ma koji RASP—ov program. P,
ima ulogu ulaznog podatka za P;.

Program P; procita jednu naredbu programa za RASP. Zatim se, zavisno od vrste procitane
naredbe, izvrsi skok na jedno od 18 mogucih mjesta u Py, gdje se izvede ra¢unanje koje odgovara
pro¢itanoj naredbi. Zatim se proc¢ita iduca naredba programa za RASP, itd. u obliku petlje.
Tako da u interpretern ima jedna velika (kako se u paskalu kaze) ”case” naredba sa 18 slucajeva.

Program P; upotrebljava memoriju po sljedeéem rasporedu: r; sluzi za pripremanje adrese,
1o sluzi da cuva RASP—ov LC, ar3 da cuva RASP—ov akumulator. A ostale registre upotrebljava
da preslika RASP—ovu memoriju: RAM-ov registar 1+ 3 ¢uva sadrzaj RASP-ovog registra i za
i>1.

Rad masine RAM pocinje u trenutku kada je u njenu memoriju veé upisan (loadovan)
program P, 1 to je upisan od registra 1 = 4 pa naprijed. Znaci, loadovan je pocetni sadrzaj
RASP-ove memorije. Odustajemo od izlaganja punog dokaza teoreme.

U pocetku je ¢(2) = 4 jer bi P, prvo izvrsio naredbu iz svog prvog registra (iz svojih prvog
i drugog registra). ZavrSena skica dokaza teoreme.

Vaze teoreme kao 1.1. 1 1.2. gdje umjesto "vremenska” stoji "prostorna”.

Pokazali smo da dva modela RAM 1 RASP imaju jednu te istu oblast djelovanja. Pokazali
smo da se slozenost dva ekvivalentna programa razlikuje najvise za konstantni faktor, tj. da
dvije slozenosti imaju jedan te isti red veli¢ine. Takode: P; je polinomske sloZenosti < P, je
polinomske sloZenosti.

Ubuduce ¢emo vise koristiti RAM nego RASP.
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1.5. APSTRAKCIJE MASINE RAM

U ovom naslovu razmatraju se ¢etiri modela za ra¢unanje, od I do IV, koji poti¢u od modela
RAM i koji su jednostavniji od modela RAM. Za pojedini od tih modela, neke karakteristike
masine RAM su saCuvane, a neke su odbacene. Nazivi na engleskom za te modele su redom:
I. Straight-line programs, II. Bitwise computations, III. Bit vector operations 1 IV. Decision
trees. Sto se prevodi kao: I. Pravolinijski programi, II. Ratunanja bit—-po-bit, ITI. Operacije sa
vektorima bita 1 IV. Drveta odlucivanja.

I. Pravolinijski programi

U ovom modelu nema naredbi za skokove, pa se kaze da je program slobodan od petlji (loop—
free). Takode je odbaceno indirektno adresiranje. Takode je isklju¢ena naredba READ. Naime,
pretpostavlja se da je konacan skup ulaznih veli¢ina (potrebnih za odredeni primjerak) veé u
memoriji kada pocinje izvr§avanje programa. Sli¢no je 1 sa naredbom WRITE jer se odredeni
registri smatraju izlaznim promjenljivim, tj. izlazom programa smatraju se vrijednosti tih
promjenljivih kada se izvrsavanje okoncéa. Nije potrebna ni naredba HALT jer kraj teksta
programa oznacava zaustavljanje masine.

Zasad su ostale naredbe LOAD 1 STORE i cetiri aritmeticke naredbe.

Svaki pravolinijski program moze da se odnosi samo na konac¢an broj memorijskih registara.
Zato se obi¢no tim registrima daju imena (kao "ime promjenljive”). Dakle, registri se ne
numerisu cijelim brojevima, nego se oni pozivaju po svojim tzv. simbolickim adresama.

Sljedece, nizovi naredbi oblika

LOAD a
ADD b
STORE c
zamjenjuju se naredbom ¢ ¢~ a + b. Tako da je ostalo samo sljedeéih pet vrsta naredbi:
X—y+2z
Xy — 7z
X y-z
Xy/z
X 1
Ovdje su x, y i z simbolicke adrese (ili promjenljive), a i je konstanta. Pomoéu tih pet vrsta
naredbi se 1 piSu programi za ovaj model.

Svakom pravolinijskom programu pridruzena su dva skupa promjenljivih: skup ulaznih
promjenljivih i skup izlaznih promjenljivih.

Primjer. Sastaviti pravolinijske programe za ra¢unanje vrijednosti polinoma n—tog stepena
zan =1, n = 21in = 3 (programi P;, Py i P3). Ulazni podatak programa je vrijednost
argumenta polinoma z, a izlazni je nadena vrijednost polinoma p. Jos su i koeficijenti ay, . . ., a,
ulazni podaci, p(z) = a,z™ + ... + a1z + ag. Za racunanje vrijednosti polinoma koristiti tzv.
Hornerovu semu:

n=3 asz®+ ax® + a1z + ag = ((asz + az)z + a1)z + ag

n=4: agz*+ azz® + as2® + a1z + ag = (((aaz + a3)z + as)z + a1)z + ao

opste n:  slicno

Slijedi rjesenje tj. slijede tri programa P;, P, 1 P3 koji se odnose redom na sluc¢ajeve n = 1,
n =21n =3, gdje je n — stepen polinoma p = p(z):

———pagelof4 —



—————— drugab.tex ————

P1 t<a -z P2 t<as-x P3 t<as-x

p+—t+ag t—t+aq t—t+ as
t—t-z t+—t-x

p+—t+ag t—t+ aq
t+—t-x

p+—t+ag

Na slici je prikazan plan upotrebe memorije u sluéaju n = 3, u. p. — ulazna promjenljiva,
i. p. — izlazna promjenljiva.

as u. p.
as u. p.
ai u. p.
ag u. p.
T u. p.
p 1. p.
t

Time je primjer zavrsen. O slozenosti u slu¢aju modela pravolinijskih programa prvo govo-
rimo sluzedi se primjerom. Uzmimo da je obim ulaza jednak n, u slu¢aju da se ra¢una vrijednost
polinoma n—tog stepena. Neka je P,, program za ra¢unanje vrijednosti polinoma n—tog stepena,
gdje je n > 1. Uvedimo dvije funkcije slozenosti izvr§avanja T' = T'(n) 1 S = S(n), gdje je T'(n)
vremenska slozenost programa P,,, a S(n) je njegova prostorna slozenost. Za T'(n), bilo koja
naredba programa izvr§i se ta¢no jednom. Tako da je T'(n) jednako duzini programa. Stavlja se
da je T'(n) jednako broju izvrenih naredbi kada je obim ulaza jednak n. U na§em primjeru je
T(n) = 2n. Stavlja se da je S(n) jednako broju upotrebljenih memorijskih registara. U nasem
primjeru je S(n) =n + 4.

Sliéno se definisu vremenska i1 prostorna sloZenost bilo kog pravolinijskog programa, tj. niza
pravolinijskih programa P;, P,, ..., gdje se P,, odnosi na primjerak ¢iji je obim ulaza jednak n.
T'(n) je po definiciji jednako broju naredbi programa P,,. A S(n) je po definiciji jednako broju
promjenljivih programa P,,.

Ako za recimo vremensku slozenost T'(n) pravolinijskog programa vazi T'(n) = O(f(n)) kad
n — oo onda to moze da bude zapisano i kao T'(n) = Oa(f(n)). Slovo A dolazi od rijeci
engl. arithmetic (aritmeticki). Vidjeli smo da su aritmeticke operacije glavna karakteristika
razmatranog modela pravolinijskih programa.

Znamo da T'(n) = O(f(n)) za n € N znaci (e > 0) (Vn € N) |T(n)| < ¢|f(n)|. Dok
a, ~ b, kad n — oo znadéi lim,,_,, a,/b, = 1.

II. Racunanja bit—po—bit

Ovaj model slican je prethodnom modelu, a postoje dvije razlike. (1) Promjenljive vise
ne uzimaju cijele vrijednosti veé sada uzimaju jedino vrijednosti iz skupa {0,1}. (2) Umjesto
aritmetickih koriste se logicke operacije. Postoje sljedeée vrste naredbi:

z—y&z, Tz +—y\Vz, T —yd z, T 7, z 0, z <+ 1.

Primjer. Sastaviti program za sabiranje dva binarno prikazana broja, gdje i jedan 1 drugi
broj imaju po dvije binarne cifre (i jedan i drugi sabirak prikazuju se sa po dva bita). Uvedimo
potrebne oznake: (ajag)s + (b1bo)2 = (c2¢1¢0)2. Ulazne promjenljive su ay, ag, by 1 by, a izlazne
promjenljive su ¢q, ¢1 1 cq.

Poznate su sljedeée formule:

———page2of 4 ————



—————— drugab.tex ————

co = ag D bo

c1 = (ao & bo) ® a; ® by

Cyg — ((ao & bo) & (0,1 V bl)) V (61,1 & bl)
Slijedi tekst rjesenja:

Co—ag P bo

U < ap & bo

vV uda

ci—vdbh

w— ap V bl

z < u&w

y < ay & by

cy—zVy
Slijedi izgled memorije:

‘al‘ao‘bl‘bo‘cz‘cl‘co‘u‘v‘w‘$‘y‘...

Zavrsen primjer.

Vremenska i prostorna slozenost T'(n) 1 S(n) definisu se sli¢no prethodnom modelu. Umjesto
T(n) = O(f(n)) moze se pisati T'(n) = Op(f(n)) kada se radi o slozenosti u slu¢aju modela
racunanja bit po bit. Slovo B dolazi od rijeci bit.

Vracajuéi se na primjer, neka P, bude program za sabiranje dva binarno prikazana broja
koji 1 jedan 1 drugi imaju po n binarnih cifara, gdje je n > 1. Neka upravo broj cifara jednog
odnosno drugog sabirka bude dimenzioni broj primjerka n (mi se tako opredjeljujemo). Tako
da smo mi malo¢as napisali program P,. Prebrojati naredbe 1 prebrojati registre. Vidimo da
je T(2) = 8 i da je S(2) = 12. Pokazati da je T'(n) = O(n) i da je S(n) = O(n) zan > 1.

A ako se dva binarno prikazana broja vise ne sabiraju nego se sada oni mnoze? Neka se za
mnozenje primjenjuje tzv. obic¢ni algoritam koji predvida uzastopno siftovanje prvog Einioca
i paralelno sa tim ra¢unanje djelimiénog proizvoda (djelimi¢nog rezultata), putem uzastopnog
sabiranja. Tada je T'(n) = O(n?). Ili se svejedno moze pisati da je tada T'(n) = Og(n?).

Vidimo da se kod predlozenog modela vrlo sitnicavo mjeri vremenski i prostorni trosak.
Model moze pogodno da posluzi prilikom ispitivanja sloZenosti algoritama za obavljanje arit-
metickih operacija nad cijelim brojevima i za obavljanje drugih osnovnih operacija (koje se
kod drugih modela smatraju polaznim). Druga primjena modela jeste za kombinacione mreze
(Seme od funkcionalnih elemenata). Tada je broj koraka T'(n) jednak broju logi¢kih elemenata
u kombinacionoj mrezi.

II1. Operacije sa vektorima bitova

Neka sada promjenljiva bude vektor ¢ije su komponente nule i1 jedinice. Ne postavlja
se ograniCenje na broj komponenti jednog vektora, kao sto ni u slucaju modela RAM nije
bilo postavljeno ogranic¢enje na veli¢ine cijelih brojeva koji se tamo pojavljuju. Nad takvim
vektorima mogu da se izvode po-koordinatno operacije &, V, @ i =, recimo (a1az...a,) &
(b1bs...b,) = (c1ca...cn), ek = ap & by, k = 1,2,...n. Takode mogu da se izvode i aritmeticke
operacije, smatrajuéi da takav jedan vektor predstavlja binarni zapis nekog cijelog broja.

Pisemo Opy(f(n)) kada se radi o redu velic¢ine sloZenosti programa u slu¢aju ovog modela,
BV — bit vector.

Moze se dopustiti da se u programima za razmatrani model pojavljuju i obi¢ne promjenljive
(cijeli brojevi). One mogu da predstavljaju na primjer brojace ili indekse, indeks je recimo
promjenljiva i u izrazu niz[i].
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IV. Drveta odluéivanja
Primjer. Sastaviti program za uredivanje po veli¢ini niza brojeva. Niz se ureduje u rastuéi
oblik (u neopadajuéi oblik) tj. od najmanjeg ¢lana prema najveéem. Neka duzina niza bude
n = 3. Ulazni podaci su ¢lanovi niza a, b i ¢. Rezultat je uredeni oblik polaznog niza (uéitanog
niza).
Rjesenje je prikazano na sljedecoj slici (rjeSenje je prikazano pomocu drveta):
a<b

da ne

da ne da /

ne
a,b,c @gc) b,a,c
|

da ne da ne
eot] [fes

U mnogim programima naredbe za ra¢unanje dominiraju po svom broju nad naredbama za
grananje (za skokove). U takvim slu¢ajevima pogodna su tri modela od malo¢as. Medutim, u
mnogim programima odnos je suprotan. Tada je pogodno da broj izvrsenih naredbi za grananje

posluzi kao primarna mjera sloZenosti. Zato je pogodno da se razmotri 1 model u kome svaki
1zvr$eni korak odrazava jedan izbor, jednu odluku, jedno grananje sa dva mogucéa ishoda. Izbor
zavisi od rezultata poredenja dvije vrijednosti.

Obicna reprezentacija programa sa grananjem jeste binarno drvo za koje se kaze da je drvo
odlué¢ivanja. Svaki unutrasnji vrh drveta odrazava jedan izbor. Prvo se izvr$i ispitivanje koje se
trazi u korijenu drveta. Zatim se kontrola predaje jednom od dva nasljednika korijena. Uopste,
kontrola se od strane vrha drveta stalno predaje jednom od dva njegova nasljednika. Pri tome
izbor zavisi od odgovora prilikom ispitivanja. Itd. sve dok se drvo grana. Put se zavrsava kada
se stigne do nekog spoljasnjeg vrha (do nekog lista). Tamo se nalazi upisan odgovor.

Po definiciji se stavlja da je vremenska slozenost T'(n) drveta odludivanja jednaka njegovo]
visini izrazenoj u zavisnosti od veli¢ine zadatka n. Drugim rije¢ima, zanima nas ¢emu je
jednak najvecéi moguci broj izvrsenih operacija uporedivanja na putu od korijena ka nekom listu.
Koristimo oznaku O¢(f(n)) kada je rije¢ o ocjeni sloZzenosti programa u slucaju razmatranog
modela. Slovo C' dolazi od rijeci engl. comparison — poredenje.

Razmotrimo jedan program za uredivanje (za sortiranje) niza od n brojeva. Neka je upravo
n > 1 veliéina zadatka 1 neka se sloZenost programa mjeri na razmatrani na¢in. Napominje
se da ukupan broj vrhova u drvetu moze uveliko da prevazilazi njegovu visinu 7'(n). Naime,
samih listova u drvetu ima n! ili vise jer ima taéno n! moguéih odgovora, tj. moguénosti za
uredeni oblik datog niza brojeva ay,as, ..., a,. S druge strane, vidjecemo da je dovoljna visina
T'(n) ~ nlog,n.

Vraéajuéi se na primjer, vidimo da je visina drveta T'(3) = 3.
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1.6. PRIMITIVNI MODEL RACUNANJA - TJURINGOVA MASINA

Jednostavnost ili primitivnost osnovnih radnji koje T. m. izvrSava treba dovesti u vezu
sa sljedeéim: teorijski je znacajno da se izdvoji jedan najmanji moguci skup radnji za
modeliranje algoritama. Sada se pojam T. m. unekoliko generalizuje time §to se uvodi u
razmatranje tzv. T. m. sa viSe traka. Kao $to 1 naziv govori, ova masina se razlikuje od
one razmatrane dosad po tome $to sada umjesto jedne trake posjeduje izvjesan konacan broj
traka k. Broj k je obavezno fiksiran. Ispostavice se da nema nikakve razlike u pogledu oblasti
djelovanja izmedu modela sa jednom trakom i modela sa vise traka, a da nema znacajnih
razlika u pogledu brzine rada.

Defini$imo ovaj novi model. T. m. sa nekoliko traka prikazana je na slici. Ona se sastoji
od nekoliko traka (od k traka) koje su na desnu stranu beskonacne. Svaka traka je podijeljena
na polja od kojih svako sadrzi jedan simbol iz jednog kona¢nog skupa dozvoljenih simbola, taj
skup ¢e biti oznacen kao A. Na svakoj traci se nalazi (iznad jednog njenog polja) glava trake
koja je u stanju da ¢ita i pi§e. Radnje Tjuringove masine odreduje njen (primitivni) program
tj. tablica, engl. finite-control. U svakom taktu, program se nalazi u jednom od kona¢no
mnogo mogucéih stanja.

90
stanja
qs il finite control
q2
trakal | [ [--- ] [ | ---
T
traka2 | [ [ -] [ [ ---
T
trakak | [ [ -] [ | ---

T

Slika: T. m. sa nekoliko traka

U zavisnosti od tekuceg stanja masine i sadrzaja svih k tekuéih radnih polja (od onoga sto
¢itaju glave pojedinih traka), masina ée u pojedinom koraku da uradi sljedeée dvije operacije:
(1) u tekuée radno polje ée upisati novi simbol (preko dotadasnjeg) ili ée da pomjeri glavu za
jedno mjesto udesno ili ulijevo, nezavisno od trake do trake, po svim trakama i (2) ova masina
promijeni svoje tekuce stanje.

Definicija 1. Tjuringova masina sa k traka definise se formalno kao uredena petorka (Q,,

qo, At, a0, @), gdje je:
Q=0Q,={q9,q,- -9} — skup svih moguéih stanja masine,
go € @, — pocetno stanje,
Ay ={ay,...,a;} — skup slova,

ag ¢ A; — znak za prazno polje (pa je A = {ao} U A; — skup svih moguéih znakova) i
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@ — tablica ili program ili engl. next-move function i to ¢: Q x A* — V* x Q, ovdje je
V =AU {r,l, s} - skup svih moguéih radnji.

Vidimo da smo sa A; oznacili skup slova (azbuku masine), dok A oznacava tzv. profireni
skup slova.

Poznat je smisao pojedine radnje: a; — upisi simbol a; (0 < ¢ < t), r — pomjeri se udesno, [
— pomjeri se ulijevo za jedno mjesto 1 s — zaustavi se.

Neéemo ponavljati sve detalje koji su u prvoj glavi kompletno izlozeni, kao: pocetna
pozicija, mogucnost prelaska iza kraja trake, itd. U slucaju da je & = 1 ova masina se u
potpunosti svodi na masinu koja je bila razmatrana u prvoj glavi.

Ako dode do zaustavljanja na jednoj traci (bilo zbog s, bilo zbog prelaska iza kraja trake)
onda dolazi do zaustavljanja ¢itave masine. Drugim rijeéima, nije moguce da su se neke trake
zaustavile a neke druge da jos rade.

U sluéaju masine sa jednom trakom, pojedini red tablice je bio oblika gavq’, gdje je q —
staro stanje, a — sadrzaj radnog polja, v — radnja i ¢’ — novo stanje i tablica je imala ukupno
(s + 1)(t + 1) redova. Sada, u sluc¢aju recimo k = 2, pojedini red tablice je jedna uredena
Sestorka gbibavivaq’, gdje je q — sada$nje stanje masine, by i by — sadrzaj radnog polja prve
odnosno druge trake, v; i v — radnja za prvu odnosno drugu traku i ¢’ — novo stanje masine.
Sli¢no, za opste k, pojedini red tablice ima oblik ¢b; .. .bgvy ... v4q .

Znamo da Tjuringova masina predstavlja najznacajniji model za racunanje. Vidimo da se
radi o modelu sa spoljasnjim programom. Naime, tablica ma$ine nije upisana na traci. Zato
se tablica ne mijenja tokom izvrsavanja.

Na Tjuringovu masinu sa k traka moze se gledati kao na uredaj za racunanje vrijednosti
funkcije ii kao na uredaj za prepoznavanje jezika. Sljedeca definicija je sasvim slicna onoj
koja se odnosi na sluéaj k = 1.

Definicija 2. Neka je T' T. m. sa k traka, neka je azbuka A, = {1,...,t} podskup
radne azbuke te masine 7' 1 neka je n > 1. Ova ma$ina definiSe jednu djelimi¢nu funkciju
f: Dom f — Q(A:), gdje je Dom f C Q"(A;), po sljedeéem propisu. Neka je pocetna pozicija
sljede¢a: na prvoj traci [Ow;, 0 ... Own(% ..., na ostalim trakama ]9 oo gdje w; € Q(A;) za

1 <& < k. Ako se T zaustavlja kroz konacan broj koraka i ako je zavr$na pozicija oblika:
na prvoj traci |~ 0w () ~, na ostalim trakama proizvoljno, gdje w € Q(A4;), tada i samo tada
T

n—torka (w1, ..., w,) € Dom f i pritom je f(wy,...,w,) = w.

Za T. m. T sa k traka ¢ija radna azbuka sadrzi A; kaze se da prepoznaje jezik L C Q(A;)
ako je ispunjeno sljede¢e. Kada se ova maSina primijeni na pocetnu poziciju: na prvoj traci
]Ow(T) ..., na ostalim trakama ](T) ..., gdje w € Q(A;), onda se ova masina svakako zaustavlja

i to je zavrina pozicija na prvoj traci oblika |~00~ ili |~010~ za w € L odnosno w ¢ L.
t t
Mogué je i drugi dogovor, da dvije zavr$ne pozicije budu |~010~ i |~00~. Il da budu
T t

recimo |1~ 1] ~. Zavr$na pozicija na ostalim trakama je proizvoljna.
t t

Vremenska i prostorna slozenost jednog programa (jedne T. m. T') u sluc¢aju opsteg k
definisu se sasvim sli¢no slu¢aju k = 1. Treba definisati dimenzioni broj n i veli¢ine T'(n) i
S(n).

Definicija 3. Za T. m. T sa k traka, njena veli¢cina ulaza n jednaka je duzini pocetnog
odsjecka (prve trake) koji ima svojstvo da su desno od njega sva polja prazna i da obuhvata
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radno polje u trenutku pustanja u rad masine, odnosno jednaka je maksimumu preko svih
traka od te duzine.

Za odredeno m, vremenskom slozenoséu T'(n) ove maSine naziva se maksimum, po svim
onda se stavlja da je T'(n) = +o0 za to n.

Prostornom slozeno§éu S(n) naziva se maksimum, po svim ulazima dimenzije » 1 po svim
trakama, duzine iskori§¢enog odsjecka (tj. broja polja koja su bila upotrebljena) na pojedinoj
traci, u smislu: koliko se tokom cijelog racunanja glava najvise udaljila od lijevog kraja svoje
trake. Ako postoji ulaz velicine n takav da se tokom rada masine na bar jednoj traci glava te
trake pomijera neograni¢eno udesno onda se stavlja da je S(n) = 400 za to n.

Kakav je odnos izmedu T. m. sa jednom trakom i masine sa vise traka u pogledu oblasti
djelovanja i u pogledu brzine obrade?

U jednom smjeru, ovo pitanje je jednostavno. Neka imamo jednu masinu sa samo jednom
trakom koja vr§i neku obradu (ra¢una funkciju ili prihvata jezik). Ona ima svoje pokazatelje
slozenosti T'(n) 1 S(n). Da li postoji masina sa k traka koja vrsi tu istu obradu? O¢ito je da
postoji, ta nova masina prosto nece koristiti svojih & — 1 traka. Isto tako, sloZzenost ove nove
masine (vremenska i prostorna) ¢ée biti manja ili jednaka od sloZenosti polazne. Pogledajmo
drugi smjer postavljenog pitanja. Sada se polazi od neke masine sa k traka. Zelimo da
konstruiS$emo masinu 7' sa jednom trakom koja ce izvrsiti ekvivalentnu obradu. Dajemo opis
masine 7', barem u glavnim crtama.

Plan za memoriju masine 7". Smatrajmo da je njena memorija podijeljena na grupe od po
3k polja. U prvoj grupi, prva tri polja odnose se na prvo polje prve trake polazne masine,
sljedeéa tri na prvo polje druge trake polazne masine, itd. Sto se tice pojedine trojke polja,
ona sadrze redom: broj ¢ (odgovarajuée polje je sa i—te trake), broj 0 ili 1 (to polje p je
tamo radno ili nije radno) i sami sadrzaj polja p. Ove grupe od po 3k polja ne poéinju od
sanog lijevog kraja trake vec se izmedu pocetka trake 1 njihovog pocetka ostavi jedan rezervni
prostor konstantne veli¢ine za dopunske radnje.

Na primjer, kada je & = 4. Prvi red odnosi se na polaznu masinu sa cetiri trake,
ona ima svoje pokazatelje T'(n) i S(n). Drugi red odnosi se na novu masinu 7' sa
jednom trakom, ona ima svoje pokazatelje sloZzenosti:

Lalel -~ [elf[---  [efo]-- [dfa]i] - (T(n)iS(n))

T T

‘ rezervni prostor  [1]0]a|2]1]6(3]1]c|4|1]d]1]1]e[2]0lF]|3]0]9]4]1]A]"-- masina T’

Tablica polazne masine je svakako data. Kako sastaviti tablicu za masinu 7'7 Pojedini
red polazne tablice se lako pretvara u k redova nove tablice ("osnovni dio” nove tablice).
Medutim, tablica koja se formira ovim nije zavrSena nego njoj treba da se doda jos redova
("dopunski dio” nove tablice) koji se odnose na pomijeranja glave ulijjevo ili udesno. Za-
pazamo da ée tih pomijeranja biti znatno vise nego kod polazne masine, u vezi drukéijeg
rasporeda memorije.

Tako smo dobili masinu 7' koja simulira (ili modelira) polaznu masinu. Oznacéimo sa T'(n)
i S(n) redom vremensku i prostornu slozenost polazne masine. Kolika je sloZenost ratunanja

———pagedof 4 ———



—————— drugac.tex ———

nove masine T'? Prethodno, znamo da je uvijek S(n) < T(n) jer se na svako upotrebljeno
polje odnosi bar jedna izvrSena naredba.

Sto se tice prostora koji je potreban masini T, lako se vidi da je on 3k puta veéi od S(n)
plus jedan konstantan sabirak, znaci 3kS(n) 4 const.

Nesto vise posla ima oko ocjenjivanja sa gornje strane vremena koje T' zahtijeva. Na racun
izvriavanja ”"osnovnog dijela” svoje tablice ona uéini broj koraka koji je < ¢T'(n). Izmedu
svaka dva takva koraka, ona uéini i izvjesan broj pomijeranja glave svoje trake (”dopunski
dio” tablice), s tim da je taj broj manji ili jednak od njene prostorne sloZenosti, eventualno
pomnoZene sa 2. Zaista, najvise se desi da se glava vrati do pocetka trake a onda jos ode
udesno do odgovarajuceg polja. Tako da za vremensku slozenost koja se ocjenjuje sa gornje
strane vazi

< 2(3kS(n) + const)cT (n) < 2(3kT(n) + const)cT (n).

U svakom slucaju, ta vremenska sloZenost jednaka je O(T*(n)).

Slijede formulacije dvije ve¢ dokazane teoreme.

Teorema 1. Za svaku Tjuringovu ma$inu sa nekoliko traka postoji T. m. T sa samo
jednom trakom koja vrsi ekvivalentnu obradu.

Teorema 2. Razmotrimo jednu Tjuringovu masinu sa nekoliko traka 1 oznac¢imo njene
funkcije vremenske i prostorne slozenosti redom sa T'= T'(n) 1 S = S(n). Neka je T njoj
odgovarajuéa masina sa jednom trakom (7' vr§i ekvivalentnu obradu). Tada je vremenska
slozenost masine ' < ¢T?(n) (c — konstanta), a njena prostorna slozenost je < ¢S(n) (c -
konstanta).

Zapazimo sljedee: ako je T(n) polinom onda je i ¢T'*(n) polinom. Drugim rije¢ima, ako
neki proces obrade moze da se modelira pomoéu masine sa k traka ¢ija je slozenost polinomska
onda postojii T. m. sa jednom trakom koja vrsi tu istu obradu i koja takode ima polinomsku
sloZenost (takode je efikasna).

Dajemo jednu definiciju.

Definicija 4. Kazemo da su funkcije f1 = fi(n) i fo = fa(n) polinomski povezane ako
postoje polinomi py = p1(n) i pp = pa(n) takvi da vazi: fi(n) < pi(fa(n)) i fa(n) < pa(fi(n))
zan > ng.

Vidimo da su slozenosti ra¢unanja na Tjuringovim masinama sa jednom trakom 1 sa
nekoliko traka — polinomski povezane. Mozemo reéi da su ove dvije masine ekvivalentne (da
su ova dva modela ekvivalentna) ako nas interesuje samo sljedece: da li se odredeni proces
obrade (da li se odredeni algoritam) na toj masini modelira sa polinomskom slozeno§éu.
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1.7. UZAJAMNI ODNOS MODELA RAM I TIJURINGOVE MASINE

Teorema 1. Svakom programu za RAM koji ne sadrzi mnozenja i dijeljenja i ¢ija je vremenska
slozenost po logaritamskoj cijeni oznacena kao T'(n), moze da se pridruzi ekvivalentan program
za Tjuringovu masinu &ija je vremenska slozenost najvise O(T?(n)).

Skica dikaza. Prethodno, dimenzioni broj n za jedan i1 drugi program definisani su ravnop-
ravno. To znaéi da ulazni podaci zauzimaju prvih n kvadrata ulazne trake masine RAM i da
se njihov sadrzaj poklapa sa pocCetnim sadrzajem prvih n polja jedne trake Tjuringove masine.
Zato, budué¢i da je azbuka Tjuringove masine uvijek jedan konacan skup, pojedini kvadrat
ulazne trake u ovom slucaju ne moze da sadrzi proizvoljno velik cio broj. Dalje, program za
Tjuringovu masinu koji treba da bude konstruisan odnosi se na jednu Tjuringovu masinu sa
pet traka. Opis§imo ukratko smisao pojedine trake. Prva traka odgovara registrima r,, (n > 1)
masine RAM. Predstavljeni su svi registri masine RAM koji ne sadrze nulu. Brojevi su zapisani
u binarnom obliku bez vodeéih nula. Redom su prikazani brojevi i, c¢;, 22, co, itd. razdvojeni
pomocu posebnog znaka. Ovdje je ¢; sadrzaj RAM-ovog registra i1, itd. Na sljedeéoj slici
prikazan je izgled trake (b znaéi blanko):

XIX] i (X e [XIX] s (X s (XX [XX] ion [X] cu [XXP)

Na drugoj traci upisan je u binarnom obliku sadrzaj RAM-ovog akumulatora ro = AC.
Treéa traka se koristi kao rezervna memorija. Cetvrta i peta traka sluze za ulaz i izlaz masine
RAM.

Teorema 2. Vremenska slozenost programa za RAM po logaritamskoj cijeni i vremenska
sloZenost ekvivalentnog programa za Tjuringovu masinu (sa jednom trakom ili sa k traka) su
dvije polinomski povezane funkcije.

Iz dokaza. Ovdje je dopusteno da program za RAM sadrzi mnozenja. Tjuringova maSina
realizuje mnozenje kao uzastopno sabiranje. A i dijeljenja su dopustena. Tjuringova masina
naravno realizuje i dijeljenja. Ako T'(n) oznacava slozenost programa za RAM onda ée slozenost
programa za Tjuringovu masinu biti O(T%(n)).

Sli¢éni iskazi vaze 1 za prostornu sloZenost.

Ako se za RAM umyjesto logaritamske cijene primjenjuje uniformna cijena onda analogan
iskaz ne vazi. Ovo se dokazuje sljedeéim primjerom. Podimo od prirodnog broja a # 1.

vees

racuna 1 §tampa y = a®. Oznalimo sa m broj bita u binarnom zapisu broja z, tako da je

n = log, . Uzmimo da upravo n predstavlja dimenzioni broj. Ulazna traka masine RAM:
‘ by ‘ ‘ b, ‘ X ‘ , gdje jex = (by...by)2, b; € {0,1} za 1 < i < n. Pocetna
pozucija Tjuringove masine: ‘ by ‘ ‘ by, ‘ X ‘ (isto $to i tamo). Recimo, ako je
¢ = 101 onda z = (1100101), » = 7, log, = 6,7. Pogledajmo program za RAM. Vre se
uzastopna kvadriranja a-a = a?, a? - a? = a*, a*- a* = a8, itd. Zatim se mnozenjem odabranih
medu-rezultata stize do rezultata y. Npr. ako je z = 101 onda je y = a®*-a3%.a*

a*®-a* - a. Slozenost
je O(n) po uniformnoj cijeni. Pogledajmo program za Tjuringovu masinu. Koliko taktova
treba za samo Stampanje rezultata? Rezultat ima priblizno 2" binarnih cifara. Tako da treba
priblizno 2" taktova kada se prikazuje binarno. Prema tome, slozenost programa za Tjuringovu
masinu je > 2" ili je > ¢- 2". Uporediti dvije funkcije slozenosti T1(n) = O(n) i Ty(n) > ¢ - 2.
Lako se vidi da te dvije funkcije nisu polinomski povezane. Ako se brojevi zapisuju dekadno ili
slicno onda vaze sliéne okolnosti.
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1.8. NESTROGI PASKAL - PROGRAMSKI JEZIK VISOKOG NIVOA

Za zapisivanje algoritama koristicemo paskalu blizak jezik — nestrogi paskal, engl. pidgin
algol. Recimo unaprijed da je nestrogi paskal nesto viseg nivoa od paskala. Ako se koristi
jezik niskog nivoa onda je zapis obiman 1 tesko razumljiv. Zato je bolje da jezik bude §to viseg
nivoa, samo da smisao zapisa ostane sasvim odreden, precizan. Program napisan na nestrogom
paskalu se lako, odnosno direktno prevodi u program za RAM. Necemo imati nikakvih teskoca
da razumijemo program napisan na nestrogom paskalu. Recimo samo ukratko o ovom jeziku.

U nestrogom paskalu, dopustene su konstrukcije kao "neka = 1 y zamijene mjesta” ili kao
"neka je a najmanji ¢lan skupa S” ili "oznaéimo sa N, niz pozitivnih élanova niza N;” 1 sli¢no.

O primopredaji parametara potprograma u nestrogom paskalu. Stvarni parametar se pre-
daje potprogramu po referenci (po adresi, engl. by reference) ako je taj stvarni parametar —
promjenljiva. A ako je stvarni parametar — izraz (specijalno, ako je — konstanta) onda se predaje
naravno po vrijednosti (engl. by value). Drugim rije¢ima, kad god je to moguée, predaja se
vrdl po referenci. Vidimo da se radi kao u nekadasnjem programskom jeziku fortranu.
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Programiranje na jeziku asemblera, model M

Da ilustrujemo kroz primjere sastavljanje programa na nivou jezika asemblera, uvedimo
masinu M koja je sliéna modelu RASP, jedino $to jos ima od modela RAM pozajmljenu
mogucnost indirektnog adresiranja. Masina M dobro odgovara moguénostima jezika asemblera
racunara, uporediti sa jezikom asemblera za Intelove procesore.

Prvo se definise masina M a zatim se navodi niz primjera programa.

Sto se tice definicije, samo je prosiren spisak vrsta naredbi a sve ostalo je isto kao u sluaju
masine RASP. Dakle, jedna naredba zauzima dvije uzastopne memorijske lokacije u obliku kod
operacije + adresa. Samo ce biti nabrojani moguéi kodovi operacija, kako slijedi. Trebalo bi
svakom opkodu pridruziti brojnu vrijednost, recimo umjesto LOAD=, LOAD, itd. pisati redom
1, 2, itd. Drugim rije¢ima, trebalo bi sa nivoa jezika asemblera (simbolickog jezika) da se svede
na nizi nivo, upravo na nivo masinskog jezika. AC znaéi sadrzaj akumulatora tj. ¢(0), a LC —
location counter — znadi sadrzaj programskog brojaca. Sa c¢(i) oznacavamo sadrzaj adrese i.

Naredba Smisao

LOAD=1 AC«+i LOADi AC«+c(i) LOADxi  AC + c(c(i))
STOREI (i)« AC STORE+i c(c(i)) < AC
ADD=1 AC+ AC+i | ADDi AC <+ AC+c(i) | ADDx*i AC <+ AC+c(c(i))
SUB=1i AC+ AC—-1i| SUBi AC+ AC —c(i) | SUBxi AC + AC —c(c(i))
MULT=i AC+¢ AC-i | MULTi AC+ AC-c(i) | MULT#i AC ¢« AC-c(c(i))
DIV=i1i AC+ AC/i | DIVi AC <+ AC/c(i) | DIVxi AC <+ AC /c(c(i))
READi  c¢(i) ¢ input READx*i  c¢(c(i)) « input
WRITE=1i output+i WRITEi output < c(i) WRITE*i output < c(c(i))

JUMPi1 LC«i JUMP=xi  LC <« c(i)

JGTZi if AC>0 then LC+i | JGTZ+i  if AC >0 then LC + c(i)
JZEROi1 if AC=0 then LC+«+1i | JZERO*i if AC=0 then LC + c(i)
HALT - stop

U programima c¢e biti zapisano na koje dvije lokacije je pojedina naredba upisana. Takode
¢e biti naznaceno od koje lokacije (od koje adrese) poéinje izvr§avanje programa (”enter”).

Primjer 1. Obiéni program

Sastaviti program za ma$inu M koji u¢itava dvije vrijednosti a i b 1 racuna i §tampa vrijed-
nost izrazay = a? +a-b + 4.

Rjesenje je prikazano u obliku tabele. Dakle, na adresi 1 pise READ (tj. pridruZena brojna
vrijednost), na adresi 2 pise 23, itd. U produzetku je u istom redu napisan komentar. Vidi se
da izvriavanje programa pocinje od adrese 1 (od adresa 1, 2) tj. od naredbe READ 23.

Iz rjesenja vidimo da adrese od 1 do 22 sluze da sadrze naredbe (da sadrze program), a
adrese od 23 do 25 sluze da sadrze podatke (a, b 1 a?).

Ulazna traka treba da bude pripremljena kao , a u rezultatu izvr§avanja prog-

rama dobice se izlazna traka oblika - ... . Recimo, ulaznoj traci odgovara 1zlazna
traka .
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enter — 1,2 | READ 23 | ¢(23)+a
3,4| READ 24 |c(24)+ b
56 | LOAD 23| AC+a
7,8 MULT 23| AC<¢+a-a

9,10 | STORE 25 | ¢(25) « AC 2 a
11,12 | LOAD 23 | AC+a 24
13,14 | MULT 24 | AC+a-b 2% [ a’

15,16 | ADD 25| AC<+ a-a+a-b
17,18 | ADD= 4 |AC<«+a-a+a-b+4
19, 20 | WRITE 0 | print AC

21,22 | HALT - | stop

U prvoj fazi rada masine, program se loaduje (upise se sadrzaj na adrese od 1 do 22), a
onda se poslije toga u drugoj fazi rada masine program izvrsava.

1.9. Rad sa nizom (model M)

Primjer 2. Rad sa nizom

Ucitati 10 brojeva sa ulazne trake i stampati zbir prvog i posljednjeg broja x; + x;0.

Rjesenje. Neka se ulazni podaci postepeno upisuju na adrese od 101 do 110 redom. Neka
adresa 100 posluzi kao indeks-registar. Pocetni sadrzaj te adrese treba da bude jednak 101.
Sadrzaj te adrese postepeno se povecava za po jedan. Nakon pojedinog ucitavanja provjerava
se sadrzaj te adrese 1 izlazi se iz petlje kada se ispostavi da je sadrzaj dostigao vrijednost 110.

Ulaznoj traci primjera radi ‘ 4 ‘ 4 ‘ 7 ‘ 7 ‘ 10 ‘ 10 ‘ 13 ‘ 13 ‘ 16 ‘ 16 ‘ treba da odgovara
izlazna traka . Druga faza rada masine tj. faza izvrSavanja programa (“enter”) treba da
pocne od adrese 1 (enter =1). Radi bolje preglednosti, stavljene su strelice ispred naredbi na

koje se vrsi skok.

enter — 1, 2 | LOAD= 101 | AC+ 101
3,4 | STORE 100 | ¢(100) «+ AC
— 5,6 | READ* 100 | ¢(c(100)) « input 18(1) 101, 4’ 110
7,8 | LOAD 100 | AC < ¢(100) 102 1
9,10 | SUB= 110 | AC+ AC—-110 103 7
11,12 | JZERO 21 | if AC=0 then goto 21 104 7
13,14 | LOAD 100 | AC « ¢(100) 105 10
15,16 | ADD= 1 |AC+AC+1 106 10
17,18 | STORE 100 | ¢(100) «+ AC 107 13
19, 20 | JUMP 5 | goto b 108 13
— 21,22 | LOAD 101 | AC«+¢(101) 109 16
23,24 | ADD 110 | AC+ AC+¢(110) 110 16
25,26 | WRITE 0 | output + AC
27,28 | HALT — | stop

1.10. Rad sa potprogramom (model M)

Primjer 3. Rad sa potprogramom

Ovaj primjer sluzi da se ilustruje obican slu¢aj upotrebe programa koji koristi potprog-
ram. Da zadatak ne bi bio nepotrebno optereéen, uzeto je da je glavni program M (main
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program) jednostavan i da je potprogram S (subroutine) jednostavan, da bi se lakse vidjele
glavne okolnosti. Treba predvidjeti mehanizme za: predaju upravljanja S—u od strane M (skok
na potprogram), predaju upravljanja u suprotnom smjeru (povratak iz potprograma), predaju
parametara potprogramu 1 predaju rezultata programu. Neka se u primjeru pojavljuje samo
jedan potprogram i neka se potprogram poziva na dva mjesta. Neka S ra¢una y = a® +b?, tako
da ima dva ulazna parametra i jedan izlazni parametar.

Sastaviti program za masinu M za ra¢unanje vrijednosti izraza y = (a®+b?)— (¢ +d?), gdje
su a, b, ¢ 1d ulazni podaci programa i gdje se zbir kvadrata u jednom 1 drugom slu¢aju racuna
u okviru potprograma. Ulaznoj traci‘ a ‘ b ‘ ¢ ‘ d ‘treba da odgovara izlazna traka .

Rjesenje. Prvo treba napraviti plan upotrebe memorije. Neka za potrebe M sluze adrese

od 1 do 100, u smislu za potrebe njegovih naredbi 1 njegovih promjenljivih. Neka za potrebe S
sluze adrese od 101 do 200 (adrese od 101 pa naprijed).

enter — 1,2 | READ 101 | ¢(101)=a
3,4| READ 102 | ¢(102)=b
5,6 | LOAD= 11 | AC«11
7,8 | STORE 104 | ¢(104) =11 M _
emory:
9,10 | JUMP 105 | LC « 105 o8 Srogran codo M
—5 11,12 | LOAD 103 | AC « a2 + b2 o e
13, 14| STORE 80 | ¢(80) ¢ a® 4" 100 — 104 workin sgacz M and S
15,16 | READ 101 | ¢(101)=c 105 — 124 rog r;)m code S
17,18 | READ 102 | ¢(102)=d T3 p— 3
19,20 | LOAD= 25 | AC+ 25 Working space
21,22 | STORE 104 | ¢(104) =25
23,24 | JUMP 105 | LC + 105
—+ 25,26 | LOAD 103 | AC + ¢ + d? I
27,28 | STORE 81 | c(81) « ¢+ d? 801 a4l
29,30 | LOAD 80 | AC < ¢(80) 81| < +d
31,32 | SUB 81 | AC+ AC—c(81) 82 y
33,34 | STORE 82 | ¢(82)«y
35,36 | WRITE 0 | output+ AC
37,38 | HALT 0 | stop

—+ 105, 106 [ LOAD 101 | AC « ¢(101)
107, 108 | MULT 101 | AC + AC-¢(101)
109, 110 | STORE 125 | ¢(125) + AC
111, 112 | LOAD 102 | AC « ¢(102)
113, 114 | MULT 102 | AC « AC - ¢(102)
115, 116 | STORE 126 | ¢(126) + AC
117, 118 | LOAD 125 | AC « ¢(125)
119,120 | ADD 126 | AC + AC +¢(126)
121, 122 | STORE 103 | ¢(103) + AC
123, 124 | JUMPx 104 | goto ¢(104)

101 | first number

102 | second number
103 | sum of squares
104 | return address

125 | squared first
126 | squared second

O komunikaciji dva modula M 1 S. Adresa 101 sluzi za prvi ulazni parametar potprograma,
102 za drugi, 103 za izlazni parametar 1 104 za povratnu adresu. Dakle, M ¢e upisati sadrzaj na
101, 102 1 104 prije skoka na potprogram. Isto tako, M ocekuje da na 103 ima zapisan rezultat
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potprograma, po povratku. Prvoj naredbi potprograma neka pripada adresa 105 (adrese 105—
106). Dakle, skok u potprogram ostvaruje se pomoéu naredbe JUMP 105.

Posljednja napisana naredba ima opkod JUMPx* tj. ona ocito predstavlja indirektni bezus-
lovni skok. Vidi se da lokacije od 80 do 82 ¢ine radni prostor za M. Vidi se da lokacije 1251 126
¢ine radni prostor za S. Na slici je prikazan radni prostor (80-82) koji koristi glavni program.

Na slici je prikazan radni prostor (101-104 i 125-126) koji koristi potprogram.

U prvoj fazi rada masine obavi se loadovanje (loader obavi loadovanje), kako naredbi glavnog
programa tako isto naravno i1 naredbi potprograma. Napominje se da se pomocu loadera moze
upisati pocetni sadrzaj i u adrese koje se odnose na podatke (na promjenljive). Druga faza
rada masine tj. faza izvr§avanja programa treba da po¢ne sa LC=1 (enter =1).

Bazna adresa potprograma

Sta moze da se popravi? Za prvu adresu u memoriji koja se tice potprograma moze se reé
da je bazna adresa potprograma, to je adresa 101. Obic¢no se stavlja da je bazna adresa za
jedan niza, tako da je A =100 jer je tako pogodnije za rad i izrazavanje. Zapisati (u glavnom
programu) vrijednost A =100 na neku lokaciju i onda svuda zamijeniti

101, ..., 105 sa A+1, ..., A+05,
1zvrsiti odgovarajuce prepravke u tekstu programa M. Sta se dobija pomoéu ove promjene?
Vidimo da polozaj potprograma u memoriji uti¢e samo na jednom mjestu na tekst glavnog
programa. Dakle, ako se desi da je potprogram zbog neceg drukéije lociran onda u tekstu
glavnog programa samo jedna vrijednost treba da bude prilagodena. Zasto se potprogram
premjesta?

Tacan polozaj potprograma saznaje se tek u fazi povezivanja (link) raznih djelova tj. raznih
modula. Naime, polozaj zavisi od veli¢ine glavnog programa sa kojim potprogram saraduje i
od eventualnog prisustva i drugih potprograma. Isto tako, moguce je da u memoriji postoje
zajednicke zone za podatke ili da postoje stalno prisutni moduli, obi¢no na fiksiranim adresama,
moduli koji su "stariji” po hijerarhiji tj. moduli operativnog sistema. Dakle, unutrasnja me-
morija racunara je jedna jedina a ima nekoliko njenih potrosaca. Za radnju premjestanja
potprograma (promjena vrijednosti A) upotrebljava se rije¢ relokacija.

Relokacija potprograma

U slucaju relokacije naseg potprograma S, adresno polje u svakoj naredbi potprograma bi
bilo uveéano odnosno umanjeno za jedan te isti broj AA.

Zapaziti da prilikom relokacije u opstem slucaju ne treba dirati adresno polje u naredbama
¢iji je opkod LOAD= ili ADD= ili sli¢no (slu¢aj neposrednog ili bukvalnog operanda).

Znamo da je funkcija loadovanja jedna od temeljnih funkcija bilo kog operativnog sistema.
Tokom svog rada, loader jednostavno popunjava unutrainju memoriju (dio unutrasnje memo-
rije), preko ulazne jedinice ili iz spoljasnje memorije, on prepisuje na predvidene adrese. Loader
ne razlikuje da li unosi podatke ili naredbe, njega ne interesuje smisao tih naredbi, on ne gleda
imaju li one ispravne opkodove i sli¢no. Za jednostavni loader kaZe se da je apsolutni loader:
takvom loaderu saopstavaju se fizicke adrese (od—do) u unutrasnjoj memoriji racunara na koje
treba da upise dati modul (M ili S ili slicno). Po pravilu, loader vrii i relokaciju. Naravno da
mu treba reéi za koliko adresa (AA) treba da pomjeri pojedini modul.

Primjer 4. Rad sa potprogramom (nastavak)

Navedimo neke tipicne moguénosti. Sami sastavite po jedan primjer za svaku od moguénosti.
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Ako potprogramu treba samo jedan ulazni parametar z 1 ako potprogram vraéa samo jednu
izlaznu vrijednost y onda AC (procesorov registar) moze da se upotrebi za primopredaju.

Moguce je da se ulazni 1 izlazni parametri potprograma drze na fiksiranim adresama, tj.
da se primopredaja parametara obavlja preko fiksiranih adresa (a da naredbe potprograma i
lokalne promjenljive potprograma podlijezu relokaciji).

Moguce je da se ¢itav potprogram drzi na fiksiranom mjestu u memoriji. Takav potprogram
li¢i na rutinu za opsluzivanje softverskog prekida (softverskog interapta).

1.11. Pojam loadera (model M)

Primjer 5. Loader ili program koji vrsi loadovanje

Sastaviti program za loadovanje L. Sastaviti program za masinu M koji vréi loadovanje sa
ulazne trake (u unutrainju memoriju), u jednostavnom sluc¢aju: loaduje se jedan modul i to se
ne vrii relokacija.

Treba se unaprijed dobro razabrati po djelovima memorije. U nastavku je dato rjesenje, tj.
dat je tekst programa L, s tim da L zauzima od 1 do najvise mozda 100 za svoje naredbe i radni
prostor (promjenljive). Tako da ono §to se tokom rada programa L upisuje u memoriju nikako
ne smije da se tice adresa 1-100. Drugim rijecima, izvrsni program (aplikativni program) koji
predstavlja ulazni podatak programa L smije da poc¢inje od adrese n + 1 = 101 najnize.

Loaderu svakako treba pripremiti sadrzaj kojim se Zeli popuniti memorija (naredbe koje
treba da budu unesene u memoriju). U okviru toga i oznaka kraja: neka 0 sluzi kao oznaka
kraja. Pored toga, loaderu prvo treba saopstiti baznu adresu za unoSenje n. Tako da ¢e prva
naredba biti unesena nan+ 1, n + 2. Iduéa naredba na n+ 3, n+4. Itd. Najzad, na kraju svog
rada L treba da preda stafetu. Drugim rijec¢ima, masina treba da nastavi rad od odgovarajuceg
mjesta enterp u malocas loadovanom programu. Izvrsic¢e se jedan bezuslovni skok na enterp.
Po pravilu je enterp=n+ 1 ali nije obavezno. Vrijednost enterp neka bude upisana u kvadratu
ulazne trake koji dolazi neposredno iza kvadrata u kome pise oznaka kraja 0. Tek sada mozemo
reci da je postavka zadatka zaokruZena.

Tako da ulazna traka treba da ima oblik

‘n‘ol‘al‘oz‘a«z‘ ‘ok‘ak‘()‘enterp‘,

o od opcode, a od address, o; 1 a; su cijeli brojevi. Posebno vazi o; > 1, tako da se o; razlikuje od
nule (od oznake kraja). Engleski operation code (opcode), u prevodu kod operacije (opkod).

Pogledajmo na primjeru. Neka treba da bude loadovan program P koji se sastoji od tri
naredbe 1 to prva LOAD= 10, druga LOAD= 20 i tre¢a LOAD 107, tj. prva 1 10, druga
1 20 1 tre¢a 2 107 1 to naredbe treba da zauzmu adrese od 101 do 106. I da nakon toga
izvrSavanje programa P pocne od njegove prve naredbe. Za taj primjer, ulaznu traku treba
pripremiti kao ‘ 100 ‘ LOAD= ‘ 10 ‘ LOAD= ‘ 20 ‘ LOAD ‘ 107 ‘ 0 ‘ 101 ‘ili bolje reé kao
(100 [1]10[1]20]2]107[0]101].

Ponovo, od loadera se u primjeru oc¢ekuje da obavi:

c(101) « 1, ¢(102) «- 10, ¢(103) < 1, ¢(104) + 20, ¢(105) - 2, ¢(106) + 107 i LC « 101.

Drugim rijecima, u rezultatu rada loadera u memoriji treba da bude:

registar  sadrzaj smisao
101 1 LOAD=
102 10 10
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103 1 LOAD=
104 20 20
105 2 LOAD
106 107 107

a programskom brojacu nakon toga treba da bude dodijeljena vrijednost 101.

Rjesenje. Na jeziku nestrogi paskal rjeSenje glasi kako slijedi (isto je pisali <--ili <):

read n;
again: n <-- n+l;
read opcode;
if opcode=0 then goto relay;
c(n) <-- opcode;
n <-- n+i;
read address;
c(n) <-- address;
goto again;
relay: read enterp;
LC <-- enterp;

Slijedi tekst rjeSenja postavljenog zadatka. Ulazna tacka za loader L je enter = 1, prilikom
ukljucivanja masine vazi LC = 1. Raspored promjenljivih i konstanti (raspored radnog prostora)
koji L koristi je sljedeci: konstanta 1 na adresi 80, n na 81, tekuée vrijednosti opcode 1 address
na 82 odnosno 83 i ulazna tacka loadovanog programa P (tacka od koje ée poceti izvr§avanje
programa P) na 84.

Na slici je prikazan radni prostor koji loader L koristi. Ocito je da entry point intervenise
u trenutku kada se iz prve faze rada masine (ucitavanje programa P) prelazi u drugu fazu rada
masine (izvr§avanje programa P). Na redu je tekst programa L:

enter -+ 1,2 | LOAD= 1 | AC+1
3,4 | STORE 80 | c(80)+ AC Working space L:
56| READ 81| c¢(81)«n 80 1
— 7,8 | LOAD 81 | AC+ ¢(81) 81 n
9,10 | ADD 80 | AC < AC +¢(80) 82 | opcode
11,12 | STORE 81 | ¢(81)« AC 83 address
13,14 | READ 82 | ¢(82) < opcode 84 | entry point
15,16 | LOAD 82 | AC « ¢(82)
17,18 | JZERO 35 | if 0 then goto 35 (relay) Memory:
19,20 | STORE* 81 | c(c(81)) +— AC 1 - 38 program code L
21,22 | LOAD 81| AC+¢(81) 80 — 84 working space L
23, 24 ADD 80 | AC«+ AC +¢(80) 101 - 106  program code P
25,26 | STORE 81 | ¢(81)« AC 107 working space P
27,28 | READ 83 | ¢(83) < address
29,30 | LOAD 83 | AC <+ ¢(83) General layout of memory:
31,32 | STORE* 81 | ¢(c(81))+ AC 1 - 100 system
33,34 | JUMP 7 | goto 7 (again) 101 — 1024  applications
— 35,36 | READ 84 | ¢(84) + enterp (initially, LC = 1)
37,38 | JUMPx 84 | goto c(84)
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Prema tome, gledano po vremenskoj osi, u memoriji se odvijaju sljedeéi dogadaji:

e u trenutku ukljuéivanja masine, L je upisan u memoriji;

e tokom rada sistemskog programa L, u memoriju se unose naredbe programa P;

e izvrsavanjem naredbe JUMPx* 84 tj. goto entry point prelazi se iz prve u drugu fazu;
¢ tokom rada aplikativnog programa P. desavanja zavise od samog tog programa P i

e u trenutku kada se P zaustavi (HALT) imamo zavr$nu sliku.

Samo po sebi se zapaza da su granice za radni prostor p =280 i q =84 izabrane arbitrarno.
Dobro bi bilo da te granice budu zamijenjene sa vrijednostima p =39 1 q =43. Tada bi se moglo
deklarisati da loader zauzima pocev od adrese 1 do adrese 43 takode ukljuceno.

Kada je program L predao upravljanje (predao stafetu) programu P onda je L postao
nepotreban. Tako da P tokom svog rada (tokom svog izvr§avanja) moze po potrebi da ko-
risti loaderov prostor 1-100. Recimo, da koristi taj prostor za svoje podatke (da ga koristi kao
svoj radni prostor). Dakle, sada loader moze da bude prebrisan.

Bolje je da loader ne bude prebrisan 1 bolje je da aplikativni program P vrati upravljanje
loaderu, kako bi racunar pristupio drugom poslu bez resetovanja racunara. Takve i sli¢ne radnje
pripadaju ocito operativnom sistemu racunara.

Sta je to boot—strap loader ra¢unara?

A ko ée L—a da loaduje? Posebnu ulogu ima inicijalni sadrzaj memorije. To je sadrzaj
koji je stalno prisutan u memoriji (¢uva se u ROM—u), tj. sadrzaj koji je prisutan u trenutku
ukljuc¢ivanja racunara. Ili je stalno prisutan ili se unosi posebnim postupkom prilikom ukljuci-
vanja racunara (unosi se na mehanicki ili polu-automatski naéin).

U sluc¢aju jednostavne $§eme, inicijalni sadrzaj memorije jeste upravo loader L. U slucaju
bolje razradene §eme (realne Seme), inicijalni sadrzaj memorije jeste inicijalni loader IL ili engl.
ulogu inicijalne kapisle.

U slucaju operativnog sistema DOS/Windows, boot—strap loader (pored ostalog) ucita
sadrzaj prvog sektora na hard—disku ili eventualno na disketi i onda preda upravljanje uéitanom
modulu, uéitanom programskom kodu. Zatim se (pored ostalog) ucitaju, takode sa spoljasnje
memorije, DOS—ovi sistemski fajlovi 10.sys 1 msdos.sys. Onda se upravljanje predaje ucitanom
kodu. BliZe, upravljanje se predaje ulaznoj tacki fajla io.sys. Itd. sve dok ne bude sve postav-
ljeno 1 pripremljeno.

Dakle, pokretanje racunara obavlja se u dvije—tri faze tokom kojih se veé¢inom vrsi punjenje
modula operativnog sistema (moduli se upisuju u unutra§nju memoriju). Radnje punjenja
(loadovanja) prepliéu se sa drugim neophodnim radnjama, kao §to su na primjer: provjera
ispravnosti uredaja, upisivanje pocetnog sadrzaja u posebne registre 1 slicno. Tek kasnije ce
doéi na red punjenje aplikativnog programa.

Pokretanje ra¢unara u dvije—tri faze (u nekoliko faza) obezbjeduje da ukupna §ema bude
elasticna, imajucéi u vidu promjene i dodavanja operativnom sistemu, 1 da inicijalna kapisla
ostane prostorno mala.

Bootstrap loader
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From "bootstrap” or "pull oneself up by one’s bootstraps”. A short program that
was read in from cards or paper tape, or toggled in from the front panel switches,
which read in a more complex program to which it gave control. On early computers
the bootstrap loader was always very short, great efforts were expended on making
it short in order to minimise the labour and chance of error involved in toggling it
in, but was just smart enough to read in a slightly more complex program, usually
from a card or paper tape reader, to which it handed control; this progeram in turn
was smart enough to read the application or operating system from a magnetic tape
drive or disk drive. Thus, in successive steps, the computer "pulled itself up by its
bootstraps” to a useful operating state. Nowadays the bootstrap is usually found
in ROM or EPROM, and reads the first stage in from a fixed location on the disk,
called the "boot block”. When this program gains control, it is powerful enough to
load the actual operating system and hand control over to it.

Primjer 6. Loader koji vrsi zajedno loadovanje i relokaciju

Na ulaznoj traci zapisan je kao ulazni podatak jos 1 broj AA koji govori za koliko pozicija u
memoriji treba da bude pomjerena rutina (modul) koji se unosi, za koliko pozicija u odnosu na
svoj originalni tekst koji je dat na ulaznoj traci. Sastaviti program za masinu M, tj. sastaviti
tekst odgovarajuceg loadera. Sami za vjezbu.

Sastaviti tekst (sastaviti kod) loadera za masinu M koji popunjava nekoliko segmenata
memorije. Dakle, treba da bude uneseno nekoliko rutina, gdje svaka rutina ima svoju vrijednost
load point n, gdje pocinje popunjavanje. Recimo, vidimo da u ranijem primjeru 3 dvije rutine
treba da budu upisane u memoriju (M i S). Sami za vjezbu. Precizno definisati koje sve ulazne
podatke treba pripremiti, redosljed ulaznih podataka i sli¢no.
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1.12. Univerzalna Tjuringova masina

Bice napisan univerzalni program u slu¢aju modela M 1 bi¢e definisan pojam univerzalnog
programa, odnosno biée opisan znacaj tog programa U. Od svih programa koji su napisani za
racunare, koji je najvazniji? Bez sumnje, to je univerzalni program. Kako se definiSe univerzalni
program? To je program koji je u stanju da izvrsava bilo koji program P. Znamo da postoje
razni modeli za racunanje i da su svi uzajamno ekvivalentni (Tjuringova masina, RAM, model
M, Intel Pentium, itd.). Naravno da se P iU odnose na jedan te isti model. Mi ¢emo u nastavku
napisati U u slucaju modela M. Kada je U napisan u slu¢aju modela Tjuringova masina onda
se za U kaze da je to univerzalna Tjuringova masina. Taj program sastavio je Tjuring 1936.
godine, da bi dokazao nerjesivost nekih zadataka (kakav je halting problem).

Razmotrimo dvije seme, od kojih prva sluzi za pripremu. Prva Sema odnosi se na slucaj
obi¢nog (samostalnog) izvr§avanja programa P. Tada, u trenutku kada pocinje rad ra¢unara,
pretpostavlja se da se u memoriji veé nalaze upisane naredbe (i podaci) programa P. Ulazna
tacka enterp programa P unosi se ru¢no preko sviceva, tako da je u trenutku kada pocinje rad
racunara LC' = enterp. Obi¢no je enterp = 1. Druga Sema. U trenutku kada pocinje rad
programa U u memoriji se veé nalaze (ve¢ su loadovani) program P — zauzima adrese od 1 do
900, kao i program U — zauzima adrese od 901 do 2000. U okviru toga, ¢(902) = enterp, tj.
ulazna tacka programa P veé je loadovana i to na mjesto 902. Jos, ulazna tacka programa U
unosi se ru¢no preko sviceva. Dakle, u trenutku kada pocinje rad racunara vazi LC = enter
tj. LC = 1001 ("enteru”). Dalje, ¢(901) = bound tj. ¢(901) = 900. Bice provjeravano da
P ne djeluje van podrucja 1 < a < 900, tj. izaslo bi se iz programa ako se desi a > 900.
Granica bound je svojstvena interpreterima za stvarni racunar (Intel Pentium), a ona moze da
se izbjegne u slucaju teorijskih modela (Tjuringova masina, RAM, model M).

U slu¢aju naredbe ADD i treba da bude a = 4, a u slu¢aju naredbe ADDx ¢ treba da bude
a = ¢(4). To su naredbe iz programa P, ocito. Sli¢no, u slu¢aju naredbe JUMP ¢ treba da bude
a = i, a u slu¢aju naredbe JUMPx ¢ treba da bude a = ¢(¢). Vidimo da je a — fizicka adresa.
Dalje, u slu¢aju naredbe oblika ADD= 4, veli¢ina a je nedefinisana ili tada mozemo staviti da

je a = 900.

Zadatak. Sastaviti program U za model M koji ée da interpretira (oponasa) rad bilo kog
programa P (program P je takode za model M). Pored oponasanja, program U jo§ treba i da
redom stampa tekuée naredbe programa P.

Rjesenje. Djelimiéni plan za upotrebu memorije programa U:

Adresa Sadrzaj Smisao promjenljive

901 bound  granica, bound < 900

902 enterp  ulazna tacka programa P

903 lep kopija programskog brojaca programa P

904 acp kopija akumulatora programa P

905 opcodep opkod tekuée naredbe programa P

906 addressp adresni dio tekuce naredbe programa P

907 a fizicka adresa kojoj se obra¢a tekucéa naredba programa P
908 indikator (moguée vrste tekuéih naredbi podijeljene su u tri grupe)

Tekst programa U (izvrSavanje pocinje od 1001): prikazane su adrese (labele), naredbe i iza
znaka < komentari:
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995-996 LOAD 904 { AC + ¢(904) (AC «+ acp)
997-998 (bilo §ta) ¢ bi¢e napakovano
999-1000 JUMP dva ¢ goto dva, vra¢am se
— 1001-1002 ¢(901) < 900 < na mjesto za granicu upisi odgovarajuéu vrijednost
¢(903) « ¢(902) < tekucéa vrijednost brojacaP < pocetni brojacP
iduéa:  ¢(905) < ¢(c(903)), ¢(906) < ¢(c(903) + 1) < prepisi tekuéu naredbuP
na mjesto 905-906
¢(907) < a $ izrac¢unaj a i upisi ga na 907 (ovo je ustvari mali potp.)
ako je tekuca naredbaP HALT onda indikator < 2, a ako je skok onda
indikator < 1, a inace indikator < 0
WRITE Ilcp, acp, opcodep, addressp, a, indikator ¢ stampa tekuée
if lep > bound or a > bound then { WRITE ”prekoracenje”; HALT }
if indikator = 2 then HALT
if indikator = 1 then goto ind1 else goto ind0
ind1l: wuslov «+ (opcodep = JUMP ili JUMPx) or
(opcodep = JGTZ ili JGTZx*) and (acp > 0) or
(opcodep = JZERO ili JZEROx) and (acp = 0)
if uslov then ¢(903) « ¢(907) else ¢(903) + ¢(903) + 2 ¢ if uslov
then lep « a else lep « lep 4 2
JUMP iducéa ¢ goto iduca
ind0:  ¢(997) < ¢(905), ¢(998) < ¢(906) ¢ tamo, napakovati naredbu
JUMP 995 ¢ goto 995 (goto jedan)
dva: STORE 904 $ ¢(904) < AC (acp + AC)
¢(903) < ¢(903) + 2 & lep < lep + 2 | jedna naredba — dvije adrese |
JUMP iduéa { goto iduca

Sada treba da pojasnimo tekst predlozenog rjesenja, da pojasnimo program U.

Opisimo radnje koje program U izvodi redom. On prvo donosi na odredeno mjesto 905-906
tekuéu naredbu programa P. Prilikom donoSenja (odakle da se donese, §ta da se donese) on se
upravlja po promjenljivoj ¢(903) = lcp, location counter P. Zatim on prosto odstampa c(905)
1¢(906). Zatim analizira tekuéu naredbu (analizira ono sto je donio), gdje postoje dva slucaja.
Prvi slucaj: opcodep = JUMP ili opcodep = JGTZ ili opcodep = JZERO. Postoji opasnost
da U ispusti kontrolu situacije, $to se njemu uopste ne bi dopadalo. Zato U preuzima na sebe
izvr§avanje takve naredbe, on ¢e prilagoditi vrijednost lecp na odgovarajuéi na¢in. Medutim,
u drugom slu¢aju kada nije skok ili stop postupa se kako slijedi. Na mjestu 997-998 formira
se naredba (opcodep,addressp) koja treba da bude izvedena i onda se izvrsi skok na to mjesto
(labela "jedan”). Mozemo reéi da ée naredba (opcodep, addressp) biti "hardverski” izvedena.
Jo§, obezbijedeno je (pomoéu 999-1000) da se nakon toga nastavi sa interpretacijom (skok na
labelu "dva”). Nakon prvog ili drugog slucaja, krug se zatvara, odnosno donosi se nova naredba
programa P, ona se analizira, itd.

Pogledajmo naredbu na mjestu 995. To je naredba LOAD 904 (ima smisao: AC < acp).
Kopija akumulatora upisuje se na sistemsko mjesto (vracéa se). Pogledajmo i naredbu STORE
904 (ima smisao: acp < AC). Akumulator se spasava. Lako se vidi da su ove dvije naredbe
neophodne. Naime, s jedne strane, mi zelimo da neke naredbe interpretiranog programa (P)
budu izvedene hardverski. A s druge strane, program koji visi interpretaciju (U) izvodi i puno
nekih svojih obrada. Recimo, ra¢una a ili stampa lcp.
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Treba jo§ ponesto da pojasnimo. Vidimo da smo program U napisali u najvecoj mjeri na
neformalnom jeziku asemblera modela M, iz o¢itih tehni¢kih razloga. Drugo, na izlaznoj traci
bi¢e pomijesano odstampano ono §to bi P samostalno odstampao 1 ono §to U po svojoj volji
stampa.

Univerzalni program dosta se razlikuje po izgledu, zavisno za koji model je napisan. Mi smo
se opredijelili za model M da bi rjesenje bilo razumljivije.

Na kraju, dio programa ”"§tampaj lcp” 1 sli¢no svojstven je dibagerima koji §tampaju razna
obavjestenja 1 svako malo zastanu u toku svog rada i sliéno. Medutim, univerzalna Tjuringova
masina U ne vrsi nikakve dodatne radnje. Ona samo oponasa rad neke druge Tjuringove masine
(ona samo interpretira neku Tjuringovu masinu). U zakljucku, kada govorimo o racunarima i
programima uopéte, onda mozemo kazati: dovoljan je samo jedan program (U) jer on moze da
izvrSava sve programe.

U nastavku — diskusija.

(1) U napisanom programu za model M koristi se moguénost kojom taj model raspolaze
da se program mijenja, da se naredbe mijenjaju tokom rada programa (naredba na adresi
997). Naglasimo da koriséenje te moguénosti nije neophodno. Dakle, moze se sastaviti rjesenje
u sluéaju modela M gdje se tekst univerzalnog programa ne mijenja tokom njegovog rada,
izvrsavanja (tekst je "konstantan”). Po prilici, u takvoj varijanti univerzalnog programa, U
preuzima na sebe izvrsavanje jedne po jedne naredbe programa P, slicno onome $to ima u
izlozenom rjesenju kada su u pitanju naredbe za skokove programa P (tamo je bilo nazvano
"prvim slué¢ajem”).

(2) Izlozimo semu UTM. Neka je ¢ > 1 i neka je A; = {a1,...,a:} azbuka sa t ¢lanova.
Postoji univerzalna Tjuringova ma$ina u oznaci U. S druge strane, neka je T bilo koja T. m.
¢ija je azbuka A;. Oznaéimo sa wr njenu masinsku rije¢, gdje wr € Q(A;) (prikaz njene tablice).
Neka je n > 11 neka su wy, ..., w, rijeéi u azbuci A;. Oznalimo W = oi(n, ol (wy,...,w,)),
gdje w € Q(A;) (prikaz njene pocetne pozicije). Dalje, neka se masina U primijeni na poéetnu
poziciju agwr ayWag - ... Kao ishod rada, dobiée se rezultat (vrijednost funkcije) u oznaci

w € (A;) ili se nece dobiti rezultat. Tako je definisana jedna djelimi¢na funkcija f: Dom f —
Q(A:) (Dom f C Q"(A:)). Ta funkcija se poklapa sa funkcijom pridruzenom masini 7', tj.
ishod rada je isti sa ishodom koji bi se dobio prilikom primjene masine T na pocetnu poziciju
g W1 Ag - .. Ay Wy Ag - . ..

(3) Ako posmatramo program UTM, onda je jasno da je taj program “konstantan” (ne
mijenja se tokom izvr§avanja). Zaista, TM je model za racunanje sa tzv. spoljasnjim progra-
mom, tako da je svaki program P za TM (u tom broju i program U) stalnog sadrzaja. Drugim
rije¢ima, tehnicki je neizvodljivo da se u njemu bilo $ta promijeni (da se neka naredba promijeni)
tokom njegovog rada.

——————page 3 of 3 ———



———— progl.tex ————

Programiranje I
Sadrzaj predavanja:

1.1 Intuitivni pojam algoritma drugaaj.tex

1.2 Pojam izracunljive funkcije 1 pojam
rjesivog skupa drugaaj.tex

2.1 Definicija Tjuringove masine drugaaj.tex

2.2 Racunar naspram Tjuringove masine
drugaaj.tex

2.3 Pojmovi konfiguracija masine i pozicija
masine drugaaj.tex

2.4 Pojam funkcije izrac¢unljive po Tjuringu
drugaaj.tex

3.1 Elementarne masine drugaak.tex

3.2 Dva primjera Tjuringovih masina
drugaak.tex

3.3 Definicija Tjuringovog dijagrama
drugaak.tex

3.4 Konstrukcija tablice po zadatom
dijjagranu drugaak.tex

3.5 Dalji primjeri Tjuringovih masina
drugaak.tex

3.6 Dalj primjeri Tjuringovih masina
(nastavak) drugaal.tex

3.7 Dalji primjeri Tjuringovih masina
(nastavak i kraj) drugaal.tex

3.8 Masina za mnoZenje dva broja
drugaal.tex

3.9 Konverziona funkcija 7 , drugaam.tex

3.10 Konverziona funkcija of, drugaam.tex

3.11 Predstavljanje Tjuringove masine
pomocu dijagrama koji je sastavljen od
elementarnih masina drugaam.tex

4.1 Masina T*® drugaan.tex

4.2 Postavka zadatka o modeliranju nad
azbukom A; drugaao.tex

4.3 Modeliranje nad azbukom A,
drugaao.tex

4.4 Modeliranje nad azbukom A,
(nastavak) drugaap.tex

4.5 Modeliranje nad azbukom A; (nastavak
i kraj) drugaap.tex

4.6 Normalno racunanje po Tjuringu
drugaaq.tex

4.7 Superpozicija funkcija koje su
izracunljive po Tjuringu drugaaq.tex

5.1 Masinske rijeci drugaar.tex

5.2 Jedan nerjesiv skup (M) drugaar.tex

5.3 Drugi nerjesiv skup (M;) drugaar.tex

5.4 Zadatak o zaustavljanju drugaas.tex

5.5 Razni primjeri nerjesivih skupova
drugaas.tex

1.1 Algoritmi 1 njihova slozenost drugaa.tex

1.2 RAM drugaau.tex & drugaav.tex

1.3 Slozenost programa za RAM drugaax.tex

1.4 Ma§ina sa upisanim programom RASP
drugaal.tex

1.5 Apstrakcije masine RAM drugab.tex

1.6 Primitivni model racunanja —
Tjuringova masina drugac.tex

1.7 Uzajamni odnos modela RAM i
Tjuringove masine drugad.tex

1.8 Nestrogi paskal — programski jezik
visokog nivoa drugad.tex

1.9 Rad sa nizom (model M) drugae.tex

1.10 Rad sa potprogramom (model M)
drugae.tex

1.11 Pojam loadera (model M) drugae.tex

1.12 Univerzalna Tjuringova masina
drugael.tex

Fajlovi (gsview): drugaaj.tex 10 pages
drugaak.tex 6 pages drugaal.tex 3 pages
drugaam.tex 4 pages drugaan.tex 2 pages
drugaao.tex 2 pages drugaap.tex 2 pages
drugaaq.tex 3 pages drugaar.tex 5 pages
drugaas.tex 3 pages drugaa.tex 4 pages
drugaau.tex 3 pages drugaav.tex 2 pages
drugaax.tex 4 pages drugaal.tex 4 pages
drugab.tex 4 pages drugac.tex 4 pages
drugad.tex 2 pages drugae.tex 8 pages
drugael.tex 3 pages. > = 20 files & 78 pages

——pagelof 1 ——



