Teorija uzoraka



Metoda uzorka

* Statisticko zakljucivanje — na osnovu uzorka donosi zakljucke o cijeloj
populaciji.

* Takvi zakljucci se temelje na podacima samo dijela jedinica, te stoga u sebi
sadrze gresku nastalu zbog primjene uzorka (sampling error).
* Pozeljno je stoga istrazivanjem obuhvatiti sve jedinice statistickog skupa.

* Nedostaci takvog pristupa:
e osnovni skup moze biti beskonacan (nemoguce je prikupiti sve podatke)
* cijena
e dugo vremensko trajanje

* Dva osnovna zadatka metode uzoraka:

e procjena nepoznatih parametara
* ispitivanje pretpostavki o osobinama populacije. Pretpostavke se zovu hipoteze.



Procjena parametara

* Na primjer, zanima nas prosjecna visina stanovnika Crne Gore.
Uzmemo uzorak od n ljudi, odredimo srednju vrijednost, te nam je
oha procjena za hepoznati parametar — srednju vrijednost svih
stanovnika.

* Koliko je ta procjena vjerodostojna?
» Koliko dobijena srednja vrijednost odstupa od trazenog parametra?

* Oznake za srednju vrijednost i varijansu uzorka, odnosno populacije

Uzorak  Populacija
T wili E(X)
g2 o ili V(X)




Odabir uzorka

* Teorija koja daje odgovor na prethodna pitanja zasniva se na
pretpostavci sluCajnog biranja uzorka. Matematickim jezikom to znaci:

— odabir pojedinih elemenata u uzorak mora biti medusobno
nezavisan.

* Postoji vise modela izbora slucajnog uzorka: jednostavni slucajni
uzorak, stratifikovani uzorak ...

* Kod jednostavnog slucajnog uzorka njegov izbor se sprovodi na nacin
da svaki ¢lan ima jednaku vjerojatnocu izbora. Pri tom se koristimo
nekom objektivnom metodom odabiranja elemenata u uzorak (tablica
slucajnih brojeva). Ovaj model primjenjuje se kada osnovni skup
sadrzi malu promjenljivost svojstva koje se ispituje — homogen skup.



Odabir uzorka 2

e Stratifikovani uzorak se koristi kad imamo veci stepen varijabilnosti
podataka, odnosno kad zelimo osigurati da su nam obuhvaceni podaci
iz raznih kategorija.

* U prethodnom primjeru sa visinama zelimo da osiguramo da su u
uzorku zastupljene sve regije Crne Gore.

* To mozemo postici tako da osnovni skup podijelimo na nekoliko
disjunktnih dijelova, te u svakom izaberemo odgovarajuci broj
podataka.

* Pri tome je vazno da podskupovi nastali gornjom podjelom imaju manji
stepen varijabilnosti od same populacije



Uzorci iz normalne raspodjele

* Neka je na osnovnom skupu definisana varijabla X normalne raspodjele N(u,o?).
Uzmemo uzorak veliCine n, te mu odredimo aritmeticku sredinu

Xag = (Xp + X5 + ..+ %) /1.

* Prvom sabirku mozemo pridruziti slu¢ajnu varijablu X; — ona predstavlja
vrijednost prvog elementa uzorka, odnosno x,. Analogno definisemo varijable X,,
X, ..., X.. Prema pretpostavci slucajnosti uzorl1<a, ove varijable su nezavisne, i
svaka od njih ima normalnu raspodjelu jednaku polaznoj. Stoga je varijabla

Xag = (Xg+Xo+ ..+ X))/ n

linearna kombinacija normalnih varijabli, te je stoga i sama takva. Zanima nas koji
su parametri raspodjele X ..



Uzorci iz normalne raspodjele 2

* Kako matematicko ocekivanje ima svojstvo linearnosti, to je

. 1 1 _ 1
E(X)=FE (; ZX,—) = = Z B (Xi) = —np = p

odnosno aritmeticke sredine uzorka se rasipavaju oko ocekivanja
oshovnog skupa.

* Primijetimo da ovdje nijesmo koristili zakon raspodjele varijable X, pa
tvrdenje vrijedi i za uzorke iz ostalih distribucija.

* Izracunajmo i varijansu varijable X, .



Uzorci iz normalne raspodjele 3

e Za nezavisne varijable X i Y vazi
ViaX +8Y) =a*V(X) + B2V (Y)

* Za X,,, Imamo

) | _
V(E;X":) nzZ‘/ (X)) =

—nf:r
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n



Uzorci iz normalne raspodjele 4

e Zaklju€imo: ako je X normalno distribuirana varijabla, tada aritmeticka sredina

uzorka ima raspodjelu )
_ o
X ~N (pt, )
n

* Iz slike vidimo da je normalna raspodjela za X,,, uza od raspodjele za X.
Aritmeticke sredine uzoraka

rasipavaju se oko ocCekivanja p u
uzem podrucju negoli same
vrijednosti varijable X. To podrucje
¢e biti uze sto je uzorak vedi, jer je
u tom slucaju standardna devijacija
manja.

y4




Primjer 1

e Zadata je normalna varijabla X ~ N(50,4). U kojim granicama ce se
kretati aritmeticke sredine slucajnih uzoraka veliCcine n = 16
elemenata?

RjeSenje: Standardna devijacija aritmetickih sredina je 0z = ﬁ —
Buduci da su aritmeticke sredine normalno rasporedene oko ocCekivanja
1L =50, to ¢e njih oko 95% lezati u intervalu

1 x 20z

o 2
4

odnosno



Primjer 2

* Visina ¢ovjeka ima priblizno normalnu raspodjelu N(167.5, 8°cm).
* Ako je slucajno odabran jedan Covjek, koja je vjerovatnoca da je njegova visina
izmedu 152.5i 185cm?

* Ako je slucajno izabran uzorak od 64-ro ljudi, koja je vjerovatnoca da je
njihova prosjecna visina izmedu 165 i 170cm?

a) .
152.5 — 167, 5 N 185 — 167, 5
27 = ’*)8 e JS’*}:2.19

Stoga je
P{152,5 < X < 167,5} = P{—1.88 < » < 2.19)
— $(2.19) — B(—1.88) = 0.9556.



Primjer 2

o 3
Lf:L:167r O’f:—:—zl.
e = ’ Jn ol
165 — 167,5 170 — 167, 5
L1 = — — 4.9 LY = = 2.9
l_ 1
P{165 < X < 170} = ®(2.5) — &(—2.5) = 0.9876.



Centralna granicna teorema

* Sta ako polazna varijabla nema normalnu raspodjelu? Tada ni aritmeticke sredine
ne moraju biti normalno rasporedene. Medutim, za njih i dalg) e vrijede izvedene
formule za oCekivanje i varijansu, jer su te formule izvedene bez pretpostavke o
raspodjeli polazne varijable X.

EX)=pn, V(X)=—
n
e Centralna granicna teorema: Raspodjela aritmetickih sredina uzoraka tezi ka
normalnoj raspodjel kad veliCina uzorka n tezi u
beskonacnost. . o2
N\ p, =

* Obicnim rijeCima (i matematicki manje precizno) mozemo reci da se aritmeticke
sredine priblizno pokoravaju zakonu raspodjele, bez obzira na zakon raspodjele

osnhovnog skupa.
N (;1_.._ —‘Tz)
n



Centralna granicna teorema 2

* Vidimo da za dovoljno veliko n imamo slican rezultat kao i za varijable
iz normalne raspodjele. Pri tome ¢e u praksi dovoljno veliko znaciti
n > 30, te cemo u tom slucaju smatrati da je aproksimacija
normalnom raspodjelom dovoljno tacna za prakticna izraCunavanja.



Primjer 3

* Fabrika cigareta tvrdi da raspodjela katrana u njenim cigaretama ima
aritmeticku sredinu p = 3.9 mg po cigareti, te standradnu devijaciju o
=1 mg. Pretpostavimo da je inspekcija uzela uzorak od 80 cigareta, te
mjerila vrijednost katrana u njima. Uz pretpostavku da su tvrdnje

proizvodaca istinite, nadite vjerovatnocCu da je srednja vrijednost
katrana u uzorku veca od 4.15 mg.

o 1
g = 1 =23.9, 0z=—7= = 0.11
Ha / v /80
Fo— = 115 — 3.
L T — P 4.15 — 3.9 _ 997
O 0.11
P{)_( > 415} = P{z > 227} = 1-9(2.27) = 1-0.9884 = 0.0116 = 1.16%



Procjena srednje vrijednosti

* Vidjeli smo da za dovoljno veliko n aritmeticka sredina ima priblizno normalnu
raspodjelu Y 5
N(p2)

* Na osnovu toga mozemo izracunati vjerovatnocu P{i‘f S == l:.cr;;}
odnosno vjerovatnocu da je
T — p| < koz

za neko k > 0. Medutim, najéesS¢e ne znamo W, (a ni 6), nego ih zelimo odrediti na
oshovu uzorka.

Drugim rijeCima, uzmemo uzorak, nademo njegovu aritmeticku sredinu, te nam on
predstavlja procjenu za nepoznati parametar p.

Koliko je ta procjena dobra?
e Odgovor nam omogucuje centralna granicna teorema



Intervali povjerenja

* Poznata nam je vjerovatnoca |7 — | < kog
r—koz < pnu<r+ koz

f.l. -~ <;,{f — !\fﬂ':“, Az _|_ :l?'-'n-;fr>

e Za k = 2, vjerovatnoca da vazi posljednja formula je “95%, odnosno sa
tom vjerovatnocom mozemo da tvrdimo da se u nalazi u intervalu

<J7 o 2“7.‘1.'-. T+ 20’.‘!:)
* Interval ovakvog oblika naziva se interval povjerenja
e Kako postici vecu pouzdanost, na primjer 99%?



Intervali povjerenja 2

* U opstem slucaju zelimo da odredimo (1-a)% interval povjerenja za u
* Tada je a obicno mali broj 1%-5%
* Interval koji trazimo je oblika
r+d
Plpe(r—d,z+d)} =1—«
e Sirina intervala zavisi od a



Intervali povjerenja 2

* Kako je za velike uzorke

P{'u_, - <;jf — {L_ €T —+ d>} — ]J{.‘IT = <,H — ({-._ L + ﬂ’)}

2

X ™ ;'?\'T (/f-._. %)

* Prethodna vjerovatnoca jednaka je oznacenoj povrsini na slici




Intervali povjerenja 3

* Trazena Sirina intervala d racuna se

d=zy/2" 0z

(I)(gﬂﬁ) — 1 — %

O ~_ S8

J;B:ﬁ’”ﬁ

* Sto je uzorak vedi, to je procjena bolja (manja $irina intervala)

e Zamjenom standardne devijacije o s procjenom s dobijenom iz velikog
uzorka, pravi se neznatna greska, koja se u praksi moze tolerisati.
Zamjenu je bilo nuzno sprovesti, buduci da u praksi obicno ne znamo
o (kao ni u)



Primjer 4

* Procijeniti prosjecnu zaradu na uzorku od 100 ljudi, pri cemu je x,,,, =
4200, s = 1300. Nadite 95%-tni interval pouzdanosti za p.

() (,’3'[}_[]25) = (0.975

20.025 = 1.96

1300
d = Z0.025 O — 1.96 - 1—0 — 204.8

T+ d= (3945.2,4454.8)

I"--f'_t



Primjer 5

* Nadite 99%-tni interval povjerenja za U, ako su parametri uzorka n =
50, X, = 1.315, s = 0.366

(I-}(:[]_(}[};,) — (.995
20.005 = 2.08

0.366
50

|

8

1.315 + 2.5 — (1.181, 1.449)



