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Programiranje II, Konsultacije za prvi kolokvijum, Zadaci iz Matematicka indukcija i Re-
kurentne formule

Postavke zadataka

Dokazti da je 37 ;i = ﬂnz——Hl zan > 1. Y it = nin+1)(ntl) @ Neka je t; =1

6
it, = 3t,_1 +2 zan > 2. Nadéi tatno rjesenje {t,}>°,. t, =8, t, = 3t,_; — 15. @
t1=2,t, =t,_1+n—1. t1 =3, t, =t,_1+2n — 3. tlzl,tn:2tn_1—|-n—1.

ty =5,t, =2t,_1+3n+ 1. Nac¢i opste rjesenje rekurentne relacije a, 12 — 4a,41 + 3a, = 0.
Rezultat ¢; + ¢23™. Nadéi a,, iz rekurentne relacije 1 pocetnih uslova: a,12 —4a,41 + 3a, = 0,
a; = 10, a; = 16. Rezultat Opste rjesenje ima oblik a,, = ¢; + ¢23™. Iz poéetnih uslova imamo
¢1 + 3c3 = 10, ¢; + 9¢, = 16, odakle je ¢; = 7, ¢ = 1. Prema tome, a,, = 7 + 3™.

Iz teorije. Navodimo poznate ¢injenice iz teorije koje se koriste prilikom rjesavanja za-
dataka:

Princip matematicke indukcije glasi: ako je p; istinit iskaz (baza indukcije) i ako vazi
(Vn) {pn = pnt1) (indukcijski korak) onda je iskaz p,, istinit za svako n € N.

I Opste rjesenje jednacine oblika t, = At,_1 + «, gdje je A # 1, glasi £, = cA™ + a, s
tim da treba odrediti @ pomocu supstitucije u samu jednacinu. ¢ — proizvoljna konstanta. ¢; =
dati broj — pomocu izbora c.

IT Opste rjesenje jednacine oblika t,, = ¢,,_; + « glasi £, = ¢ + an, s tim da treba odrediti
a pomocu supstitucije u samu jednaéinu. ¢ — proizvoljna konstanta. ¢; = dati broj — pomoéu
izbora c.

I11 Opste rjesenje jednacine oblika t,, = A,_; +an+3, gdje je A # 1, glasi £, = cA"+an+b,
s tim da treba odrediti a 1 b pomocu supstitucije u samu jednacéinu. ¢ — proizvoljna konstanta.
t; = dati broj — pomocu izbora c.

IV Opste rjesenje jednacine oblika t,, = t,_; +an+ 3 glasi t,, = ¢+ an®+bn, s tim da treba
odrediti a 1 b pomocu supstitucije u samu jednacinu. ¢ — proizvoljna konstanta. t; = dati broj
— pomocu izbora c.

Neka su A; i A; rjesenja jednacine A% 4+ pA + g = 0 (tzv. karakteristicna jednacina).
Razmotrimo rekurentnu relaciju a2 + pa,+1 + ga, = 0 (n > 1) po nepoznatoj {a,};>;. Njeno
opste rjesenje glasi: a, = c1AT + A} ako je A1 # Ao, ap, = 1 AT 4 c2n A} ako je Ay = Aq, gdje
su ¢; 1 ¢g proizvoljne konstante. Kada su dati uslovi a; = dati broj i a; = dati broj onda se iz
opsteg rjesenja izdvaja partikularno rjesenje — pomocu izbora ¢; 1 ¢s.

Rjesenja zadataka

@ Vidimo da baza indukcije p; glasi 1 = 11 da je istinita. Ostaje da se dokaze indukecijski
korak. U tom smislu, uzmimo da vazi indukcijska hipoteza (indukcijska pretpostavka) p,, a
zelimo da dokazemo da vazi indukcijski zakljucak p,y; — oslanjanjem na hipotezu. Tako:

n+1' n. nn_l_]_ n n—|—2
Ez:Zz+n+1:%—I—n%—l:(n—l—l)(g—l—l):(n—l—l) 5
=1 =1

izraz ima predvideni oblik, dokaz je zavrsen.
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@ Baza indukcije 1> = 2 - 3/6 je istinita. Indukcijski korak:

n(n + 1)(2n + 1)

+(n+1) =

n+1 n
222:Zi2+(n—|—1)2 =
=1 =1

n+1

(n(2n + 1)+ 6(n + 1)) =

slaze se. Dokaz je zavrsen.

postavka t; = 1, ¢, = 3t,_; + 2
izrada t, = c-3" + a
c'3"+a=3(c-3"'4a)+2
a=3a+2
t, = ¢+ 3" — 1 ovo je rjesenje,

a=—1

ako se posmatra samo jednacina,
ako se ne bi posmatrao uslov ¢; = 1
t1=3¢c—1=1 c= %
rezultat ¢, = % -3 -1

ili svejedno t, =2-3"1 —1

1Zvrsitl provieru
prov)
@ rezultat ¢, = é <37+ %

(62 (63) 1. 64 65) 1V, (6) (67) 111
postavka t; =2, ¢, =t,_1 +n—1

izrada t,, = ¢ + an® + bn
c—l—anz—l—bn:c—l—a(n—l)z—l—b(n—l)—l—n—l
an’+bn=an®>—2an+a+bn—b+n—1
0=—-2an+a—-b+n—-1
0=(-2a+1)n+a—-0b-1
0=—-2a+1 g
{ 0=a—-b-1 =
t, =c+ %nz — %n ovo je rjesenje,
ako se posmatra samo jednacina,

b= —

[

ako se ne bi posmatrao uslov t; = 2
tlzc—l—%—%:2 c=2
rezultat ¢, = 2 + %nz —ip

2
@tn:4—|—n2—2n

n+1

(2n® + Tn +6) =

n+1

(n+2)(2n +3).

postavka t; =1, ¢, =2t, 1 +n—1

izrada t, = c-2" +an + b

e2"+an+b=2(c:2" '+a(n—1)+b)+n—1

an+b=2an —2a+2b+n—1

an+b=(2a+1)n —2a+2b—1
a=2a-+1

{ b=—2a+2b—1

t, = c¢-2" —n — 1 ovo je rjesenje,

a=-1,b=-1

ako se posmatra samo jednacina,
ako se ne bi posmatrao uslov £t; =1
t1=2¢c—1-1=1 c:%
rezultat ¢, = % 2" —n—1

@tn:%-Q“—3n—7

@an+2—4an+1—|—3an:0
A —4X+3=0

A\ _—b:l:\/bz—4ac

12 = 9
A=1,X=3

ap, = C1AT + 2 A}

a, =c¢1+ ¢y 3"

an+2—4an+1—|—3an:(), a; =10, a; = 16
a, =c1+ ¢y - 3"

a; =c1 + 3¢y =10
{0,2:01—|-9€2:16
a, =7+ 3"

61:7762:1
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