D smjer (Rac¢unarstvo i informacione tehnologije). Programiranje II (Eetvrti semestar).
Ogledni primjeri pitanja za Kolokvijum (20 poena). Od naslova 2.1. Strukture podataka: liste,
redovi 1 stekovi do naslova 5.7. Zadatak o trgovackom putniku i backtracking. Do¢i ce dva
pitanja iz teorije 4+ jedan zadatak iz Matematicke pripreme (rekurentne relacije).

Najvaznija pitanja su:
teorjja: 1-7, 11-13, 15, 17, 20-21, 26, 28-29, 31,
zadaci: 52-57, 68-71, 73-82.

1 Razrada efikasnih algoritama

1. Dva nacina za memorijsko predstavljanje liste 1 algoritam za operaciju INSERT. 2. Pred-
stavljanje steka (stack) i algoritmi za operacije. 3. Pojam reda (queue), njegovo predstavljanje,
operacije sa redom 1 kruzno svojstvo predstavljanja. 4. Pojam usmjerenog i neusmjerenog
grafa. Predstavljanje pomoéu matrice susjednosti (matrice koincidencije) ili pomoéu listi sus-
jednosti. 5. Pojam binarnog drveta. Njegovo predstavljanje pomoéu dva niza LEFTSON 1
RIGHTSON. 6. Obilazak binarnog drveta po prednjem, srednjem i zadnjem redosljedu (pre-
order, inorder i postorder). Navesti primjer. 7. Algoritam (sa upotrebom rekurzije) za inorder
numeraciju vrhova binarnog drveta. 8. Kako se rekurzivni algoritam prevodi u kod za RAM,
odnosno RASP. 9. Podjjeli pa vladaj: zadatak o najveéem i najmanjem ¢lanu skupa. Kolika je
sloZzenost algoritma? 10. Podijeli pa vladaj: zadatak o mnoZenju dva broja. Kolika je slozenost
algoritma? 11. Algoritam MERGESORT. Kolika je slozenost. 12. Dinamicko programiranje:
zadatak o optimalnom rasporedu prilikom mnozenja n matrica M; x My x ... x M,,.

>1 Uredivanje

13. Radikalno uredivanje niza rijeci jednake duzine. 14. Radikalno uredivanje niza rijeci
u slucaju kada svaka rije¢ ima svoju duzinu. 15. Donja granica sloZenosti T algoritama za
uredivanje n brojeva (potreban broj operacija poredenja kao funkcija od »). 16. U glavnim cr-
tama o algoritmu HEAPSORT. 17. Algoritam QUICKSORT. 18. Jedan algoritam za rjeSavanje
zadatka Order statistics.

> Strukture podataka za skupove

19. U glavnim crtama o heSovanju. 20. Binarno pretrazivanje tj. trazenje u uredenom nizu.
Kolika je slozenost za SEARCH(a, 1,n). 21. Sta znaci da je T drvo binarnog pretrazivanja za
skup S. Algoritam za naredbu MEMBER(a, S) i za INSERT(a, §). 22. Sta znadi da je T drvo
binarnog pretrazivanja za skup S. Algoritam za operaciju MIN(S), kao i za DELETE(a, S).
23. U glavnim crtama o algoritmu za optimalno drvo binarnog pretrazivanja. 24. U glavnim
ctrama o jednostavnom algoritmu za uniju dva disjunktna skupa. 25. Seme (algoritmi) koji
koriste balansirana drveta.

> Algoritmi na grafovima

26. Kruskalov algoritam za drvo koje povezuje (obuhvatno drvo, engl. spanning tree) ¢ija
je cijena minimalna. 27. Obilazak grafa po dubini (engl. depth—first search). 28. Algoritam
za tranzitivno zatvorenje (graf) tj. da li postoji put od vrha v ka vrhu w (Warshall). 29.
Algoritam za najkraéi put (graf) tj. zadatak o najkra¢em putu od vrha v ka vrhu w (Floyd). 30.
Zadatak o jednom izvoru (najkraéi putevi za jedan izvor), Dijkstra. 31. Pokusavam i vratam
se (backtracking) naspram iscrpnog pregledanja (exhaustive search) — objasniti, eventualno i
pomocu primjera.
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Programiranje II, Zadaci za vjezbu — Matemati¢ka priprema: I Matematicka indukcija,
IT Oznaka veliko—o, IIT Rekurentne formule. Iz knjige Parberry: Problems on Algorithms.
I Matematicka indukcija 1) Zbirovi

1. Dokazti da je 37 ;i = "("‘H) zan>1. 2. Y% i%= ”(n+1)(2n+1 3. Y, it = (n(n;l))zl

4. Y o(20 + 1) = %( + 1)(2n + 1)(2n +3). 5. Yr,i(t+1) = %n(n + 1)(n + 2). 6.

Y+ 1)(E+2) = jne+1)(n+2)(n+3). 7. T i-il=(n+ 1)1 -1 8 X7, 5 =1— 4.
9. Y, at = ";11_1 ( # 1), zbir geometrijske progresije. 10. Y7 a' = a":_?’] (a #1). 11

Y2t =2m 112, ¥, i(ii 13. Y 1020 = (n — 1)27F! 2.

2) Nejednakosti

14. Dokazati da je (1+2)" > 1+nz,zan > 1,2 > —1, Bernulijeva nejednakost (Bernoulli).
15. 3" <mlzan >7 16. n? < 2" zan > 5. 17. Y0, df ;nk(n—l—l), k> 1. 18.
Yrix<2-Ln>2

3) Djeljivost

19. Dokazati da je broj n® + 2n djeljiv sa 3 za n > 0. 20. Dokazati da je n® — n djeljiv sa
5 n > 0. 21. 5"t +2.3" + 1 je djeljiv sa 8, n > 0. 22. Broj je djeljiv sa 3 ako i samo ako je
zbir njegovih cifara djeljiv sa 3. 23. Broj je djeljiv sa 9 ako 1 samo ako je zbir njegovih cifara
djeljiv sa 9. 24. Zbir kubova tri uzastopna prirodna broja je djeljiv sa 9.

1) n+1

4) Postanske marke

25. Pokazati da se svako pismo veée od 7 centi moze obrazovati upotrebom samo markica
od 315 centi. 26. Pokazati da se svako pismo veée od 34 centa moze obrazovati upotrebom
samo markica od 51 9 centi. 27. Pokazati da se svako pismo vece od 5 centi moze obrazovati
upotrebom samo markica od 21 7 centi. 28" Neka je m > 1, n > 1, NZD(m,n) = 1. Pokazati
da postoji k > 1 takav da se svako pismo veée od k centi moze obrazovati upotrebom samo
markica od m 1 n centi.

5) Fibonadcijevi brojevi

29. Znamo da je fo =0, fi =1, f. = fa—2 + fa—1. Dokazati da je >0, fi = foys — 1.
30. fn+k = fn—lfk + fnfk+1- 31. E?:l fi2 = fnfn+1' 32. fn+1fn+2 = fnfn+3 + (_1)n' 33.
faifurr = 2+ (1)

6) Binomni koeficijenti

34. Znamo da je (") = m Dokazati da je ( " ) (n) = ("Zl) 35. > r—o (Z) = 2",
36. (a+0)" =371, ( ) "=kp* Njutnova binomna formula. 37. ( ) <nF, 1 <k<mn. 38
Sroi- (1) =n2nt 39, T, (7)) = ()"

IT Oznaka veliko—o

40. Neka je f(n) = 6n, g(n) = 1(n2 —n). Dokazati da vazi f(n) < g(n) (f je nizeg reda od
g). 41. f(n) = n+24/n, g( ) =n? 42. f(n) = n+log,n, g(n) = ny/n. 43. f(n) = n*+3n+4,
g(n) = n®. 44. f(n) = nlog, n, g(n) = iny/n. 45. f(n) = y/n, g(n) = n +log,n. 46. Neka
je f(r) = 2n% + 1, g(n) = n®. Dokazati da su f(n) i g(n) istog reda veli¢ine (oznaka ©). 47.
f(nr) = 3n® + y/n, g(n) = n®. 48. Neka je f(n) = n® + 2n, g(n) = n? — 1. Dokazati da vaz
f(n) ~ g(n) (f1g su ekvivalentne velicine). 49. f(n) = 2n? + ny/n, g(n) = 2n%. 50. n? < 2".
51. 2" « nl.

ITT Rekurentne formule 1) Jednostavne rekurentne relacije

52. Neka je t; = 11 ¢, = 3t,_1 + 2 za n > 2. Nadi tacno rjesenje {t,}>2,. 53. t; = 8§,
tn = 3tn_1 — 15. b4. tl = 2, tn = tn—l +n — 1. 55. tl = 3, tn = tn—l +2TL — 3. b56. tl = ]_7
tn =2ty 1 +n—1.57. ¢, =5,t,=2t, 1 +3n+1. 58. £y =1it, =2t,, +6n —1kadajen
oblika 2%, 59. t; =4, t, = 2t,/5 + 3n + 2, n oblika 2k 60. t; =1, t, = 3t,/2 + n* —n, n oblika
2k 61. t, =4, t, = 3tn/2 +n® —2n + 1, n oblika 2k 62. t, =1, t, = 3tz +n — 2, n oblika
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2. 63. t1 =1, t, = 3t,2 + 5n — 7, n oblika 2.

2) Nesto opstije rekurentne relacije

64. Fibonacijevi brojevi f,, za n > 0 definisani su rekurzivno kako slijedi: fo =0, f; = 11
fn = fas+ fuo1zan > 2. Dokazati pomoéu indukcije po n da je f, = % ((1+2\/§)n — (1_;3)”).
65. Neka je z,, broj razlicitih na¢ina da se postave zagrade u proizvodu sa n clanova. Na primjer,
ry =1, 2y = 1, 3 = 2, mogucénosti su (ab)c i a(bc), £4 = 5, moguénosti su a((be)d), a(b(cd)),
(ab)(cd), ((ab)e)d i (a(be))d. Dokazati da je z, = 1 za n < 2, a inace je &, = > po; TxTn_k. 66.
Pokazati da je z, > 2”2 za svako n > 1. 67* Pokazati da je z,, = %(2:__12) 68. Nadi tac¢no
rjeSenje rekurentne relacije ¢ty = 1, t9 = 6, t, = t,_o +3n+4,. n > 3. 69. t; = ¢, t5 = d,
ty =tho+mn,n>3 T70. t; =1, t,=6,t3=13,¢t, =t, 3+5n—9. n >4. TL. t; =1,
tn =2, 1 +n?2—2n+1,n>2. 72. t; =1,t, =nt,_ 1 +n,n> 2.

IV 1z Gavrilov, Sapozenko

73. Naci opste rjesenje rekurentne relacije a2 — 4a,41 + 3a, = 0. 74. apq2 + 3a, = 0. 75.
Gpyo — Gpy1 — Gp = 0. 76, Gpys + 20541 + 0, = 0. 77. apys + 100,42 + 320,41 + 32a, = 0.
78. apys + 3ant2 + 3any1 + a, = 0. 79. Nadi a,, iz rekurentne relacije 1 pocetnih uslova:
aptry — 4ap11 + 3a, =0, a; = 10, az = 16. 80. apy3 — 3apt2 + apy1 —3a, =0, a1 =3, ay =T,
az = 27. 81. apy3 — 3ant1 + 2a, =0, a; = a, ay = b, az = c. 82. ayys — 2cos alpy1 + a, = 0,
a; = cosa, ay = cos2a. 83. Dokazati: ako z = 1 nije korijen polinoma z? + pz + q onda

je partikularno rjesenje jednacine @42 + pan+1 + qa, = an + S (1), gdje su p, ¢, a, f — dati
brojevi, niz a) = an + b; naéi a i b. Nadéi opste rjeSenje relacije (1). 84. Ako je z = 1 — prost
korijen polinoma z? + pz + ¢ onda postoji partikularno rjesenje oblika a} = n(an + b); naéi a i
b. Naéi opste rjesenje relacije (1). 85. Ako je z = 1 — dvostruki korijen polinoma z? + pz + ¢
onda postoji partikularno rjesenje oblika a = n?(an+b); naéi aib. Nadi opste rjesenje relacije
(1) (u razmatranom slucaju). 86. Rijesiti rekurentnu relaciju: an41 — a, = n, a; = 1. 87.
Ao+ 2an41 —8a, = 27-5", a1 = —9, as = 45. 88. api3—6ay49 +11a,4 1 —6a, = 6n? —4n —17,
a; = 3, az = 15, ag = 41. 89. Neka je {f,.}>2, niz Fibonacijevih brojeva. Dokazati da je za ma
koje m 1 » = km, broj f, djeljiv sa f,,. 90. Dva susjedna broja f, 1 f,+1 su uzajamno prosti.
Rjesenja za IV. 73. ¢; +¢23™. T4. c1(v/=3)" + (—=1)"ca(/=3)". T5. ¢ (1‘;—\/3)”+c2 (%)n
76. (—1)"(c1 + can). T7. (c1 + can)(—4)" + e3(—2)". 78. (—1)"(c1 + cam + e3n?). T9. Opste
rjeSenje ima oblik a,, = ¢; + ¢23™. 1z pocetnih uslova imamo ¢; + 3c; = 10, ¢; + 9¢; = 16, odakle
jeecr =17, ¢co = 1. Prema tome, a, = 7+ 3" 80. 3" +i" + (—¢)". 8L. ¢1 + can + c3(—2)",
gdje je ¢y = M=b=de ) _ bieda oo Zb-ca g9 cogpa. 83, q = 2, b = (Fptaf-alip)

9 3 73 18 I+p+q’ © (1+p+q)?
84. a = 2p°_‘|_4, b= “(‘p;(‘*z)jj)’i(p“). 85. a =3¢, b= ﬁ%a 86. 1+ @ Partikularno rjesenje
jednaéine an41 — a, = n trazimo u obliku a) = n(an + b). Kada zamijenimo a) u polaznu
relaciju, nalazimo da je a = n(nz—l)‘ Pomoéu smjene a, = n(nz_l) + b, imamo b,y — b, = 0.

Otuda je b, = ¢, gdje je ¢ — konstanta, 1 a,, = @ + c. Iz pocetnog uslova dobijamo da je
c=1.87. —=2(—4)" 4 3-2" 4+ 5". Uputstvo: partikularno rjefenje trazimo u obliku a = ¢-5".
88. 0,5+50-2"+6,5-3" —4n>® — 13n? — 50n. 89. Koristiti frim = fr_1fm + fafm+s1 1 sprovesti
indukciju po k.

Opste rjesenje jednacine a,ya + pany1 + qa, = 0 glasi a, = c1AT + c2 A%, gdje su A; 1 Aq
rjesenja jednacine A% 4+ pA + q = 0, ako je A\; # As, a ako je A; = Xy onda opste rjesenje glasi
an = (c1 + can)A7. Jednalina oblika @42 + pant1 + qan = 2n + 3 ili apys + pans1 + qa, = a”
rjesava se po analogiji sa jednacinom y” 4+ py’ + qy = 2z 4 3, odnosno y” + py’ + qy = €**.

Teorema. Neka je a, b, ¢ > 0. Rjesenje rekurentne relacije T'(n) = { bzan =1, aT(n/c)+bn
zan > 1, kada je n stepen od cje T'(n) = { O(n) ako je a < ¢, O(nlog, n) ako je a = ¢, O(nl°%)
ako je a > c.
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