1 MATEMATIKA U RACUNARSTVU (napredni
kurs) - IIT racunske vjezbe

1.1 Zadatak 1.

Metodom perturbacije odrediti sumu:
Sp=" k(k+1)
k=

1

Rjesenje:
Metodom pertrubacije se vrijednost sume:

n
Sn = Z Q.
k=0

trazi tako sto se S,41 napise na dva nacina:

Sn+1 = Sp+ An+1 (1)
Sup1 = aot+ > ax (2)
k=1

A nakon toga se pokusa suma:

[
S
B

k=1
svesti na sumu S,. Do izraza za sumu S,, se u nekim sluc¢ajevima moze doé¢i
izjednacavajuéi (1) sa (2).
Primijenimo navedeni postupak na na$ zadatak, odredivanje sume:

So = k(k+1). (3)
k=1
Sn+1 ¢e biti:
n+1
Spi1 =Y _k(k+1). (4)
k=1

Ako se izdvoji zadnji ¢lan sume, dobija se:

Sp41 = ik’(kz + 1)+ (n+1)(n+2),
k=1

Spt1=Sp +(n+1)(n+2). (5)



Izdvajanjem prvog elementa sume (4), nakon uvodenja smjene k' = k—1, dobija

se:
n+1 n+1 n

Sup1 = Y k(k+1)=1-2+ Y k(k+1) =24 ) (K +1)(K +2) =
k=1 k=2 E'=k—1 =1

k=k'+1
n

= 2+i((k’+1)k’+(k’+1)2)=2+ik(k+1)+22(k+1)=
k=1

k=1 k=1
= 24 k(k+1)+2) k+2) 1
k=1 k=1 k=1
Snp1 =245, +2) k+2n (6)
k=1

Jednagine (5) i (6) predstavljaju S,+1 pa im i desne strane moraju biti
jednake, dakle:

Sp+(n+1)(n+2) = 2+Sn+22k+2n (7)
k=1
(n+1)(n+2) = 2+2> k+2n
k=1
23k = (n+1)(n+2)—2-2n
k=1
- 1, ., L
k= §(n +3n+2—2—2n)=§(” +n)
k=1
. n(n+1)
gk_ 5 (8)

k=1

Nismo odredili sumu S, ali smo polaze¢i od sume Y ;_; k(k + 1) u jednom
trenutku dobili sumu >~} _; (k+1). Zaklju¢ujemo da bi trebalo po¢iod Y _; (k—
1)k(k + 1) da bi se dobila suma Y _, k(k + 1). Dakle, polazimo od sume:

n

Sty = (k= 1k(k+1). (9)

k=1
Primijenimo metod pertrubacije. S1,+1 ¢e biti:

n+1

Slpsr =Y (k= 1Dk(k+1). (10)

k=1

Ako se izdvoji zadnji ¢lan sume, dobija se:



n+1 n
Slppr =Y (k= Dk(k+1) = (k= Dk(k+1) + n(n+1)(n+2),
k=1 k=1
Slpy1 =S1,+nn+1)(n+2). (11)
Izdvajanjem prvog elementa sume (9), nakon uvodenja smjene k' = k—1, dobija
se:
n+1 n+1
Slpyr = (k—l)k(lc+1):0+Z(k—l)k:(k—i—l) —Z (k+1)(k+2) =
k=1 k' =k—1 k'=1
= D kk+D)(k-1+1+42)=> k(k+1)(k—1)+3> k(k+1)
k=1 k=1 k=1

Poredeti ovu jednakost sa (3) i (9), dobijamo
Slpi1 = S1, + 38, (12)

Izjednacavanjem (11) i (12) dobijamo:

Slp+nn+1)(n+2) = S1,+3S,
35, = nn+1)(n+2)
n(n+1)(n+2)
Sn = —

Sto preddstavlja datu sumu:

Zn:k(k f1y o Dn+2)

k=1

1.2 Zadatak 2.
Pronadite rjesenje rekurzije:

n—1

Ch=n+1+2= ch

ako je Co = 0. Velicina C,, predstavlja prosjetan broj operacija poredenja potreb-
nih za sortiranje n slucajno rasporedenih velicina primjenom ,quicksort” algo-
ritma. (Savjet: napisite izraze za C,, it C,_1 1 pokudajte th iskombinovati da se
oslobodite sume u definiciji rekurzije).

Rjesenje:

Izraz za C,, je dat postavkom zadatka kao:

n—1

2
C, = 14+ — C
ntl+=% Cy



napisimo na osnovu njega izraz za Cp_1:

n—1-—1

2
Cnflzn—l—ﬁ‘]."-m ZO Ck

Dalje posmatrajmo dva dobijena izraza i pokusajmo ih iskombinovati tako
da se eliminiSe suma, dakle, imamo:

n—1
Ch=n+1+23 Cy
N:Onflfl
Chg=n—1+1+-2 3 Cj
k=0

n—1

Izraz za C), ima jedan ¢lan vise u sumi od izraza za C),_1, izdvojimo taj ¢lan
van sume u izrazu za C,,, a istovremeno sredimo i izraz za C,,_1:

n

—2
Cn=n+1+%< Ck+0n_1>
k=0
n—2

Ch1=n+ % Z Cy
k=0

. . . T y -2
Kada uporedimo ova dva izraza mozemo primijetiti da u oba konfiguruse > _ Cj,
izrazimo ovu sumu iz jednog od ova dva izraza, na primjer iz drugog:

n—2
_ 2 n—1 2
Cn —n+1+;n_1 Z Ck+gcn_1
xk=0
9 n—2
Cn,1 —n=5=3 Z Ck
k=0
koriste¢i umjesto sume C),_1 — n, prva jednacina se svodi na:

n—1 2
Ch=n+1+——(Cph1—n)+=Cph_1
n n

Dalje, mozemo pisati:

-1 2
Co = n+l+ oot =414+ =Gy
—1+2
Cn = 2+ucnfl
n
1
Cn = 2+n+ Cnfl
nC, = 2n+n+1)Ch_1

Dobili smo rekurziju oblika

a,Cr, = b,Cri_1 + Cp, (13)



Cije rjesenje u zatvorenom obliku mozemo dobiti kao:

1 n
C, = p— (blco + Zskck> (14)

Up—10p—20pn—-3...41
brbn—1bn_2...ba

Poredeci rekurziju koju zelimo rijesiti:

Sp =

nCp=Mn+1)Ch_1+2n

sa (13), zakljutujemo da je u nagem slucaju: a, =n, b, =n+11ic¢, = 2n.
Sada moZzemo izra¢unati s,:

_n=1)(n-2)(n—-3)..3-2-1 2

- (n+1)n(n—1)..4-3  (n+1Dn

i zamijeniti u formuli za C,(14):

1 i 2 1 «— 4 n+l w— 1
C, = —5— (2-0+§ 7%):—2 E = 4§
(CESyL k=1 (k+1)k n+1 k:1k+1 2 k:1k+1
"1
= 2 1 E —
Cn (n+ )k:1k+1

Sto predstavlja rjesenje rekurzije.
Pogledajmo kako bismo odredili nekoliko pocetnih elemenata definisanih
datom rekurzijom. Podimo prvo od izraza:

n—1

2
Cn:n+1+520k, (15)

uz pocetni uslov Cy = 0.
Zelimo odrediti Cy, Cs, C3 i C4. Odredujemo ih tako $to u izrazu za rekurziju
umjesto n stavljamo 1, 2, 3, 4, respektivno. Dakle, za n = 1 imamo:

1-1 0
2
o 1+1+I;Ck:2+2,;)0k:

2420, =2+2-0=2.

Za n = 2 dobijamo:

2—1 1
2
Cy = 2+1+§’;]Ck:3+;)0k:

= 3+Cy+C1=3+0+2=5.



Za n = 3 dobijamo:

23—1 9 2
Cs 34 +3;Ck +3;Ck
2 2 14 26
= 4+§(Co+01+02):4+§(0+2+5):4+§:§-

Za n = 4 dobijamo:

2471 13
4+14+25 0 =5+=5"0C, =
++4’;)k +2’;)k
26 v _

1 1
= 5+§(CO+CI+CQ+03)_5+§(0+2+5+§)_5+6 5

Cy

Iste vrijednosti bi se morale dobiti i ako podemo od izraza dobijenog kao
rjesenje rekurzije, dakle:

1
n =2 1 —
C (n+ )Zlﬁ—l
k=1
Za n = 1 dobijamo:

1

1
1
Cr=2(1+1)) ——=4——=2
k1 141

Za n = 2 dobijamo:

1 11 5
6’2:2(2+1)Zk—+1:6 5t3)=05=5
k=1
Za n = 3 dobijamo:

3
1 1 1 1 6+4+3 26
03:2<3“>kz_1k—+1:8<5+5+1):8T:?

Za n = 4 dobijamo:

11 1 1 71030+20+15+12777
B 60 6

4
1
k=1

Sasvim ocekivano, oba puta smo dobili iste vrijednosti, jer je u pitanju ista
rekurzija, samo zapisana na dva razli¢ita nacina.



