1 MATEMATIKA U RACUNARSTVU (napredni
kurs) - IV racunske vjezbe

1.1 Zadatak 1.

Za orjentisani graf sa slike 1 napisati matricu susjedstva i matricu incidencije.

Slika 1

Rjesenje:

U matrici susjedstva A i vrste 1 kolone predstavljaju ¢vorove koji su na
neki na¢in oznaceni (brojevima od 1 do 6 u nasem primjeru). Element a;;
matrice susjedstva A, usmjerenog grafa, ima vrijednost 1 ukoliko je ¢vor koji je
predstavljen u ¢-toj vrsti povezan sa ¢vorom koji je predstavljen u j-toj koloni
granom koja je usmjerena od ¢ ka j. Posmatrajmo graf sa slike 1 i pisimo

matricu susjedstva. Vrste ¢e biti redom ¢vorovi 1, 2, ..., 6, kolone ¢ée takode
predstavljati ¢vorove 1, 2, ..., 6. Matrica susjedstva ¢e biti:
1 2 3 4 5 6
101000 0]
210 00000
3100 0 1 01
A= 411 10010
510 1 0 0 0 1
6 L0000 0 0]

U matrici A samo dio koji je napisan unutar uglastih matrica ¢ine elementi
matrice susjedstva, brojevi prije uglastih zagrada i iznad matrice ilustruju sta
je zapisano u vrstama, a $ta u kolonama.

Matrica incidencije G je matrica koja ima onoliko vrsta koliko graf ima
¢vorova i onoliko kolona koliko graf ima grana. Omna se definiSe razli¢ito za
slu¢aj orjentisanog i neorjentisanog grafa. Ako je graf orjentisan tada je

0 ako ¢vor ¢ nije ni polazni ni krajnji ¢vor grane j
gij = ¢ —1 ako je &vor 4 polazni ¢vor grane j
1 ako je ¢vor 4 krajnji ¢vor grane j



Za dati graf, vrste ¢e biti redom ¢vorovi 1, 2, ..., 6, a kolone ¢e predstavljati

grane a, b, ..., h. Matrica incidencije ¢e biti:

a b c d e f g h

i1{-1r 1.0 0 O 0 O O

2 1 0 1 0 1 0 0 O

G— 3 o o o -1 0 0 -1 o0

4 o -1 -1 1 0 -1 0 ©0

5 o o o o0 -1 1 0 -1

6 O 0 o O o0 o0 1 1

Primjetimo da matrica incidencije u svakoj koloni (koja odgovara toj grani)
ima samo jednu vrijednost —1, na poziciji koja odgovara ¢voru iz kojeg ta grana
istice, i jednu vrijednost 1, na poziciji koja odgovara ¢voru u koji ta grana utice.
Sve ostalo su nule jer jedna grana povezuje tacno 2 ¢vora.

1.2 Zadatak 2.

Data je matrica susjedstva A orjentisanog grafa. Odrediti na osnovu nje matricu
incidencije.
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Rjesenje:

Podimo od definicije matrice susjedstva. U matrici susjedstva orjentisanog
grafa element na poziciji a;; = 1 ukoliko postoji direktna veza ¢vora ¢ sa ¢vorom
j. Ta direktna veza je zapravo grana koja izlazi iz ¢vora ¢ a ulazi u ¢vor j.

Prvo sto zaklju¢ujemo na osnovu matrice A i njene definicije jeste da imamo
tatno 4 grane (oznacimo ih sa a, b, ¢, d). Ovaj zakljutak smo izveli iz ¢injenice
da su samo 4 elementa matrice A jednaka jedinici. Sada mozemo odrediti i
elemente matrice incidencije G. Sa a oznatavamo granu koja odgovara jedinici
na poziciji ai2, b — jedinici na poziciji a13, ¢ — jedinici na poziciji aq; 1 d —
jedinici na poziciji a43. Ako grana za koju piSemo vrijednosti elemenata ma-
trice incidencije (elementi u odgovarajuéoj koloni) odgovara jedinici iz matrice
susjedstva na poziciji a;; to znaci da grana izlazi iz ¢vora ¢ (dakle, u toj koloni
imamo —1 u 4-toj vrsti) i ulazi u ¢vor j (1 u j-toj vrsti). Sve ostale vrijednosti
u posmatranoj koloni su 0, jer jedna grana direktno povezuje samo dva ¢vora.
Dakle, matrica incidencije koja odgovara matrici susjedstva A ¢e biti:

a b c d

17-1 -1 1 o0

21 1 0 0 o0
G=310 1 0o 1 (1)

4l 0 o -1 -1



Za vjezbu mozete nacrtati graf ¢ija je matrica incidencije upravo dobijeno
G i provjeriti da li je matrica susjedstva tako dobijenog grafa zaista matrica A
od koje smo krenuli.

1.3 Zadatak 3.

Matrica susjedstva u zadatku 2. data je za slucaj orjentisanog grafa. Napisati
matricu susjedstva za odgovarajuéi neorjentisani graf. Nakon toga, na osnovu
matice susjedstva meorjentisanog grafa napisati i ogovarajuéu matricu inciden-
cije.

Rjesenje:

U slucaju neorjentisanog grafa matrica susjedstva je simetri¢na matrica.
Neka su al;; pojedinacni elementi matrice susjedstva A iz naSeg zadatka, gdje
su indeksi ¢ i j indeksi vrste, odnosno kolone matrice A; respektivno. Ako
postoji grana izmedu i-tog i j-tog ¢vora u matrici susjedstva orjentisanog grafa,
tada Ce za iste indekse 7 1 j u matrici susjedstva odgovaraju¢eg neorjentisanog
grafa postojati i grana izmedu j-og i i-og (to je ista grana). Drugim rije¢ima,
ako je element a;; = 1 u matrici susjedstva orjentisanog grafa, tada za isto ¢ i
isto j u matrici odgovarajuc¢eg neorjentisanog grafa vazi da je i element alj;; = 1.

U matici A iz zadatka 2. jednaki su jedinici sljedeéi elementi: aq2,a13,a41 i
a43.U matrici susjedstva odgovarajuceg neorjentisanog grafa bice jednaki jedinici
elementi alis, alis, alyy i alys isljedeéi elementi: als, alsy, aliy i algy.Uocimo
da su u odnosu na glavnu dijagonalu svi elementi matrice susjedstva A; neor-
jentisanog grafa simetic¢ni. TraZena matrica je:

1 2 3 4
10 11 1
21100 0

Ar=g519 0 01
411010

Rekli smo da je matrica incidencije G matrica koja ima onoliko vrsta koliko
graf ima ¢vorova i onoliko kolona koliko graf ima grana. Ona se definise razli¢ito
za slu¢aj orjentisanog i neorjentisanog grafa. Ako je graf neorjentisan tada je
pojedinacni element matrice incidencije definisan kao:

| 0 ako &vor i nije ni polazni ni krajnji ¢vor grane j
9ij 1 ako je évor ¢ polazni ili krajnji ¢vor grane j

Prvo §to zaklju¢ujemo na osnovu matrice A; i njene definicije za slucaj neor-
jentisanog grafa jeste da imamo taéno 4 grane (ozna¢imo ih sa a, b, ¢, d). Ovaj
zakljutak smo izveli iz Cinjenice da su elementi matrice Ay : alio,alyz, alyg
i alys jednaki jedinici, dok su elementi alsi,alsi,aliy i algy takode jednaki
jedinici, ali je to posljedica ¢injenice da je graf neorjentisan pa je matrica A;
simetri¢na (odnosno, oni nam govore da se radi o istim granama o kojima govore
elementi alya, aliz, aly i alys). Sada mozemo odrediti i elemente matrice inci-
dencije G1. Sa a oznatavamo granu koja odgovara jedinici na poziciji alis, b —



jedinici na poziciji alqs, ¢ — jedinici na poziciji als; i d — jedinici na poziciji alyg.
Ako grana za koju pigemo vrijednosti elemenata matrice incidencije (elementi
u odgovarajucoj koloni) odgovara jedinici iz matrice susjedstva na poziciji als;
to znaci da postoji grana izmedu ¢vorova 4 i j, pa na osnovu definicije matrice
incidencije, za oba ¢vora pisemo vrijednost 1. Svi ostali elementi posmatrane
kolone jednaki su 0, jer jedna grana povezuje ta¢no dva ¢vora. Dakle, matrica
incidencije koja odgovara matrici susjedstva A, ¢e biti:

a b c d
11110
211 0 0 0

Gi=35101 01
41001 1

Zakljutujemo da u slu¢aju jedne grane (jedna kolona matrice G1) tatno dva
elementa imaju vrijednost 1 dok je u slu¢aju matrice incidencije orjentisanog
grafa jedan element imao vrijednost —1 a drugi 1.

1.4 Zadatak 4.

Data je matrica susjedstva orjentisanog grafa. Odrediti da li postoji put duZine
2. Ukoliko postoji, koliko takvih puteva ima i koji su to putevi za ¢vorove:
a)4i6 b) 4417

OO OO O =
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Rjesenje:

Koliko puteva duzine n postoji medu &vorovima nekog grafa odredujemo
na osnovu vrijednosti elemenata matrice koja se dobije kao n-ti stepen matrice
susjedstva A.

Nas interesuju putevi duzine 2 pa bi trazili kvadrat matrice A:

A =A2=AxA

U pitanju je matri¢cno mnozenje koje je moguce jer je matrica susjedstva po
definiciji uvijek kvadratna matrica. Dalje, element matrice Ajna poziciji 7,
al;; ima vrijednost koja je jednaka broju puteva stepena 2 izmedu ¢vorova ¢ i
7. Ukoliko bi nam se trazilo da za sve ¢vorove ispitamo koliko postoji puteva
stepena 2 imalo bi smisla traziti kvadrat cijele matrice. Medutim, nama se
u zadatku trazi koliko puteva duzine 2 ima izmedu ¢vorova a) 4 — 6, b) 4 —
1. Zaklju¢ujemo da je dovoljno odrediti elemente alyg i aly;. Pri matricnom



mnozenju A x A, element na poziciji ij, al;; se dobija tako sto se matri¢no
pomnoze i—ta vrsta i j— ta kolona.
a) Dakle, bice za alyg - prva vrsta matriéno pomnozena sa etvrtom kolonom:

a146:[110010]*

O = OO

0
= 1x04+1%x0+0x14+0x04+1x1+0x1=1

Postoji put duzine 2 izmedu ¢vorova 4 i 6. Postoji ta¢no jedan takav put
jer je alyg = 1. Koji ¢vorovi ¢ine taj put odredujemo tako $to vidimo koji su

to elementi ¢ijim mnoZenjem smo dobili ovu jedinicu. Na osnovu postupka za
dobijanje alys vidimo da je:

alyg = 1x0+1x04+0x14+0x0+1%x14+0x1=

= Q41 * Q16 T Q42 * Q26 + @43 * A36 + Q44 * Qg6 + Q45 * A56 + Q46 * Q66

alys = 1 zbog jedinice koja se dobija mnozenjem a45 * asg. Znajuéi da, po
definiciji matrice susjedstva ¢iji su a4s5 1 as¢ elementi, ovo znaci da postoji grana
od 4 —51iod 5 — 6, zaklju¢ujemo da ¢e trazeni put biti 4 — 5 — 6.

Data matrica predstavlja matricu susjedstva grafa iz zadatka 1 predstavl-
jenog na slici 1. Provjerimo da li smo dobili ta¢an rezultat. Podimo iz ¢vora 4 i
pokusajmo do¢i u ¢vor 6 kroz tacno dvije grane. Kandidati su grane f i h kao
idig. Mozemo doéi samo granama f i h, dakle idué¢i od ¢vora 4, preko ¢vora
5, pa u ¢vor 6. Grane d i g ne mozemo koristiti jer grana d nije usmjerena od
¢vora 4 ka &voru 5, ve¢ obratno, pa je ne mozemo koristiti kao put do ¢vora 6.

b)

a141:[110010]*

O = O OO

0
= 1%x04+1%x0+0x04+0%x14+1x0+0x0=0

Zaklju¢ujemo da ne postoji put duzine 2 koji bi povezivao ¢vorove 4 i 1.
Pogledajmo opet sliku 1 iz zadatka 1. Lako je uociti da ne postoji nijedan
put kojim bi mogli do¢i iz ¢vora 4 u ¢vor 1 prolazeéi kroz tacno dvije grane u
zadatom smjeru. Jedini kandidat duzine 2 je put koji ¢ine grane c i a. Granu c
zaista mozemo koristiti za prelazak iz ¢vora 4 u ¢vor 2, ali iz ¢vora 2 ne mozemo
preéi u ¢vor 1 granom a jer nam prelazenje u tom smjeru nije dozvoljeno. Sve
ostale putanje su manje ili ve¢e duzine od 2.



1.5 Zadatak 5. (primjer iz skripte)

Pronadite kolika je velicina kompletnog grafa stepena n u slucaju da je graf a)
orjentisan, b) neorjentisan i c¢) neorjentisan i prost.

Rjesenje:

Navedenim problemima pristupimo rekurzivno. Oznac¢imo broj grana sa K.
Napomenimo da je graf kompletan ako za proizvoljna dva ¢vora a i b postoji
grana koja povezuje ¢vorove a i b.

a) U najprostijem slucaju grafa sa jednim ¢vorom imamo da je K7 = 1.
Posto je u pitanju graf koji je kompletan i orjentisan, to znaci da u slucaju
jednog ¢vora mora postojati grana koja taj ¢vor povezuje sa samim sobom.
Ovakva grana naziva se petlja. U slucaju da je u pitanju kompletan graf sa dva
¢vora a i b, tada moraju postojati grane koje povezuju ¢vorove sa njima samima
i to grana (petlja) od ¢vora a do ¢vora a i grana (petlja) od ¢vora b do ¢vora
b. Dodatno, mora postojati grana koja povezuje ¢vor a sa ¢vorom b, a posto je
graf orjentisan, mora postojati i grana koja povezuje ¢vor b sa ¢vorom a.

Sada posmatrajmo opsti slu¢aj kompletnog orjentisanog grafa sa n—1 ¢vorom.
Dodavanjem jednog ¢vora u kompletan orjentisani graf sa n—1 ¢vorom potrebno
je: povezati ¢vor m sa samim sobom (petlja od n do n), zatim povezati sve
postojete ¢vorove sa novim ¢vorom (grane od p don za p = 1,...,n — 1)
i na kraju povezati novi ¢vor sa postojeéim Cvorovima (grane od n do p za
p=1,2,..,n—1). Dodali smo ukupno 14+ (n — 1)+ (n — 1) = 2n — 1 grana
na postoje¢i broj grana K, _1 kompletnog orjentisanog grafa sa n — 1 ¢vorom .
Sada je rekurzivna relacija za veli¢inu grafa:

K,=Kn,_1+2n—-1, (2)
uz pocetni uslov K; = 1. Navedena rekurzivna relacija je oblika:

ancn = bncn—l +cn (3)

pa rjeSenje u zatvorenom obliku mozemo dobiti kao:

1 n
Cn = P (blco + ZSka) (4)

gdje je:
8 = Up—10p—20n—3...G1
" b7Lbn—1bn—2-'-b2

Porede¢i (2) i (3) zakljuéujemo da je a,, = 1, b, = 11ic¢, = 2n — 1, pa je
rjesenje dobijeno transformisanjem navedene rekurzije u sumu (4):

K, = i(% —1) =n%

1

b) U slucaju neorjentisanog kompletnog grafa, takode je neophodno da u
slucaju jednog ¢vora postoji grana koja taj ¢vor povezuje sa samim sobom.



Zato je pocetni uslov K71 = 1. U slucaju neorjentisanog kompletnog grafa sa dva
¢vora a i b, postoje dvije grane, koje povezuju ¢vorove sa samima sobom, grana
od ¢vora a do ¢vora a, i grana od ¢vora b, do ¢vora b. Dodatno, treba da postoji
grana koja povezuje ove ¢vorove medusobno (u slu¢aju orjentisanog kompletnog
grafa, postojale su dvije ovakve grane).

U opstem slucaju kompletnog neorjentisanog grafa sa n — 1 ¢vorom, do-
davanjem jednog dodatnog (n-tog) ¢vora potrebno je: povezati taj ¢vor n sa
samim sobom (petlja od n do n), i povezati ga sa postojetim n — 1 &vorom.
Dakle, dodavanjem jednog ¢vora, potrebno je dodati n — 1+ 1 granu. Zato ¢e
rekurzivna relacija za ukupan broj grana u ovom slucaju glasiti:

K,=K,_1+n

Kako i u uvom slu¢aju prepoznajemo rekurzivnu relaciju oblika (3), to ¢emo
rjeSenje traziti u obliku (4), pri ¢emu je sada: a, = 1, b, =11 ¢, = n. Rjesenje
¢e biti:

_” _n(n+1)
Kn_;k_ 5

¢) Kod prostog kompletnog neorjentisanog grafa rjesenje trazimo na slican
nacin. Glavna razlika lezi u ¢injenici da je graf prost, tako da ne postoje petlje,
odnosno grane koje dati ¢vor povezuju sa samim sobom. Tako za sluc¢aj grafa sa
samo jednim ¢vorom ne postoji nijedna grana, tako da je pocetni uslov K; = 0.
U slucaju grafa sa dva &vora, postoji samo jedna grana koja ih medusobno
povezuje (jer je graf neorjentisan).

U opstem slucaju grafa sa n — 1 ¢vorom dodavanje n-tog ¢vora znaci da
ga je potrebno povezati sa postojetim n — 1 ¢vorom. Zato je u ovom slucaju
rekurzivna relacija oblika:

Kn:anl'i_n_l?

dok je njeno rjesenje, dobijeno na isti nacin kao u prethodna dva slucaja (pri
¢emu je sada a, =1, b, =11 ¢, =n — 1) dato sljedec¢om relacijom:

n(n—1
K, = (2 )

1.6 Zadatak 6.

Napisati matricu susjedstva kompletnog prostog grafa sa 4 cvora.

Rjesenje:

Razmatrani graf je prost. Ovo znaci da ne postoje petlje, odnosno grane koje
povezuju dati ¢vor sa samim sobom. U slu¢aju kompletnog grafa, za proizvoljna
dva ¢vora a i b postoji grana koja povezuje ¢vorove a i b. Na osnovu razmatranja
iz prethodnog zadatka, moze se zakljuciti da je matrica susjedstva bilo orjenti-
sanog, bilo neorjentisanog kompletnog grafa data sa:



1 2 3 4
1170 1 11
211 011

A_3 11 0 1Y}
411110

§to je ocekivano, buduéi da u oba slucaja ne postoje jedino petlje, dok izmedu
bilo koja dva razlicita ¢vora grana mora postojati (u slu¢aju kompletnog orjen-
tisanog grafa izmedu dva proizvoljna razli¢ita ¢vora postoje ta¢no dvije grane, a
u slu¢aju neorjentisanog kompletnog grafa izmedu dva proizvoljna &vora postoji
taéno jedna grana, ali se ne pravi razlika izmedu polaznog i krajnjeg ¢vora).



