1 MATEMATIKA U RACUNARSTVU (napredni
kurs) - dodatni zadaci sa petog termina vjezbi

1.1 Zadatak 1.
Pronadite rjesenje rekurzije:
3n—2-nCp,+(n+1)Cph_1=0

ako je Co = 0. Odrediti Cy, Cy i Cs.

Rjesenje:
Treba dobiti rekurziju oblika
anCn = bncnfl +cn (1)

Cije rjesenje u zatvorenom obliku mozemo dobiti kao:

1 n
Cn=— <b100+§jskck> (2)

Ap—10n—20n—3...41

bnbp—_1bp_2...ba

U tom cilju izraz iz postavke napisatemo u obliku:

Sp =

nC,=(n+1)C,_1+3n—2

Poredeti ovu rekurziju sa (1), zaklju¢ujemo da je u nasem slucaju: a, = n,
bp=n+1lic,=3n—2
Sada moZemo izra¢unati s,:

n-1)(n—-2)(n—-3).3-2-1 2
m+1)n(n—-1)..4-3  (n+1Dn

Sp =

i zamijeniti u formuli za C,, (2):

2 2 ~3k—2
c, = 2. o+ —(314—2)):—}:
(n+1)n ( k+1)k n—2ﬁ-1 k=1 k+1
n+1 " 3k — "3k —2
C, = 1 2
27 k:+1k (D2 T



$to predstavlja rjesenje rekurzije.

Pogledajmo kako bismo odredili nekoliko pocetnih elemenata definisanih

datom rekurzijom. Podimo prvo od izraza:

nCp=(Mn+1)Cph_1

+3n—2 (3)

uz pocetni uslov Cy = 0. Izraz 3 mozemo zapisati i u obliku:

C, = (n+1)

Cn— 1

2
+3-Z=
n

Zelimo odrediti C;, Cy i Cs. Odredujemo ih tako sto u izrazu za rekurziju
umjesto n stavljamo 1, 2, 3 respektivno. Dakle, za n = 1 imamo:

1+1 2
c, = 1 C1_1+3*I
= 20y +3-2=
Za n = 2 dobijamo:
2+1
Cy = 42_0271-5-3—5——014-3—1_
3 7
= —-142=-=
2 + 2
Za n = 3 dobijamo:
3+1 2 7
C; = Cs_ 1+37§:_CQ+§7
B éz 3_28—#14 42 _ -
32 3 6 6

Iste vrijednosti bi
rjesenje rekurzije, dakle:

se morale dobiti i ako podemo od izraza dobijenog kao

”+1§;ék+1
Za n = 1 dobijamo:
L3k 3-1-2
C = 1+J’Z;Mk+l 2 Tagn = b
Za n = 2 dobijamo:
2
2= 2“;/«? (13'(;?) 23(3:)) 355 =g



Za n = 3 dobijamo:

3
3k 3.1-2  3.2-2  3.3-2
C; = (3+1)
s + ;k(kﬂ (1.(1+1)+2.(2+1)+3~(3+1))
L4 721
G = 4G+t =3

Sasvim oc¢ekivano, oba puta smo dobili iste vrijednosti, jer je u pitanju ista
rekurzija, samo zapisana na dva razli¢ita nacina.

1.2 Zadatak 2.

Pronadite rjesenje rekurzije:

n—1
Cn=Tn+Y Ch
k=0
ako je Co = 0. Odrediti Cy, Cy i Cs.
Rjesenje:
Treba dobiti rekurziju oblika
anCp = b,Cr_1 + cp. (4)

Izraz za C,, je dat postavkom zadatka kao:

n—1
C,=Tn+ E Ch
k=0
napisimo na osnovu njega izraz za Cj_q:
n—1-1

Cooy=T(n—1)+ Z Ch.

Dalje posmatrajmo dva dobijena izraza i pokusajmo ih iskombinovati tako
da se eliminiSe suma, dakle, imamo:

n—1

C,=Tn+ ch

k=0
n—2
Cor =T —1)+ 3 Cy
k=0

Izraz za C), ima jedan ¢lan vige u sumi od izraza za C,,_1, izdvojimo taj ¢lan
van sume u izrazu za C,,:

n—2
Cho=Tn+ > Cp+Ch
k=0

n—2
Cho1 = 7(n— 1) + Z Ch
rk=0



. . 5 T g -2

Kada uporedimo ova dva izraza mozemo primijetiti da u oba konfiguruse Z:o Cyg.
o -2

Oznacimo ovu sumu sa S = > Cy

Cn = 7”+S+Cn—l
Cn—l = 7(71* 1)+S

Iz druge jednacine slijedi da je S = C,,—1 — 7(n— 1), prva jednacina se svodi na:
Ch,=Tn+Ch_1—-Tn—-1)+Cp1
Dalje, mozemo pisati:

C, = ™m+2C,_1—Tn+7
C, = 20C,_1+7

Dobili smo rekurziju oblika
anCr, = b,Cp_1 +cp (5)

Cije rjesenje u zatvorenom obliku mozemo dobiti kao:

1 n
Cn = o <b100 + ZSka) (6)

n“n k=1

Gp—10p—20pn—-3...01
bpbp—1bp_2...ba

Poredeci rekurziju koju zelimo rijesiti:

Sp =

nCp=Mn+1)Ch_1+2n

sa (5), zakljutujemo da je u nagem slucaju: a, =1, b, =21i¢, =7.
Sada mozemo izra¢unati s,:

1-1-1-..-1-1 17+t 1

2.9.9.. 2.9  9ontl  9ntl

Sp =

i zamijeniti u formuli za C,,,(6):

1 1 7
_ __ on+l1
¢, - ;<2.0+Z_2n+1.7>_2 e
k=1 k=1

: 2n+1

$to predstavlja rjesenje rekurzije.
Pogledajmo kako bismo odredili nekoliko pocetnih elemenata definisanih
datom rekurzijom. Podimo prvo od izraza:

n—1

Co=Tn+) Cy

k=0



uz pocetni uslov Cy = 0.
Zelimo odrediti Cy, Cs, C3 i C4. Odredujemo ih tako $to u izrazu za rekurziju
umjesto n stavljamo 1, 2, 3, 4, respektivno. Dakle, za n = 1 imamo:

1-1
Ci = 714+ Cpr=T+Co=
k=0
= 742-0=T1.
Za n = 2 dobijamo:
2-1 1
Cy = 72+ Cp=14+> Cp=14+Co+Ci =
k=0 k=0
= 144+0+7=21.
Za n = 3 dobijamo:
3-1 2
Cs = 7-3+) Cp=214) Cr=21+Co+Ci+Cy=
k=0 k=0

= 214+0+7+21=49.

Iste vrijednosti bi se morale dobiti i ako podemo od izraza dobijenog kao
rjesenje rekurzije, dakle:

n 7
_ on+l1
Cn=2 Z on+1”
k=1

Za n = 1 dobijamo:

o7 7
01:21+122k+1 :22-1:7
k=1

Za n = 2 dobijamo:

2
7 . 7 7 T 7
_ 92+1 _ 93 YA _
Cy =2 ;2k+1_2'(21+1+22+1)_8(4+8)_14+7_21
Za n = 3 dobijamo:
3
) 7 7 7 7 7T 7
_ 9341 _ o4 — 16l L L
G = 2 ;2k+1_2 '(21+1+22+1+23+1)_16(4+8+16)
Cs = 284+14+7=49.

Sasvim oc¢ekivano, oba puta smo dobili iste vrijednosti, jer je u pitanju ista
rekurzija, samo zapisana na dva razlicita nacina. Postoje slucajevi kada se
rjesenje rekurzija trazi na nesto drugaciji nacin, ali to prevazilazi okvire naseg
kursa.



