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KRITERIJUMI ZA ISPITIVANJE
KONVERGENCIJE REDOVA
SA POZITIVNIM CLANOVIMA

Teorema 1. (Kosijev kriterijum) Neka je Y a,, red sa nenegativ-
nim clanovima i neka je C, = /a,. Ako postoji ¢ € [0,1) tako
da je C, < q pocev od nekog prirodnog broja n, tada je red > an,
konvergentan. Ako je C, > 1 pocev od nekog indeksa, tada je red
> ay, divergentan.

Dokaz. Neka je pocev od nekog prirodnog broja C,, = /a,, < g, odn.
an < ¢". Kako je red ) ¢ konvergentan, to je na osnovu teoreme 2,
red > an konvergentan. Ako je {/a, > 1 za n > ng, tada je
an, > 1, pared ) a, , jer nije ispunjen dovoljan uslov zdkonvergenciju redova

redova da je niz (a,) beskonacno mali niz.

Posledica 1. Neka je C = lim, C,. Ako je C < 1, red
konvergentan, a ako je C > 1 red je divergentan. Za C = 1 red moZe,
ali ne mora biti konvergentan, odn. kriteryyjum je neodluciv.

Dokaz. Kako je lim,, C,, = C, to za svako € > 0 postoji prirodan broj
ne tako da je C—e < C,, < C+¢ za svakon > n.. Neka je C < 1. Broj
€ zbog njegove proizvoljnosti mozemo izabrati tako da je C 4+ ¢ < 1.
Stoga je C, < 1 za svako n > ng, pa je red Y a,, konvergentan. Ako
je C > 1, izaberimo ¢ tako da je C—e > 1. Tada je C,, > 1ired > a,
divergira. B

Da je Kosijev kriterijum iskazan u terminima grani¢ne vrednosti

neodluciv kada je C = 1, pokazuje sledec¢i

Primer 1. Red > 1/n je divergentan, red > 1/n? je konvergentan,
azaobaredajeC=1.



Teorema 2. (Dalamberov* kriterijum) Za red S an sa pozi-

tivnim élanovima oznacimo sa D,, = ani1/an. Ako postoji g € (0,1)
i prirodan broj ng tako da je D, < q za n > ngy, onda je red Y ay
konvergentan. Ako je D, > 1, red > a,, je divergentan.

Dokaz. Neka je D,, < q < 1zan > ng. Tada a,+1 < qa, za n > nyg.

No onda je an1p < ang? za n > ng. Kako je red a,q + ang® + - --

konvergentan, to je na osnovu prvog poredbenog kriterijuma konver-

gentan i red a, + an4+1 + - - -, odakle sledi konvergencija reda > a,,.
Ako je D,, > 1, tada je

[

Ant1 o M g1 _ Do
a, ~—n-+1 % b, ’

gde je b, = 1/n, pa je prema teoremi6 > a, divergentan.

Posledica 2. Neka je D = lim, D,,. Ako je D < 1, red > a, je
konvergentan, a ako je D > 1, red Y a, je divergentan. Za D = 1
kriterijum je neodluciv.

Da je Dalamberov* kriterijum iskazan u terminima granicne vrednosti

neodlu”civ kada je C = 1, pokazuje primjer 1.

Posledice 112 su zadaci za domacdi rad. I ovi zadaci ¢e biti bodovani na
zavrSnom ispitu.

Vodite racuna da na zavr$nom ispitu moze se traziti da ih ponovo
uradite!

* D’Alambert J. (1717-1783)-francuski matematicar



Teorema 7. (Kosijev integralni kriterijum) Neka je funkcija f :
[1,400) — R nerastuéa. Tada je red Y. f(n) konvergentan ako i
samo ako je integral f1+oo f(x)dz konvergentan.

Dokaz. Funkcija f je prema pretpostavci nerastuca, pa je f(k) >
f(z) > f(k+1) zasvako k < x < k+ 1, k € N. Integracijom ove
nejednakosti dobija se

k+1
F(k) z/k fla)dz > f(k+1), keN.

Sumiranjem ovih nejednakosti dobija se

n+1 n
S Fk) = / e >3 fh+1),
1 k=1

odn.

SL. 10

Ako je integral f1+oo f(z)dx konvergentan, onda je

/1"+1 fz)dz < /1+00 flz)dx=M.



za svako n € N. Stoga je

+oo
sme1 < f(1) +/1 f(z)dz = f1) +M, n €N,

pa je red Y f(n) konvergentan prema teoremi 1.
Da dokazemo obrat, pretpostavimo da je red  f(n) konvergentan
i neka je njegova suma jednaka s. Tada je s,, < s za svakon € N, pa

je
n+1
/ f(z)dx <s
1

za svako n € N. Funkcija f je nenegativna, pa je funkcija F(x) =
flw f(t)dt neopadajuca. Stoga za svako & > 1 postoji n > £ tako da je

/ff(x)dxﬁ/lnf(x)da:gs,

pa je integral f1+oo f(z)dx konvergentan. W

Primer 2. Hiperharmonijskired 3" 1/n® konvergira za a > 1. Za-
ista, za a > 1

_a |R
T dx ) rl=e 1
— = lim = ,
1 r* R—too l—a|; a-1

pa rezultat sledi na osnovu Kosijevog kriterijuma.

Zaaa<1liaa=1integral divergira $to je dato u nasoj knjizi.



ALTERNATIVNI REDOVI

Definicija 1. Red oblika

Z(_l)n+1an )

gde je a, > 0 za svako n € N, je alternativni red.

Teorema 1. (Lajbnicov * kriterijum) Neka je > (—1)""1a,, alter-
nativni red kod koga je ap > any1 za svako n € N. Ako je lima,, =0,
onda je alternativni red konvergentan i vazi ocena

|Tn| S an+41 -

Dokaz. Kako je niz (a,) nerastuéi, to je

Sop = Q1 — Q2+ -+ Qop_1 — Aoy =

= (a1 —az) + -+ (a2p—1 — azy) <
< (a1 —ag2) + -+ (a2n4+1 — G2n+2) = Sont2, N > 2,

pa je niz (s2,) neopadajuéi. Osim toga je
Son = a1 — (a2 —az) — -+ — (G2n—2 — G2n—1) — A2, < a1

za svako n > 1, pa je niz (sg,) konvergentan, jer je monotono ne-
opadajuci i odozgo ogranicen. Neka je limssy, = s. Kako je s9, =
Son—1 — Qop 1 lima, = 0, to je limssy, 1 = s. Time smo dokazali da
je niz (s,) konvergentan i da je > (—1)"*la, = s.

Da dokazemo drugi deo tvrdenja, primetimo da je niz (S2,41)
nerastuci i odozdo ogranicen , pri cemu je

Son <8 < Somy1, M,mEN.
Stoga je s—52, < Sopy1—S2n = A2p41182p—1—5 < Sop—1—S2, = G2n,
odakle sledi da je || < aptq1. A

Primer 1. Red > (—1)"*!/n je konvergentan prema Lajbnicovom
kriterijumu, jer je niz (1/n) monotono opadajuéi niz koji konvergira
ka nuli.

* Leibniz G.W. (1646-1716)-nemacki matematicar



1.5. APSOLUTNO I USLOVNO KONVERGENTNI REDOVI

Definicija 1. Red ) a,, apsolutno konvergentan ako je
brojni red |an| konvergentan .

an

Teorema 1. Ako je red ) a, apsolutno konvergira onda je on konvergentan.

Obrnuto, u opstem slucaju, ne vazi.

Dokaz. Kakojered Y |an| konvergentan, tada iz Kosijeve teoreme o
konvergenciji brojnih redova slijedi za svako € >0 postoji n, da je

n+m

Z lan| <e

k=n+1
za svako n > n. i svako m € N. No onda je

n+m n+m

[ Dal £ Y lanl <e

za svako n > n. i svako m € N, pa je red > a, konvergentan prema
Kosijeve teoreme o konvergenciji brojnih redova.

Napomenimo da obrat dokazane teoreme u opstem slucaju ne vazi.
Zaista, red >_(—=1)"*!/\/n je prema Lajbnicovom kriterijumu kon-
vergentan, ali ne apsolutno. Za takve redove kazemo da su uslovno
konvergentni.

Teorema 3. Neka je red a, apsolutno konvergentan
i s:N= N bijekcija. Tadaje red Y ay apsolutno konvergentan

i ima istu sumu kao i red Y, G
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