U nastavku dajemo dokaz teoreme koja daje dovoljne uslove za
postojanje lokalnog ekstremuma funkcije vise promjenljivih.

TEOREMA 0.1. Neka je Q C R™ otvoren skup i f € C*(Q) ia €
je stacionarna tacka. Neka je dalje F kvadratna forma ¢ija je matrica

[,32f (a)]n . Tada vazi:

Ox;0x; ij=1
a) Ako je kvadratna forma F pozitivno (negativno) definita, onda
funkcija f ima strogi lokalni minimum (maksimum) u tacki a;

b)Ako je kvadratna forma F promjenljivog znaka, tada funkcija f
nema lokalni ekstremum u tacki a.

PROOF. a) Pretpostavicemo da je kvadratna forma F pozitivno
definitna i dokazati postojanje strogog lokalnog minimuma u tacki a.
U slucaju da je kvadratna forma F' negativno definitna, dokaz tvrdenja
se izvodi na slican nacin.

Za h dovoljno malo, a+h € €2, uzimajuéi u obzir da je a stacionarna
tacka, Tejlorova formula za funkciju f u Peanovom obliku u okolini
tacke a (zakljuénom sa drugim redom izvoda u razvoju) izgleda

Flat )= £(@) = 2 3 =S (apnt; + of ). 0
N 21 —1 (%261'] v ’ '

Odnosno,

01) fa+0) = @) = gIl? (F (G i) o)) hso.

Primijetimo da vektor (IIthH’ - ”};l—””> € S* L. Sa druge strane, kako

je S"~! kompaktan skup i F' neprekidna i pozitivna funkcija na S*1,
to je m = mingegn—1 F'(z) > 0.

Kako o(1) — 0 za ||h|| — 0, to birajué¢i 6 > 0 dovoljno malo iz
IIh]] < ¢ imamo da je |o(1)] < m. Tada za tako izabrane h imamo da

je F (HhH I\hH) + o(1) > 0 i posljedi¢no je zbog (0.1) je f(a+ h) >
f(a),0 < ||h]| < 6, tj. a je tacka strogog lokalnog minimuma funkcije

().

b) Pretpostavimo da je F' kvadratna forma promjenljivog znaka,
tj. postoje vektori h,k € R™\ {0} takvi da F'(h) < O < F(k). Tada
F(ﬁ) =my <0< M= F(HkH) Oznacimo sa e, = W ie, = ”k” U
nastavku posmatramo vektore te, i tey, t € R. Dalje, polazeéi od (0.1)
dobijamo

Flatten) — f(a) = 52 (mo+o(1)), flatier) —Fa) = £2(My +o(1))
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za t — 0. Za t dovoljno malo, prva razlika ¢e biti negativna, a druga
razlika pozitivna, Sto povla¢i da tacka a nije lokalni ekstremum za
funkciju f(z). O

KOMENTAR 0.2. Napomenimo da se uslov a) predhodno dokazane
teoreme odnosi samo na pozitivno (negativno) definitnu formu F.

U narednim primjerima vidje¢emo da teorema ne vazi u slucaju da
je forma F' pozitivno (negativno) poludefinitna.

PRIMJER 0.3. Odredimo lokalne ekstremume sljedeéih funkcija
a) f(z,y) =2* +ay+y° + 1,

b) flz,y) = 2> +y°.

U primjeru pod a) jasno da f(z,y) = (z + 4)* + % +1>1ida
je tacka (0,0) zapravo ”globalni” minimum funkcije f(x,y). Dokazimo
predhodni zakljucak koristeé¢i tvrdenja ovog odjeljka.

Kako je funkcija f(x,y) beskonacno diferencijabilna u R? to posto-
janje lokalnog ekstremuma u nekoj tacki (z,y) povlaci da je ta tacka
stacionarna, tj.

of of
ox y

(z,y) =0, —~(z,y) =0,

tako

20 4+y =0, 2y+2 =0,
i dobijamo da je tacka (0,0) rjesenje predhodnog sistema linearnih
jednacina. Daljim racunanjem dvostrukih parcijalnih izvoda u tacki
(0,0) dobijamo da matrica karakteristi¢cne kvadratne forme ima oblik

2 1
=1
za koju se lako provjerava primjenom Silvestrovog kriterijuma da je
odgovarajué¢a forma pozitivno definitna, tj. (0,0) je tacka lokalnog
minimuma.

b) Jednostavno se utvrduje da je tacka (0,0) stacionarna i da odgo-
varajuc¢a matrica karakteristicne forme ima oblik

2 0
A= [ 20 ] |
U ovom slucaju, primjena Silvestrovog kriterijuma nije moguca.
Sa druge strane, f(z,0) = 2 > 0, za proizvoljno z € R1i f(0, —y) =
—y3, za y > 0, tj. u proizvoljnoj okolini tacke (0,0) funkcija f(z,y)
mijenja znak zbog ¢ega tacka (0,0) nije tacka lokalnog ekstremuma.

Primijetimo da uprkos ¢injenici da je kvadratna forma odredena
matricom A pozitivno poludefinitna,

(Ah,h) = 2h? > 0,h € R?,

funkcija nema lokalni ekstremum u tacki (0, 0).
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PRIMJER 0.4. Odredimo lokalne ekstremume funkcije f(z,y,2) =
202 —ay + 2wz —y + > + 22
Na pocetku standardno odredujemo stacionarne tacke funckije f(z, y, 2),

%(m,y, z) =0, g—g(x,y, z) =0, g—ﬁ(x,y,z) =0,
.
dr —y+22z = 0
3y2 —xz—1 = 0
22+2x = 0,
odakle dobijamo kao rjesenja dvije tacke M (5, 2, —5) 1 Ma(—5, —3, 1)

U nastavku ispitujemo definitnost matrice karakteristicne kvadratne
forme koja u tacki Mi(z, 2, —3) je jasno simetricna i ima oblik

*f  9*f &f

g%c; 88:628;1 aa:%a; 4 -1 2
A = P 3_5,2 T (My)=1| -1 4 0

o2f  9%f  9%f 2 0 2

9z0x  0z0y 922
Jednostavno se utvrduje Silvestrovim kriterijumom da je kvadratna
forma odredena matricom A; pozitivno definitna i prema tome M; (%, %, —%)
je tacka lokalnog minimuma.
Kada je u pitanju tacka Mz(—i, —%, ZD’ matrica odgovarajuce karak-
teristicne forme data je sa

4 -1 2
A= -1 =3 0
2 0 2
Primijetimo da je glavni minor reda dva A, = —11, pa primjena Silve-

strovog kriterijuma nije moguca u ovom slucaju.

Sa druge strane, dejstvo kvadratne forme odredene matricom Ay na
nenultim vektorima h = (h;,0,0) i h = (0, hy, 0) respektivno je dato
sljede¢im formulama

(Ash,h)y = 4h3 >0, (Ash,h) = —3h3 <0,
odakle zaklju¢ujemo da je kvadratna forma odredena matricom As

promjenljivog znaka, pa Ma(—1, —3, 1) nije tacka lokalnog ekstremuma.

PRIMJER 0.5. Za funkciju f(z,y) = zyIn(z? + y?) ispitacemo pos-
tojanje lokalnih ekstremuma u domenu definisanosti funkcije f(x,y).
Iz sistema jednacina

of 2%y
g(%y) = yln(z® + %) + i 0,
of 2 2 2373/2
9 (2, y) = z1 —0
8y<$’y) zin(z +y)+x2+y2 ’
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poslije odgovarajuéih skraé¢ivanja zaklju¢ujemo da je 22 = y? = t,
odnosno In(2t)+1 =0, tj. t = %, i posljedi¢no imamo ¢etiri stacionarne
- L1 1 1 L1 1 1
tacke Ml(\/—;e, \/—273)7 M2(—\/—271,, —E), M3(—¢—2;a \/—273), M4(\/_%, —\/—27)
Racunanjem parcijalnih izvoda reda dva funkcije f za tacke M; i
M, dobijamo

o0 f (z.1) 2y N 4y 43y 5

—=(z,y) = - =

a2 Y = T2 2242 (22 +y2)2 ’

o0 f 2xy dxy 49

R = — - 2

Dy (z,9) 22 + 42 + 22412 (22 +y2)? ’
0 f 29/ 212 49>

(z,y) = In(2* + °) + =0,

dxdy z? + 2 T y? (22 4 ¢2)?
tj. drugi diferencijal funkcije f u datim tackama poprima oblik
& f(Mz) = 2(dz” + dy®) > 0,
pa u tackama (\/L%, \/Lfe) i(— \/12?, - \/12?) funkcija ima lokalni minimum.
Slicno se pokazuje da
& f(Ms,q) = —2(de” + dy®) < 0,

tj. u tackama (—\/%, \/LT@) i( 126, _\/Lfe) funkcija ima lokalni maksimum.

PRIMJER 0.6. Neka je f : Q@ — R, gdje je Q = {(z,y)|lz +y <
2, —x+y<2y>0}iflz,y) =23 z(y — 1) Odredi¢emo tacke u
kojima funkcija f(z,y) dostize maksimalnu i minimalnu vrijednost.

Na pocetku primijetimo da bududi da je skup €2 kompaktan (zatvoren
i ogranicen) i funkcija f(z, y) neprekidna na njemu, to ona dostize min-
imalnu i maksimalnu vrijednost na €2.

Jasno da ukoliko funkcija f dostize minimalnu (maksimalnu) vri-
jednost u nekoj unutrasnjoj tacki, takva tacka je i lokalni ekstremum
funkcije f.

Odredujemo stacionarne tacke iz

0
a_£<$’y) =32 — (y— 1) =0, a—y(ﬂf,y) = —2x(y—1) =0,

i dobijamo jednu tacku kao rjesenje M (0, 1). Dalje je

92f  O9%f
22 B 00

oyoxr oy?

of

Jasno da ne mozemo da primijenimo ustaljeni postupak za ispitivanje
prirode stacionarne tacke M.

Nije tesko primijetiti da za = > 0 dovoljno malo tacke (—z,1) i
(x,1) pripadaju Qi f(—z,1) < 01 f(x,1) > 0, tj. tacka (0,1) nije
tacka lokalnog ekstremuma funkcije f(z,vy).

Teorema 0.1 daje dovoljno uslove o postojanju lokalnog ekstremuma
za unutrasnje tacke domena funkcije.
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Zakljucujemo da posto funkcija f nema lokalnih ekstremuma unutar
skupa €2, tacke maksimuma i minimuma se nalaze na granici skupa €2
("stranama” trougla).

U nastavku posmatramo restrikcije funkcije f(z,y) na granicama
oblasti €2 njihove ekstremne vrijednosti kao i vrijednosti u tjemenima
trougla.

Oznacimo sa p(z) = f(z,0) = 2® — 2,2 € [-2,2]. Iz ¢'(z) = 0
dobijamo dvije stacionarne tacke \/Lg i —\/Lg i vrijednosti funkcije u njima

go(\/Lg) = —% i go(—\%) = %g Specijalno, p(—2) = —6,¢(2) = 6, tj.

Pmin = —0, Pmazr =

Dalje, p1(z) = f(z,x +2) = =222 — 2, iz ¢/(x) = 0 imamo jednu
stacionarnu tacku —; i ¢1(—1) = £. Specijalno ¢;(0) = 0, ¢ (—2) = 6,
t.] Plmin = _67 Plmaz = %

Na kraju, @qo(x) = f(2,2 — ) = 22 — z, iz @h(x) = 0, dobijamo
jednu stacionarnu tacku 1, 1 ¢a(3) = —1 1 2(0) = 0, a(2) = 6, tj.
P2min = _%7 P2mazr — 6.

Konacno zakljucujemo da fiin, = f(2,0) = =61 fiee = f(2,0) = 6.



