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Predavanje 3

Modelovanje SAU-a u s domenu

Ishodi uéenja:

Nakon savladavanja gradiva sa ovog predavanja studenti ¢e mo¢i da:

< DefiniSu polove, nule 1 pojacanje sistema 1 razumiju njthovu
ulogu u dinamici sistema.

« Primjenom algebre funkcije prenosa svedu strukturni blok
dijagram SAU-a na osnovnu strukturu

« IzvrSe transformaciju SBD-a u dijagram toka signala, a zatim
primjenom Mason-ovog pravila odrede funkciju prenosa sistema

« Za zadati ulazni signal, izracunaju vrijednost signala u bilo kom
¢voru dijagrama SAU-a



Funkcija prenosa

LTI sistemi se u opStem slucaju opisuju linearnim diferencijalnim
jednacinama viSeg reda sa konstantnim koeficijentima:
d"y d"'y d"u d™"u du

+a ,——+....+ ﬂnt y= +b —
dt" "t dt"t T 81dt % dt™ " g™ dt

Funkcija prenosa sistema, koja se definiSe kao odnos 1zmedu 1zlaznog 1
ulaznog signala u kompleksnom domenu, moze se dobiti primjenom
osobina Laplasove transformacije na prethodnu jednacinu:

m m-1
Y(S) _ s +b,,S : T +bls+b°,m§n/ za kauzalne
X(s) s"+a,,8" +....tas+a, sisteme

G(s) =

A(S)=s" + an_lsn—l L +as+a, kar-akterlstlcm
polinom

Imenilac funkcije prenosa se zove karakteristi¢ni polinom.

Korijeni karakteristicnog polinoma se zovu polovi sistema.
Korijeni brojioca funkcije prenosa se zovu nule sistema.



Funkcija prenosa

Nule i polovi sistema mogu biti ¢isto realni ili kompleksni. Realni sistemi
ne mogu imati jedan kompleksni pol ili nulu, ve¢ se oni uvijek pojavljuju
u vidu konjugovano kompleksnih parova.

Pored polova i nula, vezano za funkciju prenosa, treba definisati | pojam

pojacanja sistema. Pojacanje sistema predstavlja odnos slobodnih ¢lanova
brojioca i imenioca funkcije prenosa:

_ . s"+b s™'+...+bs+b b
K:IImG(S):IIm - m-1 — bl 0 — 0
s—0 05" +a ;S t..... +aS+d, 4,

Kad se pobudi dinamicki sistem uvijek se javlja prelazni proces, prije
nego Sto sistem ude u stacionarno stanje. Priroda prelaznog procesa zavisi
od polova i nula sistema. Kad iS¢eznu tranzijentni procesi, odziv sistema
ce bit1 proporcionalan ulaznom signalu sa konstatnom proporcionalnosti
K (pojacan 1li oslabljen).



Funkcija prenosa

Funkcija prenosa LTI sistema se moze definisati i kao Laplace-ova
transformacija impulsnog (normalnog) odziva g(t).

G(s) =%=£{ga)}

Impulsni odziv g(t) je odziv sistema na Dirakovu funkciju o(t).

5(t)={°g’:8 o(t) . g(t)



Odziv sistema na pobudu

Odziv sistema na zadatu pobudu se moZe odrediti na sljedece nacine:
= Rjesavanjem diferencijalne jednacine sistema

= Rjesavanjem modela sistema u prostoru stanja (na sljede¢im
predavanjima)

=  Primjenom konvolucije u vremenskom domenu (vazi samo za LTI
sisteme)

= Primjenom teoreme o konvoluciji u s-domenu (vazi samo za LTI,
najjednostavniji metod za rjeSavanje “na papiru’)



Odziv sistema na pobudu

Fudamentalna osobina LTI sistema je ta da se na njih moze
primijeniti operator konvolucije za raCunanje odziva sistema na
proizvoljnu pobudu.

y()=g®)*u(t)=| g(x)u(t-7)dr = | u(z)g(t—r)dz

Odziv sistema se jednostavnije moZe izraCunati u Laplasovom
domenu:

Y (s) =G(s)U(s)
y(t) =L {Y(s)}

Za dokaze pogledati referencu [Linear Systems, MIT]



https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-017j-design-of-electromechanical-robotic-systems-fall-2009/course-text/MIT2_017JF09_ch02.pdf

Odziv sistema na pobudu

Za k=2 N/m, B=3 Ns/m, m=1 kg, odrediti funkciju prenosa,
Impulsni odziv, kao 1 odziv sistema na silu F=1N. Za izlaznu
promjenljivu usvojiti predeni put X(t).

— o AVAVAV e

<« < < /
m¥ Bx kx
mX+Bx+kx=F

X(s) 1 1

G(s) = = =
F(s) ms*+Bs+k s +3s+2



Odziv sistema na pobudu

G(s) =

X(s) 1

F(s) s +35+2

g(t)=L{G(s)}=¢" —e™

V() = £ HF(5)G(s)} = % s %e‘” et

>>
>>
>>
>>

Syms s
G=1/(s"2+3*s+2)
g=ilaplace (G)
y=ilaplace (1/s*G)

$ ulaz je jedinicna funkcija




Odziv sistema na pobudu

>> roots ([l 3 2]) % polovi sistema

-1

N —

-2
g(t) =L {G(s)}=8"-¢e™

Posmatrani sistem nema nula. Nule odreduju koeficijente
uz eti e, tj. kombinaciju ovih komponenti na izlazu.

Polovi I nule imaju kljuénu ulogu u dinamici sistema!!!
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Odziv sistema na pobudu

>> K=1limit (G)

\\\\\\\\\\\\\\\»

1/2
y(t) = L{F(s)G(s)}=

-2t —t

1
+—€ " —¢
2

1
2
1
{t= = —
y(t =) ;

Sistem slabi ulazni signal 2 puta!!!

Ako na sistem djelujemo konstatnom silom od 1N,

tijelo ¢e se pomjeriti za ukupno 0.5m u pravcu
djelovanja sile.
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Odziv sistema na pobudu

Kako naci odziv sistema na pocetne uslove (akumulirana energija
sistema)?

Ukoliko je poznata diferencijalna jednacina kojom je opisan sistem, odziv
na pocetne uslove se moze odrediti primjenom Laplasove transformacije na
posmatranu jednacinu, pri ¢emu pocetne uslove ne treba zanemariti. Kao
rezultat, dobice se zavisnost izlaznog signala od ulaznog signala (funkcija
prenosa) 1 pocetnih uslova. Primjenom inverzne Laplasove transformacije
na dobija se odziv na odgovarajucu pobudu 1 pocetne uslove.

Ako poznato da je sistem 3s prije pocetka trenutka posmatranja (t=0s) bio
na poziciji 1m i imao brzinu 1 m/s, kako se to odrazava na prethodni
proracun? Pretpostaviti da je na sistem djelovano impulsom koji ga je
poremetio 1z ravnoteZze.
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Funkcija prenosa MIMO sistema

MIMO — sistemi sa Vvise ulaza 1 1zlaza

Us(t) ; 1 ya(t) >
ux(t) > ya(t) >
Sistem

Up(t) yi(t)
> '

Yi(s)= Gy(S)Ui(S) + Gp(s)U,(s) + ... + Gip(S)Up(S)

Gij (S) — Yi (S)




Funkcija prenosa MIMO sistema

Y1) ] [ Gqq(8) Gqo(s) .. Glp(s) 1 [Y108)7]
Yo(s) Gs1(s) Gools) ... Gzp(s) Us(s)
Y (8) | L G Gpols) .. Grp(s) N _UD(S)_

Y(s) =G(s)U(s)

Karakteristi¢ni polinom?



Strukturni blok dijagrami (SBD)

Strukturni blok dijagram (SBD) predstavlja jos jedan na¢in matemati¢kog
modelovanja sistema. S obzirom da funckija prenosa predstavlja vezu
izmedu ulaznog i izlaznog signala, na osnovu nje se ne moze sagledati Sta
se deSava unutar samog sistema.

Na SBD-u su prikazane glavne promjenjive sistema, veze izmedu tih
promjenljivih i funkcije prenosa komponenti sistema. Svaki elemenat ili
grupa elemenata se predstavljaju jednim blokom Cija je funkcija prenosa
poznata. Primjer SBD-a je dat sa slici ispod.
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Strukturni blok dijagrami (SBD)

Linijama izmedu blokova se prikazuju njihove medusobne interakcije

Strelice na linijama oznacavaju smjerove tokova signala (informacija)
od jednog elementa do drugog.

Krugovi predstavljaju sabirace (diskriminatore) - elemente koji
formiraju razliku 1li zbir dvije 1li viSe promjenljivih.

Ovako predstavljen sistem moze da formira relativno slozenu strukturu
koja sadrzi viSe lokalnih povratnih sprega. Ma kako bila slozena
pocetna struktura, ona se moZze svesti na jednu ekvivalentnu funkciju
prenosa Citavog sistema.
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Strukturni blok dijagrami (SBD)

Ovako predstavljen sistem moze da formira relativno sloZenu strukturu
koja sadrzi viSe lokalnih povratnih sprega. Ma kako bila sloZzena
pocetna struktura, ona se moze svesti na osnovnu strukuru, odnosno
na jednu ekvivalentnu funkciju prenosa Citavog sistema.

Jedan od nacina svodenja SBD-a na osnovnu strukturu je primjenom
jednostostavnih pravila algebre funkcije prenosa.

Y (s)
X ()

=7

G(s) =<3
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Algebra funkcije prenosa

Kaskadna
veza blokova

U(s) . . . Y(s)

U(s) Y(S)
G;:G;...G, i—&

Paralelna veza

U Y
blokova @{ +G1+G,t...£G, ]—@
Svodenje
povratne U(s) [ G }Y(SQ
sprege na 1¥ GH

jedan blok
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Algebra funkcije prenosa

PremjeStanje
bloka H
ispred
sabiraca

PremjeStanje
sabiraCa
ispred bloka
G,

PremjeStanje
sabiraca iza
bloka G,
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Algebra funkcije prenosa

o u(s) Y4(S) U(s) G, | Y(9)
Premjestanje —»‘ G, I >1 G, >
bloka H iz [ — Ya(s) Yz(Sl
direktne grane , Ll >

U(s) Y1(S) U(s Y(S)
Premjestanje 4’@ I P‘ G, —» 4(—)—’@ >
¢vora 1za Y,(s) Ya(s)
bloka G, | E > Gy
PremjeStanje Us) G G llis) U(s) .G e Yl(Sg
¢vora ispred 4)@ I G .
bloka G, | E Yz@ GiH 2(S)
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Primjer — prvi nacin

Primjenom algebre funkcije prenosa odrediti funkciju prenosa SAU-a prikazanog
na slici.

X(s) 4+

Y(s)
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Primjer — prvi nacin

_________________________

> Y (S)

Povratna sprega

Redna veza

1Y (s)

v
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Primjer — prvi nacin

H2

Povratna sprega

X(s)+/% 1}; [ GG,G, l Y(s)

G,G,G, Y{s)
1+ G,G,H, — G,G,H, g

Povratna sprega

X(s) G,G,G,
1+G,G,G, + G,G,H, —-G,G,H,

}Ls)>
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Primjer — drugi nacin

Zadatak se moze rijeSiti na drugi nacin, tako Sto se napisSu algebarske jednacine za
svaki sabirac i izlaz 1 rijesi sistem jednacina.

E,=X-Y=X-G,G,E,

Izlaz iz svakog sabiracCa se po konvenciji zove signal greske. Svaki signal na
1zlazu 1z sabiraca treba zapisati u funkciji od ulaznog signala 1 samih signala
greske.
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Primjer — drugi nacin

E1 =X-Y=X —GZG3E3
E2 = E1+G2H2E3
E3 :GIEZ _G2G3H1E3
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Primjer — drugi nacin

E,=X-Y=X-G,G,E,
E, =E, +G,H,E,
E,=G,E, - G,G,H,E,

Y =G,G,E,

10 GG, |[E]
1 1 -GH, |E,
|0 -G, 1+G,GH, || E, |
e
Y=[0 0 G,G,]E,
_E3_
AE = BX

Y =CE=CA'BX =CA"BX
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Primjer — drugi nacin

A=|-1

1

0

0 GG, 1
1 —G,H, B=|0| C=[0 0 GG,]
G, 1+G,G,H, | 0

Y i
G= W= CA™B| | Razlikovati gornje matrice od modela u prostoru stanja!

>>
>>
>>
>>
>>
G

syms Gl G2 G3 H1 H2

A=[1 0 G2*G3;-1 1 -G2*H2;0 -Gl 1+G2*G3*H1]
B=[1;0;0]

C=[0 0 G2*G3]

G=simplify (C*A"-1*B)

(G1*G2*G3) / (G1*G2*G3 - G1*G2*H2 + G2*G3*H1 + 1)

G — GlGZG3
1+G,G,G, +G,G,H, -G,G,H,
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Primjer — drugi nacin

RS ()

Nekad treba odrediti funkciju prenosa izmedu ulaza i nekog drugog signala u
sistemu. To je nalakSe odraditi tako Sto ¢e se signali od interesa zapisati u funkciji
od signala greske 1 ulaznog signala 1 formirati nove matrice.

Na primjer, signali P,(s) i P,(s) su jednaki: B, =G,H,E, | B, =G,E,. Slijedi, da su
odgovarajuce 1zlazne matrice 1 funkcije prenosa jednake:

C]_:[O O Gsz] G]_:P]_/X :ClA-lB

C,=[0 0 GH,] G,=P,/X=C,A"B
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Dijagram toka signala

Dijagram toka signala predstavlja jos jedan nacin za predstavljanje
matematickog modela linearnog dinamickog sistema. Promjenljive
(signali) se oznacavaju ¢vorovima, a funkcije prenosa orijentisanim

granama.
X(s) Y(s) X(S) e Cil e Y(5)

Pri formiranju 1 analiziranju DTS-a postoje sljedeca pravila:

« U jednom ¢voru se moze susticati proizvoljan broj grana, isto kao Sto iz jednog
¢vora moze izlaziti proizvoljan broj grana;

« Zbir signala sa krajnjih tacaka svih grana koje se susticu u ¢voru ¢ini
promjenljivu ¢vora (signal ¢vora);

* Promenljiva ¢vora se ravnomerno prosljeduje kroz sve grane koje iz tog ¢vora
izlaze;

« Signal se kroz granu prostire iskljucivo u smjeru ozna¢enom strelicom.

29



Dijagram toka signala

Us(s)

Ua(s) e

Us(s)
Signal koji izlazi iz ¢vora je jednak sumi signala koji ulaze u évor:

X(s) = G, (s)U.(s) + G,(s)U,(s) + G;(s)U,(s)

Signal koji izlazi iz ¢vora se jednako se ravnomjerno rasporeduje na
grane koje izlaze iz cvora:

Yi(s) = X(s)H,(s)

Y2(s) = X(s)H,(s) .



Dijagram toka signala

Direktna ili otvorena putanja je skup grana koje medusobno spajaju dva
¢vora i pri tome grane kroz svaku tacku prolaze samo jedanput.

Petlja (zatvorena putanja) je zatvoren put koji polazi i zavrSava se u istom
¢voru 1 pri cemu se kroz svaku tacku prolazi samo jednom.

Dvije putanje (otvorene ili zatvorene) se ne dodiruju ako nemaju
zajednickih ¢vorova ili grana.

Na primjeru sa slike putanja 134567 je direktna. Niz grana 13456567 nije putanja
jer dva puta prolazi kroz granu 56. Neke od petlji su: 343, 565, dok, na primjer,
putanja 1231 nije petlja (kroz granu 13 se ide u suprotnom smjeru). Putanje 343 i
565 se ne dodiruju, dok putanje 123 i 343 imaju zajednilki ¢vor.




Mason-ovo pravilo

Funkcija prenosa DTS-a se odreduje na osnovu sljede¢eg obrazca:

Y(s) 2R

i=1

X(s) A

G(s) =
gdje su:
P, - prenos (pojacanje) i-te direktne (otvorene) putanje;
= A - determinanta grafa,

= A - A primijenjeno na zatvorene putanje koje ne dodiruju i-tu direktnu
putanju;

n - broj direktnih putanja u grafu.



ZLiLJ'

> LLL,

Determinanta grafa

A=1->L+> LL > LLL +.(-D)"> ...

- zbir pojacanja (prenosa, funkcija prenosa) svih zatvorenih
putanja (petlji) grafa;

- Zbir proizvoda pojacanja svih parova zatvorenih putanja koje se
medusobno ne dodiruju.

- zbir proizvoda pojacanja svake tri zatvorenie putanja koje se
medusobno ne dodiruju.

Brojilac determinante grafa toka signala je
KARAKTERISTICNI POLINOM SISTEMA



Transformacija SBD u DTS

Strukutni blok dijagram se mozZe transformisati u dijagram tokova signala
primjenom sljede¢ih pravila:

Diskriminatori 1 ¢vorovi strukturnog blok dijagrama postaju ¢vorovi
grafa toka signala;

Blokovi strukturnog blok dijagrama postaju grane grafa toka signala, a
funkcije prenosa blokova postaju pojacanja grana;

Smijer toka signala se pri transformaciji ne mijenja;

Posto se signali u ¢voru GTS po definiciji sabiraju, predznak grane sa

kojim ona ulazi u diskriminator strukturnog blok dijagrama se
pridruzuje funkciji prenosa, odnosno pojacanju odgovarajuce grane.



Primjer

Skicirati dijagram toka signala SAU-a prikazanog na slici, a zatim
primjenom Mason-ovog pravila odrediti funkciju prenosa.

Y (s)
H2
X(s) 1 FE e,/ G E G, G, 1 Y(s)
—> > > > > > o
1 2 3 4 5 4 6 7
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Primjer

H2
X(s) 1 E e,/ G E G, G, 1 Y(s)
—> > > > > > o
1 2 3 4 5 4 6 7

Direktne putanje: P, = 12345678.
Zatvorene putanje: L,=234562, L,=34563, L;=4564.

Nema prozivoda od po dvije ili vise putanja koje se ne dodiruju.

Determinanta grafa je prema definiciji:
A4=1-(Li+ L+ Ly)
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Primjer

Determinanta grafa je prema definiciji:
A=1-(L,+L,+L,)

A; se dobija na osnovu A tako Sto se iz A 1zbace sve petlje koje
dodiruju i-tu direktnu putanju (izbacuju se 1 svi proizvodi gdje te
petlje ucestvuju kao Cinioci). Svaka zatvorena putanja dodiruje
direktnu putanju, pa je A= 1.

PA,
G(S) — Y(S) — i=1 — PlAl — Pl
X)) A A 1-L-L-L
— GlGZGB
1+G,G,G, -G,G,H, +G,G,H,
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Pojednostavljena struktura upravljanja

Za potrebe analize, a kasnije i sinteze regulatora, u ovom kursu se
naj¢esce posmatra pojednostavljana regulaciona kontura (sistem sa
jedini¢cnom povratnom spregom):

- d(t) y(t)
ﬁ(% Regulator % urg?etl)vejlg%\tla T
@
ey

Funkcija prenosa objekata upravljanja obuhvata funkcije prenosa procesa,
aktuatora i1 senzora, jer regulator koji se dodaje u direktnoj grani ,,ne vidi*
proces, aktuator i senzor kao odvojene sisteme. Sa d(t) je oznacen aditivni
poremecaj koji djeluje na ulaz aktuatora i procesa. Sumovi i mjerne
nesigurnosti se modeluju na sa n(t). Sa r(t) je oznacen referentni signal, sa
u(t) upravljacki signal, a sa y(t) regulisana veliCina.
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Funkcije povratnog I spregnutog prenosa

10 o y(®) O,y O

Potrebno je definisati jo§ dva pojma koje ¢e se ¢esto korisiti u toku kursa:

funkciju povratnog prenosa i funkciju spregnutog prenosa.

Funkcija prenosa u otvorenoj (raskinutoj) petlji se zove funkcija
povratnog prenosa (W(s)P(s)). Funkcija prenosa u zatvorenoj petlji se
zove funkcija spregnutog prenosa:

G=Y(S)= W
R(s) 1+WP
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