Polinomna formula

Teorema 1. (Polinomna formula): Neka sun,k € N. Tada za sve x1, s, ...,z € C vaZi:
n n ni,.na ng
(r1+ a2+ ... +a8)" = E atwy? Lk,
ning ... Ny
(n1,mn9,..., ng)

n; >0, n1+ng2+...+ng=n

pri cemu se sumiranje vrsi po svim k-torkama (ny, ne, ..., ny) nenegativnih cijelih brojeva, takvih
da jeny +no+...+ni =n.

Dokaz: Tvrdenje ¢emo dokazati uopstavaju¢i kombinatorni dokaz binome teoreme.

(v1+ 2o+ ... +ap)" =@ +x2+ ... +ap) (v +x2+ ..+ 2p) . (T + 22+ .+ Tp)

Oslobadanjem od zagrada, poslije izvrSenih k" mnozenja, dobijamo sabirke oblika x}'z5? ... x*.
Za svaku k-torku (nq,na,...,ny) nenegativnih cijelih brojeva, takvih da je ny +ny + ... +ny =

n, monom xy'zy?...x,* se u dobijenoj sumi pojavljuje kao sabirak onoliko puta koliko imamo
mogucénosti da se od ponudenih n zagrada za sabirak x; odlucimo n; puta, za sabirak x,, od
preostalih n — ny zagrada, se odlu¢imo ny puta, za x3, od n — ny — ny zagrada, se odlu¢imo ns
puta, i t.d. Prema principu proizvoda slijedi da se monom z7'x5?...z}* kao sabirak u gornjoj
sumi pojavljuje

n n—n; n—mny —No n—m;—mNg—N3g — ... = Ng_1
n Ny ns ny,

puta.

Teorema 2. Za proizvoljan prost broj p i x1,%2,..., T € Z:

(x1+ a0+ ... +ap) =2l +25+...+ 2+ k" (mod p)



Dokaz:

p
(r1+ 22+ ...+a)’ = E ztah? .t
( nineg ... Nk
n1,m2,.n)
n; >0, ny+no+...+np=p

p
= 2'4+ab+. . b+ Mk
1 2 k 1 T2 k
ning...Ng
(n1,m9,..., ng), 0<n; <p
ni+ng+...+np=p
= o) +ah+... .+ 2} (modp)

Kako je p prost broj, polinomijalni koeficijenti (nmg ”nk) su djeljivi sa p, za svaku k-torku

(ny,na,...,n;) prirodnih brojeva strogo manjih od p.
O

Posljedica 1. (Mala Fermaova teorema) Za prirodan broj k i prost broj p,

kP = k (mod p).



