4

Formula ukljucenja-isklju¢enja

1. Pregled teorije

Teorema 14. (FUI) Neka su Aj, As, ..., A, konaéni skupovi. Kardinalni broj unije
datih skupova zadovoljava jednakost:

| =D D Y |Aand4gpn--n4y.

k=1 1< << <ip<n

(=D*
K

n
Teorema 15. Broj deranzmana skupa N, jednak je D, = n! Z
k=0

Teorema 16. Broj surjekcija is skupa N, u skup Ni, n >k, jednak je

J

k
Sur(N = Ny = 3 (-1 (’“) (k - )™,
=0

Teorema 17. (Uopstena formula ukljuéenja-iskljuéenja) Neka je S konacan skup
i neka su dati skupovi A1, As, ..., Ay, € S. Tada je broj elemenata iz S koji su sadrZani
u taéno m (u bar m), 0 < m < n, datih podskupova iznosi

n

7-(m) = Y (-0F (P (@ m) = é(—l)’f—m (520w,

k=m

gdje je Wy, := Z |A[|, k>1, Wy := |S|
ICNy,|I|=k
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2.

Zadaci

Na pismenom dijelu ispita iz Uvoda u kombinatoriku postavljena su 3 zadatka. Ispit je
polagalo 90 studenata i pri tome je prvi zadatak rijesilo 46 studenata, drugi 44, a treci
28 studenata. Sva tri zadatka je rijesilo 14, a tacno dva zadatka 17 studenata. Koliko
studenata nije rijesilo nijedan zadatak?

<

Neka je S skup svih studenata i neka je A; C S skup studenata koji su uradili zadatak 1,
1=1,2,3.

Po formuli uklju¢enja-iskljucenja je

|AT M A3 N Ag
= |S| — |A1 UAQUA3|
= |S| — (|A1| + |A2| + |A3| - |A1 ﬂA2| — ‘Al ﬂA3| — |A2 ﬂA3‘ + |A1 N As ﬂA3|).

Skup studenata koji su uradili ta¢no dva zadatka je
T := ((A1NA2)\(A1NA2N A3)) (A1 N As)\ (A1 N Az A3)) [H (A2 A3)\ (41N AN A3)),

pa vazi

17 = |T| = |A1 ﬂA2| + |A1 DA3| + ‘AQ ﬁA3| — 3|A1 N As ﬂA3|.
Kako je |A1 N Ag N Ag| = 14, dobijamo

|AL N Ag| + |Ay N As| + Ay N As| = 59.
Slijedi da je

|AS N AS N AG| = 90 — (46 4 44 + 28 — 59 4 14) = 17.

Koliko ima prirodnih brojeva < 10° koji su djeljivi sa 7 i nijesu djeljivi ni sa 10, ni sa 12
ni sa 257
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<

Trazimo koliko ima brojeva oblika 7k, gdje je k < Lg = 142857, takvih da 7k nije
djeljivo ni sa 10, ni sa 12, ni sa 25. Kako je broj 7 uzajamno prost i sa 10 i sa 12 i sa 25,
nas zadatak se svodi da nademo koliko ima prirodnih brojeva k, k < 142857, koji nijesu

djeljivi ni sa 10, ni sa 12 ni sa 25.

Neka je
Ak = {m :m € Nigogst N k | m}, k =10,12,25.

Treba nadi kardinalnost skupa A§, N A, N ASs:

|A50 N Ai2 N AS5| = |N142857| — ‘AIO UAjp U A25‘.

Dobijamo

|Ajo| = _14%57_ = 14285,

|A1o| = _14??—)7_ = 11904,

Aan| = | 5| = 5714

Ao N Avef = _NZIS4(2180%712)_ - _14(25357_ = 2380,
10 0 As| = _Nzls4(218051725)_ - _14§§57_ = 2857,

142857 142857
A100A12ﬂA25{ J{

= =476
NZS(10,12,25) 300 J ’
pa je

|ASo N ASy N ASs| = 142857 — (14285 + 11904 + 5714 — 2380 — 2857 — 476 + 476) = 116191.

>

Na medunarodnoj konferenciji sa ukupno 100 ucesnika, 75 osoba govori Engleski, 60 Ruski,
dok 45 osoba govori Kineski jezik. Odrediti najveéi moguéi broj osoba koje govore samo
jedan jezik. Odrediti u tom slucaju koliko osoba govori samo Engleski, koliko samo Ruski,
koliko samo Kineski i koliko osoba govori sva tri jezika.

<«

Neka je S skup svih ucesnika, £ C S skup onih koji govore Engleski, R C .S skup onih
koji govore Ruski i K C S skup onih koji govore Kineski jezik.

Vazi S=FURUK.
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Oznacimo sa D skup onih koji govore bar dva jezika. Nas zanima
max(|S| — |D|) = 100 — min |D|.
Vazi
[D|=|ENR|+|ENK|+|RNK|-2/ENRNK]|.
Kako je
100=|EURUK|=|E|+|R|+|K|-|ENR|-|ENK|—-|RNK|+|ENRNK]|,
=180

to dobijamo
[ENR|+|ENK|+|RNK|—-|ENRNK]| = 80.

Slijedi
|ID|=80—|ENRNK]|,

pa je
max(|S| — |D]) = 100 — min |D| = 20 + max |[EN RN K]|.

1z relacija

ENRNKCENR, ENRNKCENK, ENRNK C RNK

dobijamo
BIENRNK|L|ENR|+|ENK|+ |RNK]|,

odnosno

2lENRN K| < 80,
odnosno

|[ENRNK| <40,
pa je

max(|S| — |D]) = 60.
»

Odrediti broj 12-kombinacija multiskupa M = {a*, b3, c*, d°}.
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<
Neka je M* = {a®,b>,¢>,d*>®}.
Oznacimo

sa A;j skup svih 12-kombinacija multiskupa M* kod kojih se a pojavljuje sa visestrukoséu
bar 5;

sa Ay skup svih 12-kombinacija multiskupa M* kod kojih se b pojavljuje sa visestrukoséu
bar 4;

sa Ajz skup svih 12-kombinacija multiskupa M* kod kojih se ¢ pojavljuje sa visestrukoséu
bar 5;

sa Ay skup svih 12-kombinacija multiskupa M* kod kojih se d pojavljuje sa visestrukoséu
bar 6;

sa S skup svih 12-kombinacija multiskupa M*.

Uocimo da su 12-kombinacije multiskupa M one 12-kombinacije multiskupa M* kod ko-
jih se: a pojavljuje sa viSestrukoS§éu najvise 4, b pojavljuje sa visestrukoséu najvise 3, ¢
pojavljuje sa viSestrukoSéu najvise 4 i d pojavljuje sa viSestrukoSéu najvise 5, a to je skup

AN AN AN Aj.
Dakle, trazimo

AT N A5 N AN AG| = |S] — | A1 U A U A3 U Ayl
12-kombinaciju iz A; formiramo od 5 a i 7-kombinacije multiskupa M*, pa je
44+7-1
A = < +7 > — 120.

12-kombinaciju iz As formiramo od 4 b i 8-kombinacije multiskupa M*, pa je

4+8—-1
|A2|:< *8 >:165.

12-kombinaciju iz Ag formiramo od 5 ¢ i 7-kombinacije multiskupa M*, pa je

447-1
|A3|:< *7 ):120.

12-kombinaciju iz A4 formiramo od 6 d i 6-kombinacije multiskupa M*, pa je

| Ay = <4+g_1> = 84.

12-kombinaciju iz A; N Ay formiramo od 5 a, 4 b i 3-kombinacije multiskupa M*, pa je

|A10A2|: <4+§_1> = 20.
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12-kombinaciju iz A; N Az formiramo od 5 a, 5 ¢ i 2-kombinacije multiskupa M*, pa je

—1
|A10A3|:(4+3 ):10.

12-kombinaciju iz A; N A4 formiramo od 5 a, 6 d i 1-kombinacije multiskupa M*, pa je

A1 N Ay =4

12-kombinaciju iz As N A3z formiramo od 4 b, 5 ¢ i 3-kombinacije multiskupa M*, pa je
443-1
|A2ﬂ./43|< 3 )20.

12-kombinaciju iz As N A4 formiramo od 4 b, 6 d i 2-kombinacije multiskupa M*, pa je

1
Ay 1 Ay = (“; ):10.

12-kombinaciju iz A3 N Ay formiramo od 5 ¢, 6 d i 1-kombinacije multiskupa M*, pa je
|As N Ay = 4.
Uocimo da je
AANAnNAs3=2, AANAnNAs=92, AiNA3N Ay =2,
AnAsnAy=2, ANANANA =2a.

Najzad,

[ATNASNASNAG =S| — A1 U AU A3 U Ay| = -+ =421.

Koliko cjelobrojnih rjesenja ima jednacina z;+xo+z3+x4 = 20, ako vaze uslovi 1 < 1 < 6,
0< 2o <7, 4<23<811 <y <67

<«
Najprije uo¢imo da je x4 > 1 ekvivalentno sa x4 > 2.

Uvedimo nove promjenljive:
Y1 ::J)l—l, Yo 1= T2, Y3 Z:.’E3—4, Ya ::.’L‘4—2.
Polazna jednacina se svodi na jednacinu

Y1+ Y2 + Y3+ ya = 13,
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sa uslovima
0<y1 <5, 0<y2<7, 0<ys<4, 0<ys <4

Skup rjesenja date jednacine je u bijekciji sa skupom 13-kombinacija multiskupa M :=
{a®, b7, c*, d*}.

Broj 13-kombinacija multiskupa M se nalazi kao u prethodnom zadatku. Uraditi za
vjezbu.

>

Data je cjelobrojna mreza od O(0,0) do P(10,5) sa Cetiri istaknute duzi AB, CD, EF i
GH, gdje je A(2,2), B(3,2), C(4,2), D(5,2), E(6,2), F(6,3), G(7,2), H(7,3). (a) Koliko
ima najkraéih puteva od tacke O do tacke P ako su sve date duzi izbrisane? (b) Koliko
ima najkra¢ih puteva od tacke O do tacke P koji prolaze kroz tac¢no dvije od datih duzi?

L
o

Neka je S skup svih najkraéih puteva od O do P.

Oznacimo

sa A1 C S skup najkracih puteva od O do P koji sadrze duz AB,
sa Ay C S skup najkraéih puteva od O do P koji sadrze duz CD,
sa As C S skup najkra¢ih puteva od O do P koji sadrze duz EF,
sa Ay C S skup najkraéih puteva od O do P koji sadrze duz GH.

(a) Trazimo

|AS N AS N AS N AS| = |S] — | Ay U Ay U A3 U Ay

0 (7)),
= () w1= ()6 = () wi-C)C)
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() moss- () woss- ()
|4y (1 Ag| = <g> (g) 14y (1 Ay| = (g) @) 1450 Ay| = 0,
|41 11 Ay 1 Ag| = (‘21) (2) 1411 Ay 1 Ay| = (g) (;)

|A1ﬂA3ﬂA4|:O, |A20A30A4‘:0,

|A10A2ﬂA3ﬂA4| =0,

pa je

B OMm-00-06-00)
000000666
0000

(b) Na osnovu uopstene formule uklju¢enja-iskljucenja, trazeni broj najkraéih puteva jed-
nak je

4
T_(2) =) (~1)F? <§> Wi,
k=2
gdje je

Woy = Z |AiﬂAj|, Wy = Z |AiﬂAijk‘, W4=|A1QA20A30A4|=0.

1<i<j<j<4 1<i<j<k<4

Dakle,

U radnji je kupljeno k razlicitih razglednica koje treba poslati prijateljima, kojih ima n,
k>n.
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(a) Na koliko nac¢ina je moguée poslati razglednice, ako svaki prijatelj treba da dobije bar
jednu razglednicu?

(b) Na koliko nacina je moguée poslati razglednice, ako tacno ¢ prijatelja ne treba da
dobije razglednicu?

<

(a) Svaki prijatelj treba da dobije bar jednu razglednicu, pa se zadatak svodi na trazenje
broja surjekcija iz skupa razglednica u skup prijatelja, odnosno broja surjekcija iz skupa
N u skup Ny:

sur(ve = )l = >0 () o

=0

(b) Kako ¢ prijatelja ne treba da dobije razglednicu, to ¢emo na <Z> nacina odabrati pri-

jatelje koji neée dobiti razglednicu, a od preostalih n — ¢ svaki treba da dobije razglednicu,
pa se njima raglednice mogu poslati na |Sur(Ny — N,_/)| na¢ina. Po principu proizvoda,
trazeni broj je

(Z) - [Sur(Ny, = Ny—o)| = (’;) g(—l)i (” N g) (n— i)

Kocka za igru ¢ije su strane numerisane brojevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6 baca se do pojave svih
Sest strana. Rezultat takvog eksperimenta je niz cifara koje su se pojavljivale na gornjoj
strani kocke. Koliko ima nizova sa n cifara koji mogu biti rezultat eksperimenta?

<

6
Stranu koja ¢e se pojaviti u posljednjem n—tom bacanju mozemo odabrati na <1> nacina.

Svih 5 preostalih strana se pojavljuje u prvih n — 1 bacanja, pa je trazeni broj nizova

<§5> - |Sur(Np—1 — N3)| =6 - :(_1)i (‘Z’) (5 — )" 1.

i

Na ples je doslo n bracnih parova. Na koliko na¢ina oni mogu da oforme n plesnih parova
tako da (a) nijedan par supruznika ne igra zajedno; (b) bar jedan par supruznika igra
zajedno; (c) bar dva para supruznika igraju zajedno?
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(a) Numerisimo muskarce brojevima od 1 do n; supruga muskarca ¢ takode je numerisana
brojem i, i = 1,2,...,n. Formiranje n plesnih parova od n bra¢nih parova je ekvivalentno
formiranju permutacije skupa N,. Zadatak se svodi na trazenje broja permutacija skupa
N, bez fiksnih tacaka, a taj broj iznosi

n 1 k
k=0

(b) n! — D,,.
(c) n! — Dy, —nDy_;.
>

Koliko ima prirodnih brojeva koji dijele bar jedan od brojeva 10%°, 2050 i 30407

Koliko ima permutacija multiskupa M = {P3, M3, F3}, kod kojih nikoja (a) tri ista slova
nijesu susjedna, (b) dva ista slova nijesu susjedna?

<
(a) Za vjezbu.

(b) Oznagimo sa Per(M) skup svih permutacija multiskupa M, a sa A5 C Per(M), skup
permutacija kod kojih su neka dva slova s susjedna, s = P, M, F'.

Trazimo:
|AS N AG, N A%
= |[Per(M)| — |AS N AG; N A%

Neka je My = {PP, P, M3, F3}. Uo¢imo da se Ap ne poklapa sa Per(M}), jer u Per(M,)
postoje permutacije koje se, gledano kao permutacije multiskupa M, ponavljaju. Npr.

(M,F,M,F,M,F,PP,P) i (M,F,M,F,M,F,P,PP)
Dakle, treba iz skupa Per(M;) eliminisati permutacije kod kojih su PP i P susjedni.
Slijedi
8! 7!
1-11-31-30 11.31.3°

|Ap| =

Analogno,
8 —7!
[Anl = 14r) =1
Da bi odredili kardinalnost presjeka Ap N Ay, posmatramo Mg = {PP, P, MM, M, F3}.
Treba eliminisati one permutacije, kod kojih su PP i P ili MM i M susjedni.
Slijedi,
7! 6! 5!
|AP0A1V[| = 5 —2§+§ = |APﬁAF‘ = |AMﬂAF|.
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Najzad, za Ap N Ay N Ap posmatramo Mg = {PP, P, MM, M, FF, F}. Treba eliminisati
one permutacije, kod kojih su PP i P ili MM i M ili FF' i F susjedni. Dobijamo,

|ApﬂAMﬂAF|26!—3-5!+3-4!—3!.

>

Na koliko nacina se mogu poredati u niz 3 Amerikanca, 3 Engleza i 3 Rusa, tako da (a)
nikoja tri zemljaka ne stoje zajedno; (b) nikoja dva zemljaka ne stoje zajedno?

Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 10° u &ijem zapisu se pojavljuje niz 7123”7

Na koliko nacina ¢etvoro djece mogu medu sobom podijeliti 8 jabuka, 10 krusaka i 7
narandzi, tako da svako dijete dobije bar jedno vocée?

Pismeni dio ispita polozilo je n > 3 studenata. Usmeni dio se polaze kod tri profesora. Na
koliko nacina je moguce napraviti spisak za usmeni tako da prvi i drugi profesor ispituju bar
po jednog studenta, a treéi i Cetvrti bar dva studenta? (Nije bitan redosljed odgovaranja,
veé¢ samo koji ée student odgovarati kod kojeg profesora).
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