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PREDGOVOR

Kvantna mehanika nije stvorena ni brzo ni lako, ili kako Peebles u uvodu u svoj udzbenik kaze,
"teorija nije direktno izvedena iz merenja niti predstavlja jedno teorijsko otkrice, ve¢ je nas-
tajala u komplikovanoj interakciji eksperimentalnih nagovestaja, teorijskih uvida i srece, uz
mnostvo pogre$nih pokusaja"!. Stvaranje ove teorije trajalo je skoro pedeset godina a njen
zacetak u eksperimentu vezuje se za otkri¢a zakona zracenja crnog tela (Stefan, 1879), fotoe-
fekta (Hertz, 1887) i atomskih spektara (Balmer, 1885). Razvoj odgovarajucih teorijskih ideja
bio je relativno spor a prve korake napravili su Planck (1901), Einstein (1905) i Bohr (1913).
Konacno, de Broglie-va ideja o talasno-cesticnom dualizmu (1924) pomogla je da se formal-
izam iskristaliSe: 1925. otkrivena je matricna mehanika (Heisenberg), 1926. Schrodinger-ova
jednacina, a 1928. njen relativisticki analogon, Dirac-ova jednacina. Kao i u vreme stvaranja
Newton-ove mehanike, deo potrebne matematike je istraZivan i precizno formulisan prakti¢no
istovremeno: knjiga Courant-a i Hilbert-a objavljena je 1924. a Frank-a i von Mises-a 19252,

Relativno dugacak razvoj do zaokruzenja kvantne mehanike uslovljen je njenom "kontra-
intuitivno$¢éu" sa stanovista klasicne fizike odnosno klasi¢ne intuicije, koja se ogleda pre svega
u diskretnosti fizickih veli¢ina i principijelnoj nemoguénosti njihovog istovremenog merenja. I
matematicki okvir u kome kvantna mehanika opisuje realnost potpuno je razlicit od klasi¢nog.
Jedan od njegovih elemenata je da se fizicki sistem opisuje funkcijama stanja koje imaju struk-
turu kompleksnog vektorskog prostora i §to je posebno vazno, nisu direktno merljive. Sa druge
strane, rezultati merenja fizickih opservabli su inherentno statisticki. Obe osobine se drasti¢no
razlikuju od klasi¢ne mehanike u kojoj je poznavanje stanja sistema (Cestice) isto §to i pozna-
vanje vrednosti njenog poloZaja i impulsa ili nekih drugih veli¢ina kao §to su energija i moment
impulsa. Ideja da su stanja sistema vektori u apstraktnom linearnom prostoru je sustina kvan-
tovanja, a jedna od njenih vaZnih posledica je novi pristup u opisu simetrija. Koncepti kvan-
tovanja i reprezentovanja simetrije spadaju u najvaznija otkri¢éa moderne fizike i predstavljaju
osnovu naseg dana$njeg razumevanja zakona prirode.

Da bismo pokazali kako se kvantnomehanicki opis ipak prirodno razvio iz klasi¢ne fizike
odluc¢ili smo se da kvantnu mehaniku uvedemo na kvaziistorijski i induktivan nac¢in. Tome
nije razlog samo to $to vazni istorijski eksperimenti i izvodenja treba da se vide i "produ" da
bi se usvojili, nego i to $to je studentima, osim znanja matematickog formalizma, potrebno da
razumeju zasto je on uveden. A moZzda pre svega, da se na njega naviknu.

U prvoj glavi knjige dat je istorijski uvod u predmet: pregled vaznih eksperimenata kao i
evolucija teorijskog razmisljanja koje je dovelo do precizne formulacije ideje kvantovanja. U
drugoj glavi, koja sluZi da se izgradi intuicija i upoznaju osnovni kvantni fenomeni, opisani su
najjednostavniji sistemi u jednoj i dve dimenzije. Izmedu opisa jednodimenzionih i trodimen-
zionih sistema koji je dat u Cetvrtoj glavi, napravljen je intermeco: tre¢a glava u kojoj se pre-
ciznije uvodi matematicki formalizam. Peta i Sesta glava posveéene su simetrijama i u njima
su uvedeni neki od vaznih pojmova kao S$to su spin, izospin i identi¢ne cestice. Na kraju je,

1P J. E. Peebles, Quantum Mechanics, Princeton University Press, 1992.
2R. Courant, D. Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik I, Springer, 1924, P. Frank, R. von Mises, Die
Differential Und Integralgleichungen Der Mechanik Und Physik, Druck und Verlag, 1925.
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kao i uvek, finale: u sedmoj glavi prikazane su neke od klasi¢nih pribliZnih metoda kvantne
mehanike koje omogucuju njenu primenu na realne fizicke sisteme. Na kraju svake glave dati
su zadaci, koji ilustruju osnovni tekst i treba da pomognu da se izloZeni materijal usvoji. Vode¢i
se idejom da je reSavanje problema sastavni deo ucenja, zadaci su detaljno reSeni u drugom
delu knjige koji je u mnogim aspektima komplementaran prvom?. Najveéi broj zadataka resen
je "pesacki", dok je u nekima pokazano kako se do reSenja moze do¢i pomocu programa Math-
ematica™.

UdZbenik je nastao zaokruzivanjem i malim proS$irivanjem predavanja i vezbi koje su drzane
na dva kursa kvantne mehanike: na osnovnom, za studente nastavnog smera i astrofizike, i na
naprednom, za studente istrazivackog smera Fizickog fakulteta. Neke lekcije na ova dva kursa
su se poklapale, neke su disjunktne: nadamo se ipak da u knjizi postoji konceptualno, me-
todolo3ko i stilsko jedinstvo ("jedinstvo mesta, vremena i radnje"), i da smo uspeli da spojimo
jednostavne i komplikovanije teme. Osnovna ideja je bila prosta: sa jedne strane, nekim od stu-
denata je potreban uvod i motivacija ili neki konkretni matematicki detalj; sa druge strane, ima
onih koje interesuje razrada uvedenih koncepata i njihova dalja primena?. Odustali smo ipak
od pocetne ideje da teZe od laksih delova razdvojimo stavljanjem zvezdica, uvereni da studenti
znaju Sta (treba da) uce i $ta ih interesuje.

I na kraju posveta: jedna od ideja na pocetku pisanja ove knjige je bila da napravimo tekst
u nekoj meri komplementaran udZzbeniku profesora Fedora Herbuta Kvantna mehanika za is-
traZivace (PMF Beograd, 1983) i time, i na nasem jeziku, kompletiramo razli¢ite pristupe u pre-
davanju ovog predmeta. Fedorova knjiga je divan, inspirativan kurs koji je kod nas (kao i kod
generacija beogradskih studenata) probudio interes za modernu teorijsku fiziku i svakako je
treba procitati. Osim nje, za kurs slicnog ili neSto veceg obima preporucujemo klasike:

S. Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics, Cambridge University Press, 2013.

J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, 1994.

P J. E. Peebles, Quantum Mechanics, Princeton University Press, 1992.

D. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics, Cambridge University Press, 1982.

E. Merzbacher, Quantum Mechanics, Wiley, 1970.

A. Messiah, Quantum Mechanics, North-Holland 1967, i naravno

L. D. Landau, E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory, Elsevier, 1977.

Nadamo se da ¢e ovaj tekst pomoci studentima da nauce i zavole kvantnu mehaniku, da
upoznaju zakonitosti koji opisuju kvantne fenomene i da razviju specificnu intuiciju, razli¢itu
od klasi¢ne. Pred njima je zadatak otkrivanja, posao koliko izazovan toliko i zanimljiv.

Beograd, decembra 2017.
M.B.iD.L.

3Vige 0 komplementarnim opservablama na kraju prve glave.
4 izabranih razume se prema nasem, specifitnom i ograni¢enom, iskustvu i interesima.



GLAVA

UVERTIRA: ISTORIJSKI UVOD

Nauka koje je obeleZila dvadeseti vek bez sumnje je fizika, a najvaznija otkrica fizike u prvoj
polovini dvadesetog veka su kvantna mehanika i teorija relativnosti. Dolazak obe teorije na-
javljen je krajem devetnaestog veka eksperimentima koji se nisu mogli objasniti konceptima i
matematickim aparatom klasi¢ne fizike. Specijalna teorija relativnosti nastala je objasnjenjem
Michelson-Morley-jevog eksperimenta, dok je kvantna mehanika zapocela eksperimentima o
kojima ¢e biti reci u ovoj, uvodnoj glavi. Eksperimenti su odredili domen vaZenja klasi¢ne
mehanike i ustanovili granice njene primenljivosti. Taj domen karakterisu dve skale: brzina
svetlosti, ¢ = 2.998 - 108 ms~! i Planck-ova konstanta, /i = 1.054-1073* Js. Pomenuli smo da
je slika sveta koju daju kvantna mehanika i teorija relativnosti kontraintuitivna, $to se ¢esto
izrazava formulisanjem paradoksa kao $to su paradoks Schrédinger-ove macke ili paradoks
blizanca. Naravno, ni u prirodi ni u njenom korektnom (kvantnom, relativistickom) opisu
nema paradoksa. Stvar je u tome $to nasa intuicija o kretanju tela bazirana na svakodnevnom,
licnom iskustvu ne moze direktno da se ekstrapoliSe na proizvoljno male ili proizvoljno velike
vrednosti rastojanja, energije i brzine. Od svih teorija u fizici, kvantna mehanika je verovatno
najbolje eksperimentalno potvrdena, i bez nje se ne moZze razumeti gotovo nijedan fenomen u
atomskoj i nuklearnoj fizici ili u fizici materijala (tj. fizici kondenzovane materije). Razume se,
i ona ima svoj domen vaZenja: to je nerelativisticki domen, u kome su brzine kretanja Cestica
(elektrona, protona) mnogo manje od brzine svetlosti.

1.1 Jednadine klasicne mehanike

Podsetimo se klasi¢nog opisa fizickih fenomena: razmotrimo klasi¢an sistem koji se sastoji od
nekoliko interagujucih Cestica zanemarljivih dimenzija, tzv. materijalnih tacaka. Materijalne
tacke prebrojavamo indeksom i = 1,2,... N. Stanje sistema je u klasi¢noj mehanici opisano
poloZajima svih &estica 7; i njihovim brzinama 7; = 7; = %. Promena stanja sistema odnosno
njegovo kretanje dato je drugim Newton-ovim zakonom

mid; =Y Fij, (1.1
j

7
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2_.' . . . = 2 . . . v .
gde je m; masa i-te Cestice, d; = % je njeno ubrzanje a sa F;j oznacena je sila kojom Cestica
j deluje na cesticu i. Sile interakcije najcesée zavise samo od medusobnog rastojanja,

1_5,']- :ﬁij(?i_?j); (1.2)

i vazi tre¢i Newton-ov zakon, I:"ij = —13]-,-.

U Lagrange-evoj mehanici kretanje se, umesto vektorima polozaja Cestica 7; i njihovim
brzinama 7;, opisuje generalisanim koordinatama g; i generalisanim brzinama ¢; (sada i =
1,2,...3N). Ujednostavnom slucaju kada su sile potencijalne, ekvivalentan zapis Newton-ovog
zakona kretanja su Lagrange-eve jednacine

— -0 (1.3)

gdeje lagranzijan L= T—-U razlika ukupne kineticke i potencijalne energije sistema. Lagrange-
eve jednacine su varijacione jednacine koje se dobijaju iz zahteva da je dejstvo sistema

s:fer (1.4)

minimalno na klasi¢nim trajektorijama.
Sa jednacina (1.1) ili (1.3) koje su drugog reda po vremenu moZemo preci na jednacine
prvog reda ako uvedemo generalisane impulse

oL

pi

i hamiltonijan H =) p;q; — L. Za konzervativne sisteme hamiltonijan je ukupna energija sis-
tema, H = T + U. Jednacine kretanja onda glase

. 0H . 0H (1.6)
fh - api’ Pz - aqi; .
odnosno za proizvoljnu fizicku veli¢inu A = A(q;, p;, t) imamo
dA—aA+{A H} (1.7)
dt ot Rz ’

U poslednjoj formuli {A, B}pz oznacava Poisson-ovu zagradu funkcija A(q;, pi,t) i B(q;, pi, t)

koja se definise kao

{A, B} _Z(O_AO_B_O_BO_A) (1.8)
O 25q; api dqi opi”” .

Parovi (q;, p;) nazivaju se kanonske promenljive i za njih vazi
{qi,pjtpz=06ij. (1.9)

Uzmimo kao primer Lagrange-eve jednacine kretanja Cestice u polju centralne sile. Cen-
tralna sila je konzervativna i njen potencijal zavisi samo od rastojanja r od centra, U = U(r), pa
je problem kretanja najjednostavnije reSavati u sfernim koordinatama (r, 6, ¢):

x=rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcosH.
Lagranzijan zapisan u sfernim koordinatama je

L= %(r'2 + 1202 + r2sin?0¢%) - U(r), (1.10)
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a generalisani impulsisu datisa p, = m#, pg = mr?01 p, = mr?sin? 0¢. Odavde slede Lagrange-
eve jednacine:

%(mf)=mr92+mrsin29(p—i—(r] (1.1D
d 24 2 .

d—t(mr 0) = mr©sinf cosf¢p (1.12)
i(mr2 sin?6¢) =0 (1.13)
ey . .

Odmah se vidi da je ugaona koordinata ¢ ciklicna odnosno da ona ne figuri$e eksplicitno u
lagranzijanu, koji zavisi samo od odgovarajuce brzine ¢: to znaci da je impuls p, konstanta
kretanja (jednacina (1.13)). Ovu konstantu izborom koordinatnog sistema mozemo da fiksir-
amo da bude nula,

mrzsinze(p:O, (1.14)

odnosno ¢ = 0, pa se kretanje odvija u ravni ¢ =const. Tada se i drugi ugaoni impuls, pyg,
odrzava i imamo

ae
Po :mrza = L =const. (1.15)

Zapravo, u polju centralne sile je, zbog sferne simetrije, vektor momenta impulsa L odrZan,
$to odgovara odrZanju generalisanih impulsa p, i pg: normala na ravan ¢ =const daje pravac
vektora L, a pg njegovu apsolutnu vrednost, L. Zato pri reavanju kretanja u centralnom po-
tencijalu ostaje samo jedna, radijalna jednacina (1.11) i problem se efektivno svodi na jednodi-
menzioni. A zbog odrzanja energije E i preostala jednacina moZze da se resi:

dr_ |2 (g_ym)- -2 (1.16)
—=\/—(E-UMm) - . .
dt m m2r?
Resenje ove jednacine daje implicitnu zavisnost poloZaja od vremena, funkciju #(r):
dr
r= f (1.17)
2 (E o) 12
— — r f—
m 2mr?

Treba zapaziti da je reSenje (1.17) identi¢no reSenju za kretanje jednodimenzione cestice u

efektivnom potencijalu
2

Ueti(r) =U(r) +

. 1.18
2mr? (1.18)

Zato se ¢lan L?/(2mr?) koji poti¢e od momenta impulsa zove centrifugalna energija ili cen-
trifugalna barijera; ovaj ¢lan za L # 0 "odbija" Cesticu od centra ¢ak i kada je sila privla¢na.
Iz (1.15) i (1.16) moZemo da odredimo trajektoriju Cestice kao reSenje jednacine

L

dg mr2

a 2(E—U(r)— L |
m m2r?

Integrali (1.17) i (1.19) mogu da se izraze preko elementarnih funkcija u najvaznijem slucaju
Newton-ovog gravitacionog odnosno Coulomb-ovog elektrostatickog potencijala,

(1.19)

U(r) = —%. (1.20)
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U(r) Uess(1)
A 4 2
Ur)=-4¢ Uett(r) = =2 + 52
Slika 1.1: Coulomb-ov potencijal Slika 1.2: Efektivni potencijal
Uvodjenjem smene
L «
U= ——— (1.21)
mr L
integral (1.19) se svodi na tabli¢ni integral pa dobijamo
LZ
-1 p 1
0 = —arcsin —22&L + const = —arcsin (— — =) + const. (1.22)
2E[2 er e
5+ 1
ma
Fiksiranjem integracionih konstanti dobija se jednacina trajektorije
pP_
s 1+ecos0, (1.23)
a konstante p i e, parametar orbite i ekscentricitet, su iz (1.22)
12 2EI2
p=—, e=1/1+ 5 - (1.24)
ma ma

Ove trajektorije su konusni preseci, i daju putanje planeta i kometa pri kretanju u gravita-
cionom polju Sunca. Kretanje je finitno odnosno tela ostaju vezana u orbiti ako je njihova
energija E <0 tj. e < 1. Tada su orbite kruZne odnosno elipticne, a minimalno i maksimalno
rastojanje od centra potencijala su

o= o=, Fima= T (1.25)
Ako je E = 0 putanje su parabole (E =0, e = 1) ili hiperbole (E > 0, e > 1) a kretanje je infinitno,
pau (1.25) imamo samo minimalno rastojanje.

Napomenimo jo$, mada je ocigledno, da diferencijalne jednacine (1.11-1.13) nisu linearne
po nepoznatim funkcijama r, 0 i ¢ jer sadrZe sinus, kvadrat itd. ovih funkcija. Linearnost je
osobina koju ¢e jednacine kvantne mehanike imati.

1.2 Elektromagnetno polje

Osim materijalne tacke i krutog tela klasicna mehanika opisuje i drugu vrstu fizickog sistema:
polje. Fizicko polje zadato je vrednostima odredene fizicke veli¢ine u svim tackama prostora
(ili u delu prostora) u svim trenucima vremena, a karakteristi¢ni primeri polja su polje tem-
perature, polje brzine te¢nosti, gravitaciono polje, elektricno i magnetno polje. Posto je polje
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zadato funkcijom koja zavisi od prostornih koordinata i viemena, jednacine koje opisuju nje-
govu dinamiku su parcijalne diferencijalne jednacine.

Jedno od osnovnih fizickih polja je elektromagnetno polje i ono je zapravo jedino od funda-
mentalnih polja od zna¢aja u domenu rastojanja i energija relevantnih za kvantnu mehaniku'.
Elektromagnetno polje zadato je vrednostima elektri¢nog polja E(7, t) i magnetnog polja B(7, t),
a njegove jednacine kretanja u vakuumu su Maxwell-ove jednacine?:

divE = 4np (1.26)
divB=0 (1.27)
rotE + 10B _ 0 (1.28)
cot )
. 10E A4m-
rotB—-——=—/j, (1.29)
c ot c

gdeje p(7, t) gustina naelektrisanja a (7, t) gustina elektri¢ne struje. Jednacine (1.26) i (1.29) su
izvorne jednacine jer opisuju kako promena elektromagnetnog polja zavisi od njegovih izvora,
naelektrisanja i elektri¢ne struje. Druge dve jednacine, (1.27) i (1.28), su bezizvorne jednacine i
mogu se resiti uvodenjem skalarnog i vektorskog potencijala, ®(7, t) i A(7, t):

0A .

- 1 -
E=—-grad®—- - B =10t A. (1.30)

cot’
Posto je veza izmedu ja¢ina polja E, B i potencijala ®, A data preko izvoda, potencijali nisu
jednoznatno odredeni ja¢inama polja. Iste vrednosti polja kao ®, A daju potencijali @', A’
definisani sa
cp’=c1>+2—7§, A'=A-cgrady, (1.31)

za proizvoljnu funkciju x(7, ). Ovakve transformacije potencijala nazivaju se gradijentne (ili
gejdz) transformacije, i poSto ne menjaju fizicki opservabilno elektri¢no i magnetno polje one
su simetrija klasi¢ne elektrodinamike (transformacija na koju je sistem invarijantan).

Odredi¢emo resenja Maxwell-ovih jednatina u vakuumu, kada je p = 0i j = 0. Rotor jed-
nacine (1.28) daje

. 1 0B - . 1 0B
rotrotE + — rot — =grad divE — AE + — rot — =0, (1.32)
c ot c ot
dok je parcijalni izvod od (1.29) po vremenu
0B 10°E 0 (1.33)
or cor: ’

Iz (1.32) i (1.33) dobijamo da elektri¢no polje u vakuumu zadovoljava talasnu jednacinu

10°E .

Talasna jednacina ima u principu mnogo reSenja. Kada se re§ava u jednoj prostornoj di-
menziji i za skalarno polje ¢, ona glasi

! 02(/) 62(/) 0 (1.35)
2oz oxr ’
Ipreciznije: jedino polje &ije efekte kvantna mehanika na konceptualno zaokruzen na&in moze da opise. Ipak,
mnogi vazni fenomeni vezani za nuklearne odnosno jake interakcije efektivno se, kvalitativno i kvantitativno,
opisuju kvantnom mehanikom.
2Kao $to je dosta uobi€ajeno u kvantnoj mehanici i atomskoj fizici, Maxwell-ove jednacine pisemo u Gauss-
ovom sistemu jedinica.
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Njeno opSte reSenje je
x x
b(x, t)=f(t—z)+g(t+ E)’ (1.36)

i predstavlja linearnu kombinaciju dve proizvoljne funkcije (dva profila ili talasna paketa) fi g.
Talas f se kre¢e duZ x-ose u pozitivnom smeru brzinom c, a talas g u negativnom smeru x-ose
istom brzinom: u ovo moZzemo da se uverimo posmatrajuci talasni front, odnosno proizvoljnu
tactku fo na profilu funkcije f, recimo jedan njen maksimum: vrednost f(z- %) = fo = const
imaju sve tacke u prostoru za koje vazi ¢ — % = const, odnosno x = ct — ¢ - const, §to znaci da se
tacka fy krec¢e duz x-ose brzinom c.

I u sluc¢aju kada ne mozemo da odredimo opSte reSenje na jednostavan nacin, za linearne
jednacine postoje sistematski metodi da se opSte reSenje nade, kao i teoreme egzistencije reSe-
nja. Da bismo resili talasnu jednacinu za elektri¢no polje (1.34) u op$tem slu¢aju, naéi ¢emo
prvo partikularna reSenja. Posto jednacina ima konstantne koeficijente resenja su eksponenci-
jalne funkcije,

E = Eyelkm-w (1.37)
a uslov (1.34) implicira da frekvenca w i talasni vektor k nisu nezavisni ve¢ vazi
w? = *K2. (1.38)

Veza izmedu talasnog broja i frekvence naziva se disperziona relacija, a reSenje (1.37) zove se
ravan monohromatski talas. Talas je monohromatski jer ima odredenu frekvencu w a ravan
jer je njegov talasni front ravan u trodimenzionom prostoru, k-7 —wt =const. Ova ravan je
ortogonalna na pravac prostiranja talasa koji je zadat talasnim vektorom k. Talasna duzina
talasa je

A=—=—, (1.39)

a EO je amplituda talasa (1.37).
Preostale Maxwell-ove jednacine dodatno odreduju reSenje. Iz njih dobijamo

k-Ey=0 (1.40)

x E = ByelkT-b, (1.41)

Talasni vektor je ortogonalan na elektri¢no i magnetno polje pa su elektromagnetni talasi trans-
verzalni.

Treba napomenuti da je zapis ravnog talasa (1.37), mada uobic¢ajen, ipak formalan, jer ek-
sponencijalna funkcija imaginarnog argumenta e’® = cos a+isin @ ima kompleksne vrednosti,
a znamo da su polja E i B realna: ovde se implicitno podrazumeva da je resenje za polje re-
alni (ili imaginarni) deo reSenja (1.37). U kvantnoj mehanici bi¢e drugacije: talasne funkcije
su nuzno kompleksne funkcije realnih promenljivih pa zbog toga nisu direktno opservabilne
odnosno merljive.

Posto su Maxwell-ove jednacine linearne, njihovo opste reSenje je zbir partikularnih reSe-
nja, ravnih talasa. (U jednostavnom slucaju sabiranja dva ravna talasa ovo nazivamo interfer-
encijom.) Koeficijenti u zbiru su proizvoljni i u svakom konkretnom problemu zadati su (tj.
mogu se odrediti) vrednostima polja na granici ili u beskonac¢nosti, tzv. grani¢nim uslovima.
Opste reSenje za elektricno polje je

EF, 0= f d3k Ey(0) e/ RT-00) (1.42)

3Kod nelinearnih diferencijalnih jednacina postojanje reSenja za proizvoljne pocetne uslove nije garantovano i
zapravo, zavisno od sistema tj. od jednacine, predstavlja veoma netrivijalnu matemati¢ku osobinu.
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Slika 1.3: Interferencija na I
dva otvora.

gde je w = clkl, a Eo(k) je amplituda ravnog talasa talasnog broja k. Linearnost Maxwell-
ovih jednacina tj. osobina da je zbir dva ili viSe reSenja opet reSenje (odnosno fizicki mogucéa
konfiguracija) je fenomenoloski veoma vazna i omoguéava da se opi$u pojave interferencije
i difrakcije svetlosti. VaZi i obrnuto: Cinjenica da interferencija i difrakcija postoje u prirodi
ukazuje da su jednacine koje opisuju prostiranje svetlosti linearne.

VaZna karakteristika elektromagnetnog polja je njegova energija. MoZe se pokazati da je
gustina energije elektromagnetnog polja data sa

L =2 22
&=—(E"+B9), (1.43)
8
odnosno da je energija
1 sy o
E= —fd?’r(Ez +B?). (1.44)
8m
U slucaju ravnog talasa lako se dobija
1.,

E=— 1.45
an . (1.45)

Gustina energije je proporcionalna kvadratu amplitude, kao kod harmonijskog oscilatora, a ne
zavisi od frekvence, talasnog broja ili brzine talasa.

1.3 Interferencija

Jedan od eksperimenata koji najjasnije karakteri§u talasno pona3anje svetlosti je Young-ov in-
terferencioni eksperiment na dva otvora (1801, 1803), a pojava interferencije uocava se kod
svih vrsta talasa. Uzbudljiv prikaz Young-ovog eksperimenta moZe se naci u Feynman-ovom
opstem kursu fizike*: mi éemo ga opisati ukratko, uglavnom da bismo prodiskutovali kona¢ne
formule.

U eksperimentu, monohromatski izvor svetlosti .# frekvence w je postavljen ispred zaklona
na kome su dva linijska otvora, proreza 1 i 2, koji su na medusobnom rastojanju d. Svetlost
prolazi kroz otvore i detektuje se na ekranu koji se nalazi na rastojanju / > d od zaklona.

Posto su tacke 1 i 2 na istom talasnom frontu talasa koji dolazi iz izvora, elektromagnetno
polje u ovim tackama ima istu fazu. U skladu sa Huygens-ovim principom (koji u stvari odraza-
va linearnost Maxwell-ovih jednacina) svaki od otvora je izvor sekundarnih talasa iste frekvence
i faze. IzraCunajmo vrednost elektrlcnog polja E u tacki ekrana koja je oznagena sa y na slici.
Ovo polje je zbir talasa E; iz prvog i E, iz drugog otvora. Talasi koje sabiramo zapravo nisu
ravni talasi nego pribliZzno cilindri¢ni, ali ta ¢injenica nije ovde toliko bitna jer slabljenje ampli-
tude sa rastojanjem daje efekte viSeg reda i mozZe da se zanemari. Dakle, imamo

E; = Epsin(kr; —wt),  E» = Epsin(kr, —wt), (1.46)

4 The Feynman Lectures on Physics, R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Addison Wesley, 1970.
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gde sa slike vidimo da su rastojanja r; i r, jednaka

d\? d\?
rp=1+ y——) ) r§:lz+(y+—) . (1.47)
2 2
Prema tome, ukupno elektri¢no polje je
o k(r, — kri+kr,—2wt - k(ro—
B =28, cos 21 g K+ kre — 20 :2E0cos(rsz sin(kr - 1), (1.48)

arazlika A = k(r» — r1) kada je d malo, I > d, y, sa tatno$¢u do prvog reda je
2 2
y d ¥ d) 2r yd
A=k(ro—r) =kl 1+[=+—| —{/1+|=-— =——, 1.49
(ro—r1) \/+( + \/+(l 5] T ( )

1 21
koriste¢i da je k = 27” . Iz formule za polje E vidi se da se talasi pojatavaju odnosno konstruk-
tivno interferisu kada je | cos %I = 11itada se na ekranu pojavljuju svetle pruge:

A nm, tj _M n (1.50)
5 J. V= 2" .
U slucaju destruktivne interferencija imamo tamne pruge na rastojanjima
—M(n+1) (1.51)
Y=g Ty '

U centru ekrana, y = 0, je svetla pruga.

Jasno je da bi se, kada bi izvor .# u eksperimentu sa istom geometrijom emitovao Cestice, na
ekranu dobila drugacija slika: dve svetle pruge na mestima preseka pravih koje spajaju izvor .#
i otvore 1 odnosno 2 sa ravni ekrana. Naravno, u sredini ekrana bilo bi zatamnjenje. To je zato
$to Cestice putuju pravolinijski i njihova putanja je dobro lokalizovana, dok se talasi "prostiru" u
celom prostoru i u svim tackama interferiraju. Pojava interferencije vidi se i u mnogim drugim
fizickim situacijama, kao na primer kada imamo viSe otvora: taj slucaj, difrakcija na resetki,
bi¢e nam vaZzan kasnije.

1.4 Boltzmann-ova raspodela

Jednacine klasicne mehanike opisuju kretanje Cestice i sistema viSe Cestica. Ove jednacine
su deterministicke, $to znaci da je za potpun opis kretanja sistema u buducnosti potrebno
da znamo pocetne uslove odnosno pocetne poloZaje i brzine Cestica u nekom (pocetnom)
trenutku vremena, i da umemo da resimo jednacine kretanja (tacno ili pribliZzno, na primer
numericki). Medutim ako imamo vise Cestica u interakciji njihovo kretanje je spregnuto i po
pravilu jednacine se ne mogu egzaktno reSiti: ve¢ problem tri tela nije u opStem slucaju resiv.
Sem toga ako je broj Cestica veoma veliki (kao npr. u gasovima ili ¢vrstim telima koja se ispituju
u laboratoriji, reda veli¢ine 10%° ili 10?%), osim nemoguénosti da se jednacine rese nije moguce
odrediti ni pocetne uslove za svaku od Cestica. Zato se u opisu makroskopskih objekata koriste
metode statisticke fizike koje omoguéavaju da se neki, najvazniji aspekti ponaanja makrosis-
tema opisu i pored toga §to ne znamo detalje kretanja pojedinih ¢estica konstituenata.

Da se podsetimo nekih elemenata statistickog opisa. Pretpostavimo da imamo sistem koji
se sastoji od N cCestica ili podsistema koji medusobno slabo interaguju, i da merimo, na primer,
energiju. Ukoliko se pri merenjima dobija da N; od N Cestica ima energiju E;, kazemo da je
verovatnoca da se u pojedinacnom merenju dobije ta vrednost energije data sa

i

pi:p(Ei)zj\l]i_IgoW' (1.52)
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Ovo je empirijska ili eksperimentalna definicija verovatnoce. Funkcija raspodele p(E;) moZe se
definisati i apstraktno, kao funkcija pomocu koje izrazavamo verovatnoce ishoda merenja, ili
kako se u teoriji verovatnoce kaZe, verovatnoce slucajnih dogadaja. U najopstijem slu¢aju, kod
materijalnih sistema funkcija raspodele zavisi od polozaja i impulsa svih ¢estica. Verovatnoce
u (1.52) definisane su pod pretpostavkom da je skup rezultata merenja, {E;}, diskretan. Taj skup
mozZe biti i kontinualan i tada govorimo o verovatnoc¢i dP da se izmeri vrednost E koja leZi u
intervalu (E, E + dE). Ona se definiSe preko gustine verovatnoce p(E):

dP(E)=p(E)dE. (1.53)

Raspodela verovatnoce p; ili p je najvaznija veli¢ina u statistickom opisu. Ukupna verovatnocéa
(da se bilo $ta desi odnosno bilo §ta izmeri) se obi¢no normira na jedinicu,

Zp,-:l, fp(E)dE:I, (1.54)

ali se ponekad i ne normira. Tada leva strana prethodnog izraza definiSe tzv. particionu funk-
ciju
Z=) pr Z=fp(E)dE. (1.55)
k

Ako imamo raspodelu verovatnoce, mozemo da izracunamo srednju ili ocekivanu vrednost
fizicke velicine pri merenju, npr. u naSem slucaju, ocekivanu vrednost energije,

YiEip;

(E) = Y0 (1.56)
iPi
ali i proizvoljne funkcije energije, na primer
(E") = —Z’é ’:) Pi (1.57)
iPi

Neodredenost odnosno odstupanje od srednje vrednosti pri merenju fizicke veli¢ine kvantifi-
kuje se disperzijom A. Kvadrat disperzije jednak je srednjem kvadratnom odstupanju od sred-
nje vrednosti,

(AB)? = (B~ (EN? = (B — (B)2. (1.58)

Kao §to smo rekli zavisno od sistema koji posmatramo, raspodela verovatnoce moze da za-
visi od razli¢itih varijabli. Ali u fizici jedna od najvaZznijih veli¢ina je bas energija, posebno kada
opisujemo stanje termodinamicke ravnoteZe. Pretpostavimo da je na$ sistem Cestica u stanju
termodinamicke ravnoteZe na temperaturi 7. Posto je ovo stanje stacionarno, u njemu funkcija
raspodele p moze da zavisi samo od integrala kretanja: energije, impulsa i momenta impulsa:
ali ako sistem miruje, impuls i moment impulsa su nula pa gustina verovatnoce zavisi samo od
energije, p = p(E). Odredi¢emo ovu zavisnost za sistem koji se sastoji od slabo interagujucih
(ili neinteragujucih) Cestica. Ako sistem podelimo na dva podsistema sa energijama E; i Ey,
ukupna energija je jednaka njihovom zbiru

E=FE) + Es. (1.59)

Sa druge strane, posto podsistemi ne interaguju, verovatnoca da prvi podsistem ima energiju
E; adrugi E» je proizvod verovatnoda jer su dogadaji nezavisni (pretpostavljamo da je sistem
homogen, tj. da su i podsistemi opisani istom raspodelom p):

p(E) = p(E1 + E2) = p(E1) p(E2), (1.60)
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Jednakost (1.60) je jednacina za p(E) i njeno reSenje je eksponencijalna funkcija,
p(E) = e PE (1.61)

i naziva se Boltzmann-ova raspodela. Konstanta 8 se moze uzeti kao definicija temperature,
B= kLT, a k=1.381-10"23 JK! je Boltzmann-ova konstanta. U statisti¢koj fizici ansambl koji
je opisan Boltzmann-ovom raspodelom zove se kanonski ansambl.

1.5 Zracenje crnog tela

Posle ovog pregleda nekih (na prvi pogled, slu¢ajno izabranih) pojmova klasi¢ne fizike preci
¢emo u narednim poglavljima na opis eksperimenata sa kraja devetnaestog veka koji su doveli
do ideja kvantne fizike i radikalno promenili klasi¢ni opis prirode®. U pokusajima da se posto-
jeci fizicki koncepti usklade sa rezultatima eksperimenata izdvojile su se dve vazne ideje: prva
je ideja kvantovanja, odnosno ideja da njutnovska neprekidnost fizickih pojava i procesa nije
univerzalna i da postoje veli¢ine ¢ije izmerene vrednosti mogu biti diskretne. Druga ideja je
da se pojmovi Cestice (materijalne tacke) i polja (talasa) ne mogu uvek ta¢no razgraniciti, pa
je na "veoma malim" rastojanjima stanje tackaste Cestice zapravo korektnije opisati "talasnom
funkcijom", funkcijom koja Cestici daje atribute fizickog polja.

Pocec¢emo od eksperimenata o osobinama zra€enja crnog tela. Svako telo na temperaturi
vecoj od apsolutne nule zraci energiju putem elektromagnetnih talasa. Koli¢ina emitovane en-
ergije zavisi od povrsine tela i raste sa temperaturom. Stefan je 1879. empirijski odredio ovu
zavisnost: ukupna izraCena energija u jedinici vremena po jedinici povr$ine je

U(T)=€eoT* (1.62)

i dobija se kao zbir doprinosa elektromagnetnih talasa svih frekvenci odnosno svih talasnih
duZina,

%(T)zfu(w)dwzfu(/l)dft. (1.63)
0 0

Veli€ina € je konstanta izmedu 0 i 1 i naziva se emisivnost, a zavisi od osobina povrsine tela:
telo sa € =1 je apsolutno crno telo a konstanta o je Stefan-Boltznmann-ova konstanta,

0 = 5.670-10"8Jm2K*s~!. Termodinamitko izvodenje zakona zraenja crnog tela dao je
Boltzmann 1884, a 1899. Lummer i Pringsheim su eksperimentalno odredili spektralnu ras-
podelu zracenja odnosno funkciju u(A).

Problem kako da se formula (1.62) i spektralna raspodela u(A) izvedu teorijski tj. iz mikro-
skopskog modela bio je za klasi¢nu fiziku neresiv. 1900. godine Rayleigh je predloZzio klasi¢ni
model u kome je dobio da je u(1) ~ A™*%; ovo izvodenje je upotpunio 1905. Jeans i ono je poz-
nato kao Rayleigh-Jeans-ov model. Posto je model jasan i prilicno jednostavan objasni¢emo
ga u nekoliko koraka. Crno telo realizovano je kao kockasta metalna kutija u kojoj se nalazi
elektromagnetno zracenje u toplotnoj ravnoteZi na temperaturi 7. Posto su stranice kutije od
metala, elektromagnetni talasi unutar kutije su stoje¢i talasi: to sledi iz uslova da komponente
elektricnog polja tangentne na stranice moraju biti nula. Ovaj uslov, primenjen na stranice
x=0, y=0i z=0 dozvoljava samo talase oblika

E=Ege " sinkyx sink,y sink;z, (1.64)

5Veoma dobar pregled istorijskog razvoja moderne fizike dat je u knjizi R. Eisberg-a, Fundamentals of Modern
Physics, John Wiley & Sons, 1990.
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Slika 1.4: Spektralna
raspodela za crno telo.

a kada se primeni na preostale tri stranice kocke x = a, y = ai z = a daje uslove sink,a =0,
sinkya=01isink;a = 0. To znaci da su dozvoljene samo vrednosti talasnog broja koje odgo-
varaju stoje¢im talasima,

n n nn
ke=—2, ky=—2, k.=—2%, (1.65)
a a a
gde su ny, ny i ng su celi brojevi. Frekvenca talasa je
,  cm?
W= (n + ny+ n ) (1.66)
a?

U k-prostoru (tj. koordinatnom sistemu Cije su ose ky, ky i k), frekvence stojecih talasa su
tacke odredene trojkama celih brojeva (ny, ny, n;) koje leZze na kvadratnoj resetki; gustina taca-
kaje (a/ (7mc))3. Za svaku frekvencu energija talasa moze biti proizvoljna jer, kao $to smo videli,
ona zavisi samo od amplitude, Eg.

U elektrodinamici se pokazuje da je elektromagnetno polje u vakuumu ekvivalentno sis-
temu neinteragujucih oscilatora razlicitih frekvenci. Zato je u stanju termodinamicke ravnote-
Ze funkcija raspodele po energiji Boltzmann-ova raspodela. Srednja vrednost energije za talase
fiksirane frekvence w dobija se usrednjavanjem,

f “PEQE
0

OO 1
(Ey) = = —ilogfe_ﬁEdE = E =kT, (1.67)

e PEAE
0

ikao $tovidimo, (E,,) je ista za sve vrednosti frekvenci. Energija koja se izraci u opsegu frekvenci
(w,w + dw) data je sa

du=ulw)dw = (1.68)

(Ew)
|4
gde je N(w)dw broj talasa frekvence w a V zapremina crnog tela. Posto je zbog grani¢nog
uslova (1.65) broj talasa proporcionalan broju celobrojnih tac¢aka u k-prostoru, u opsegu frek-
venci izmedu w i w + dw ima onoliko talasa koliko ih ima u sfernom sloju polupre¢nika w i
debljine dw tj. ta¢nije u njegovoj osmini jer je w pozitivan broj pa nam treba samo deo sfere u

prvom oktantu. Dakle imamo

N(w)dw—%4nw2dw( ) 2—( ) nwldw. (1.69)
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Slika 1.5: Rayleigh-
Jeans-ov model - pre-
brojavanje stanja.

ke

U poslednjoj formuli smo geometrijski rezultat pomnoZili sa 2 jer elektromagnetni talas date
frekvence i talasnog broja ima dve polarizacije tj. dva stepena slobode. Koristeci da je zapremi-
natela V = a3, za spektralnu raspodelu dobijamo

w?dw

du= kT. (1.70)

m2c3

Ako sa promenljive @ predemo na talasnu duzinu A = (27¢)/w, imamo

du= u()l)d/l=8nkT%. (1.71)

Ova spektralna raspodela ne samo da se ne slaze sa eksperimentalnom krivom, nego bi za
ukupnu izracenu energiju dala beskona¢nu vrednost (koja uz to linearno zavisi od tempera-
ture):

o) T [e9)
%(T):fu(w)dw: %fwzdw:oo-kT. (1.72)
0 e 0

Taj rezultat je u svoje vreme nazvan ultravioletna katastrofa jer integral energije (1.72) divergira
u gornjoj granici w — oo, odnosno za velike vrednosti frekvenci.

Modernim jezikom kvantne teorije polja rekli bismo da integral (1.72) treba da se "regular-
izuje"%. Neka vrsta regularizacije je bila u osnovi Planck-ove ideje: da se srednja vrednost (E,,)
modifikuje tako da ukupna energija bude kona¢na. Planck-ova hipoteza iz 1901. dobila je naziv
postulat o kvantovanju i glasi:

ZA FIZICKI ENTITET KOJI VRSI HARMONIJSKO OSCILOVANJE FREKVENCOM @ JEDINE DOZVO-
LJENE VREDNOSTI ENERGIJE SU nfiw, GDE JE 7 PRIRODAN BROJ A 7i = 1.054 - 10734Js KONSTANTA.

Kada se uvede ovakva pretpostavka jasno je da se usrednjavanje energije u formuli (1.67),
umesto po kontinualnim vrednostima od 0 do oo, vr$i po nizu jednako udaljenih, diskretnih

6Regularizacija je metod kojim se beskona¢ni (divergentni) izraz, najéesce integral ili suma, zamenjuje limesom
konacnih izraza, a stepen divergencije se kvantifikuje nekim od parametara koji figuri§u u kona¢nim izrazima.
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tacaka. Posto je vrednost konstante 7 mala i rastojanje izmedu dve susedne tacake 7w je vrlo
malo (sem naravno kad w — o00), tako da je ovakva zamena u nekom smislu opravdana. Za
srednju vrednost energije oscilatora frekvence w se pod ovom pretpostavkom dobija

P nhwePnhw d x n hw
(Epy=" —— = —Jog) e o —— (1.73)
pri ¢emu se u izracunavanju koristi da je suma geometrijskog reda
2 1
l+a+a*+- = ——, (1.74)
l1-a

za |al| < 1. U klasi¢nom limesu T — co odnosno § — 0 pribliZzno imamo
P =1 + Bhw, (1.75)

paje (Ey,) =1/B = kT idobijamo klasi¢ni rezultat (1.67). Koristeéi izraz (1.69) za broj oscilatora
N(w), za spektralnu raspodelu dobija se Planck-ova raspodela

=2 T (1.76)
uw_nzc?’eﬁhw—l' .
Prema tome, za ukupnu izracenu energiju dobijamo
% (T) f (w)d i (kT)4]ox3dx LA 1.77)
= | ulwdw=—=|— — = .
m?c3\ h e*—1 m?c3n3 15

Vrednost odredenog integrala po x u pretposlednjoj jednakosti je 7*/15. Kada se u formulu
(1.77) zamene numericke vrednosti konstanti k, 7, c i 7, za koeficijent proporcionalnosti izme-
du % i T* dobija se upravo eksperimentalna vrednost Stefan-Boltzmann-ove konstante o. To
pokazuje da, ma kako Planck-ova hipoteza izgledala ili bila ad hoc, ona sadrzi mehanizam koji
obja$njava zracenje crnog tela.

1.6 Fotoefekat

Fotoefekat je eksperimentalno otkrio Hertz 1887. U drugoj polovini devetnaestog veka vrSen
je veliki broj eksperimenata u kojima je ispitivan prolazak elektri¢ne struje kroz katodnu cev
(staklenu cev sa dve elektrode ispunjenu razredenim gasom). Posebno vazno otkriée bilo je da
se u cevi pri veoma niskim pritiscima odnosno u vakuumu detektuju "katodni zraci", karakteri-
sti¢ni po tome §to stvaraju senku na suprotnom zidu cevi, i skre¢u u elektricnom polju. Perrin
je 1895. pretpostavio da su katodni zraci u stvari naelektrisane Cestice, Sto je 1897. dokazao
J.J. Thomson precizno izmerivsi odnos naelektrisanja i mase, e/m. Thomson je dobio rezultat
1836 puta veci od koli¢nika e/my za jonizovani vodonikov atom: ovo otkrice bilo je zapravo
otkrice elektrona.

U Hertz-ovom eksperimentu, katoda u katodnoj cevi osvetljavana je ultraljubicastim zra-
cima i merena je struja kroz cev. Posto efekat postoji i kada je u cevi vakuum, pretpostavljeno
je da su nosioci struje elektroni izbijeni iz katode, $to je Lenard 1900. godine potvrdio mere-
njem e/ m. Zavisnost struje koja se meri od napona izmedu elektroda data je na slici 1.6: struja
prakti¢no ne zavisi od napona osim za njegove negativne vrednosti, a anulira se pri vrednosti
V = —Vhax. To znaci da elektroni u trenutku kada su izbijeni iz katode imaju nenultu kineticku
energiju ¢ija maksimalna vrednost iznosi Empax = €Vmax- Osim toga, mada je za V > 0 struja
proporcionalna intenzitetu upadnog zraCenja, Emax ne zavisi od intenziteta zracenja.
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j E max

Slika 1.6: Fotoefekat, j(V) Slika 1.7: Zavisnost Eyax(w)

I u ovom slucaju relativno lako se vidi da klasi¢na teorija elektromagnetnog zracenja ne
moZe da da objas$njenje eksperimentalnih rezultata. Klasi¢no, energija koju nosi elektromag-
netni talas je proporcionalna kvadratu njegove amplitude odnosno intenzitetu svetlosti: prema
tome, i karakteristiCna energija Enmax trebalo bi da zavisi od intenziteta zraCenja, $to se u ekspe-
rimentu ne dobija. Detaljniji racun pokazuje da bi u klasi¢nom opisu trebalo da postoji i drugi
efekat: posto energija elektromagnetnog talasa nije lokalizovana, njen prenos na elektrone nije
trenutan — za uslove u opisanom eksperimentu to vreme bilo bi reda veli¢ine minuta, $to u
eksperimentu nije opservirano.

Objasnjenje fotoefekta dao je 1905. Einstein razvijajuci Planck-ovu hipotezu o energiji elek-
tromagnetnih talasa i uvodeci slede¢u pretpostavku:

SVETLOST SE PRENOSI U DELICIMA, SVETLOSNIM KVANTIMA KOJI SU LOKALIZOVANI: KVANT
SVETLOSTI, FOTON FREKVENCE w, NOSI ENERGIJU /Aiw I KRECE SE BRZINOM c.

Mehanizam fotoefekta je onda sledeci: interakcija elektromagnetnog zracenja sa katodom
je zapravo sudar fotona i elektrona. U ovom sudaru energija fotona se gotovo trenutno apsor-
buje i prenosi na elektron; iz zakona odrZanja energije sledi

1 1
hiw=A+ Emvfnax, Emvfnax = eVimax, (1.78)

gde je Aizlaznirad elektrona odnosno potencijalna energija kojom je elektron vezan za kristalnu
reSetku katode. Jednacina (1.78) je Einstein-ova jednacina fotoefekta. Einstein-ova teorija
izmedu ostalog predvida linearnu zavisnost izmedu En.x i frekvence upadnog zracenja w:

Einax = ho — A.

Ovu zavisnost je 1916. eksperimentalno proverio i potvrdio Millikan, i to je bio jedan od ve-
likih trijjumfa kvantne teorije. Takode, odredivanjem koeficijenta pravca prave na grafiku 1.7,
Millikan je izmerio Planck-ovu konstantu 7 koja se do na eksperimentalnu gresku poklopila sa
odranije poznatom vrednoscu.

Ime fotoni kvantima svetlosti dao je 1926. Lewis. Interesantno je da je prva teorija svetlosti
(Descartes 1637, Newton 1704) koja je objasnjavala fenomene geometrijske optike takode bila
korpuskularna. Ova teorija je dominirala do otkri¢a pojave interferencije i Young-ovog eksperi-
menta 1801, a tokom devetnaestog veka bila je potpuno napustena. Ni sam Planck nije verovao
u Cesti¢nu prirodu svetlosti i u Einstein-ovu smelu fizicku interpretaciju, pa je formulu E = fiw
smatrao za tehnicki korak &iji fizicki smisao tek treba da se razume”.

7Jo§ jedan izuzetan pregled moderne fizike sa detaljnim uvidom u razvoj matematickih ideja dat je u knjizi
G. G. Emch-a, Mathematical and Conceptual Foundations of 20th-Century Physics, North-Holland, 1984.
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Slika 1.8: Compton-
ovo rasejanje.

1.7 Compton-ov efekat

Einstein-ovo objasnjenje fotoefekta po kome se energija elektromagnetnog talasa predaje elek-
tronu u procesu sudara mnogi fizicari nisu mogli da prihvate, jer je ovo objasnjenje zapravo
odustajanje od klasi¢ne teorije zracenja: kvanti svetlosti opisani su kao Cestice. Korpuskularna
priroda svetlosti je kona¢no potvrdena otkricem Compton-ovog efekta: da bi se objasnio do-
bijeni eksperimentalni rezultat, fotonu treba da se pridruzi ne samo energija E = fiw nego i
impuls p €ija je vrednost, u skladu sa specijalnom teorijom relativnosti, p = E/c = fik.

Compton-ov eksperiment iz 1923. sastojao se u merenju otklona snopa X-zraka pri pro-
lasku kroz tanki list metala. Eksperimentalno dobijena veza izmedu talasne duzine A upadnog
X-zraka i talasne duzine A’ zraka rasejanog pod uglom 6 je

A =21 =Ac(l-cosb). (1.79)

Ova veza ne zavisi od vrste metala na kome se X-zraci rasejavaju, §to ukazuje da elektromag-
netno zracenje ne interaguje sa atomima metala nego sa elektronima. Pored toga, konstanta
Ac, Compton-ova talasna duzina, ne zavisi od talasne duzine X-zracenja.

Compton je pretpostavio da je proces koji se deSava u metalu zapravo sudar fotona sa elek-
tronom koji priblizno miruje. Ova pretpostavka je opravdana jer su tipi¢ne energije vezivanja
elektrona u metalu reda velic¢ine energija ultraljubicastog zracenja, odnosno za nekoliko re-
dova veli¢ine manje od energija X-zracenja. Oznacimo energiju upadnog fotona sa fiw: posto
se fotoni krecu brzinom svetlosti njihova masa mirovanja je nula, a impuls je jednak nk, gde
je k talasni broj. Sudar fotona sa elektronom je elastican pa se u njemu se odrzavaju energija
i impuls. Posto je energija X-zraka uporediva po redu veliCine sa energijom mirovanja elek-
trona, neophodno je da koristimo relativisticke zakone odrZanja energije i impulsa. Elektron
ima masu m i pre sudara sa fotonom miruje, kao na slici 1.8. Oznacimo energiju i impuls fo-
tona posle sudara sa hiw' i nk', impuls elektrona posle sudara sa p’, a uglove rasejanja fotona i
elektrona sa 6 i ¢. Zakoni odrZanja glase

hw + mc? = ho' +1/ p'2c2 + m2ct,

nk=hnk'+p, t. ik = hk' cos@ + p' cosg
0 =hk'sinf — p’sing.
ReSavanjem ove tri jednacine odnosno eliminacijom ugla ¢ i impulsa p’ dobijamo

1 1 /i)
— =—+4+ ——(1-cos0), (1.80)
o © mc?
§to daje formulu (1.79) kad se sa frekvenci prede na talasne duzine. Pri tome je A¢c = h/(mc) =
0.243-10"1'm, u skladu sa eksperimentalno dobijenom vrednos$cu.
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U kasnijim eksperimentima (Bothe i Wilson 1923, Bothe i Geiger 1925, Bless 1927) opservi-
rani su i sami elektroni posle sudara sa fotonom i merena je njihova energija; takode je potvrdeno
da se elektron pojavljuje istovremeno sa rasejanim fotonom tj. da je sudar trenutan.

Fotoefekat i Compton-ov efekat ukazuju na to da je priroda elektromagnetnog zracenja
dualna: u ovim eksperimentima detektuju se kvanti svetlosti koji su prostorno lokalizovani
tj. ponasaju se kao Cestice odredene energije i impulsa. Sa druge strane, u brojnim ranijim
merenjima koji datiraju jo§ od Young-ovog interferencionog eksperimenta dobro su i detaljno
proverene talasne osobine svetlosti. Kao §to ¢emo videti, slicna dualnost u ponasanju uskoro
je otkrivena i kod materijalnih Cestica: ustanovljeno je da se u nekim situacijama materijalne
Cestice ponasaju kao talasi.

1.8 Linijski spektrii model atoma

Krajem devetnaestog veka intenzivno su ispitivani i mereni i atomski spektri. Tipi¢na eksperi-
mentalna aparatura kojom se odreduje emisioni spektar sastoji se od staklene cevi ispunjene
jednoatomskim gasom. Kroz cev se vrsi elektricno praznjenje, ¢ime se gasu predaje energija.
U procesu relaksacije atomi gasa emituju elektromagnetno zraCenje: zraCenje se razlaze po
frekvencama i odgovarajuéi spektar se snima.

Najvazniji fenomen koji se uocava je da su spektri atoma [linijski a ne kontinualni. Svaki
hemijski element ima svoj karakteristican spektar, a linije u spektru grupisu se u serije i zgu-
$njavaju do tzv. granice serije. Najjednostavniji spektar ima vodonik: poku$avajuéi da opise
njegovu strukturu Balmer (veliki ljubitelj numerologije) je 1885. nasao empirijsku formulu za
talasne duZine grupe linija u vidljivom delu vodonikovog spektra:

2
A =3646——.

1.81
22 (1.81)
U prethodnoj formuli talasne duZine su izraZene u angstremima (1A = 107'°m) a 7 je prirodan
broj veci od 2. Istrazujudi dalje, Rydberg je 1890. ovu formulu napisao u pogodnijem obliku

1 1 1
Lo (2_2-?) (1.82)

gde je Ry = 1.097-10’m™! Rydberg-ova konstanta za vodonik. Primenjujuéi Ritz-ov rekom-
binacioni princip (1908) koji kaZe da se frekvence (novih) spektralnih linija mogu dobiti kao
zbirovi ili razlike frekvenci postojecih linija, Rydberg-ova formula moZe da se uopsti,

! =R ( ! ! ) (1.83)
A~ M 2 n2) '

i tada opisuje i ostale serije u vodonikovom spektru (Lyman-ovu, Paschen-ovu, Brackett-ovuy,
Pfund-ovu). Za alkalne elemente spektralne formule imaju sli¢nu strukturu,

1 R( 1 B 1 )
A (m—-a)? (n->b)?

(1.84)

gde su a i b konstante.

Formula (1.83) izgleda toliko jednostavno da se namece ideja da ona u sebi sadrzi neki fun-
damentalni fizicki zakon. Prvi korak u njenom objasnjenju bilo je razumevanje strukture atoma
vodonika. Od Thomson-ovog otkri¢a elektrona postalo je jasno da se atomi (poSto su elektricno
neutralni) sastoje od elektrona i od pozitivnho naelektrisanog "ostatka". Ovo je potvrdeno u
eksperimentima rasejanja X-zraka na atomima (Barkla, 1909) u kojima je utvrdeno da je broj
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Slika 1.9: Rutherford-
ovo rasejanje.

elektrona u atomu, Z, priblizno jednak polovini atomske mase merene u atomskim jedini-
cama mase. Prva, Thomson-ova, pretpostavka bila je da je pozitivno naelektrisanje uniformno
rasporedeno u atomu i taj model je ispitivan u eksperimentima rasejanja a-Cestica na tankim
metalnim listovima (Rutherford, 1909). Analizirajuéi rezultate eksperimenta Rutherford je za-
kljuc¢io da se oni ne slazu sa Thomson-ovim modelom, jer model predvida da je broj Cestica
rasejanih pod velikim uglovima (ve¢im od 7/2) toliko mali da one prakti¢no ne bi trebalo da
budu detektovane, $to u eksperimentu nije bio slucaj. Rutherford je pretpostavio da je svo
pozitivno naelektrisanje (a time i masa) skoncentrisano u centru, "jezgru" atoma i izracunao
presek rasejanja a-cestica u Coulomb-ovom elektrostatickom polju jezgra. Dobio je izraz

do a? 1

—_— s, 1.85
dQ  4m?vt Sil’l4 g ( )

tzv. Rutherford-ovu formulu: ovom izrazu 6 je ugao rasejanja a v brzina upadnog snopa a-
Cestica. Neposredno posle njenog izvodenja, u eksperimentima Geiger-a i Marsden-a 1911.
mereno je i potvrdeno da je efikasni presek za rasejanje a-Cestica na atomima opisan bas ovim
zakonom. To znaci da je atom skoro "prazan", odnosno da je jezgro veoma malih dimenz-
ija: Rutherford je dimenzije jezgra (ispravno) procenio na 10~'*m. Interesantno je da i kvant-
nomehanicki racun, kao sto ¢emo videti u poslednjoj glavi, daje u vode¢em redu potpuno istu
zavisnost efikasnog preseka od ugla rasejanja. To je u neku ruku bila sreéna okolnost za fiziku
jer je jednacina (1.85) navela Rutherford-a da predlozi planetarni model atoma koji je kasnije
modifikovao Bohr, a Bohr-ov model bio je od klju¢nog znacaja za nastanak kvantne mehanike.

Rutherford-ov planetarni model atoma je jednostavan: u centru atoma nalazi se masivno
pozitivno naelektrisano jezgro oko koga kruze elektroni kao planete oko Sunca. Odmah se
moZe ukazati na nedostatak ovog modela: elektroni, za razliku od planetag, pri kruZznom kre-
tanju oko jezgra zraCe elektromagnetne talase i u tom procesu gube energiju. Energija elek-
trona se brzo izraci i elektron pada na jezgro: Rutherford-ov atom nije stabilan (videti zadatak
1.19)

Bohr je 1913. predloZzio model koji ovaj, osnovni problem Rutherford-ovog modela, reSava
na postulativan nac¢in. Model se bazira na dve pretpostavke:

1. ELEKTRONI U ATOMU KRECU SE OKO JEZGRA PO KRUZNIM PUTANJAMA, ALI DOZVOLJENE
(STABILNE) SU SAMO ORBITE NA KOJIMA JE MOMENT IMPULSA KVANTOVAN I IMA VREDNOSTI L =
nh, GDE JE n PRIRODAN BROJ.

2. NA OVIM STACIONARNIM PUTANJAMA ELEKTRON NE ZRACI; ZRACI SAMO PRI PRELAZU SA
JEDNE NA DRUGU ORBITU I TO FREKVENCOM 7w = E; — Ef, GDE SU E; 1 Ef ENERGIJE ELEKTRONA
NA INICIJALNOJ I FINALNOJ ORBITI.

80vo zapravo nije tatno. 2016. odnosno 2015. gravitacioni talasi su direktno detektovani, pa znamo da planete
pri kruZenju oko Sunca, kao i dve crne rupe pri kruZzenju oko zajedni¢kog centra mase, emituju energiju. Ali u
slu€aju planeta ova energija je toliko mala da ne moze da se izmeri.
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Jednostavnim klasi¢nim racunom iz Bohr-ovog modela se dobija Rydberg-ova formula za
emisioni spektar vodonika. Pri kretanju elektrona po krugu njegovo centripetalno ubrzanje
potice od elektrostaticke privlacne sile jezgra pa imamo

m U2 62 62

—=—, =—. 1.86
) T=5 (1.86)

To znaci da, ako je moment impulsa kvantovan, njegovoj n-toj vrednosti

L, =nhw=mr,v, (1.87)
odgovaraju brzina i polupre¢nik
e’ . n o, )
Up=— 1 Iy=—=n"=agn’, (1.88)
nh me
i energija
Ey=tmpz & (1.89)
S Y '

Konstanta ag = hi?/(me?®) = 5.3-10~''m je Bohr-ov radijus i defini$e dimenzije atoma odnosno
skalu atomske fizike. Kada se u formuli (1.89) zamene vrednosti za masu i naelektrisanje elek-
tronaiizracunarazlika E, — E,,, dobija se formula (1.83) za talasne duzine u spektru vodonika,
kao i slaganje sa eksperimentalno izmerenom vrednosc¢u Rydberg-ove konstante Ry.

Bohr-ovi postulati ukazuju da su u prirodi, osim energije, kvantovane i druge fizicke velici-
ne. Pitanje koje se prirodno namece je: dali postoji neki opsti, teorijski princip koji ovakve fizic-
ke velic¢ine karakteri$e? I posebno: da li postoji veza izmedu Planck-ovog i Bohr-ovih postulata
kvantovanja? Odgovarajuci princip, Sommerfeld-ovo pravilo, formulisao je Sommerfeld 1915:
STABILNE KVANTNE ORBITE HAMILTON-OVOG SISTEMA OPISANOG HAMILTONIJANOM H(x;, p;)
ZADATE SU USLOVOM

f pidx; = 2hn;, (1.90)

GDE SU n; POZITIVNI CELI BROJEVI, A INTEGRAL SE RACUNA PO JEDNOM PERIODU KRETANJA.

Lako se vidi da Sommerfeld-ovo pravilo kvantovanja mozZe da se primeni na vodonikov
atom. U slucaju kretanja u centralnom potencijalu odrzava se moment impulsa, pg = L, pa
ako primenimo (1.90) na promenljive 6 i py direktno dobijamo

fpg df =2nL =2nhn, (1.91)

tj. L = nh. Kad se pravilo primeni na drugi par promenljivih, r i p;, dobija se kvantovanje en-
ergije (1.89), i to ne samo za kruzne nego i za elipti¢ne orbite (u tom slucaju r, je velika poluosa
elipse). Interesantno je da Sommerfeld-ovo pravilo moZe da se primeni i na relativisticku gene-
ralizaciju Bohr-ovog modela pri ¢emu daje eksperimentalno izmerenu finu strukturu spektra
atoma (Bohr 1915, Sommerfeld 1916) koju je eksperimentalno otkrio Michelson 1891. godine.

Sa druge strane, pravilo daje i kvantovanje energije harmonijskog oscilatora. U jednoj di-
menziji, hamiltonijan oscilatora je

H=—+-mw"x", (1.92)
areSenje klasi¢nih jednacina kretanja,

x=acos(wt+ ), p=-—mwasin(wt+ ). (1.93)
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Ako uvrstimo ovo reSenje u (1.90) i integralimo po jednom periodu, T = 27/w, dobijamo

T
ygpdx=fmwzazsinz(wt+(p)dt=nmwa2, (1.94)
0
pa Sommerfeld-ovo pravilo daje
mwa® = 2hn. (1.95)
Za energiju oscilatora se dobija
1
E= 5maﬂaz = nho, (1.96)

odnosno Planck-ova formula.

Sommerfeld-ovo pravilo imalo je i konceptualni i teorijski znacaj zato $to je povezalo kvan-
tovanje sa finitnim kretanjem sistema, i sem toga ukazalo na znacaj kanonskih promenljivih.
Medutim intuitivno, za dalji razvoj ideja kvantne mehanike mozda je bio vazniji drugi aspekat
Bohr-ovog modela: ideja o talasnoj prirodi elektrona. Naime, ako bismo elektronu na n-toj
orbiti pripisali talasnu duzinu

h 2nh
Ap=—1= , 1.97)
pn  muy
vidimo da vazi
nA, =2nry,, (1.98)

odnosno, na obimu kruga koji predstavlja trajektoriju elektrona nalazi se tacno # talasnih du-
zina hipotetickog, elektronu pripisanog talasa. Drugim re¢ima, kvantovanje momenta impulsa
moZemo interpretirati kao uslov da su stabilne samo one orbite na kojima je elektron "stojeci
talas". Vazna osobina stojecih talasa je da ne prenose energiju, $to moze da se poveZe sa Cinje-
nicom da na stacionarnim orbitama elektron ne zraci. Iako ova interpretacija deluje pomalo
proizvoljno, moZe se re¢i da Bohr-ov model sugerise da su Cestice u nekom smislu - talasi.

1.9 Talasno-cCesti¢ni dualizam

De Broglie je 1924. izneo ideju da ne postoji jasna granica izmedu Cestica i talasa: kao §to se
elektromagnetnim talasima, npr. u Compton-ovom efektu, pripisuje ¢esticna priroda, tako i
Cestice imaju talasni karakter. Ili, iskazano u formi postulata:

CESTICI KOJA IMA IMPULS J 1 ENERGIJU E MOZE DA SE PRIDRUZI TALAS FREKVENCE @ = E/h
I TALASNOG BROJA k = jj/li: KRETANJE CESTICE SE PRI TOME OPISUJE KAO PROPAGACIJA TALASA.

U slucaju elektromagnetnih talasa zaista vaZi w = kc odnosno E = pc. Sa druge strane, za
slobodnu nerelativisticku &esticu je E = p?/(2m), tako da je disperziona relacija za slobodan
"elektronski talas" po de Broglie-vom postulatu

_ hk?

= om (1.99)

w
De Broglie pretpostavlja i da se kretanje Cestice moze opisati kao propagacija talasa, odnosno
daje jednacina kretanja neka vrsta talasne jednacine: talasna jednacina koja opisuje ponasanje
Cestice zapravo je Schrédinger-ova jednacina.

Talasni aspekti ponasanja materijalnih Cestica manifestuju se samo na rastojanjima koja
su reda veli¢ine de Broglie-eve talasne duZzine, kao §to se efekti interferencije i difrakcije svet-
losti vide samo kada su rastojanja izmedu otvora uporediva sa njenom talasnom duZinom. Ako
izracunamo de Broglie-evu talasnu duZzinu npr. za elektron kineticke energije E = 10eV, do-
bijamo A =3.9-107!m. Ova talasna duzina nije toliko mala da se ne bi mogla izmeriti: reda
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je velicine meduatomskih rastojanja u kristalima. Zato su talasne osobine elektrona prvi put
eksperimentalno potvrdene upravo difrakcijom elektrona na kristalima, i to na kristalu nikla u
eksperimentu Davisson-a i Germer-a 1927. i na kristalu zlata u eksperimentu G. P. Thomson-a
1928. Uskoro posle toga Estermann, Frisch i Stern dokazali su postojanje difrakcije i u rasejanju
atoma helijuma. Do danas su izvedeni brojni difrakcioni i interferencioni eksperimenti, ne
samo sa elektronima i neutronima nego i sa velikim, "makroskopskim" organskim molekulima
i to u (tehnicki zahtevnijoj) varijanti interferencije na dva otvora, ¢ime je talasna priroda Cestica
i direktno potvrdena.

Talasno-cCesti¢ni dualizam je jedna od realizacija komplementarnosti, pojma koji je uveo
Bohr da bi neke od kvantnih fenomena opisao klasi¢nim ili skoro-klasi¢nim jezikom, i u tom
smislu nemoguce ga je na neki jednostavan nacin objasniti. Ovaj dualizam ima precizan opis u
kvantnoj teoriji polja u kojoj ozna¢ava mogucnost da se kvantno polje prikaZe u koordinatnoj
ili u impulsnoj reprezentaciji.

1.10 Schrodinger-ova jednacina

Ukoliko je slobodna &estica koja ima masu m, impuls i energiju E = p?/(2m) opisana ravnim
talasom .
W(t,7) = e/ FTeD (1.100)

gde su talasni vektor i frekvenca k= plh, w = E/h, onda je najjednostavnija talasna jednacina
koja daje tu disperzionu relaciju

ih—=—-——AVY, (1.101)
m

jer kao $to smo videli, pri delovanju na ravan talas izvod i# (% se svodi na mnoZenje sa E, a
gradijent —iZiV na mnoZenje sa p. I u nekom matimaticki preciznijem smislu Schrédinger-ova
jednacina se dobija zamenom vektora impulsa Cestice p operatorom ﬁ = —ihV,ita "zamena"
zapravo je kvantovanje. U slu¢aju mehanike tj. sistema sa kona¢nim brojem stepeni slobode
postupak kvantovanja, odnosno reprezentovanja koordinate i impulsa operatorima, je u osnovi
jednoznacan. Ukoliko Cestica nije slobodna nego se kre¢e u potencijalu U(7, t), Schrodinger-
ova jednacina opet je ekvivalentna izrazu za energiju Cestice, E = pz/(2m) +U(7,1),1glasi

oY R?
ih—=—-—AY+UV. (1.102)

ot 2m
Interesantno je napomenuti da su i Schrodinger, kao i Born i Jordan, pokusali da jednacinu
kretanja kvantne (talasne, odnosno matri¢ne) mehanike formuli$u kao varijacioni princip ana-
logan principu najmanjeg dejstva: danas, medutim znamo da to nije moguce tj. moguce je
samo formalno matematicki (jer funkcional koji se varira nije dejstvo sistema). Dejstvo u kvant-
noj fizici ima vrlo specificnu ulogu koja se najbolje vidi u funkcionalnom formalizmu kvantne
mehanike i kvantne teorije polja. Dalje: Schrédinger-ovu jednacinu nije mogucée teorijski "iz-
vesti". Ona je osnovni zakon dinamike kvantnih sistema koji, kao i drugi Newton-ov zakon,
sledi manje ili viSe direktno iz eksperimenta. Ova uvodna glava pokazuje kako su se fizicari u

to uverili.
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1.11 Zadaci

1.1 Polazeci od definicije Poisson-ove zagrade (1.8) pokazati da vaze sledeée osobine
a) {A, Blpz=—{B, Alpz,
b) {A+B,Clpz ={A,Clpz+1{B,Clpz,
©) {aA, Blpz =a{A, Blpz,
d) {AB,C}pz = A{B,Clpz +1{A,C}pzB,
e) {{A, Blpz, Clpz + {{B, Clpz, Alpz + {{C, Alpz, B}pz = 0.

Ovde su A = A(q;, pi,t), B=B(g;,pi, t) i C= C(q;, pi, t) funkcije faznih promenljivih, dok je a
konstanta.

1.2 Kretanje slobodne Cestice je opisano s tri Dekartove koordinate x, y i z.
a) Nacikonjugovane impulse py, py i p;.
b) Vektor momenta impulsa je
éx € &
L= x y =z
Px Py Pz

Naci Poisson-ovu zagradu {Ly, Ly}pz.

1.3 Cestica mase m i naelektrisanja e nalaze se u elektromagnetnom polju koje je opisano
skalarnim potencijalom ® i vektorskim potencijalom A. Elektri¢no E i magnetno polje B dati
su izrazom (1.30). Kretanje Cestice se opisuje nezavisnim generalisanim koordinatama (x, y, z)
alagranZijan je

1 ., e~
L=-mv"—ed+-A-D.
2 c

a) Pokazati da ovaj lagranZijan opisuje kretanje Cestice u elektromagnetnom polju tj. naci
jednacine kretanja.

b) Razmotriti kako gradijentne transformacije (1.31) menjaju lagranZijan.
¢) Odrediti generalisane impulse koji slede iz ovog lagranzijana.

1.4 Polazeci od Maxwell-ovih jednacina sa izvorima (1.26) i (1.29) i jednacine kojima se uvode
elektromagnetni potencijali (1.30) naéi jednacine koje zadovoljavaju skalarni i vektorski poten-
cijal ®(7, 1) i A(F, 1).

1.5 Pokazati da je jednacina kontinuiteta naelektrisanja
dp
— +divj=0
ar T
posledica Maxwell-ovih jednacina.

1.6 Razmotriti skalarnu talasnu jednacinu u tri dimenzije.

a) Pokazati da za radijalni deo laplasijana vazi

1 a(rza)_(lar)z_lazr
r2or\" or) \ror )] ror2”
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b) Pokazati da su sferni talasi Ae’”’**"/r regenja trodimenzione talasne jednacine ako je
w = kc (ovde su w ugaona frekvencija, k intenztitet talasnog vektora, dok je ¢ brzina svet-
losti).

1.7 Dvaidenti¢nazvu¢nka udaljenajedan od drugog d =

2 metra emituju tonove talasne duZine 0,4m. DuZ linije ‘.‘I
normalne na pravac koji spaja zvu¢nike krece se mikro-

fon. Neka je x rastojanje izmedu zvucnika i mikrofona.

Odrediti rastojanja na kojima dolazi do konstruktivne i ‘.‘I
destruktivne interferencije.

1.8 Velicina A(x) je definisana na intervalu (a, b) i ima statisticki karakter. Neka je (A A) dispez-
ijai (A") srednja vrednost n-tog stepena velicine A. Pokazati da je:

a) (AA)? = (A% — (A%
b) (AA)?=0;

1.9 Izolovan sistem sastoji se od Cetiri Cestice. Energija svake Cestice je celobrojni umnozak
kvanta energije €, odnosno E; = ne, gde je n = 0,1,2,... Ako je sistem u termodinamickoj
ravnoteZi i ima ukupnu energiju E = 3¢, napisati sve moguce konfiguracije i odrediti verovat-
nocu da pojedine Cestice imaju energije 0, €, 2¢ i 3. Uporediti dobijene verovatnoce sa Bolt-
zmann-ovom raspodelom.

1.10 Cestice moZe da bude u jednom od tri stanja E; = —8-1072'], E, =0Ji E3 =8-10"2!Jiu
termodinamickoj je ravnotezi sa rezervoarom na 300 K. Na¢éi particionu funkciju za ovu €esticu.
Izracunati srednju energiju i disperziju energije Cestice.

1.11 Nadi transcedentnu jednacinu koja odreduje frekvencu w na kojoj Planck-ova raspodela
(1.76) ima maksimalnu vrednost (Wien-ov zakon pomeranja).

1.12 Planeta kruZi oko zvezde na udaljenosti d = 3 - 10 m, a luminoznost zvezde jeL=1,5-
10%7J/s. Atmosfera planete apsorbuje 80% zracenja koje dolazi sa zvezde, a preostalih 20%
zracenja reflektuje. Zanemarujuci efekat staklene baste odrediti temperaturu planete i talasnu
duzinu na kojoj ona emituje najvise zracenja. Jedan dan na planeti traje puno kraée od njene
godine.

1.13 Napisati kolika je energija koju izraci crno telo u opsegu talasnih duzina (A, A +dA).

1.14 Satelit COBE lansiran je 1989. godine sa zadatkom da posmatra spektar kosmickog mikro-
talasnog pozadinskog zracenja i odredi njegovu temperaturu. Mereci energiju zraCenja na ra-
zli¢itim talasnim duZinama, ustanovljeno je da mikrotalasno pozadinsko zracenje ima spek-
tar crnog tela. Odrediti temperaturu tog zracenja ako je na intervalu talasnih duZzina Sirine
0,00833 cm oko talasne duZine 0,133 cm energija izracena u jedinici vremena sa jedinice povr-
Sine 1.440- 107" W/m?.

1.15 Na litijumsku ploc¢icu pada elektromagnetnio polje Cije se elektricno polje menja po za-
konu
E= EoRe((l +coswt)exp i(i ?—wot)),

gde je Ej konstantan vektor i w = 6-10"s™!, wy = 36-10"s~!. Naé¢i maksimalnu kineticku
energiju elektrona izbacenih sa ove plocice ako je jo$ poznato da je izlazni rad za litijum A =
2,39eV.
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1.16 Za Compton-ovo rasejanje u kome se foton energije E = fiw rasejava na slobodnom elek-
tronu:

a) odrediti energiju fotona rasejanog pod uglom 6;
b) naci kineticku energiju elektrona posle rasejanja;

¢) pokazati da ugao rasejanja fotona 6 i ugao pod kojim se krece elektron u odnosu na
pravac kretanja inicijalnog fotona ¢ zadovoljavaju relaciju

t 0 =1+ E ) t

85~ mez ) 8¢

1.17 Dvafotona promene svoj smer kretanja, prvi tako $to se komptonovski raseje na elektronu
dva puta po 90° a drugi tri puta pod 60°. Za koliko su promenjene talasne duzine ovih fotona?

1.18 Izvesti Rutherford-ovu formulu (1.85) polazeéi od pretpostavke da se a-Cestica rasejava u
polju nepokretnog jezgra naelektrisanja Ze i da vaze zakoni klasi¢cne mehanike.

1.19 Rutherford-ov planetarni model atoma je nestabilan §to éemo videti na najjednostavni-
jem primeru — atomu vodonika. Klasi¢na naelektrisana cestice zraci kada se krece ubrzano,
a po planetarnom modelu elektron se kre¢e po kruznoj orbiti pa ima ubrzanje. Energija koju
elektron izraci u jedinici vremena data je Larmor-ovom formulom

dE 2 e’ a?

dt 3 3~
Ovde je e naelektrisanje, a intenzitet ubrzanja i ¢ brzina svetlosti.

a) Pokazati da je gubitak energije elektrona prilikom jednog obilaska jezgra mnogo manji
od kineticke energije elektrona.

b) Izracunati vreme potrebno elektronu da sa kruzne orbite tipicnog pre¢nika 14, krecuci se
po spirali, padne na jezgro polupre¢nika 10~4 m. Ovo je "vreme Zivota" atoma vodonika
na osnovu planetarnog modela. Prokomentarisati dobijeni rezultat.

1.20 Koristeci pretpostavke Bohr-ovog modela o kvantovanju momenta impulsa na dozvolje-
nim orbitama &estice mase m koja se kreée u polju centralne sile oblika F = —mw?7 (gde je 7
vektor polozaja Cestice i w ugaona frekvencija), naéi uslove kvantovanja polupre¢nika orbita,
brzina i energija koje Cestica ima na dozvoljenim orbitama.

1.21 Pokazati da Sommerfeld-ovo pravilo kvantizacije primenjeno na slu¢aj Morse-ovog po-
tencijala
U(x) =D (e 2% —2¢")

2D a’h* ,
E,=-D+ahy|—n- ne,
m 2m

gdejen=0,1,2,--- < v2mD/ah. Veli¢ine D i a su poznate konstante, a m je masa cestice.

daje spektar

1.22 Izmerena energija jonizacije atoma litijuma (Z = 3) iznosi 5.39eV. Koliko je efektivno
naelektrisanje koje "vidi" najudaljeniji elektron?

1.23 Mikrotalasna pec¢ generiSe elektromagnetno zracenje frekvencije 2,5GHz i ima maksi-
malnu snagu 1000 W. Koliko mikrotalasnih fotona nastane u ovoj peéi svake sekunde?
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1.24 U eksperimentu iz 1927. godine Davisson i Germer su ustanovili da postoji difrakcija elek-
trona kineticke energije T = 54 eV koji padaju normalno na kristal nikla i da se prvi difrakcioni
maksimum pojavljuje pod uglom ¢ = 50°. Izracunati talasnu duzinu elektrona ako je poznato
da je rastojanje izmedu atoma u kristalu D = 0.215nm. Uporediti ovu talasnu duzinu sa de
Broglie-evom pretpostavkom.

1.25 Koristec¢i de Broglie-ev postulat, napisati talasnu jednacinu za slobodnu relativisticku ¢es-

ticu mase m (relativisticka veza izmedu energije i impulsa je E? = p?c? + m?c*).



GLAVA

JEDNODIMENZIONI SISTEMI

Da bismo odmah zaokruZili diskusiju iz uvoda i pokazali kako se na tehnickom odnosno mate-
matickom nivou iz Schrédinger-ove jednacine dobija kvantovanje, i specijalno, Planck-ova for-
mula, re§i¢emo jednacinu za harmonijski oscilator. Oscilator svakako nije najjednostavniji, a
ni istorijski prvi sistem za koji je Schrédinger-ova jednacina reSena (u svojim radovima iz 1926.
Schrodinger je prvo razmatrao vodonikov atom), ali je po svoj prilici fizicki najvaZzniji. Alter-
nativni i u stvari jednostavniji, operatorski nac¢in odredivanja stanja i energija harmonijskog
oscilatora bice dat na kraju sledece glave i tek time ¢e kvantnomehanicki opis ovog fizickog
sistema biti kompletiran.

2.1 Harmonijski oscilator

Potencijalna energija Cestice koja vr$i harmonijsko oscilovanje oko ravnoteZznog poloZaja x =0
u jednoj dimenziji je
L 22
Ux) = Emw x°, 2.1)
gde je m masa oscilatora a w njegova sopstvena frekvenca. Zapravo, svaki fizicki sistem u

okolini minimuma potencijalne energije, a, ponasa se priblizno kao oscilator jer potencijal
moZemo da razvijemo u Taylor-ov red,

Ux)=Ul(a) + % U'(@)(x—a)?+... 2.2)

i zadrzimo samo ¢lanove u razvoju koji daju najveéi doprinos odnosno prvi i drugi. Naravno, iz
uslova da je @ minimum sledi da je U'(a) =01 U"(a) =0.
Hamiltonijan jednodimenzionog harmonijskog oscilatora je dat sa

p* 1
H=T+U=— +=-mw’x?, (2.3)
2m 2

a odgovarajuéa Schrodinger-ova jednacina glasi

L 0¥Y(x,0) R PY(x,D) 1, .,
lha—t=—%a—x2+5mw X ‘I’(x, t), (24)

31
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gde je W (x, r) talasna funkcija koja opisuje stanje oscilatora i zavisi od prostorne koordinate x
i viemena t. Jednacina (2.4) nije jednostavna za reSavanje jer je parcijalna diferencijalna jed-
nacina u kojoj nezavisno promenljiva x figuriSe eksplicitno; ali, linearna je po ¥. Zato prvo
trazimo njena partikularna reSenja. Njih moZemo da nademo razdvajanjem promenljivih x i ¢,
tj. pretpostavljajuéi da je funkcija W (x, t) proizvod oblika

Y(x, 1) =THOy(x). (2.5)
Kada uvedemo smenu (2.5) i podelimo dobijenu Schrodinger-ovu jednacinu sa T(f)w(x) imamo

1 dT(m 1 dyx) 1, .,
— = = , 2.6
Tw dr  2my de 2" (2.6)

odnosno jednacinu u kojoj figuriSu obi¢ni izvodi po vremenu i koordinati. PoSto leva strana od
(2.6) zavisi samo od promenljive ¢ a desna samo od promenljive x a jednake su, obe moraju biti
jednake konstanti koju ¢emo, zbog dimenzija, oznaciti sa E. Kasnije ¢emo videti da je E zaista
vrednost energije dobijenog stanja. Tako smo razdvajanjem promenljivih x i ¢ iz parcijalne
jednacine (2.4) dobili dve obi¢ne diferencijalne jednacine, (2.7) i (2.9). Jednacina za vremenski

deo T'(t) je jednostavna,

., adT
ih— =ET, (2.7)
at

i njeno reSenje je eksponencijalna funkcija,
T(t) = e E" 2.8)

Druga jednacina, ona koja opisuje prostorni deo talasne funkcije 1 (x), zove se vremenski neza-
visna Schrodinger-ova jednacina. Vide¢emo da je njeno reSavanje uvek komplikovanije; u

ovom sluc¢aju ona glasi )
—h— d—w + lmwzxzw =Evy. (2.9)
2m dx*> 2
Prvi korak u reSavanju vremenski nezavisne Schrédinger-ove jednacine za harmonijski os-
cilator je da sve dimenzione konstante "spakujemo" u jednu, uvode¢i umesto x bezdimenzionu
nezavisno promenljivu ¢,

=/ (2.10)
=\ 5 x .

Ako izvod po ¢ ozna¢imo sa prim, ' = '2—1::, (2.9) postaje

w”+(%—52)w=o. (2.11)

Naravno, linearna smena iz x u ¢ ne moZe sustinski da uprosti jednacinu. Diferencijalne jed-
nacine u kvantnoj mehanici su komplikovanije od jednacina klasi¢cne mehanike: kod resivih
sistema reSenja se po pravilu izraZavaju preko specijalnih funkcija. Ipak za linearne jednacine
drugog reda &iji su koeficijenti polinomi (ili racionalne funkcije) postoje sistematski metodi'.
Jedan od najvaznijih je Frobenius-ov metod kod koga se pretpostavlja reSenje u obliku stepenog
reda, i dokazuje njegova egzistencija i jednoznac¢nost u intervalima izmedu singularnih tacaka
jednacine. U kvantnoj mehanici ovaj metod je posebno pogodan jer se analizom reSenja do-
bijaju i uslovi kvantovanja, tj. dozvoljene vrednosti energije fizickog sistema. Frobenius-ov
metod ukratko je prikazan u dodatku na kraju glave.

IKXlasi¢na referenca za diferencijalne jednacine je E. T. Whittaker and G. N. Watson, A Course of Modern Analysis,
Cambridge University Press, 1927, alii E. L. Ince, Ordinary Differential Equations, Longmans, London 1927.
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Dabismo (2.11) maksimalno pojednostavili, ispitacemo prvo osobine njenih reSenja u asim-
ptotskim oblastima (u ops§tem sluc¢aju, u singularnim tackama). Trebaju nam fizicka resenja, i
mada ovaj termin jo$§ nismo definisali, on ¢e izmedu ostalog znaciti da talasna funkcija 1 (x)
ni u jednoj tacki ne divergira. U klasi¢noj teoriji polja analogan zahtev obezbeduje da su fi-
zicke veli¢ine kao $to su gustina energije ili impuls polja kona¢ne u svim tackama prostora; u
kvantnoj mehanici uslov kona¢nosti talasne funkcije znaci¢e da gustina verovatnoce nalazenja
Cestice u svakoj tacki ima kona¢nu vrednost.

U asimptotskoj oblasti tj. za dovoljno veliko ¢ imamo da je 2 > 2E/hw, pa u (2.11) prvi
€lan u zagradi moZemo da zanemarimo u odnosu na drugi i jednacina postaje

v -y =0. (2.12)

~

3

Lako mozZe da se proveri da su asimptotska resenja ove jednacine e*7. Resenje sa plusom u
eksponentu divergira kad ¢ — +oo pa ga odbacujemo i egzaktno reSenje trazimo u obliku

v() = e‘%f(f). (2.13)

Zamenjujudi izraz (2.13) u jednacinu (2.11) dobijamo jednacinu za funkciju f(¢):

f"=25f'+Af =0, (2.14)
gde je
A= g - (2.15)
Cho '

Pokazimo da postoji reSenje od (2.14) ¢iji razvoj u Taylor-ov red
>k
NIGEDI (2.16)
k=0

konvergira, radijus konvergencije ne¢emo odredivati. Posto je k nemi indeks sumiranja, iz

=Y kap &, 2.17)
k=0

1@ =Y kk-Dape2 =Y (k+2)(k+ Dags2 &5, (2.18)
k=2 k=0

zamenom u (2.14) dobijamo

(e8]

Y ((k+2)(k+ 1)ak+2—(2k—/1)ak)€k:0. 2.19)
k=0

Poslednja jednakost treba da bude zadovoljena za proizvoljne vrednosti promenljive ¢ i zato svi
koeficijenti uz ¢* moraju da budu identi¢ki nula. Znagi, a; zadovoljavaju rekurentnu relaciju

2k-7

T k+2k+D F (&:20)

af+2
koja odreduje reSenja Schrédinger-ove jednacine (2.14). Vidimo, primenom rekurentne relacije,
da svi parni koeficijenti ay; mogu da se izraze preko ap a neparni, ai.1, preko aj, §to je u
skladu sa ¢injenicom da je (2.14) obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda pa njena reSenja
imaju dve integracione konstante.
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En lI/n
E; = %hw o n=3
E2 = ihw n=>2
Slika 2.1: Spektar E = %hw =1
i prva Cetiri stanja
¥,()  harmoni- Ey= %hw T n=~0
jskog oscilatora. \

Asimptotsko ponasanje funkcije f(¢) se prenosi na ponasanje koeficijenata ay za k — oo.
Za velike, na primer parne stepene, iz relacije (2.20) dobijamo priblizno
4k-A 1 1
a ~ a “ee ~
@k+2)2k+1D) T k+1 T k+1)!

Df+2 = ag. (2.21)
Takvo pona$anje imaju koeficijenti u razvoju funkcije el Ova Cinjenica u stvari nije iznenadu-
jucaiznaci u stvari da smo dobili talasnu funkciju koja ima asimptotiku

W@ ~e T = e, 2.22)

odnosno re$enje koje smo smenom (2.13) hteli da odbacimo kao nefizicko.
Medutim, na$ postupak daje i fizicka reSenja Schrédinger-ove jednacine, ona koja se asimp-
2

totski ponasaju kao e~7.Onase dobijaju ako se red (2.16) prekine na nekoj kona¢noj vrednosti
indeksa n i funkcija f () postane polinom; naravno, koeficijenti polinoma i dalje zadovoljavaju
(2.20). Ovakva reSenja u beskonacnosti konvergiraju jer eksponent opada brze nego sto poli-
nomijalna funkcija raste. Lako se vidi da uslov

Ao =0 (2.23)

"odseca" red (2.16) na n-tom c¢lanu, jer su zbog (2.20) zajedno sa a2 i svi koeficijenti a4,
an+e, --- jednaki nuli. Jasno, (2.23) obezbeduje da se anuliraju koeficijenti iste parnosti kao n:
da bi se red sveo na polinom treba dodatno da se pretpostavi da su svi koeficijenti suprotne
parnosti nula (dva uslova oblika (2.23) za razli¢ito n se ne mogu nametnuti jer su kontradik-
torni). Tako za parno n uz uslov (2.23) dodajemo i a; = 0 iz Cega sledi da su svi ayr.+; = 0.
Analogno ako je u (2.23) n neparno, doda¢emoi ap = 0.

Dobili smo dakle beskona¢no mnogo fizickih reSenja: za svaki prirodan broj uslov (2.23) i
rekurentna relacija (2.20) defini$u jedan polinom stepena n, H,(¢), odgovarajucu energiju Ej, i
talasnu funkciju

Wn(®) = Ape™ T Hy(@). (2.24)

Polinomi Hj({) zovu se Hermité-ovi polinomiikao $to smo videli, ili su parni ili neparni. Osim
stepena polinoma n, uslov (2.23) fiksira i vrednost konstante A(=2n), odnosno energije Ej:

1
En:(n+5)hw, n=0,12,.... (2.25)

Ovaj uslov znaci da je energija harmonijskog oscilatora kvantovana, odnosno da ima diskretne
vrednosti; za sve druge A formalna reSenja zapisana kao razvoj (2.16) su nefizicka. E, su, do na
sabirak Aiw/2, upravo vrednosti koje je Planck postulirao. Konstante normiranja A, su date sa

1
Ap= (2.26)

USTIVE
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i objasni¢emo ih kasnije.
Stanje koje ima najniZzu energiju, ¥ (x), dobija se za n = 0 i naziva osnovno stanje. Njemu
odgovara talasna funkcija koja je Gauss-ov paket, jer je polinom nultog stepena Hy(¢)=const:

2 1
Wo(é) =g 14 e_%, Ey= Ehw. 2.27)

Treba zapaziti da ni u osnovnom stanju energija harmonijskog oscilatora nije nula: to je, kako
¢emo videti kasnije, u skladu sa Heisenberg-ovim relacijama neodredenosti a potpuno razli¢ito
od pona$anja klasi¢nog oscilatora. Sledece stanje po energiji, prvo pobudeno stanje je

pi©) = (m28e™ s, B = ghw, (2.28)

Drugo i trece pobudeno stanje dati su sa
2 5
¥2(&) = (64m) VA (42 ~2) e 7, Ey = ho,
(2.29)

2

W3(©) = (2304m) V4 8L ~ 128 e 7, E3= gﬁw-

Skup dozvoljenih vrednosti energije (odnosno, bilo koje fizicke veli¢ine) naziva se spektar:
spektar energije harmonijskog oscilatora je skup ekvidistantnih tacaka (2.25).

2.2 Vremenski nezavisna Schrodinger-ova jednacina

Na primeru reSavanja Schrodinger-ove jednacine za harmonijski oscilator uveli smo nekoliko
opstih postupaka. Jedan od njih je razdvajanje vremenske promenljive od prostornih u Schro-
dinger-ovoj jednacini, i ono se uvek primenjuje kada je sistem konzervativan, tj. kada hamil-
tonijan ne zavisi eksplicitno od vremena. Izve§¢emo ga ovde u opStem slucaju. Pretpostavimo
da je hamiltonijan jednocesti¢nog sistema dat sa

P

H=—+U(. (2.30)
2m
Schrédinger-ova jednacina za ovaj sistem je
in o _ i AY +U[FY (2.31)
ot  2m ' '

pri ¢emu talasna funkcija zavisi od vremena i prostornih koordinata, ¥ = ¥(7, ). Posto poten-
cijalna energija ne zavisi od vremena, partikularna reSenja se mogu uzeti u obliku

V(7,0 =T@Oy[). (2.32)
Uvodenjem smene (2.32) dobijamo
L dT() n? . I
ih Ww(F) = ~om T Ay @)+ T)UF)yp(P), (2.33)

odnosno
(ih dT() _ 1 Ay(P)
T(t) dt  2m w(7)

+U(P). (2.34)



36 GLAVA 2. JEDNODIMENZIONI SISTEMI

U poslednjoj formuli promenljive su razdvojene i jednacina je tacna samo ako su leva i desna
strana jednake (istoj) konstanti. Znaci, iz polazne diferencijalne jednacine (2.31) dobijamo dve
od kojih je jedna obi¢na,

arin _ _1 ET 2.35
a druga ostaje parcijalna jednacina po koordinatama ali ne sadrZi vreme: to je vremenski neza-
visna Schrédinger-ova jednacina’:

h? o o o
—%Aw(r) + Uy (F) = Ey (7). (2.36)

2
Kao $to smo rekli, izrazu o odgovara kineticka energija, tako da sa leve strane jednacine
m

2
(2.36) prepoznajemo hamiltonijan H = “om + U(7) = T+ U. Zato se ona pise i kao

Hy = Ey, (2.37)

iz Cega se vidi da konstanta E ima smisao ukupne energije. U algebarskoj terminologiji, (2.37)
je svojstveni problem hamiltonijana ali ovo ¢emo detaljnije objasniti u sledecoj glavi.
Od para razdvojenih jednacina (2.35-2.36) prva je jednostavna i njeno resenje je

T(r) = e W Et, (2.38)

Druga jednacina zavisi od oblika potencijala U(7), tako da ne moZe da se resi dok ne pre-
ciziramo potencijal, odnosno oblik interakcije. Ako njeno resenje ozna¢imo sa ¥ g(7), dobi-
jamo ‘

WeF, 1) =e i yg(P), (2.39)

$to je partikularno reSenje koje opisuje stanje kvantnog sistema fiksirane energije E. Ovo stanje
je stacionarno: njegova celokupna promena sa viemenom ogleda se iskljucivo u promeni faz-
nog faktora e~ 7, §to kao $to éemo kasnije videti ne menja nijednu od fizicki opservabilnih
veli¢ina.

Opste reSenje Schrodinger-ove jednacine je linearna kombinacija partikularnih reSenja,

WED=Y coe 1y, (7) + / cpe HE yp(F) dE. (2.40)

Ono zavisi od vremena odnosno nije stacionarno jer su fazni faktori u sumi (integralu) razliciti.
U izrazu (2.40) imamo dve vrste "sabiranja" reSenja: u prvom sabirku to je po indeksu n, kada
su vrednosti energije E,, kao kod harmonijskog oscilatora, diskretne. Medutim moZe da se
desi da vrednosti u spektru energije budu i kontinualne (ili samo kontinualne, na primer kod
slobodne Cestice), i tada je "linearna kombinacija" talasnih funkcija y g u stvari integral po dE.
U opstem resenju konstante c;, i cg, koje daju relativni udeo pojedinih sabiraka, su proizvoljne.
One su odredene pocetnim uslovom, stanjem sistema u nekom zadatom trenutku npr. u ¢t =0.
Cinjenica da se iz proizvoljnog pocetnog stanja v (7),

W) = V(0 =Y chyn(F) + f ceyp(P) dE, (2.41)

mogu jednoznacno odrediti koeficijenti u razvoju ¢, i cg je veoma netrivijalan matematicki
iskaz koji pre svega zahteva da bude preciznije definisan: ova formula u linearnoj algebri odgo-
vara jednoznacnosti razvoja vektora po bazisu. Mi naravno nec¢emo ulaziti u dokaze odgovara-
juc¢ih matematickih teorema u opstem slucaju, ali ¢emo na primerima pokazati kako inverto-
vanje formule (2.41) i odredivanje koeficijenata u razvoju funkcionise.

21li u narodu poznatija kao stacionarna Schrédinger-ova jednacina, kako to kaze Damir Ribi¢, student iz Sipova.
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Kao rezime treba rec¢i da se vremenski deo Schrodinger-ove jednacine za konzervativne
sisteme u principu jednostavno resava. Zato je najvazniji deo reSavanja kvantnomehanickog
problema - vremenski nezavisna Schrodinger-ova jednacina.

2.3 Jednacina kontinuiteta

Schrodinger-ova jednacina je diferencijalna jednacina prvog reda po vremenu. Zbog toga se
jedna od njenih posledica moZe napisati u obliku jednacine kontunuiteta,

op >
— +divj=0. 2.42
ar VI (242)
Naime, kompleksnom konjugacijom (2.31) dobijamo, koriste¢i da je potencijalna energija re-
alna funkcija, U = U*,

ov* e .
=——AY" +UVY", (2.43)
ot 2m

pakad (2.31) pomnoZimo sa ¥* a (2.43) sa ¥ i oduzimemo ta dva izraza, imamo

—ih

g (P*Y) - ih div(¥* grad ¥ — ¥ grad¥*) =0 (2.44)
ot 2m 8 8 o '
U poslednjem izrazu prepoznajemo jednacinu kontinuiteta kod koje su gustina i struja date sa
* kg in * *
p=v"Y, ]:—%(‘P VAR AVA Ay (2.45)

Podsetimo se da je vaZenje jednacine kontinuiteta uvek vezano za zakon odrzanja: u meha-
nici fluida na primer odrzava se ukupna masa, u elektrodinamici ukupno naelektrisanje. Kon-
stanta kretanja koja se dobija iz (2.44) je integral [ pdV . Razume se, on ne zavisi od vremena,

d ap - . o
— dV=| —=dV=-|divjdV=¢9j-dS=0, 2.46
ai| pav= [ Gpav=-[awiav-§; 240

jer su vrednosti talasne funkcije na granici odnosno u asimptotskoj oblasti jednake nuli.
Jednacina kontinuiteta u kvantnoj mehanici je osnov njene statisticke interpretacije. Gustina

p(F, 1) = |¥(F 1) (2.47)

interpretira se kao gustina verovatnoce nalazenja Cestice: dP = p(7, t) dV je verovatnoca da se
u trenutku ¢ Cestica nade u zapremini dV oko tatke 7. Smisao odrZanja "naboja" [pdV je da,
ako u nekom trenutku npr. ¢ = 0 normiramo ukupnu verovatno¢u nalazenja Cestice (bilo gde u
prostoru) na jedinicu,

fI‘I’(F,O)IZdV =1, (2.48)

onda se zbog (2.46) to normiranje u vremenu odrzava odnosno u svim kasnijim i prethod-
nim trenucima p(7, ) ima smisao gustine verovatnoce. Interesantno je da je Schrodinger veé
u svom prvom radu iz 1926. interpretirao |W|? pretpostavljajué¢i da u atomu vodonika e|¥|?
opisuje gustinu naelektrisanja elektrona. Jednacina kontinuiteta vazi i za viSeCesti¢ne sisteme
i interpretira se kao zakon odrzanja broja ¢estica u kvantnomehanickim procesima. Za njeno
izvodenje, videli smo, koristi se uslov realnosti potencijala, U = U*. Zato se u fenomenoloskom
opisu procesa u kojima cestice nestaju (na primer apsorpcijom) ili se stvaraju, koriste komplek-
sni potencijali.
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Iz Schrédinger-ove jednacine se vidi i fizicki smisao vektora gustine struje j. Ako je p =
Y*W¥ gustina verovatnoce, onda je ocekivana vrednost npr. x-komponente vektora poloZaja

(x) :fx‘I’*\I’dV, (2.49)

a ocekivana vrednost odgovaraju¢e komponente brzine vy,

V. (2.50)

(1) = da{x) :fxa(‘l’ \P)d

dt ot
Primenjujuéi u ovom izrazu jednacinu kontinuiteta (2.44) imamo
ajx ij ajz
=- —+—-——+==)dV.
el fx(ax 5y "oz

Posle parcijalne integracije i odbacivanja povrsinskog ¢lana dobijamo da je

=~ [ Ty 22
Y 2m 0x 0x

)dV:fjde. (2.51)

Velic¢ina " "
j= —l—(‘P*V‘I’ -YV¥") = —Im(¥Y*VV¥)
2m m

je gustina struje ili fluks verovatnoce, i odredjuje srednju vrednost brzine cestice. Ako talasnu
funkciju napiSemo, kao svaki kompleksni broj, kao proizvod amplitude i faze,

V= /per, 2.52)

gde je ¢(7, t) realna funkcija, za fluks verovatnocée dobijamo
z_ b
=— V. 2.53
J=-Ve (2.53)

Fluks verovatnoce je druga vaZzna karakteristika talasne funkcije i kao §to vidimo, zavisi od
gradijenta njene faze.

Normiranje verovatnoée ima jednu jednostavnu posledicu: da bi integral [|¥|?>dV bio
konacan, neophodno je da u prostornoj beskonacnosti talasna funkcija teZi nuli. Ovo je uslov
koji smo u stvari ve¢ koristili kod reSavanja Schrodinger-ove jednacine za harmonijski oscila-
tor. Funkcije za koje je integral [|W|?>dV konacan zovu se kvadratno integrabilne funkcije i
one zapravo ¢ine prostor stanja kvantne cestice. Ocigledno, ako je integral konac¢an onda se
reskaliranjem funkcija ¥ moZe normirati na jedinicu. Uslov konvergencije integrala (2.48) daje
i tip opadanja talasne funkcije u beskonacnosti: u jednoj dimenziji, |'\¥| mora da opada brze
nego x~!/2, dok u tri dimenzije |¥| mora da opada brze od r=3/2,

2.4 Slobodna cestica

Razmotrimo sada sa malo detaljnije najjednostavniji fizicki sistem, slobodnu ¢esticu. Schro-
dinger-ova jednacina je

ih—=—-——AV. (2.54)
m

Sistem je konzervativan pa se vremenska i prostorne promenljive mogu razdvojiti, ¥ (7, ) =
T(Hy(7F), iimamo kao i ranije T(f) = e #E! Konstanta E je pozitivna jer predstavlja kineticku
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energiju Cestice; ovaj iskaz, mada skoro oc¢igledan, moZe i formalno da se dokaZe i to éemo
uraditi kasnije.
Ako stacionarnu Schrédinger-ovu jednacinu

hZ

reSavamo u Descartes-ovom koordinatnom sistemu, moZemo da razdvojimo i tri prostorne
promenljive. Uvodenjem smene

v(F) =Xx)Y () Z(2), (2.56)

i ponavljanjem postupka razdvajanja dobijamo tri jednacine

h? d*X
n* d*y
n d*z
“om Az =E,Z, (2.59)

gde su Ey, Ey, E; pozitivne konstante koje zadovoljavaju uslov Ey + Ey + E; = E. Sve tri jed-
nacine su homogene diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima i zato su njihova
(partikularna) resenja eksponencijalne funkcije. Pretpostavljajuéi da je reSenje za X (x) oblika

X = etk yvidimo da kx zadovoljava
2mE
2 X
ks = PO (2.60)
odnosno, de Broglie-jevu disperzionu relaciju. Za istu vrednost energije E; imamo dva ra-
zli¢ita, linearno nezavisna kvantna stanja

X1(x)= e, Xp(x) = e TR (2.61)

pakaZemo daje energija dvostruko degenerisana. Ova stanja su ravni talasi. U jednoj dimenziji,
talas ' 4 .
W (x, 1) = e 7Bl X (x) = e nPxlFikex (2.62)

se prostire u pozitivnom smeru x-ose, a
_i —Llp i
Wy (x, 1) = e 1P X, (x) = e nBelmikeX) (2.63)

se prostire u negativnom smeru x-ose. U tri dimenzije, mnoZenjem funkcija X (x), Y(y) i Z(2)
dobija se ravan talas

\P(F, t) - e—%Etel’kxxeikyyeikzZ — e—iwl’+i%'7, (264)
gde je
_ E _ hz kZ k2 k2
w—%, E—%( Tt y+ Z). (2.65)

Sada je degeneracija energije beskonacna jer imamo beskona¢no mnogo stanja iste energije
koji se razlikuju samo pravcem talasnog vektora k.

Medutim, ravni talasi nisu fizicka stanja u smislu u kome smo stanja malopre definisali, jer
ne mogu da se normiraju na jedinicu,
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Gustina verovatnoce za ravan talas je u svim tackama ista. Slican problem imamo i kod klasic-
nog ravnog elektromagnetnog talasa, kod koga je gustina energije u svim tackama konstantna
pa je ukupna energija talasa beskonacna. Fizicka stanja u prirodi uvek su talasni paketi koji
su lokalizovani u prostoru i koji nemaju precizno odredenu frekvencu, a ravni talasi (2.64) su
matematicka idealizacija, veoma korisna za racun ali i za intuiciju: gustina fluksa ravnog talasa,
iz (2.53), je

[

A (2.67)
]—m. .

Treba dodati da se u matematicki strozem tretmanu kori$¢enje ravnih talasa (2.64) moZe oprav-
dati ¢injenicom da, mada nefizicka, ova stanja predstavljaju dobro definisan limes fizickih
stanja.

2.5 Evolucija slobodnog Gauss-ovog paketa

U nastavku teksta ¢emo razmatrati slobodnu €esticu u jednoj dimenziji. Rekli smo da su prava
fizicka reSenja u stvari talasni paketi

+oo

k2 .
W(x, 1) = f c(k) e am kT g (2.68)

—00

Da je izraz (2.68) reSenje Schrédinger-ove jednacine, vidi se iz toga $to je dobijen kao "zbir"
partikularnih reSenja (2.64) pomnoZenih koeficijentima c(k) koji ne zavise od x i . ReSenje
(2.68) je opste reSenje: to znaci da se stanje proizvoljne pocetne konfiguracije y(x) = ¥(x,0)

moZe prikazati u obliku (2.68),
+00

w(x) = f c(k) e’** dk, (2.69)
—00
i da su koeficijenti c(k) jednoznacno odredeni. Da je ovaj iskaz tacan znamo iz matematike:

razvoj proizvoljne funkcije po ravnim talasima zove se Fourier-ova transformacija, a koeficijenti
¢(k) mogu se izraCunati pomocu inverzne Fourier-ove transformacije,

+00
o(k) = — f w(x)e ¥ dx. (2.70)
27[_OO

Fizicka stanja uvek normiramo na jedinicu. Normiranje daje uslov na koeficijente c(k)

+00 +00 +00
fdxf dkdk’c*(k’)c(k)e‘i(k"k)x=2nf dk|c())? =1. 2.71)
—00 —00 —00

Poslednji izraz kao i normalizaciju ravnih talasa ¢emo izvesti u sledecoj glavi, gde ¢emo videti
da je Fourier-ove koeficijente mozda prirodnije uvesti na simetri¢an nacin,

+00 +00
w(x) = L wke™dk, k) = L w(x)e *dx. (2.72)
V2 V2
T /A

Talasnim paketom najceS¢e zovemo ne potpuno proizvoljnu funkciju v (x), ve¢ funkcije
koje su lokalizovane tj. imaju relativno uzak maksimum oko odredene vrednosti poloZaja xy.
Tipicno, takve funkcije se dobijaju kada je raspodela po talasnom broju c(k) lokalizovana oko
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neke vrednosti ky sa Sirinom 6k, tj. ako c(k) brzo opada u nulu van intervala (ko — 6k, ko + 6 k).
Ako sa ¢ oznacimo fazu pod integralom u izrazu (2.68), ¢ = kx — w¢, imamo

ko+0k
W(x, 1) = f c(k) e’ dk. (2.73)
ko—0k

Izraz moZe da se razmatra i za proizvoljnu zavisnost o = w(k). Trigonometrijska funkcija e’?
osciluje, pri cemu se pozitivne i negativne vrednosti brzo smenjuju: ako se faza ¢) menja mnogo
brze od amplitude ¢, integracija po k daje malu ili zanemarljivu vrednost za ¥. Faza se naj-
sporije menja oko svog ekstremuma: zato je tu vrednost talasne funkcije najveca. Prema tome,
maksimum od ¥ (x, f) jeu

d
%(kx—wt) =0, (2.74)
odnosno u tackama
2=t 2.75)
Cdk 8T '

Velicina vg = %Ik0 naziva se grupna brzina talasnog paketa. Vidimo da je npr. kod elektro-
magnetnog talasa grupna brzina uvek jednaka brzini svetlosti,

w=ck, Vg =, (2.76)
dok je kod slobodne kvantne Cestice
hk? hk p
w=—-—, Vg=—=—. 2.77)
2m m m

Zbog kvadratne disperzione relacije, oblik talasa koji opisuje kvantnu Cesticu se u toku vreme-
na menja: ova pojava se naziva disperzija. Prouci¢emo je detaljnije na primeru Gauss-ovog
paketa.

Zelimo da ispitamo evoluciju stanja koje je u potetnom trenutku opisano Gauss-ovom
raspodelom,

W(x) =¥(x,0) = Ae 22 Fho¥, 2.78)

Odgovarajuca gustina verovatnoce je

p(x) = [y ()2 = |APe @, 2.79)

i treba da se normira na jedinicu. Iz uslova normalizacije dobijamo vrednost konstante A,

1 1
AP = ——=,  A=,/—. (2.80)
avn av'n
Vidimo da je raspodela (2.79) simetricna oko svog maksimuma u nuli. Izracunajmo srednju
vrednost i disperziju koordinate x u stanju (2.78). Za srednju vrednost u poc¢etnom trenutku

dobijamo
+00

XZ
(x) =14 f xe @ dx=0, 2.81)
—00
paje nula i najverovatnija i oéekivana vrednost koordinate. Srednja vrednost kvadrata x? je

+00 2

22 a
(x?*y = |A]? f e Zdx= > (2.82)

—00
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tako da je kvadrat disperzije Ax,
e
(A" = () = (0% = —-. (2.83)

Konstanta a opisuje neodredenost merenja koordinate i proporcionalna je $irini Gauss-ovog
paketa na polovini visine. Za gustinu struje, sa druge strane, imamo

N 7 dw*)_hko 2 2
Jjx) = - (w P (/4 Pl |Al“e <, (2.84)
paje
+00 hk
(v>=fj(x)dx:—0:vo (2.85)

srednja brzina talasnog paketa u po¢etnom trenutku.

Dabismo odredili kako Gauss-ov paket evoluira, treba da nademo talasnu funkciju ¥ (x, t) u
kasnijim trenucima, odnosno da odredimo koeficijente c(k) u razvoju (2.68). Posto koeficijenti
ne zavise od vremena moZemo ih izracunati u ¢ = 0 inverznom Fourier-ovom transformacijom:

A +00 )
k= f o2 TikT ik gy (2.86)
/A

—00

Koristec¢i Poisson-ov integral (dat u dodatku), dobijamo

aA _a&
c(k) = —— e~ T k-k0", (2.87)
V2m
Prema tome, u proizvoljnom trenutku vremena ¢ stanje Cestice V¥ (x, t) je
+00 +00
k2 2 2
W(x, 1) = f clye B ik g = A4 [ it ik = S ko g (2.88)
8 V2am A

I poslednji integral je Poisson-ov mada su sada koeficijenti kompleksni brojevi. Kada se izraz
sredi dobijamo

a® k2
Ae~ T (x —ia®ky)? 1
Y(x,t) = ———— exp|— - , (2.89)
ma? ma

i odgovarajucu gustinu verovatnoce

) |Al? (x—vot)? 1
plx, 1) =¥Y(x, )" = ——— exp|— (2.90)
22 a2 1+ h2 2
1+ P meat

Ako izra¢unamo srednje vrednosti (x(?)) i (x(£)%) vidimo da se vrh talasnog paketa, u skladu
sa (2.85), krece kao klasi¢na Cestica, konstantnom brzinom vy,

(x(1)) = vot. (2.91)

Uz to, talasni paket se §iri jer disperzija polozaja raste sa viemenom,

(Ax(1)° = ? (1+WJ (2.92)
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Slika 2.2:  Evolucija
Gauss-ovog  paketa,
dobro lokalizovanog
(gore) i slabo lokali-
zovanog (dole), u

nekoliko uzastopnih =
vremenskih trenutaka. /

Gauss-ov paket je jedno od karakteristicnih stanja slobodne Cestice pa ¢emo se na njemu
jo$ malo zadrzati. Kao $to smo rekli, stanje Cestice opisuje se talasnom funkcijom W(7, f),
dok se rezultati vezani za merenje njenog poloZaja dobijaju iz gustine verovatnoce p(7,t) =
|W(7,1)|2. To znatida je opis koji imamo inherentno statisticki: rezultat eksperimenta zapravo
je raspodela verovatnoée ishoda pojedina¢nih merenja, i merenje se nuzno vrsi na ansamblu
istih, identi¢no pripremljenih sistema. Za neka stanja moZe se naravno desiti da se pri merenju
uvek dobije isti rezultat, odnosno da je raspodela verovatnoée Kronecker-ova delta; ali po pra-
vily, rezultati se u pojedinacnim merenjima razlikuju.

Cinjenica da je opis kvantnih sistema statisti¢ki ne zna¢i da on nije deterministicki. Evolu-
cija kvantnog sistema zadata je Schrédinger-ovom jednacinom, i ako znamo talasnu funkciju
u pocetnom trenutku vremena, iz Schrédinger-ove jednacine je mozemo odrediti u svim kasni-
jim trenucima. Samim tim moZemo da odredimo i gustinu verovatnoce u proizvoljnom trenutku
i prema tome, da predvidimo rezultate svih eksperimenata. Ono §to medutim ne moZemo da
predvidimo, zbog statistickog opisa, su rezultati pojedinacnih merenja.

Jasno je kako se pomocu gustine verovatnocée p(7) racunaju ocekivana vrednost koordi-
nate: (7) = [ 7p(F) d®r, njenog kvadrata: (F?) = [ r?p(F) d°r, i proizvoljne funkcije od F:

(sn= [ v rirvd (2.93)
Odredimo srednje vrednosti funkcija brzine i impulsa Cestice. Za brzinu smo dobili
(D) = f jdr, (2.94)

odnosno
(P = m(D) :f\l’*(—ihV)‘PdSr. (2.95)

Oblik ove ocekivane vrednosti analogan je sa (2.93)

(P = f v pwdr, (2.96)
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ako impulsu 7 "pridruzimo" operator nabla,
p— p=—ihv, (2.97)
§to je identi¢no pravilu koje smo koristili za ravne talase. UopS§tavajuci, imamo npr.
(P?) :f‘P*(—ihV)z‘Pd3r= —hzf‘l’*(A‘I’) d’r, (2.98)
gde je A Laplace-ov operator.

Izracunajmo neodredenost impulsa za Gauss-ov paket (2.78), u pocetnom trenutku. Vec
smo dobili {p),

+00
_x X I
(p)z—ihlAIZ/e w0 (2 ko) €72 0% e = ik, (2.99)
a
-0

a srednja vrednost kvadrata impulsa je

T a2y R
(p?y = —h? ] w*ﬁdx:h2k§+ﬁ. (2.100)
“o0
Za kvadrat disperzije impulsa dobijamo
772
(Ap)? = YR (2.101)
Uocimo da je proizvod neodredenosti impulsa i koordinate kod Gauss-ovog paketa
AxAp = Z (2.102)

Ovo je najmanja vrednost proizvoda AxAp koju Heisenberg-ove relacije neodredenosti dozvo-
ljavaju, Sto ¢emo videti u sledecoj glavi. Stanja kod kojih je proizvod neodredenosti impulsa i
koordinate minimalan nazivaju se koherentna stanjaipredstavljaju kvantna stanja sistema koja
su najpribliZznija njegovom klasicnom opisu.

2.6 Rasejanje na potencijalnoj barijeri, koeficijenti refleksije i
transmisije

Videli smo u prethodna dva poglavlja koliko je lakse resiti Schrodinger-ovu jednacinu za slo-
bodnu €esticu nego za harmonijski oscilator. To je zato §to u prvoj nemamo eksplicitnu za-
visnost od x, diferencijalna jednacina ima konstantne koeficijente. Sli¢ni po jednostavnosti
su problemi kretanja Cestice u potencijalima koji su deo-po-deo konstantni: takvi potencijali
Cesto predstavljaju dobru ili bar prvu aproksimaciju za mnoge fizicke probleme, i na njima
¢emo upoznati neke od najvaZnijih osobina kvantnih sistema.

Prvi problem koji ¢emo na ovaj nacin analizirati je rasejanje ¢estice na potencijalnoj barijeri
oblika

0, x<0
Ux)= Uy, O0<x<a . (2.103)
0, x>a

Ve¢ smo kod opisa Rutherford-ovog eksperimenta uveli tipicnu postavku problema rase-
janja. Pravolinijski i monoenergentski snop Cestica sudara se sa metom, pri Cemu je interakcija



2.6. RASEJANJE NA POTENCIJALNOJ BARIJERI, KOEFICIJENTIRIT 45

Slika 2.3: Potencijalna bari-
jera.

Cestica sa metom opisana potencijalom U(x). Potencijal je lokalizovan oko centra rasejanja
(npr. oko tacke x = 0), $to znaci da je U(x) # 0 samo u odredenom delu prostora linearne di-
menzije a. Izvor Cestica se nalazi na velikom rastojanju od mete gde je potencijal nula, pa se
moZe uzeti da upadni snop u toj, asimptotskoj oblasti ima dobro definisan impuls: kvantno,
talasna funkcija upadnog snopa 1;, je ravan talas. Pri sudaru sa metom talasna funkcija se
menja, evoluira. U trenutku detekcije (koja se takode vrsi na velikom rastojanju od mete), da
bi se odredila raspodela rasejanih Cestica u zavisnosti od uglova rasejanja, rasejani talas ¥,
se razvija po ravnim talasima i taj razvoj daje osnovnu karakteristiku rasejanja, njegov diferen-
cijalni presek.

Posto u jednoj dimenziji imamo samo dva moguéa ugla rasejanja: 0 i 7, presek rasejanja je
opisan sa dve vrednosti: koeficijentom transmisije (prolaza) T i koeficijentom refleksije (odbi-
janja) R. Koeficijent transmisije defini$e se kao odnos gustina fluksa transmitovanog i fluksa
upadnog snopa (talasa), a koeficijent refleksije kao odnos gustina fluksa reflektovanog i fluksa
upadnog talasa. Kao i u klasi¢noj mehanici, kod elasticnog rasejanja se odrzava energija. Zbog
toga, kad racunamo presek rasejanja ne moramo da pratimo vremensku evoluciju upadnog ta-
lasa: dovoljno je da nademo stacionarno resenje Schrédinger-ove jednacine za fiksiranu vred-
nost energije E > 0, sa granicnim uslovima koji odgovaraju eksperimentu, i odredimo koefici-
jente refleksije i transmisije odnosno diferencijalni presek.

Potencijal (2.103) koji analiziramo je deo po deo konstantan, pa Schrdodinger-ovu jednacinu
mozemo da reSavamo posebno u oblastima x < 0 (I), x € (0,a) (II) i x > a (III), a zatim da ova
reSenja glatko spojimo. Uslovi spajanja, ili u Zargonu, "zasivanja" reSenja su sledeci. Bez obzira
na oblik potencijala, talasna funkcija je neprekidna u svakoj tacki x, tj.

Vx: w(x+0)=y(x-0). (2.104)

Ovaj uslov je fizicki, i znaci da se gustina verovatnoce u bliskim tackama mnogo ne razlikuje.
Drugi uslov je uslov neprekidnosti prvog izvoda talasne funkcije, i on direktno sledi iz Schrédin-
ger-ove jednacine: izve§¢emo ga u jednodimenzionom slu¢aju. Razmotrimo ponasanje reSenja
W (x) u proizvoljnoj tacki x:

2
—f—mw”(x) +U @)y (x) = Ey(x). (2.105)
IntegraliCemo ovu jednacinu u intervalu (x —¢€, x +¢€),
hz X+e€ X+e€ X+e€
~o f v (x)dx+ f Ux)w(x)dx=E f w(x)dx, (2.106)
mx—e X—€ X—€

i oceniti vrednosti pojedinih sabiraka. Vrednost prvog integrala je

2

h ! !/
—%(u/ (x+e)-vy'(x-¢), (2.107)
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dok druga dva moZemo da ocenimo pomo¢u teoreme o srednjoj vrednosti:3

X+€
fU(x)l//(x)dx:ZGU(xl)w(Jq), x1€(x—€,x+¢€)
x-e (2.108)

X+€

ft//(x)dx:2€1//(x2), X2 €(x—€,x+€).

X—€

U limesu € — 0 drugi i tre¢i ¢lan se anuliraju jer su proporcionalni sa €, pa iz (2.106) dobijamo
v (x+0)=y'(x-0), (2.109)

odnosno, da prvi izvod talasne funkcije mora biti neprekidan. Uslovi (2.104) i (2.109) Cesto se
zajednicki iskazuju kao neprekidnost logaritamskog izvoda

(logy) (x +0) = (logy)'(x - 0). (2.110)

Poslednji uslov je Cesto jednostavniji a zapravo ima isti sadrzaj kao (2.104) i (2.109), u njemu
je samo "skracena" konstanta normalizacije u brojiocu i imeniocu. Vide¢emo da kod potenci-
jala koji imaju beskonacan skok u nekoj tacki, na primer za U(x) = Upd (x), prvi izvod talasne
funkcije ne zadovoljava uslov neprekidnosti.

Vratimo se reSavanju Schrédinger-ove jednacine. Potrebno je da re§imo ovu jednacinu u
svakoj od oblasti I, IT i III za istu energiju E i da onda dobijene funkcije glatko spojimo na
granicama oblasti. U oblasti I, x < 0, imamo

7 "—Ey=0 (2.111)
2mw V=5 )

pa su linearno nezavisna redenja za E > 0 data sa e'** i e~/*  Opste re$enje za fiksiranu en-
ergiju E je linearna kombinacija

; ; 2mE
y) =Ae™+Be™, K=, (2.112)
gde su Ai B proizvoljne konstante. U oblasti II, x € (0, a), jednacina glasi
I "+Up—-E)y =0 (2.113)
om’ 0~ By =0 :

E < Up. Posto je E — Uy negativno, reSenja nisu trigonometrijske ve¢ eksponencijalne funkcije,

w(x) = Ce* + De™™, K=\ / W (2.114)

Konacno, jednacina se u oblasti III, x > a, reSava isto kao u oblasti I. Za ukupnu talasnu funkciju
dobijamo
Ael** L Bemikx x <0

wx)=4 Ce*+De™, O<x<a (2.115)

Feikx 4 Ge™ikx x> g

3Teorema o srednjoj vrednosti kaZe da postoje tacke xj i x2 uintervalu (x—e, x+¢) takve da su jednacine (2.108)
zadovoljene, pod uslovom da su potencijal U(x) i talasna funkcija y(x) u razmatranom intervalu konac¢ni.
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ali treba jo§ da nametnemo uslove neprekidnosti u tackama x = 0i x = 4, jer u ostalim tackama
w(x) je oc¢igledno neprekidna.
U reSenju (2.115), odnosno u A
W(x, 1) =e iy (x) (2.116)

nije teSko prepoznati $ta je upadni, a $ta reflektovani i transmitovani talas. Prvo, vazne su samo
asimptotske oblasti x = oo, i pri tome, sabirci proporcionalni sa e** su ravni talasi koji imaju
impuls 7ik tj. krec¢u se sleva udesno, a sabirci proporcionalni sa e~*¥* su talasi sa impulsom
suprotnog smera, —/ik. Prema tome, mozemo da identifukujemo upadni, reflektovani i trans-
mitovani talas kao

Win = Aeikx, Vg = Be*ikx’ wr= Feikx, (2.117)

ako pretpostavimo da je izvor snopa Cestica u x = —oco a detektor u x = +00; sem toga treba da
nametnemo i grani¢ni uslov G = 0. Uslovi neprekidnostiu x =01i x = a glase

A+B=C+D, ik(A—B)=x(C—-D)
, , (2.118)
Ce¥? + De ¥4 = Felka, x(CeX%— De %% = jkFe'ka,
Ako uvedemo a = (k —ik)/(x + i k), imamo
A+aB=e*atikap
1 (2.119)
A+ —B= exa+ikuF,
a
pa iz poslednje dve jednacine dobijamo
. —2ikx
elka = (2.120)

(k2 — k2)sinhkxa —2ikx coshxa

B= (k% + k?)sinhka A ©.121)
" (x2-k?)sinhkxa-2ikxcoshxa )

Koeficijent transmisije dat je odnosom gustina struja verovatnoce

T= ljr

= (2.122)
|] inl
a zaravan talas v;, = Ae’** gustina struje je proporcionalna njegovoj brzini,
) 2k
Jin=1AI"—. (2.123)
m
Prema tome, za koeficijent transmisije dobijamo
_kIF? 4k*x? B 4E(Up - E) 2.124)
kIA?  4k?x2cosh’ka+ (k2 — k?)2sinh’ka 4EUy—E) + Ug sinh®xa’ ’
i slicno za koeficijent refleksije,
k|B[? (k2 + k?)?sinh®xa U2sinh*xa
— - (2.125)

kA2 4k2x2cosh®xa+ (k2 — k2)2sinh®ka  4E(Uy—E) + Ug sinh®xa

Da proanaliziramo rezultat. ReSavanjem Schrodinger-ove jednacine za potencijalnu barije-
ru (2.103) nismo dobili nikakav poseban uslov za energiju (osim E > 0, §to cemo komentarisati
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kasnije), $to znaci da je spektar energije kontinualan i sadrZi sve tacke iz intervala (0,00). U
skladu sa tim, stacionarna resenja ne opadaju u nulu nego su, asimptotski, ravni talasi. Da
bismo nasli koeficijent prolaza kroz barijeru zadali smo grani¢ni uslov G = 0 i odredili kon-
stante B i F. Poslednja od konstanti, A, ne moZe da se odredi iz uslova neprekidnosti nego je
zadata normalizacijom. Iz A, B i F smo izracunali koeficijente refleksije i transmisije Ri T;
kao $to se odmah vidi, R+ T = 1. To znaci da se upadni talas delom reflektuje a delom prolazi
kroz barijeru, dok se ukupni fluks odrZava. Ali ono $to je interesantno i novo je da ¢estica moZze
da prode kroz barijeru i kad je njena energija E < Uy! Ovaj tipicno kvantni fenomen naziva
se tunel efekat, i veoma je vazan za objasnjenje mnogih pojava u fizici, na primer a-raspada
jezgra. Naravno, za Uy > E koeficijent prolaza je mali,
AE
Te—mkn—. (2.126)
Upsinh®xa
Koeficijent transmisije T, osim od odnosa Uy i E, zavisi i od §irine barijere a. Izvedimo pri-
bliznu formulu za slu¢aj xa > 1, tj. sinhxa = coshkxa = €“*/2. Za koeficijent transmisije se

dobija
16E(Uy - E 2
T= %e@ —E\/Zm(Uo—E)a ) (2.127)

0

2.7 Potencijalne jame

Sledeci fizicki sistem koji ¢emo modelovati deo-po-deo konstantnim potencijalom je vezujudi:
potencijalna jama. Razmatrac¢emo prvo slucaj kada je potencijalna jama beskona¢no duboka,

{ 0, xe(0,a
Ux) = . (2.128)
oo, x¢(0,a)

Slika 2.4: Beskonac¢no duboka jama. 0 a X

Ovakav potencijal opisuje "jednodimenzionu kutiju" u kojoj je Cestica lokalizovana odnosno
zatvorena. Schrédinger-ova jednacina je u intervalu (0, a) ista kao jednacina za slobodnu Ces-
ticu,

hz 1
iima reSenja
_ ikx —ikx _ . 2 _ 2mE
w(x) = Ae'*" + Be =asinkx+ Bcoskx, k- = Rt (2.130)

Oznacili smo A+ B = §3, i(A— B) = a. Uslov da su zidovi kutije neprobojni odnosno da poten-
cijal van intervala (0, a) ima beskonacno veliku vrednost znaci da je ¥ (x) =0 za x ¢ (0,a). 1z
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S N O B e e )

w3 (x) [y (x)?

v (x) [y (x)?
e £ 710 T i ()
0 a 0 a

Slika 2.5: Cetiri stanja najnize energije, ,(x),  Slika 2.6: Gustine verovatnoce |y, (x)|* za
u beskona¢no dubokoj potencijalnoj jami. stanjasa n=1,...4.

neprekidnosti talasne funkcije u tackama 0 i 2 onda imamo
w(0)=0, w(a) =0, (2.131)

odnosno
B=0, ka=nm. (2.132)

ReSenja Schrodinger-ove jednacine su stojeci talasi: posle normiranja dobijamo stacionarna

stanja
2 . nnx
Yp(x)=4/—sin—, (2.133)
a a

kojima odgovaraju vrednosti energije

2 2.2
e, nhnt o,

E,=— = n-. 2.134
"Tom " 2ma? ( )

Vidimo da je energija kvantovana, odnosno da je njen spektar diskretan. Svakom broju n odgo-
vara tacno jedna funkcija ¥, pa su vrednosti energije nedegenerisane.

Proanaliziraéemo ukratko i kako izgledaju reSenja stacionarne Schrédinger-ove jednacine i
spektar energije u sluc¢aju dvodimenzione beskona¢no duboke jame. Uze¢emo potencijal

xe0,a)Nny€e(0,a) ’ (2.135)

0,
V(x,y) = -
(x, ) =Ux)+U(y) {oo, x€(0,a)Vy€0,a)

gde je U(x) dato sa (2.128). Ovo je dvodimenziona kvadratna kutija. Stacionarna Schrédinger-
ova jednacina glasi
n? (0*y 0w
-——|=—+ = |+ Vy=Ey, 2.136
2m (axz 0y? ) v=EY ( )
i moZemo, kao kod slobodne Cestice, da je reSimo razdvajanjem promenljivih x i y pretpostav-
ljajuci da je talasna funkcija oblika

Y(x,y)=XX)Y(y). (2.137)
Tada za X i Y dobijamo jednacine

- ne dX +UX)X=E1X (2.138)
2m dx? I '
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n* d*y

“om dy 2+U(y)Y EY, (2.139)

gde je E = E; + E», pa moZemo direktno da piSemo reSenja,

MAX | Namy
sin .

Wign, (X, ) = — sm P (2.140)
Stacionarno reSenje (2.140) zavisi od dva kvantna broja n, i n, iima energiju
202,
Enyny = 53 (M + 1) (2.141)

Spektar energije je kao i malopre diskretan, ali vec¢ina tacaka u spektru je degenerisana. To nije
slucaj sa osnovnim stanjem koje je zadato jednoznacno,
Ty h?m?

X
1,16y =— sm— sin —, Ej) = .
v y a a ma?

(2.142)

Prvo pobudeno stanje je dvostruko degenerisano jer postoje dve talasne funkcije koje imaju
istu energiju E1» = E» 1 = (5h%7%)/ (2ma®):

(x,9)= s n T sin 2ny (x,y)= s n 2nx sin ”y (2.143)
— sin — sin ——, — sin—— sin — .
V125 y a a V21(%y a a

Drugo pobudjeno stanje je opet nedegenerisano, ali na primer energija 504°72/(2ma?) je tro-
struko degenerisana jer joj odgovaraju tri kvantna stanja: 17, Y711 ¥s55 (Sto je posledica
jednostavne Cinjenice daje 1+49 =49 +1 =25+ 25).

Na slican nacin moZemo da analiziramo degeneraciju energije izotropnog trodimenzionog

harmonijskog oscilatora, €iji je hamiltonijan

2

H=P Ltz L2y 2y 2)+m—“’2(x2+ 2422 = Ho+ Hy+ H (2.144)
S 2m 2 T om PPy Pz 2 y A '

I u ovom slucaju pri resavanju Schrédinger-ove jednacine promenljive mogu da se razdvoje i
reSenje se dobija u obliku

Yny,ng,ng &, n, 0= Yn 3] Yn, (m Yny ), (2.145)

gde su v, svojstvene funkcije jednodimenzionog oscilatora (2.24), a reskalirane promenljive

&= —x, \/ mo ¥ (= %z. (2.146)

Vrednost energije stanja v, 5, n, j€
3
Enyngns = (m+np+ng+ = 5 ) hw. (2.147)

Osnovno stanje koje ima energiju 37iw/2 je nedegenerisano, prvo pobudjeno stanje sa energi-
jom 24w je trostruko degenerisano, drugo pobudjeno stanje sa energijom 5/iw/2 je Sestostruko
degenerisano itd. Kasnije ¢emo videti da je degeneracija najce$ce povezana sa simetrijom sis-
tema: izotropni harmonijski oscilator je invarijantan na rotacije. U slucaju neizotropnog os-
cilatora koji ima tri razlicite frekvence w;, w» i ws koje su nesamerljive, sva svojstvena stanja
energije bice nedegenerisana.
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Uy

Slika 2.7: Konac¢na potencijalna jama. X

Jednostavan model beskona¢no duboke jame moZemo da uporedimo sa nesto realisti¢ni-
jim modelom potencijalne jame konacne dubine. Potencijalna energija je u tom slucaju

{ 0, xe(0,a)
Ux) = . (2.148)
Uy, x¢(0,a)

Schrédinger-ovu jednacinu reSavamo na ve¢ uobicajeni nacin, zasebno u svakoj od tri ob-
lasti, x <0, 0 < x < a, x > a, a onda dobijene funkcije glatko spajamo. Ako trazimo reSenja koja
su unutar potencijalne jame, odnosno imaju energiju E < Up, dobijamo funkciju oblika

Ae** + Be™®¥, x<0, K=/ —2'"%’75)

w(x) = Csinkx+Dcoskx, x€(0,a), k= 2;7”—215 . (2.149)

Ge** + Fe™®*, x>a, K=\/W

Posto talasna funkcija ne sme eksponencijalno da raste u asimptotskim oblastima x — *oo,
granicni uslovje B=0, G=0.
Uslovi neprekidnosti talasne funkcije i njenog prvog izvoda u tackama x = 0i x = a daju

A=D, (2.150)
kA =kC, (2.151)
Csinka+ Dcoska= Fe "¢, (2.152)
k(Ccoska— Dsinka) = —xFe *%, (2.153)

Ako u poslednje dve jednacine zamenimo prve dve, dobijamo dva reSenja za F,
xa, K . ak K .
F=Ae (E sinka+coska) = —-Ae"“— (% coska—sinka) (2.154)
K

koja moraju biti jednaka, iz ¢ega sledi uslov konzistentnosti

2
(%) tanka+2% —tanka=0, (2.155)
tj.
tan ¥4 _ X 2.156)
2k '

Pre nego $to predemo na reSavanje ovog uslova nekoliko opstih, delom tehnickih napo-
mena. Sistem (2.151-2.153) je sistem od Cetiri linearne homogene jednacine i ima netrivijalno
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l
| U
Slika 2.8: Graficko — te(evE)
odredivanje nivoa
energije za Cesticu u g
konac¢noj potencijalnoj / .
jami. 2 9r2 Uy 2522E
4c? 4c? 4c?

reSenje samo kada mu je determinanta jednaka nuli. Tada jednacine nisu nezavisne, nego se u
reSenju tri konstante, npr. C, D, F, izrazavaju preko Cetvrte, A, koja ostaje neodredena. Uslov
da je determinanata nula daje vezu izmedu k, x i a: on je jednacina koja odreduje vrednosti
energije za koje postoje fizicka reSenja, tj. daje njeno kvantovanje. Treba da zapazimo da uslov
kvantovanja postoji samo kada trazimo vezana stanja tj. reSenja koja su unutar potencijalne
jame: za E > Uy reSenja u sve tri oblasti imaju oblik ravnih talasa, i u principu nema razloga da
namecemo uslove B =0, G = 0. Znaci, za E > Uy dobija se sistem od Cetiri jednacine sa Sest (ili
pet) nepoznatih koji moze da se resi za proizvoljnu vrednost konstanti Ei a, tj. E moZe biti bilo
koji broj iz intervala (U, c0). Ovaj deo spektra energije je kontinualan.

Vratimo se na odredivanje dozvoljenih vrednosti energije za 0 < E < Up. Imamo da je k =
V2mE/Ih?, x = \/ 2m(Uy — E)/ 12, tako da jednacina (2.156) zapisana preko energije E glasi

\/% —1=tan(cVE), (2.157)

gde je ¢ = vV ma?/(2h?). Jednacina je transcedentna i moZemo da je reSavamo numericki ili
graficki: posto nas zanimaju samo kvalitativne osobine reSenja koristicemo graficki metod. On
se sastoji u tome da se na grafiku nacrtaju dve funkcije, jedna koja je jednaka levoj strani jed-
nacine i druga koja je jednaka desnoj, i gledaju njihovi preseci. U naSem slucaju sa leve strane
je funkcija koja ima ponasanje sli¢no hiperboli, definisana je na intervalu (0, Up) a na kraju in-
tervala postaje nula. Na desnoj strani je tangens ali ne od E nego od V/E, tako da funkcija nije
periodi¢na nego se rastojanja izmedu vertikalnih asimptota poveéavaju kao na slici 2.8. Lako
moZemo da dodemo do dva zakljucka: prvo, uvek postoji bar jedan presek tj. jedno vezano
stanje (i to osnovno stanje) jer se hiperbola i tangens moraju preseci: jedno teZi u oo a drugo u
0 utacki E = 0. Drugo, broj preseka je konacan jer je interval promene E ogranic¢en. U principu,
broj reSenja moZe ta¢no da se utvrdi i zavisi od odnosa dubine i Sirine potencijalne jame, U i
a.

Na osnovu ovoga zaklju¢ujemo da je energija Cestice unutar potencijalne jame kvantovana
odnosno da ima diskretne vrednosti. Spektar energije sastoji se od nekoliko tacaka izmedu 0 i
Uy i kontinualnog intervala (Uy, +00): osnovna razlika u odnosu na beskona¢no duboku jamu
je da vezanih stanja ima kona¢no mnogo.

Pokazaéemo i eksplicitno da su sve vrednosti energije E > Uy dozvoljene tj. da je ceo in-
terval (Up,+o0) u spektru energije, i odrediti koeficijent transmisije pri rasejanju slobodnih
odnosno nevezanih stanja. Stacionarno reSenje kao i ranije uzimamo u obliku

Aeik/x + Be‘”‘/x, x<0, ) — Zm(lh‘:z—Uo)
ik —ik _ _/2mE
y)={ Ce'™+De’'"™, xe(0a), k=./ . (2.158)
Felkx x>a k' =/ 2EZT)

hZ
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Slika 2.9: Koeficijent transmisije,
konacna potencijalna jama.

E /Uy

Uslovi neprekidnosti talasne funkcije i njenog prvog izvoda u tatkama x = 0i x = a daju

A+B=C+D, (2.159)

k/

z(A—B)zC—D, (2.160)

Ce'*a 4 pe-ika _ Fe"k'“, (2.161)
ika —ika k' ik'a

Ce"**—De = EFe . (2.162)

Ove jednacine moZemo da re§imo i da izrazimo konstante B i F preko A. Dobija se

2 + klZ
ToiFa =coska-i Y sinka, (2.163)
pa je koeficijent transmisije
_ ’F ?_ 4k K _ ! 2.164)
Al 4k2k2coslka+ (k2 +Kk?)2sin’ka cos?ka+ f2sin? ka ’ '
gde je
k2+k12 UO UO -1/2
Ly PR P 2.165
! 2kk’ ( ZE) ( E ( )

Ovaj rezultat mozZe se dobiti i direktno iz (2.124) zamenom k — k', x — ik, tj. coshxa — cos ka,
sinhxa — isinka.

Zavisnost koeficijenta transmisije od energije data je na slici 2.9. On zavisi od faktora f koji
tezi jedinici za velike vrednosti energije, pa je tada barijera kao i u klasi¢nom slu¢aju prozracna,
T — 1. Maksimumi koeficijenta transmisije T = 1 dobijaju se i za vrednosti sinka = 0 koje
odgovaraju diskretnim nivoima energije ¢estice u beskona¢no dubokoj potencijalnoj jami, ka =
nm,inazivaju se rezonance. U poslednjoj glavi ¢emo videti da, kada opisujemo interakciju dve
Cestice u sistemu njihovog centra mase, rezonance opisuju dugozive¢a odnosno "kvazidiskretna"
stanja sistema dve Cestice.

2.8 Osobine jednodimenzionih sistema

Sumira¢emo osobine talasnih funkcija koje smo u primerima do sada dobili. U stvari, od osobi-
na koje ¢emo navesti samo su (5) i (6) specificne za jednodimenzione sisteme, dok ostale vaze
generalno.
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(1) Ve¢ smo videli da kao fizicki uslov uvek namecemo neprekidnost talasne funkcije od-
nosno gustine verovatnoce, bez obzira na to da li je potencijalna energija sistema neprekidna
funkcija ili ne. Takode, iz Schrédinger-ove jednacine smo izveli da je, kada su skokovi poten-
cijala konacni, neprekidan i prvi izvod talasne funkcije. To smo dobili integraleéi jednacinu u
malom intervalu (x — €, x + €) oko proizvoljne tacke x:

X+e€ 2 X+e€ X+€
- f zh—u/"(x)dx+ f Ux)w(x)dx = f Ey(x)dx. (2.166)
X—€ m X—€ X—€

Isti metod daje rezultat i kada potencijal ima beskonacan skok, npr. U(x) = —Up 0 (x — a). Delta
funkcija 6(x) je uopstena funkcija koja svuda ima vrednost 0 osim u tacki x = 0 gde je besko-
nacna, i mi ¢emo je uvesti kao limes neprekidnih funkcija i detaljnije opisati u sledecoj glavi.
Njena osnovna osobina je

+00
fé(x—a)f(x) dx = f(a). (2.167)
—00
Dakle, kada jednacinu (2.166) integralimo u okolini tacke a dobija se da prvi izvod talasne
funkcije ima skok ¢ija je vrednost

2mU0
2

v'(a+0)-y'(a-0)=- v(a). (2.168)

(2) Druga matematicka ¢injenica koja sledi iz zahteva kvadratne integrabilnosti je da ta-
lasna funkcija mora u beskonaénosti da tezi nuli. Zaista, posto je gustina verovatnoée p = |y|?
svuda pozitivna, da bi integral po prostoru bio konvergentan |y|> mora u asimptotskim oblas-
tima da tezi nuli.

(3) Tre¢a vazna osobina koju smo ve¢ koristili je da su vrednosti energije E stacionarnih
stanja uvek vece od minimalne vrednosti potencijalne energije. Ovo se lako vidi jer za reSenja
stacionarne Schrédinger-ove jednacine vazi

2

+00 +o00
E= fw*Eq/dx: fw*(—;—mw"+U(x)w)dx. (2.169)

Ako u prvom sabirku parcijalno integralimo funkciju v (x), dobijamo
hz +00 +00 +00
E= % f |1//'|2dx+ f U|1//|2 dx = Umin f |’(7U|2dx = Unin. (2.170)
“%0 0 J

Time smo istovremeno pokazali i da je ocekivana vrednost kineticke uvek energije pozitivna,

hz +00 hz +00
__n N SR R G e 2
(T) = 5 _fu/ v"dx 5 (- "I +_f ly'|7dx) = 0. (2.171)

Kasnije ¢emo videti da vazi nes$to opstiji (i dosta ocigledan) iskaz: srednja vrednost svake fizicke
opservable nalazi se izmedu najmanje i najvece eksperimentalno merljive vrednosti te opserv-
able.

(4) Prodiskutujmo jo$ jednom §ta su u kvantnoj mehanici vezana a $ta slobodna stanja, uz-
imajudi za potencijalnu energiju na primer funkciju U (x) sa slike 2.10, koja sa desne strane ima
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U(x)

Slika 2.10: Slobodna i
vezana stanja. X

asimptotu Uy a sa leve teZi u beskonacnost. Neka Cestica ima energiju E. U klasicnoj mehanici
oblast kretanja Cestice ogranicena je tackama a i b u kojima se U(x) preseca sa pravom E =
const, U(a) = E = U(b), jer su u ovim tackama kineticka energija tj. brzina Cestice nula pa se
Cestica zaustavlja i reflektuje od potencijalne barijere. U kvantnom sucaju, videli smo, postoji
tunel efekat. Tehnicki, kada je potencijalna energija neprekidna funkcija, v (a) i ¥ (b) po prav-
ilu nisu nula pa postoji verovatnoca da Cestica ude "ispod" potencijalne barijere. Ipak kada je,
kao na slici, vrednost energije manja od asimptotske vrednosti Uy, ovo prodiranje u barijeru
je malo jer verovatnoca prolaza eksponencijalno opada sa rastojanjem. To moZemo da prove-
rimo reSavajuéi Schrédinger-ovu jednacinu u udaljenoj oblasti x — +o0o u kojoj U(x) — Uy.

Asimptotski, jednacina je
hZ
__zmw” + Uy = Ev, (2.172)

iima eksponencijalno opadajuée reSenje. To znaci da se i reSenje pocetne jednacine u x — +oo
ponasa kao v = e™*¥, k% =2m(Uy — E)/h?. Zato je verovatnoca da se Cestica nade daleko od
potencijalne jame nula pa je stanje vezano a kretanje cestice lokalizovano. Ali ako je E > Uy,
stanje je asimptotski opisano ravnim talasom y = elkx k2 = om(E - Uy)/ K2, i Cestica moZe da
ode beskonacno daleko tj. nije lokalizovana ili vezana potencijalom.

(5) Svako vezano stanje jednodimenzionog sistema je nedegenerisano. Ovaj iskaz ne vazi
u viSe dimenzija, a dokazuje se svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo da postoje dva
razliCita stacionarna stanja v i ¥, za istu vrednost energije E. Schrédinger-ovu jednacinu
moZemo da prepiSemo kao

vy _2m vy
A My -E) =22, 2.173
v, k2 (U@ -E) % ( )
odnosno
WY(X)Wz(X) —w’z'(X)% (x)=0. (2.174)

Ako poslednju relaciju integralimo od —oco do x, koristeci da je ¥ (—o0) = w2 (—o0) = 0 dobijamo
W] (0W2(x) — W) (x)y; (x) = const =0, (2.175)

jer se vrednost konstante moze izracunati u bilo kojoj tacki pa i u —oco. 1z poslednje jednakosti
sledi
logy, =logy, +C (2.176)

tj. da su funkcije ¥ i ¥, proporcionalne a to znaci da predstavljaju isto fizicko stanje.

(6) Talasna funkcija kojom je opisano n-to pobudeno vezano stanje energije ima n nula.
Ovu osobina naziva se oscilaciona teorema i neCemo je dokazivati, samo ¢emo proveriti da
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vazi u slucajevima koje smo do sada razmatrali. Kod harmonijskog oscilatora n-to pobudeno
stanje proporcionalno je Hermité-ovom polinomu n-tog reda H,, pa ima 7 realnih nula. Kod
beskonacno duboke potencijalne jame n-to pobudeno stanje opisano je talasnom funkcijom

2 n+)nx
Wnt1 =4/ — sin ¥, koja na intervalu (0, a) takode ima n nula.
a a

2.9 Kronig-Penney-jev model: energija provodnih elektrona

Kronig-Penney-jev model je najjednostavniji model koji opisuje spektar energije provodnih
stanja elektrona u metalu. Privlacni potencijal jezgara u ¢vorovima kristalne reSetke moZemo
da modelujemo na razlic¢ite nacine, na primer pomocu deo-po-deo konstantnog potencijala;
jo§ jednostavnije je da se pretpostavi da je u svakom ¢voru resetke potencijal oblika J-funkcije.
Resetka je jednodimenziona i ima period a*, odnosno &vorovi resetke se nalaze u tackama
x =na (n e Z). U svakom ¢voru reSetke potencijal je zadat §-funkcijom:

+00
Ux)=-Up Y 6(x—na. (2.177)

n=-00

U(x)

—a 0 a 2a 3a da

Slika 2.11: Kronig-Penney potencijal.

Ovakvim izborom potencijala zanemarujemo efekte krajeva. Schrédinger-ovu jednacinu,
kao i ranije, prvo re$avamo u svakom od intervala (na, (n+1)a) a onda spajamo delove u jednu
neprekidnu talasni funkciju. Kao $to je Cesto slucaj, sva fizika problema odnosno glavne karak-
teristike spektra energije ¢e da slede iz grani¢nih uslova odnosno uslova zasivanja.

Unutar svakog od intervala (na, (n+1)a) potencijalna energija je nula, a posto razmatramo
elektrone koji nisu vezani (E > 0), unutar intervala reSenje je linearna kombinacija ravnih ta-
lasa:

vx) = ape™ + Bue” ™, xe(na,(n+a), (2.178)
gde je k? = 2mE/h?. Radi lakseg formulisanja grani¢nih uslova u svakom intervalu moZzemo da
uvedemo novu promenljivu

X, = Xx-na, (2.179)

pri Cemu je za sve x,, X, € (0,a). U ovom zapisu je
w(x) — a,neilc(nm—x,,) +ﬁne—ik(na+xn) — Aneikx,, +Bne—ikxn (2.180)

gdesu A, = ef"4q, i B, =e"iknag,

Tacke diskontinuiteta potencijala su x = na, odnosno x, = 0. U koordinatama (2.179)
ista geometrijska tacka zadata je vrednostima x, = a i x,+1 = 0; uslov neprekidnosti talasne
funkcije u ovoj tacki je

Ape'*®+ Brem = A, 1 + Bpas, (2.181)

4U poglavlju o simetrijama vide¢emo da je oblik talasne funkcije kod periodi¢nih sistema u dobroj meri fiksiran
translacionom simetrijom (Bloch-ova teorema): taj rezultat ovde ne koristimo eksplicitno.
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a uslov (2.168) za skok prvog izvoda glasi

2mU,
72

To su rekurentne relacije izmedu koeficijenata A, i B koje treba da reSimo. One se mogu

prepisati u matri¢noj formi

ik(Aps1 — Bpi1) — ik(Ape'*® — B,e %) = —

(Ap+1+ Bps1). (2.182)

o imU() imU() s
Ap e lka(l_ 2k ) - 2k e ika Ap+1 Apt1
B ) imUo ik ika(y , iMmUo. | g ~ B ’ 215
n W@ e (]_+ hzk ) n+1 n+1
gde je
. imU, imUy _.;
e—lka(l_ thO) _ thO e—tka
o = . . . (2.184)
imUp eikd eika(1+ lmUO)
h2k n2k

I ovde, kao i u drugim slucajevima, treba da proverimo da talasna funkcija u asimptotskim
oblastima ne raste u beskonacnost. Odgovarajuce vredosti gustine verovatnoce date su preko
koeficijenata A, i B, za n — +oco. Posto je

A_p Ao
B_, Bo

An
By,

n

) (2.185)

)

gornji uslov u stvari znaci da matrica &/ ne sme da menja apsolutnu vrednost konstanti Ay i
By. Zato ¢emo odrediti svojstvene vrednosti od «f i traZiti da one po modulu budu jednake
jedinici tj. da je «f unitarna. Svojstvena jednacina det(«/ — AI) = 0, kada se zameni (2.184), se
svodi na

A2 —2bA+1=0 (2.186)
gde je
1%
b=coska- ,;ZTI: sinka. (2.187)

Lako se vidi da njena reSenja, A; 2 = b+ v b? — 1, imaju jedini¢nu apsolutnu vrednost samo ako
je |bl =1 odnosno |b| =cosf,iondaje ;2= eiP Uslov |bl <1 tj.

v \ ka
Slika 2.12: Zonska struk- -1

tura spektra energije u
Kronig-Penney-jevom
modelu. 1 — ™a

kacoska — 'ZTVS sinka

—lscoska—%vzosinkasl (2.188)
moZe da se analizira graficki (slika 2.12), i iz njega se dobijaju dozvoljene i zabranjene vrednosti
talasnog vektora k odnosno energije E. Sa slike se vidi da se spektar energije sastoji od intervala,
odnosno daima zonsku strukturu, $to osobina je karakteristi¢na za sve periodi¢ne potencijale.



58 GLAVA 2. JEDNODIMENZIONI SISTEMI

2.10 WKB aproksimacija

WKB aproksimacija daje jednu od veza kvantne mehanike sa klasicnom odnosno njen semi-
klasicni limes, aime je dobila po Wentzel-u, Kramers-u i Brillouin-u koji su aproksimaciju izveli
i analizirali u radovima iz 1926. godine. Na osnovu prethodnih poglavlja ve¢ je jasno da klasi¢ni
limes kvantne mehanike nije tako jednostavno izvesti kao npr. nerelativisticki limes specijalne
teorije relativnosti: u sledecoj glavi videéemo da je to zato $to je matematicki opis klasi¢ne i
kvantne mehanike po strukturi sasvim razlicit.

Klasi¢ni limes kvantne mehanike moZe se, formalno, definisati uslovom # — 0° ili tacnije,
uslovom da su vrednosti dejstva koje karakteriSu zadati fizicki problem mnogo veée od Planck-
ove konstante; semiklasi¢na aproksimacija je onda aproksimacija do linearnog €lana u razvoju
talasne funkcije i Schrodinger-ove jednacine po 7. Fizicki, u semiklasi¢cnom rezimu stanja en-
ergije su visoko pobudena. Za vezana stanja oscilaciona teorema kaZe da $to je energija veca,
talasna funkcija ima viSe nula. To znaci da na stanja velike energije moZemo da primenimo
aproksimaciju malih talasnih duZina tj. visokih frekvenci, odnosno da se u razlaganju talasne
funkcije na amplitudu i fazu, faza mnogo brZe menja od amplitude. Po ideji slicna je veza
izmedju talasne i geometrijske optike: geometrijska optika je limes talasne optike (odnosno
elektrodinamike) kada su talasne duzine talasa zanemarljivo male®. Pokazaéemo u nastavku
da su ova dva pristupa, formalni i intuitivni, u stvari ekvivalentni.

Posmatramo stacionarnu Schrédinger-ovu jednacinu u jednoj dimenziji

hz 7
—%w (X)+(E-Ux)y(x) =0, (2.189)
koju uvodjenjem "klasi¢nog impulsa" p(x)
p(x) = hk(x) =\/2m(E-U(x)) (2.190)

moZemo da prepiSemo u obliku
v+ k*(x)y =0. (2.191)

Za slobodnu Cesticu je p(x) =const a reSenja su ravni talasi
w(x) = ei Px, (2.192)
I u opstem slucaju mozemo da uvedemo, analogno prethodnoj formuli,
w(x) = en 5O, (2.193)
Ovaj izraz se razlikuje od (2.52) koga smo ranije razmatrali. S(x) je reSenje jednacine
ins"-S*+2m(E-U) =0. (2.194)
Pretpostavljajuci da se S(x) moZe razviti ured po #,
S(x) = So(x) — ihS1 (%) + (—=i)*Sp(x) + ..., (2.195)
zamenom u (2.194) i izjednacavanjem ¢lanova uz iste stepene dobijamo sistem jednacina

(Sp)? —2m(E-U) =0 (2.196)

5 Izvinjenje Milovanu Vasili¢u koji je mnogo puta ponovio da je ovaj iskaz besmislen posto je 7 konstanta.
6 Principles of Optics, M. Born, E. Wolf, Pergamon Press, 1964. Aproksimacija visokih frekvenci koristi se i u
drugim oblastima fizike za dobijanje disperzionih relacija, npr. kod gravitacionih talasa.
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Sp+25,S;=0 (2.197)

ST+ (S)*+28,8, =0 (2.198)

Dati sistem se resava rekurentno, red po red. U nultom redu za funkciju Sy (x) dobijamo
So = J_rf V2mE-U(x)dx = ifp(x)dx. (2.199)
Koristeci ovaj izraz moZzemo da resimo (2.197) i odredimo S; (x):
1 . 1
S1=- > log S, + const = — > log p. (2.200)

Druga korekcija, S (x), moZe se dobiti iz (2.198) zamenom poznatih Sy(x) i S;(x), i tako dalje.
Zadrzacemo se na prvom redu po 7i. Dobijena reSenja su

wx) = — et/ rax, (2.201)
VP
a opSte resenje je oblika _ A
W) = % et [pdx % e~ /pdx (2.202)

U stvari, zamena slicna smeni (2.193) moZe da se uvede i za vremenski zavisnu talasnu
funkciju. Ako ozna¢imo

W(x, 1) = en” 0 (2.203)
i zamenimo u nestacionarnu Schrédinger-ovu jednacinu, dobijamo

o 1 in
Y woer- YA (2.204)
ot 2m 2m

Za h =0 ovo je Hamilton-Jacobi-jeva jednacina klasi¢ne mehanike koja ima reSenje
& =—Et+ Sy, (2.205)
gde je Sy klasicno dejstvo sistema. I za 7 # 0 reSenje je oblika
FL(x,t)=—Et+S(x) (2.206)

a funkcija S(x) je data sa (2.195). Zapisana preko faze talasne funkcije, Schrodinger-ova jed-
nacina se za fi = 0 svodi na klasi¢nu Hamilton-Jacobi-jevu jednacinu, $to daje klasi¢ni limes
kvantne mehanike.

Kada je ukupna energija Cestice veca od potencijalne energije, E > U(x), klasi¢ni impuls
p(x) je realan pa mozZemo (u prvom redu) da identifikujemo fazu i amplitudu,

So) =), W =1/px). (2.207)

Oznacimo sa dx karakteristicnu duzinu promene faze, a sa Ax karakteristicnu duzinu pro-
mene amplitude talasne funkcije. Karakteristicna duZzina na kojoj se eksponencijalna funkcija
menja moZe da se odredi (definiSe) kao

eiSo/h B
=— (2.208)

—_— =, 6x~ e
1]

iSy/h
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Odnos ovih duZina je

1) S
ox _pll (2.209)
Ax IS

. . . e . Ox
§to znaci da se stvarno semiklasi¢ni limes 7z — 0 i aproksimacija visokih frekvenci x «1
X
svode na isto.

Resenje (2.202) dobijeno je u oblasti u kojoj ¢estica ima energiju ve¢u od maksimalne vred-
nosti potencijala. Medutim jednacina se na isti nacin re§ava i u oblasti gde je E < Uy 45, SAMO
je onda reSenje eksponencijalna funkcija:

w(x): a e—%lfdeI_i_ie%Ldeﬂ_ (2.210)

Vil Vil

Netrivijalno je kako da se ova dva reSenja spoje. Problem je u tome $to se u tackama a, b u
kojima se Cestica klasi¢no zaustavlja, E = U(a) = U(b), ne moZe primeniti WKB aproksimacija.
Ovo se lako proverava: uslov pod kojim smo dobili reSenje je

I

F < 1. (2.211)
Kada izracunamo levu stranu ove nejednakosti za Sy dato izrazom (2.199), dobijamo

ns;  nmuU’
S(/)Z ps

) (2.212)

$to ocigledno nije malo u okolini tacke p = 0. PaZljivom analizom uslova spajanja dobija se
da se pri prolaski kroz barijeru menja faza talasne funkcije: odgovarajuce pravilo moZe da se

formulie kao zamena’
1 1 1 1
exp(——‘fpdx ) — —— oS (—Updx
2/1pl n VP h

- E) 2.213)
7] .

L. D. Landau, E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory, Elsevier, 1977.
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Dodatak

Frobenius-ov metod

Jednacine sa konstantnim koeficijentima su jedini tip diferencijalnih jednacina koje se mogu
reSiti u opStem slucaju i preko elementarnih funkcija. Kod ostalih linearnih jednacina reSenja
obi¢no ne mogu da se prikazu u zatvorenoj formi nego u obliku beskona¢nog reda ili kontinu-
alne frakcije ili integrala, i najce$ce ta reSenja definiSu nove transcedentne funkcije.

Iako za linearne diferencijalne jednacine u opstem slucaju ne postoji sistematski metod za
reSavanje, postoje teoreme o egzistenciji i jednoznacnosti re§enja. Posmatrajmo jednacinu

(n) dmn-1
dx" ) dxn1

Po(x) +...pp(x)y=0. (2.214)
Ako su uintervalu x € (a, b) sve funkcije pg, p1,... pn analiticke i nemaju nule (odnosno, ako su
sve tacke intervala regularne), onda u tom intervalu za zadate pocetne uslove postoji jednoz-
nacno i neprekidno resenje y(x) jednacine (2.214): to reSenje se dobija razvojem u Taylor-ov
red oko proizvoljne regularne tacke. U kvantnoj mehanici diferencijalne jednacine su obi¢no
drugog reda,

po(x) Y +p1(x) ¥y + p2(x) y =0, (2.215)

odnosno
V' +px)y +qx)y=0, (2.216)

gde je p(x) = p1(x)/ po(x), q(x) = p2(x)! po(x). Singularne tacke {xo,...} ove jednacine su nule
funkcije poy, po(xp) = 0. PoSto u intervalima izmedu singularnih tacaka, po gornjoj teoremi,
reSenje jednacine postoji i moze da se izrazi razvojem u Taylor-ov red, vazno je da ispitamo
jednacinu u singularnim tackama.

Tacka xy je regularna singularna tacka jednacine (2.216) ako u x = xp funkcija p(x) ima pol
prvog reda a g(x) pol drugog reda; u suprotnom, xp je iregularna singularna tacka. U okolini
regularne singularne tacke reSenja se mogu dobiti razvojem u Taylor-ov red oko xp, a red ima
nenulti radijus konvergencije: to je suStina Frobenius-ove teoreme. ReSenje se dobija tako Sto
se prvo odrede eksponenti jednacine u singularnim tackama (tj. voded¢i ¢lanovi u reSenju), bro-
jevi a; » koji zadovoljavaju

a(a—1)+P0a+Q0:0 (2.217)

gde su
Py = (x = x0) p(X) | x=x,> Qo = (x — X0)* G ()| x=x,- (2.218)

U zavisnosti od osobina eksponenata, linearno nezavisna resSenja y; (x) i y»(x) jednacine (2.216)
data su sa

(1) a;— a2 QZZ

n=G—-x)" Y arx-x0)*,  y=@x-x0% Y brlx-xp)F. (2.219)
k=0 k=0

2) a; =ay:

y1 = (x— x0) Z ag(x — x0)*, V2 = y1(x) log(x — xp) + (x — x0)"? Z br(x—xo)*.  (2.220)
k=0 k=1

B) a1—azeZ:

y1=@x-x)" Y ar(x—x0)%,  y2=Cy(0) loglx - xo) + (x—x0)"2 ¥ be(x—x0)¥, (2.221)
k=0 k=1
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a konstanta C moze biti i 0. U sva tri slucaja rekurentna relacija izmedu koeficijenata ay tj. by
dobija se zamenom Taylor-ovog razvoja u pocetnu diferencijalnu jednacinu.
VaZan primer jednacine sa regularnim singularnim tackama je hipergeometrijska jednacina

x1-x)y"+(y—(@+B+Dx)y —afy=0. (2.222)

Ona ima tri regularne singularne tacke, x = 0 (u kojoj su eksponenti0i1—-v), x = 1 (eksponenti
suliy—a—p)ix=oo (eksponenti su a i ). ReSenje hipergeometrijske jednacine naziva se
hipergeometrijska funkcija i oznacava sa F(a, §;7;x). Svaka diferencijalna jednacina drugog
reda sa tri regularne singularne tacke a, b, c moZe se svesti na hipergeometrijsku jednacinu
smenom nezavisno promenljive oblika

B Ax+B‘

¢= Cx+D’

(2.223)

ova smena prevodi tacke a, b, ¢ u 0, 1, co. Sa druge strane, smenom zavisno promenljive
u—(x_“)k(x_c)l (2.224)
~x—p) Zp) Y '

eksponenti jednacine u tackama a, b, c mogu da se promene: pri tome razlika eksponenata u
svakoj tacki ostaje ista.

Hermité-ovi polinomi
HERMITE-OVI POLINOMI su reSenja Hermité-ove jednacine
¥y —-2xy' +2ny=0 (2.225)

i mogu se izraziti preko elementarnih funkcija kao

n

d
H,(x) = (=1)"e* P (™). (2.226)
FUNKCIJA GENERATRISA:
2xt—t? > 1"
e =y ﬁHn(x). (2.227)
n=0 "t

Posto je n-tog reda, polinom Hj,(x) ima »n nula koje su sve proste i realne; polinomi su parni ili
neparni

Hp(=x) = (=1)" Hy(x). (2.228)
SPECUALNE VREDNOSTI:
Hy(x) =1, Hy(x) =4x*-2,
(2.229)
H, (x) =2x, Hs(x) =8x3 —12x.
REKURENTNE RELACIJE:
Hy1(x) =2xH,(x) -2nH;,_1(x), (2.230)
dHp(x)
=2nH,_ (x), (2.231)
dx
RELACI]E ORTOGONALNOSTI:
+00
f e H,, (x) Hy (x) dx = 8 2" V/7n). (2.232)

—00
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ADICIONE FORMULE:

22 H, (x+y) :iZHk(\/Qx)Hn_k(\/iy). (2.233)
k
POSEBNE FORMULE:
S 0 Hy() = e exp [BYIZ NI (2.234)
— 2 p Vi 2 1-12
1 x2+y?
; N e 2 Hp(x)Hy(y) =6(x—y). (2.235)
SVOJSTVENE FUNKCIJE HARMONIJSKOG OSCILATORA I ORTONORMIRANOST:
1 2
Yn(x) = ﬁ e 2 Hy(x), (2.236)
o0
f W () WR(x)dx =8 mp. (2.237)
oo

Fourier-ova transformacija

Svaku integrabilnu funkciju v (x) moZemo izraziti u obliku

+00
y(x) = f c(k) e dk (2.238)

—00

koji se zove Fourier-ova transformacija. Koeficijenti c¢(k) dati su integralom
1 +00
ctk) = o~ f y(x) e dx (2.239)
—00

koji je dobro definisan za svako realno k. Cesto se umesto prethodne definicije za Fourier-ovu
transformaciju koristi simetri¢nija forma, u skladu sa normalizacijom ravnih talasa i Dirac-
ovom notacijom:

+00
w(x):\/% f (k) e*dk, (2.240)
b/
1 +00
@(k):\/T_nfw(x)e_ikxdx. (2.241)

Ocigledno, c(k) = \/%T‘[ (k). Ako se umesto po talasnom broju k integrali po impulsu, p = fik,
formule glase

) 1 +c>o~ -
w(x)—\/ﬁ [ow(p)eh dp, (2.242)
+00
o1 .
W(p) = — [o w(x)e 1P dx. (2.243)

I ova definicija razlikuje se do na konstantu, ¥ (k) = \/ﬁtp(p).
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Za Fourier-ove koeficijente vaZi

WHk) =ik@k), Wk =-k*F k), (2.244)
kao i
. 1
k) =— [ ir(k—Dyhdl. (2.245)
Vo= | #k-bi

Poisson-ovi integrali i gama-funkcija

POISSON-OV INTEGRAL:

+00 )

T 4
f e—pxz—qxdx: \ '; e, Rep>0 (2.246)
—o0

Iz ovog integrala diferenciranjem po parametrima mogu se dobiti i drugi Poisson-ovi integrali,
npr.

fxe_pr-qxdx: _%fe—f”‘z—‘”dx:—% %e%, (2.247)

f 2 —px qxdx———f —-px? —qx g q +2p\/§ezi, (2.248)
4p? p

itd. Vrednosti ovih integrala mogu se izracunati i pomocu gama-funkcije, odnosno formula
(2.250) i (2.252).
GAMA-FUNKCIJA je specijalna funkcija koja moZe da se se definise kao resenje jednacine

I'(z+1) =zI'(2), ra=1. (2.249)

I'(z) je definisana za kompleksne vrednosti argumenta z i ima proste polove u z=—-n za n =
0,1,2,....

()

3

2

1 L

1 1 1 1 L X
-2 -1 1 2 3 4 5

Slika 2.13: Gama-funkcija /\ r—1
realnog argumenta.

INTEGRALNA REPREZENTACIJA:

+00
I'(2) = [ e 't ldu, argt =0, Rez>0. (2.250)
0
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POSEBNE VREDNOSTI:

I'n)=(n-1)! (2.251)
1 1 2n-1DN
I'(=)= R T —) = . 2.252
(5)=vA  Tln+z)=vai—p; (2.252)
ASIMPTOTIKA:
) 1 log2n & By, 1
|z| — oo I'(2) :(z—g)logz—er 5 +;2n(2n—1) g (2.253)

za |argz| < &, gde su By, Bernoulli-jevi brojevi.
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2.11 Zadaci
2.1 Skicirati gustine verovatnoce za prva Cetiri stanja harmonijskog oscilatora.
2.2 Normirati talasne funkcije harmonijskog oscilatora v, (x).

2.3 Hermite-ovi polinomi mogu se izaracunati na sledece nacine

n 2 noo, n
Hy(x) = (=1)"e* dd —e T =t (x d ) e T = (Zx——) 1,
X

ili pomocu funkcije generatrise

2xi-F _ "
e =) Hy(0)—.
n=0 n:

Eksplicitno odrediti prva tri Hermite-ova polinoma koriste¢i gornje formule.

2.4 Dokazati rekurentne relacije koje zadovoljavaju Hermite-ovi polinomi:

dH,(x)
dx

=2nHp 1(x), Hy1(x) =2xHu(x) - 2nHy-1(x).

2.5 Za Hermite-ove polinome:

a) pokazati da vazi
H))(x) —2xH,,(x) + 2nHy(x) = 0;

b) polazeéi od prethodne jednakosti dokazati relacije ortogonalnosti Hermite-ovih polino-
ma:

f Hn(x)Hm(y)e‘xzdx =vVr2"nl6 um

2.6 Pokazatidaje

a) V0= \/3¥n 10 -/ Y ©,
B) §9n(® = \/3¥n 1O + /Y01 O,

Ovde je v, (¢) talasna funkcija n-tog svojstvenog stanja harmonijskog oscilatora.

2.7 Nacdi ocekivane vrednosti kineticke (T) i potencijalne energije (U) harmonijskog oscilatora
u stanju ¥, (x).

2.8 Cestica mase m nalazi se u potencijalu harmonijskog oscilatora U (x) = mw?x?/2. U pocet-
nom trenutku Cestica je u stanju

L
V2

koje je linearna kombinacija prvog i drugog pobudenog stanja oscilatora.

W(x,0) = —=(y1 +iy2),

a) Odrediti u proizvoljnom trenutku funkciju stanja ¥ (x, ) i gustinu verovatnoce |y (x, t) 2.
b) Naci vremensku zavisnost ocekivane vrednosti koordinate (x) u stanju v (x, f).

2.9 Koriste¢i tri osnovne veli¢ine koje opisuju kvantnomehanicki oscilator m, w i i, dimen-
zionom analizom na¢i karakteristi¢cnu duzinu xy, impuls py i energiju E, oscilatora.
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2.10 Cestica mase m nalazi se u potencijalu

00, x<0
U(x)={

% mwzxz, x>0

Ovo je fizicki model oprugu koja moZe da se isteZe ali ne moZze da se sabija. Odrediti spektar
energije i odgovarajuca stanja ovog sistema.

2.11 Pokazati da je gustina verovatnoc¢e harmonijskog oscilatora u proizvoljnom stanju pe-
riodi¢na funkcija vremena i da ima istu vrednost nakon jednog perioda klasi¢nog oscilatora
T=27nlw.

2.12 Cestica mase m nalazi se u potencijalu harmonijskog oscilatora frekvencije w. U pocet-
nom trenutku Cestica je u stanju

maw _mw 2
Y(x,t=0=A(1+x 7 e 27,

a) Odrediti dalju evoluciju stanja.
b) Posle kog vremena T se sistem vrati u pocCetno stanje?

¢) Nacinajkraée vreme posle kog se sistem nade u stanju
mw _mw 2
Y(x,7)=B|[l1—-x 7 e 2n7

2.13 Sistem je opisan hamiltonijanom

gde je B neka konstanta.

pi Py
H=% 1+ Y 4 Zme?x® + amo®y?,
2m 2m 2

gde je a realan parametar. Odrediti degeneraciju energetskih nivoazaa=1ia =2.

2.14 Na cesticu mase m deluju dva jednaka oscilatora ¢iji su ravnotezni poloZzajiu x =ai x =
—a. Potencijalna energija je

1 1
U= Emwz(x— a)2 + Emwz(x+ a)z.

Odrediti energiju i talasnu funkciju osnovnog stanja ove Cestice, a potom izracunati o¢ekivanu
vrednost koordinate (x) u osnovnom stanju.

2.15 Ako su 1 (7) i ¥»(7) reSenja vremenski nezavisne Schrédinger-ove jednacine kojima od-
govara ista energija E. Pokazati da je i njihova linearna kombinacija takode resenje Schrédin-
ger-ove jednacine.

2.16 PrireSavanju radijalnog dela Schrodinger-ove jednacine za harmonijski oscilator mase m

i frekvencije w u tri dimenzije dobija se diferencijalna jednacina

d*u(r) 2m 1, ., RIU+1)

+—|E--mwr*— ————
dr? n? 2 2mr?

Ovde je u(r) nepoznata funkcija definisana za r > 0 a / je nenegativan ceo broja. Funkcija u(r)

zadovoljava grani¢ne uslove

u(r)=0.

limu(r) =0, lim u(r) =0.
r—0 r—oo

Frobenius-ovim metodom resiti ovu diferencijalnu jednacinu, odnosno naéi vrednosti energije
E za koje postoji reSenje koje zadovoljava ove grani¢ne uslove.
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2.17 Jedno od stacionarnih stanja ¢estice mase m dato je talasnom funkcijom

W(x,0)=C <y,

xt)=Cexp|—-—5 —i——t|,
PLI72p2 ™ "2mp2

gde su C i b konstante. Naéi potencijalnu energiju ove Cestice.

2.18 Stanje Cestice je opisano normiranom talasnom funkcijom (x) = f(x)e'%*, gde je f(x)
realna funkcija realne promenljive i ky konstanta.

a) Izracunati
o0

f flx)%dx.

—00
b) Odrediti ocekivanu vrednost impulsa Cestice u ovom stanju.
2.19 Nadi dimenziju talasne funkcije estice koja se kre¢e u jednoj, dve i tri prostorne dimezije.

2.20 Polaze¢i od Schrédinger-ove jednacine, pokazati da ocekivane vrednosti impulsa i sile
zadovoljavaju drugi Newton-ov zakon.

2.21 Pokazati da se reSenje vremenski nezavisne Schrédinger-ove jednacine uvek moze iz-
abrati tako da bude realna funkcija.

2.22 Talasna funkcija Cestice mase m moZe se napisati u formi ¥ (x) = y/p(x) elP) gde su am-
plituda /p(x) i faza ¢p(x) realne funkcije. Izracunati fluks verovatnoce.

2.23 Razmotrimo verovatno¢u nalaZenja jednodimenzionalne Cestice u kona¢nom intervalu
(a, b) u trenutku ¢:

b
P(u,b)(t):fdx|‘1’(x, O,
a

Pokazati da se brzina promene ove veli¢ine moZe napisati u obliku

dp(a,b)
dt

gde je j(x, ) fluks verovatnoce.
2.24 Akoje
oo
W (x, 1) =fdkc(k)e"’“(x‘”g”,
0
pokazati da je
W(x, 1) =¥(x—vgt,0).

2.25 Naci faznu vf i grupnu vg brzinu relativisticke kvantne Cestice mase mirovanja m. Poka-

zati da je vivg = ¢2.

2.26 Odrediti proizvod neodredenosti koordinate i impulsa u proizvoljnom trenutku ako je ta-
lasna funkcija Cestice

2k2 a2 2
W(x, 1) = ! ? O)ex (——(x 14 kO))).

1
exp |- :
vryva 1+ AL p( 2 2a2 (1+ 14
ma

ma?
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2.27 Cestica je u polju harmonijskog oscilatora i nalazi se u prvom pobudenom stanju tako da
je njena talasna funkcija

Y(x,t=0)= %\/ﬁ (%)3/4 V2xexp (—%,ﬁ) )

U jednom trenutku ona postane slobodna. Odrediti njenu dalju evoluciju.
2.28 Cestica mase m i energije E > Uy nailazi na barijeru
0, x<0
Ux) = .
Uy, x>0
Naci koeficijent refleksije ako se Cestica krece:
a) slevanadesno;
b) s desna na levo.

2.29 Razmotrimo prolaz Cestice mase m i energije E iznad barijere visine Uy < E i §irine a

0, x<0
Ux)={ Uy, O0O<x<a.
0, x>a

Naci koeficijent prolaza T i odrediti za koje energije je transmisija potpuna, T = 1.

2.30 Nacdi koeficijent transmisije za Cesticu mase m koja ima energiju E i nailazi s leva na bari-
jeru

0, x<0
Ux)=1U;, O0<x<L.
Uy, x>L

Pri tome je U; > E > U, > 0. Napisati grani¢ne uslove i odrediti T pomocu progama Mathemat-
ica™.

2.31 Pokazati da ne postoje reSenja vremenski nezavisne Schrodinger-ove jednacine za Cesticu

Cvija je po teIlCijalIla eIleIgl.ja
oo, X 3 Oy a
U(X) = { ( )

0, x€0,a)

ako je energija E < 0.

2.32 Polazedi od talasnih funkcija koje predstavljaju reSenje vremenski nezavisne Schrédinger-
ove jednacine za potencijalnu energiju

0, x€(0,])
U(x) = ’
{oo, x¢(0,0)

odrediti talasne funkcije i spektar energije za cesticu mase m koja se nalazi izmedu beskon-
acnih zidova, smestenih u x = a i x = b. Posebno razmotriti slu¢aj a = —b.

2.33 Odrediti koeficijent refleksije i transmisije za ¢esticu mase m i energije E > 0 koja se krece
u polju potencijalne energije U(x) = aUpd(x). Ovde su a i Uy poznate pozitivne konstante.
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2.34 Odrediti energiju i talasnu funkciju osnovnog stanja za cesticu mase m koja se nalazi u
privla¢nom potencijalu U(x) = —pd(x), gde je p data pozitivna konstanta.

2.35 Odrediti minimalnu $irinu a potencijalne jame

oo, x<0
Ux)=<{-U, 0O<x<a.
0, xX>a

za koju se pojavljuje vezano stanje ¢estice mase m. Ovde je U pozitivna konstanta dimenzije
energije koja odreduje dubinu jame.

2.36 U pojednostavljenom modelu atoma pokraj zida elektron se nalazi u polju potencijala

0, x<0
Ulx)= .
{—aé(x—a), x>0

Ako je m masa elektrona a a > 0 zadata konstanta, nac¢i osnovno stanje i jednacinu iz koje se
moze odrediti njegova energija.

2.37* U atomuamonijaka N Hz, atom azota ima potencijalnu energiju koja se moZe modelirati
sa
Ug, Ixl<a

Ux)=<K0, a<l|x|<b.
oo, |x|>b

Razmotrimo slucaj kad za energiju azota vazi E < Uj,.

a) Nadi stacionarna stanja i jednacinu za vrednosti energije.

b) Pokazati da je osnovno stanje simetri¢cno, dok je prvo pobudeno stanje antisimetri¢no.
2.38 Cestica mase m nalazi se u osnovnom stanju energije izmedu beskonaé¢no visokih zidova

koji su na rastojanju a
0, x€(0,a)
Ulx) =

oo, x¢(0,a)

Odjednom, zid u x = a pomeri se u x = 2a. Odrediti dalju evoluciju stanja ove Cestice.

2.39 Cestica mase m nalazi se u dvodimenzionoj beskona¢no dubokoj potencijalnoj jami. Od-
nos Sirine i duzine jame je 1: 2. Naéi degenerisano stanje minimalne energije.

2.40 Skicirati talasne funkcije i gustine verovatnoce osnovnog i prva dva pobudena stanja Ces-
tice mase m u potencijalu
0, (x,y)ekK
mm:{ Y

o (L) eK
gdeje K ={(x,y)|lx€(0,a),y € (0,a)}.
2.41* Neka su ¥ (x) i w41 (x) talasne funkcije vezanih stanja kojima odgovaraju energije Ej i

Ey+1 respektivno, takve da je Ex < Ex.;. Ako su a i b dve uzastopne nule talasne funkcije v,
pokazati da postoji tacka c € (a, b) takva da je ¥ 41 (c) =0.
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2.42 Slobodna cestica nailazi na barijeru Sirine a. Pretpostavljajuéi da je talasna funkcija u
oblasti x € (0, a) ispod potencijalne barijere U(x) data formulom koja se dobija iz WKB aproksi-
macije,

o7/ pdx]

w(x) ~
|pl

odrediti koeficijent prolaza kroz barijeru,

po il @i,y
inl 1w (O

gde je
1 a
Y= ﬁfdxlp(x)l
0

Ovu pribliZznu formulu za koeficijent transmisije prvi je dobio Gamow.

2.43 Koriste¢i WKB aproksimaciju, odrediti koeficijente refleksije i transmisije za ¢esticu mase
m koja s energijom E < Uy nailazi na potencijalnu barijeru

0, x<0
X

Uy —, 0<x<a,
a

U(x) =< Uy, a<x<b

a+b-x

U—— b<x<a+b

a
0, x>a+b

2.44 Pomocu komande DEigensystem u programu za simbolicko racunanje Mathematica™,
naci prvih pet svojstvenih energija i odgovarajuéa svojstvena stanja za Cesticu mase m koja je:

a) u potencijalu harmonijskog oscilatora sopstvene frekvencije w.
b) izmedu beskonacnih zidova smesStenihux=aix=">b.

¢) slobodna unutar jednakokrakog pravouglog trougla jedini¢ne katete a van njega je po-
tencijal beskonacan.






GLAVA

INTERMECO: FORMALIZAM

Svakodnevni jezik koji koristimo sadrzi mnogo implicitnih pretpostavki, odnosno saznanja i
informacija o stvarima i svetu koji opisuje!. Na primer, opste je poznato (a mozda i ta¢no) da
Eskimi imaju sto reci za sneg a nijednu za rat. Ili, ocigledno, pre dvadesetprvog veka pojmovi
fejsbuk ili andriod nisu postojali, nisu imali odgovarajuci sadrzaj. Slicno je i sa jezikom fizike.
Fizika iz eksperimentalnih posmatranja identifikuje koji su to "aspekti realnosti" vazni za opis
prirode i pojava u njoj i pridruzuje im odredene matematicke pojmove i strukture. Povezivanje
brojeva koji se dobiju u eksperimentu sa matematickim modelima je sloZen i po svoj prilici
nejednoznacan proces, i zavisi od skupa pojava koje opisujemo tj. od domena eksperimental-
nih merenja. Zato nije neobicno da se sa pove¢anjem ukupne spoznaje prirode i proSirenjem
eksperimentalnog znanja osnovni fizicki koncepti i njihov matematicki opis razvijaju i menjaju.
Naravno kao i u obi¢nom jeziku, jezik fizike sadrzi viSe od svog neposrednog sadrzaja: sadrzi,
makar u izvesnoj meri, interpretaciju.

Ovo poglavlje posveticemo razradi i interpretaciji matematickog formalizma kvantne me-
hanike. Na primerima jednodimenzionih sistema ve¢ smo delimi¢no razvili intuiciju i upoznali
osnovne kvantnomehanicke fenomene; za realisticne trodimenzione probleme potrebno je jo$
znanja. U pauzi izmedu fizike i fizike razradi¢emo matematiku: to ¢e pomoci ¢e da se bolje i
jasnije razumeju osnovni pojmovi i sagleda celina, a veoma Cesto i da se pojednostavi konkretni
racun. Formalizam kvantne mehanike je i sam po sebi vaZzan. On je tako kompaktan i koncep-
tualno zaokruZen da se neretko u udzbenicima uvodi na samom pocetku zadavanjem postu-
lata, sli¢cno kao ($to se moZe uraditi) u termodinamici. Mi smo se ovde opredelili za induktivni
pristup, a jedan od razloga je Sto, kada se sa kvantne mehanike prede na kvantnu teoriju polja,
aksiomatska formulacija nije (za sada) dovoljna. MoZe se reci da sam koncept kvantovanja nije
potpuno fiksiran nego da zavisi od fizickog sistema na koji se primenjuje; ali ideja reprezen-
tovanja fizickih stanja vektorima u linearnom prostoru je uvek centralna. Zbog toga ¢emo u
nastavku ¢eSce govoriti o "principima kvantovanja" nego o "postulatima kvantne mehanike".

Prelaz sa Schrodinger-ove talasne mehanike na algebarsku formulaciju neophodan je iz-
medu ostalog da bi se konzistentno opisali spin i izospin. U tom opisu, videcemo, opservabli

1Ova regenica je parafraza uvoda u poglavlje o formalizmu iz udzbenika J. L. Basdevant-a i J. Dalibard-a, Quan-
tum Mechanics, Springer 2002: ovde je citiramo zato §to je bez sumnje i tacna i relevantna. Tema kojom se bavimo
u ovoj glavi, formalizam i interpretacije kvantne mehanike, mnogo je $ira i dublja od samo fizike i prelazi u matem-
atiku i filozofiju: mi se njome nec¢emo baviti viSe nego $to je u udzbenicima uobic¢ajeno. Usput, navedena knjiga
ima odlican moto, citat svetog Avgustina: "Believe and you will understand; faith precedes, intelligence follows".
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spina pridruzZuju se matrice. Mada je odgovarajuca oblast matematike, linearna algebra, jed-
nostavnija od analize i funkcionalne analize, fizicka intuicija vezana za nju nije klasi¢na: zato
je ovaj korak netrivijalan. Algebarska formulacija je omogucdila razvoj ideje o unutradnjim ste-
penima slobode, jednog od osnovnih koncepata fizike elementarnih Cestica. Ali na ideju da se
fizicke veli¢ine opisuju matricama Heisenberg je doSao razmatrajuci ne spin nego bas poloZaj
i impuls Cestice.

Matri¢na mehanika je uvedena pre talasne mehanike u tri rada iz 1925: u radovima Heisen-
berg-a, Born-a i Jordan-a i kona¢no Born-a, Heisenberg-a i Jordan-a; mi éemo ukratko opisati
neke od koraka u razvoju ove vazne ideje®. U prvom od pomenutih radova Heisenberg se, kon-
statujuci da fizicka teorija ne treba da se bavi velicinama koje se ne mogu opservirati (kao sto
je na primer trajektorija elektrona u atomu), fokusira na spektre. Jo§ od Bohr-a bilo je poznato
da se frekvence linija u spektrima atoma dobijaju kao

i da odgovaraju prelazima elektrona sa m-tog na n-ti nivo energije. Takode, vazi rekombina-
cioni princip
Wmn + Wnk = Omk, 3.2)
kao i
Wmn = —Wnpm- 3.3)

Heisenberg je poku$ao da izracuna intenzitete spektralnih linija polazeéi od klasi¢nog izraza za
snagu elektromagnetnog zracenja koje emituje naelektrisana ¢estica u harmonijskom kretanju,

(3.4)

Ako analogan izraz vazi i u kvantnom sluc¢aju, treba odrediti $ta u njemu predstavlja vektor
poloZzaja 7 ili u jednoj dimenziji, x. Njegova pretpostavka bila je da, po analogiji sa Fourier-
ovim razvojem u red

x(0) =Y xpe i@t (3.5)

gde se koordinati x pridruzuje Fourier-ova amplituda x,, u ovom slucaju koordinati treba
pridruziti izraz oblika
X (X)mpe ! 3.6)

jer imamo dve energije, E,; i Ej, i frekvencu wy,,. Ovde je (x);;, kompleksna amplituda koja
karakterise prelaz. Ako pretpostavimo da je amplituda simetri¢na na zamenu stanja, u skladu
sa (3.3) imamo

(X) i = (XD nm- 3.7

Centralno pitanje je: kako se izracunava amplituda kvadrata koordinate, (x?),,,, koja figurise
u snazi zracenja (3.4)? Najjednostavniji i najprirodniji nacin da se reprezentuje mnoZzenje am-
plituda bio je, po Heisenberg-u,

xz — (xz)mn e_iwmnt — mek e—iwmktxkn e—iwknt (38)
k
odnosno
(x)%nn = Z(x)mk (x)kn~ 3.9
k

2G. Emch, Mathematical and Conceptual Foundations of 20th-Century Physics, North Holland, 2000; S. Wein-
berg, Lectures on Quantum Mechanics, Cambridge University Press, 2013.
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Mada je intuicija za (3.9) po svoj prilici proistekla iz osobina Fourier-ove transformacije odnosno
iz izraza (2.245) za konvoluciju, ovom formulom Heisenberg je zapravo "otkrio" matri¢no mno-
Zenje, koje je kao poznatu matematicku operaciju odmah prepoznao Born. Born i Jordan su,
razume se, bili svesni neobi¢nosti ovog mnoZzenja jer su matrice koje se mnoze beskonacne (in-
deksi m, n su prirodni brojevi), ali su hteli da analiziraju njegove implikacije. Jedna od direk-
tnih posledica je da mnoZenje nije komutativno. Ako se, slicno koordinati, i impulsu pridruzi
amplituda

p=mi— (p)mne Omt, (3.10)

imamo
(P mn = —iMOmpXmn, (3.11)

a za dijagonalne elemente proizvoda impulsa i koordinate pxi xp se dobija

(P nn = 2 (P k(D n = —im Y 0kl () nicl?, (3.12)
k k
(xXP)nn=—1mY_ W | (XD nil* = im Y 0kl () il (3.13)
k k

Ove izraze su, po analogiji sa klasicnim racunom, 1925. izracunali W. Kuhn i W. Thomas i dobili

2mY onl(nil® =1, (3.14)
k

odnosno
xXp)un—(pX)nn = in. (3.15)

Pravilo (3.15) Born i Jordan su povezali sa Bohr-Sommerfeld-ovim pravilom kvantovanja, a
Dirac 1926. sa Poisson-ovom zagradom izmedu kanonski konjugovanih promenljivih,

{xi,pjtpz =6ij. (3.16)

Veza izmedu Heisenberg-ove matri¢cne mehanike i talasne mehanike koju je predloZio Schro-
dinger godinu dana kasnije, 1926, bila je predmet mnogih radova i Zu¢nih rasprava, ali je naj-
vazniji i najintuitivniji uvid imao Dirac koji je insistirao na transformacionoj teorijikoja povezuje
ova dva opisa kvantne mehanike. Ekvivalentnost pristupa konacno je dokazana 1931. Stone-
von Neumann-ovom teoremom o kojoj ¢e biti reci kasnije.

3.1 Kinematika kvantne mehanike

Apstraktno posmatrano, osnovni pojam koji se u fizici koristi je pojam fizickog sistema. U kon-
tekstu konkretnih eksperimenata ovaj pojam moze se ras¢laniti na bar dva, jer su osobine koje
se mere (fizicke opservable) u principu nezavisne od nacina na koji se sistem preparira (stanje
sistema)3. Prvi zadatak teorijskog opisa je da ovim pojmovima pridruZi operativhu definiciju
tj. konkretnu matematicku reprezentaciju: taj deo opisa u svakoj fizickoj teoriji zovemo kine-
matika.

Sa stanovi$ta eksperimenta, pocetno stanje sistemna moze se identifikovati sa procedurom
njegove preparacije. PoSto je jedna od najvaZnijih osobina eksperimentalnog istraZivanja po-
novljivost rezultata merenja, u principu trazimo da se isto stanje moZe pripremiti viSe puta,
pa se isto merenje moZe vise puta izvrsiti*. Zbog toga se merenja, i onda kada ne o¢ekujemo

3Rezultat merenja naravno zavisi od stanja.

4Cinjenica da se neke pojave ne mogu ponoviti i proveriti pod kontrolisanim uslovima fizicare ne onemogucava
da naprave odgovarajucu teoriju. Na primer, eksperimentalni podaci u astrofizici i kosmologiji su merenja dogadaja
u svemiru, van laboratorije i pritom u proslosti: ipak imamo teorije koje ta merenja kvantitativno ta¢no opisuju.
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stohasti¢nost merenih opservabli, uvek vrS§e na vecem broju identi¢no prepariranih fizickih
objekata odnosno na ansamblu.

Drugi bazi¢ni pojam vezan za fizicki sistem je pojam opservable, merljive osobine sistema:
iskazi o opservablama nuzno uklju¢uju merne uredaje. Merenje daje skup mogucéih ishoda
odnosno izmerenih brojnih vrednosti opservable. Kada razmatramo sve rezultate merenja do-
bijene u (svim) razli¢itim stanjima, taj skup potpuno karakterise konkretnu opservablu. Ponavlja-
nje i ponovljivost merenja vazni su, izmedu ostalog, i zbog procene njegove greske.

Kinematika klasi¢cne mehanike opisana je faznim prostorom. Fazni prostor sistema koji
ima n stepeni slobode je realni euklidski prostor R?" (ili neki njegov deo): to je prostor fi-
zickih stanja, tacaka (x;, p;), i = 1,...n, zadatih vrednostima svih komponenti koordinata i
impulsa sistema. Ovakav opis je posledica ¢injenice da je drugi Newton-ov zakon diferenci-
jalna jednacina drugog reda po vremenu, pa su njena reSenja jednozna¢no odredena pocetnim
vrednostima poloZaja i brzina cestica u sistemu. Sa druge strane, poloZzaji i impulsi ¢estica
predstavljaju osnovni skup varijabli u mehanici jer su sve druge klasi¢ne opservable (kineticka
energija, potencijalna energija, moment impulsa itd.) njihove funkcije. Drugim recima: u
klasi¢noj mehanici, skup stanja fizickog sistema i skup opservabli koje se na njemu mere opisuju
se istim matematickim objektom, i mogu se identifikovati.

Ovakav opis za kvantnu mehaniku (odnosno prirodu, na malim rastojanjima) nije adek-
vatan, a osnovni razlog je neprekidnost (spektra) svih opservabli koja iz njega sledi: iz eks-
perimenta znamo da odredene opservable, kada se mere na dovoljno malim skalama, imaju
diskretne vrednosti. Da bi se korektno opisao fenomen kvantovanja u formalizmu mora da se
razdvoji pojam stanja sistema od pojma opservable: oni su opisani razliitim matematickim
objektima. Ve¢ smo videli, iz ¢injenice da postoje fenomeni interferencije i difrakcije za mate-
rijalne Cestice, sledi princip superpozicije odnosno linearnost prostora stanja.

Prvi princip kvantovanja glasi: STANJU FIZICKOG SISTEMA PRIDRUZUJEMO TALASNU FUNKCIJU
¥, ODNOSNO VEKTOR STANJA |1}, KOJI JE ELEMENT LINEARNOG PROSTORA J°.

Linearni ili vektorski prostor je jedna od osnovnih matematickih struktura i uvodi se u ele-
mentarnoj geometriji da bi se opisao polozaj Cestice u trodimenzionom euklidskom prostoru.
Da ponovimo, bez mnogo detalja, njegovu definiciju. Skup vektora v, x, ¢--- € A Cini vek-
torski prostor # nad poljem skalara I, a, b, ... € IF, ako su definisane dve operacije, sabiranje
vektorai mnozenje skalarom, u odnosu na koje je ./ zatvoren i za koje vaZzi da je ./ Abel-ova
grupa u odnosu na sabiranje:

asocijativnost, ¢+ W +y)=(p+v)+y 3.17)
komutativnost, ¢+v =y +¢ (3.18)
postojinula, 0eA: 0+y=vy (3.19)
postojiinverz, —we . y+(—y)=0. (3.20)

Dalje, mnoZenje vektora skalarom je distributivno i kompatibilno sa mnoZzenjem skalara:

a(y +¢) = ay + ap (3.21)
(a+Db)y=ay+ by (3.22)
a(by) = (ab)y (3.23)
ly=vy. (3.24)

5Vilo brzo ¢emo ovaj postulat i precizirati: prostor je Hilbert-ov prostor, i progiriti: stanje moze da bude i statis-
ticki operator odnosno matrica gustine.
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Operacija koja je vazna i u euklidskoj geometriji i u kvantnoj mehanici je skalarni ili unutrasnji
proizvod: ona vektorima v i ¢ pridruzuje broj (v, ¢). Skalarni proizvod ima sledece osobine:

(¢, ay) = aldp,v) (3.25)
(b)) =, )" (3.26)
(v,w)=0; akoje(w,w)=0, ondaje w=0. (3.27)

Vektorski prostor sa skalarnim proizvodom naziva se unitarni prostor. U njemu se moze

definisati duZina ili norma vektora,
vl =v,y), (3.28)

kao i ugao koji zaklapaju dva vektora

cos(LyP) = w.9) (3.29)

lwllpl

Za vektore za koje je (y,¢) = 0 kaZemo da su ortogonalni. Kasnije, kod dokaza relacija neo-
dredenosti treba¢e nam Cauchy-Schwarz-ova® nejednakost:

(W, ) (¢, ) = |(w, P)|>. (3.30)

Cauchy-Schwarz-ova nejednakost kaze u stvari da je za proizvoljni ugao a = Ly¢, |cosa| < 1.
Jedostavan primer vektorskog prostora je trodimenzioni euklidski prostor. To je prostor
nad poljem realnih brojeva a njegovi elementi mogu se zadati brojnim kolonama, x;, y; € R, i =

1,2,3,
X1 n
V= (XZ) , (P = (_VZ) . (3.31)
X3 Y3

Skalarni proizvod u ovom prostoru obi¢no se definiSe sa

3
WP =y =) xiyi. (3.32)
i=1

Jedna od osnovnih karakteristika vektorskog prostora je njegova dimenzija. Dimenzija je
najmanji broj linearno nezavisnih vektora e; pomocu kojih se proizvoljan vektor prostora #
moZe izraziti kao linearna kombinacija:

Y=Y xie;. (3.33)

Skup {e;} zove se bazis, a koeficijenti x;, koeficijenti u razvoju po bazisu. Oc¢igledno, dimenzija
prostora (3.31) je 3, a za bazisne elemente moZemo uzeti tzv. apsolutni bazis,

N

Ovaj bazis je ortonormiran: koeficijenti u razvoju su projekcije vektora ¥ na koordinatne ose
odnosno na ortove e;,

xi = (e, ). (3.35)

611i pravilnije, nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunyakovskog.
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Nesto opstiji vektorski prostor je n-dimenzioni prostor nad poljem kompleksnih brojeva. On
se moZe zadati brojnim kolonama ¢iji su elementi kompleksni brojevi, x;,y; € C, i=1,...n,

X1
v=1:1| (3.36)
xn
a skalarni proizvod je definisan sa
n
W) =w'p=3 xyi. (3.37)
i=1

U kvantnoj mehanici elementi vektorskog prostora se u Dirac-ovoj notaciji oznacavaju sa
[y, 1x), l¢). Osim "ket" vektora |y) uvodi i njegov dualni, "bra" (v, koji se u slu¢aju brojnih
kolona dobija adjungovanjem,

l=(y)'. (3.38)

Tada se skalarni proizvod ili zagrada (na engleskom "bracket") pise kao

(v, ) = (yld). (3.39)

I prostor talasnih funkcija koje opisuju stanja jednodimenzione cestice je vektorski pros-
tor: njega ¢ine kompleksne funkcije ¥ (x) realne promenljive x, i ocigledno, skup funkcija je
zatvoren u odnosu na sabiranje i mnoZenje kompleksnim brojem. Skalarni proizvod u pros-
toru funkcija zadaje se pomocu integrala:

+00

(plp) = f y* () p(x) dx. (3.40)

—00

Interval na kome je zadat skup talasnih funkcija i definisan integral (3.40) moze da bude i
ogranicen, i tada funkcije obi¢no zadovoljavaju dopunski grani¢ni uslov. Takode, u integralu
moze da postoji netrivijalna mera integracije, nenegativna funkcija p(x):

b
Wlg) = f ¥ () p(0) pu(x) dx. (3.41)
a

Na primer, kada se u trodimenzionom prostoru sa Descartes-ovih prede na sferne koordinate
skalarni proizvod postaje

oo T 21

(lpy = ffw’up r*sinfdrdf de, (3.42)
00

o+

a granicni uslov na funkcije y(r,8, @) koji se standardno zadaje je y(r,0,0) = ¢ (r,08,2mx). Videli
smo da, zbog statisticke interpretacije, talasna funkcija treba da bude normirana

(wlyy =1. (3.43)

Osobina da je integral
+00

f|w|2dx<oo (3.44)
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konacan naziva se kvadratna integrabilnost.

Linearni prostor # kvadratno integrabilnih funkcija je beskona¢nodimenzion. Najjed-
nostavniji nacin da se u to uverimo je da za bazis uzmemo skup monoma, {x*}. Monomi su
linearno nezavisni: nijedan od njih se ne moze prikazati kao linearna kombinacija ostalih, a
ima ih beskona¢no mnogo. Pored toga, svaka funkcija se moZe razviti po ovom bazisu: to je
razvoj u Taylor-ov red,

00 41,(k)
v =Y VO (3.45)
i K

Dodus$e, monomi nisu kvadratno integrabilne funkcije tj. ne mogu se normirati, pa su izvan
prostora fizickih stanja /. Sem toga nisu ni medusobno ortogonalni, no svejedno, oni ¢ine
bazis i njihovo uvodenje daje nam dimenziju prostora . Drugi bazis po kome moZemo razviti
talasne funkcije je bazis ravnih talasa, {¢**}: razlaganje po ovom bazisu je razvoj u Fourier-ov
integral

+00

w(x) = f c(k) e**dk. (3.46)

—00

Za razliku od monoma, ravnih talasa ima neprebrojivo mnogo: oni su "prebrojani" promenlji-
vom k koja se menja kontinualno, k € (—oo, +o0). Ali ni ravni talasi se ne mogu normirati. Naj-
bolji bazis koji smo do sada imali je skup svojstvenih funkcija harmonijskog oscilatora v, (x)
dat u (2.236): ove funkcije su medusobno ortogonalne i normirane.

Ukoliko se sistem sastoji od N Cestica, njegova talasna funkcija zavisi od koordinata svih
Cestica, w(7y,...7n). Ona daje verovatnocu da Cestice 1,..., N budu u infinitezimalnoj zapre-
mini dV;...dVy oko tacke (74,...,7n) konfiguracionog prostora sistema,

dP=pdVi...dVy=|yl?dV;...dVy. (3.47)

Ukupna verovatnoca da se bilo koja Cestica nade bilo gde u prostoru je jednaka jedinici i ta
normalizacija se, zbog jednacine kontinuiteta, u viemenu odrzava. Talasna funkcija sistema
od N cestica uvek se moze razviti po bazisu koji je proizvod jednocesti¢nih talasnih funkcija,
tzv. nekorelisanom bazisu,

YL, TN) = ) Cirigyoin Wi, PO W3, (F2) .. Wiy (PN, (3.48)

§to odgovara iskazu da je prostor stanja sistema od N Cestica tenzorski proizvod jednocesti¢nih
prostora,

=TI ® - QSN . (3.49)

Tenzorski proizvod se koristi kad god “dodajemo” stepene slobode sistemu odnosno kad ho-
¢emo da opiSemo njegove dodatne nezavisne osobine. VaZan primer su, videCemo kasnije,
unutrasnji stepeni slobode kao $to su spin i izospin Cestice.

3.2 Opservable i merenja

Prvi postulat kvantne mehanike kaZe da stanja sistema |y) Cine vektorski prostor. Pod stanjem
podrazumevamo statisticki ansambl identi¢no pripremljenih sistema, jer su rezultati merenja
u principu opisani statistickom raspodelom verovatnoce. Stanja zavise od vremena ¢ kao pa-
rametra i njihova dinamika data je Schrédinger-ovom jedna¢inom o ¢emu ce biti reci kasnije.
Uvedimo pre toga sledeci element fizickog opisa: opservable.
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Drugi princip kvantovanja glasi: FIZICKE OPSERVABLE A, B..., M OPISUJU SE HERMITSKIM O-
PERATORIMA KOJI DELUJU U PROSTORU STANJA . MOGUCI REZULTATI PRI MERENJU OPSER-
VABLE A SU NJENE SVOJSTVENE VREDNOSTI @;, A SREDNJA VREDNOST (A) KOJA SE DOBIJA MEREN-
JEM U STANJU |y) JE (A) = (W|Aly).

Ovako zadat postulat ima ve¢ neke implikacije ali podimo redom, da opet ukratko defini-
Semo neophodne pojmove. Linearni operator A je preslikavanje vektorskog prostora u samog
sebe, A: A — FC,

Aly) = ¢y, [v), Py € A, (3.50)

koje je linearno
Alaly) +bly) = aAly) + b Aly), a,bel. (3.51)

Skup svih operatora koji deluju u .2 je algebra: mnoZzenje u algebri operatora je njihovo uza-
stopno delovanje,
(AB)ly) = A(Bly)), (3.52)

sabiranje je dato sa
(A+B)ly) = Aly) + Bly), (3.53)

ajedinica I je identi¢no preslikavanje, I|y) = [y). Ako postoji inverzni operator A~!, AA™! =
I, kazemo da je A invertibilan. Iz osobina vektorskog prostora vidimo da je sabiranje operatora
komutativno dok mnoZenje u principu nije. Razlika

[A,B] = AB-BA (3.54)

zove se komutator operatora Ai B. Posto je skup linearnih operatora algebra, moZe se definisati
stepen operatora:
A'=1,  A*=AA,  AP=A%A .. (3.55)

a samim tim i proizvoljna funkcija f(A) njenim formalnim razvojem u Taylor-ov red,

~ o] f(k)(o) &
f(A)_g) 0 A~ (3.56)

U n-dimenzionom vektorskom prostoru linearni operatori su n x n matrice

aln a2 ... dip
a)y dy2 ... d2p

A=]| A (3.57)
anl Llnz cee ann

Matrica A o¢igledno ima n? nezavisnih elemenata, pa je prostor kvadratnih matrica vektorski

prostor dimenzije n?. Jedan bazis u tom prostoru moze se dobiti ako vektore apsolutnog bazisa
pomnoZimo "obrnutim redom"’, odnosno pomnozimo kolonu |k) vrstom (I|,

Err =1k)<1l. (3.58)

Tada prema pravilima matricnog mnozenja dobijamo »n x n matricu koja na svim mestima ima
nule, osim na (kl)-mestu gde se nalazi jedinica. Proizvoljnu matricu A moZemo da napisemo
kao

A=) aglk)ll. (3.59)
k,1=1

7U starijoj notaciji ovo mnoZenje se zove dijadski proizvod.
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U ovom bazisu se lako izvodi pravilo mnoZenja kvadratnih matrica koje je uo¢io Heisenberg:

AB =Y aplky1 Y. bjmljyml="Y_ (3 aribim)k)(ml, (3.60)
k1 j,m km 1
paje
(AB)im = )_ axibim. (3.61)
1

Pri izvodenju formule (3.61) iskoristili smo ¢injenicu da je mnoZenje matrica, bez obzira na
njihov format, asocijativno, kao i ortonormiranost pocetnog bazisa

(11j)=6,;. (3.62)

Posebni u bazisu {E;} su dijagonalni elementi |k){k|. Oni su projektori koji prozvoljni vektor
|y) projektuju na pravac |k)
Egilw) = k) kly). (3.63)

Sabiranjem svih Eyj dobijamo jedini¢nu matricu I,

1= |k)(kl. (3.64)
k=1

Ova relacija se zove relacija kompletnostiiznaci da je skup {|k)} bazis, odnosno da proizvoljno
stanje [¥) moZemo po njemu da razloZimo,

lw) =Ilwy =Y 1k Ckly) =) cilk), (3.65)
k=1 k=1

gde smo sa ¢ = (k|y) oznacili koeficijente u razvoju vektora |y) odnosno vrednosti projekcija
ly) na |k).

Jedna od najvaznijih operacija u skupu operatora je adjungovanje. Operator A" je adjun-
govani od operatora A ako za sve vektore 1 na kojima je dejstvo A definisano, i sve y vazi

(x Ap) = (ATy,p). (3.66)
U Dirac-ovoj notaciji ovaj izraz piSemo kao
(lAy) = (ATxly) = (xlAly). (3.6
1z definicije (3.66) lako se vidi pravilo
(AB)" =BT A". (3.68)

U prostoru matrica adjungovanje se svodi na transponovanje i kompleksnu konjugaciju ma-
trice (A)x; = ag,
(AN = aj. (3.69)

U odnosu na adjungovanje definisu se vazne klase operatora, na primer hermitski operatori
kod kojih je
Al =4, (3.70)

antihermitski operatori za koje imamo

Al =-4, (3.71)
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i unitarni operatori,
u=ul. (3.72)

U prostoru matrica hermitski operatori su zapravo hermitske matrice. Naravno, operacija
adjungovanja moze da se definiSe u svakom vektorskom prostoru sa skalarnim proizvodom.
Uzmimo na primer prostor £ kvadratno integrabilnih funkcija jedne promenljive i operator

diferenciranja
d

=a—,

dx
koji je ocigledno linearan. Sta je adjungovani operator, pl? To ¢emo odrediti koriste¢i defini-
ciju (3.66),

Pa (3.73)

+00 +00 o
d *
f}(*(x)(paw(x))dxz f}(*(x)a Z;x) dx:f(pgx(x)) w(x)dx. (3.74)
Posle parcijalne integracije leve strane dobijamo
T dyw [ drw
* 1/’ X _ * oo X X
_/)( xX)a ax dx=ay (Xyx) 12, _foc T w(x)dx. (3.75)

Posto su funkcije ¥ i y kvadratno integrabilne njihova vrednost u beskonac¢no udaljenim tac-
kama je nula, pa mozemo da zaklju¢imo da je

ax

dx (3.76)

phax) =—a*
Znaci, operator p, je hermitski kada je konstanta @ imaginaran broj. Zbog fizicke dimenzije
impulsa i kanonske komutacione relacije sa koordinatom, standardno se uzima da je operator

impulsa

A——iﬁi (3.77)
p= dx’ '

Kapicu iznad slova koristicemo od sada da naglasimo da je odredena veli¢ina operator, ali samo
onda kada postoji moguénost da je pomesamo sa konstantom odnosno brojem iz 8.

Jedan od vaznih pojmova i u linearnoj algebri i u kvantnoj mehanici je pojam svojstvenog
stanja ili opStije, svojstveni problem. Svojstveni problem je jednacina

Aly) = aly). (3.78)

Brojevi a za koje ova jednacina ima reSenje zovu se svojstvene vrednosti, dok su |y) odgovara-
juci svojstveni vektori operatora A. Osobina svojstvenih vektora vazna za kvantnu mehaniku
je da oni opisuju stanja koje delovanje operatora A ne menja, jer zapravo stanje kvantnome-
hanickog sistema odredeno je samo pravcem vektora. U zavisnosti od toga kakav je operator
A, njegov svojstveni problem moze imati jedno ili viSe reSenja. U kona¢nodimenzionom pros-
toru skup svojstvenih vektora hermitske ili unitarne matrice® je kompletan; svojstveni vektori
su ortogonalni tako da ih mozemo uzeti za bazis. Ako vektore ovog bazisa ozna¢imo sa |k),
imamo

Alk) = ailk). (3.79)

8Dirac je operatore tj. kvantnomehanicke opservable u radovima nazivao "g-brojevi" (kvantni brojevi) da bi
ih razlikovao od obi¢nih funkcija kompleksne promenljive odnosno "c-brojeva": poslednji naziv se i danas ¢esto
koristi.

90vo je u stvari osobina svih normalnih operatora, definisanih uslovom [A4, Aty =o.
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Skup svih svojstvenih vrednosti {a;} zove se spektar operatora A. Neke od svojstvenih vrednosti
ai mogu u principu da budu medusobno jednake, i tada obi¢no uvodimo dodatni kvantni broj,
recimo «, koji razlikuje vektore u istom svojstvenom potprostoru. U Dirac-ovoj notaciji,

Alk,x) = ailk,«x). (3.80)
Svojstveni projektor Py je tada zbir jednodimenzionih projektora na pojedina stanja,

P =Y |k, x) kx| (3.81)

K

uzimaju¢i da su stanja i po dodatnom kvantnom broju ortonormirana,
e, x| L,AY =01 0ka- (3.82)

U svojstvenom bazisu matrica A je dijagonalna,

a) 0 0
0 a) ... 0
A= . . . .| (3.83)
0 O an
odnosno
A=) arlk,x)k,x|=)_ ayPk. (3.84)
k,x k

U kvantnoj mehanici, izbor bazisa koji je svojstveni za opservablu A i reprezentovanje svih
stanja i opservabli u tom bazisu zove se A-reprezentacija. Naravno, sve funkcije operatora A
imaju isti svojstveni bazis kao sam operator,

fA) =) flap lk,x)k,xl, (3.85)
k,x

jer se dijagonalne matrice mnoze kao brojevi. VaZzna osobina operatora koji medusobno ko-
mutiraju je da imaju (bar jedan) zajednicki svojstveni bazis.

Vratimo se sada drugom principu kvantovanja. On kaze da su rezultati merenja opservable
A njene svojstvene vrednosti. Ukoliko merimo A na sistemu koji je u svojstvenom stanju |k},
srednja vrednost opservable A bice

(A) = (klAlk) = ay, (3.86)

a srednja vrednost od A? je
(A% = (k| A% |k) = a. (3.87)

Prema tome disperzija od A u svojstvenim stanjima je nula,
(AA)? = (A% —(A)? =0, (3.88)

odnosno kada merimo na ansamblu, merenje na svakom pojedina¢nom sistemu daje isti rezul-
tat, ay. Ukoliko stanje nije svojstveno,

lw) =) cklk), (3.89)
k

oCekivana vrednost je

(A = lAly) =Y ikl AY ally =Y leklPar =Y pray. (3.90)
k 1 k k
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Koeficijenti ¢ u razvoju vektora |y) po | k) daju raspodelu verovatnoée py = |cx|? pri merenju:
kazemo da je pj verovatnoca prelaza iz stanja |w) u stanje |k) jer se posle merenja svi elementi
ansambla na kojima je dobijen rezultat a; nalaze u stanju |k). Ovo tzv. Born-ovo pravilo se
ponekad izdvaja kao poseban postulat o verovatnodi ili

Treci princip kvantovanja: VEROVATNOCA DA SE PRI MERENJU OPSERVABLE A NA SISTEMU KOJI
JE U KVANTNOM STANJU |¥) DOBUE REZULTAT ay JE P(A, ak, V) = pr = (V|Prly). OPSTIE,
VEROVATNOCA PRELAZA 1Z STANJA |) U STANJE |y) JE |<1//|X>|2~

Ono $to treba posebno naglasiti je da zahtev da su rezultati merenja svojstvene vrednosti
operatora ima za posledicu da su fizicke opservable reprezentovane hermitskim operatorima.
Svojstvene vrednosti hermitskog operatora su realni brojevi, a realan broj je i jedino $to se u
laboratoriji moZe ocitati kao rezultat'®. Razume se, sledi i da su o¢ekivane vrednosti opser-
vabli realne. Za antihermitske operatore vaZi da su im svojstvene, time i o¢ekivane, vrednosti
imaginarne. Svojstvene vrednosti unitarnih operatora su kompleksni brojevi modula jedan,
e'’,

Ponasanje operatora u beskona¢nodimenzionom prostoru je dosta komplikovanije nego u
kona¢nodimenzionom prostoru, mada se neke osnovne osobine vazne za kvantnu mehaniku
zadrzavaju. O Hilbert-ovom prostoru kvadratno integrabilnih funkcija realne promenljive go-
vori¢emo kasnije bez velike preciznosti. Jedna od vaznih razlika je da, dok u n-dimenzionom
prostoru spektar operatora moZe da ima najviSe n tacaka, u beskona¢nodimenzionom pros-
toru spektar u principu ima beskonac¢no tacaka, pri cemu to moze biti i diskretno i kontinu-
alno beskonac¢no. Svojstvene funkcije hermitskog operatora i dalje su ortogonalne mada, kada
je spektar kontinualan, ne mogu da se normiraju: vaze uopstenja relacija (3.64) i (3.84) koja
¢emo u narednom poglavlju napisati i diskutovati.

Karakteristi¢ni primeri operatora definisanih u prostoru funkcija su koordinata i impuls.
Vec¢ smo videli da se impuls Cestice opisuje operatorom diferenciranja koji na stanje y (x) deluje
kao

pw(x)=—ih dgix) : (3.91)

Sli¢no, operator poloZaja % zadat je mnoZenjem nezavisno promenljivom Xx,
Xy (x) = xy(x). (3.92)

Definicije (3.91) i (3.92) uskladene su sa izrazima za oc¢ekivane vrednosti koordinate i impulsa
koje smo koristili u prethodnoj glavi i koje smo uveli intuitivno, na osnovu koncepata gustine
verovatnoce i fluksa verovatnoce:

(%) :fw*xt//dx, (3.93)
dy
D) = *(—ih—==)dx. 3.94
() fw(zdx)x (3.94)
Posebno je vazan komutator koordinate i impulsa. Iz definicije dobijamo
. _ o dy o dxy)
(X, ply(x) = lhxdx+lh ax =iy (x), (3.95)
odnosno
(X, p] = ih, (3.96)

posto jednakost (3.95) vazi za proizvoljno stanje y(x). Relacija (3.96) zove se Heisenberg-ova
komutaciona relacijai predstavlja, videcemo kasnije, osnovu za kanonsko kvantovanje klasi¢nih
fizickih sistema.

10Zapravo, rezultati merenja su uvek racionalni brojevi jer rezultat ima kona¢an broj decimala.
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3.3 Hilbert-ov prostor

Matematicki formalizam kako je dat i koriS¢en u ovoj knjizi, i da je neSto precizniji bio bi
daleko od matematicke strogosti. Ovakav pristup je dosta ¢est u udzbenicima i bazira se, sa
jedne strane, na analogiji velikog broja osobina konacnih i beskona¢nodimenzionih Hilbert-
ovih prostora, a takode i na vaznom rezultatu o ekvivalentnosti matri¢ne i talasne mehanike
koji je u formalizmu dat kroz Dirac-ovu notaciju. S druge strane, takav pristup bio je verovatno
jedan od povoda von Neumann-u da napise Matematicke osnove kvantne mehanike'!, knji-
gu veoma vaZnu za zasnivanje oblasti, gde u uvodu kaze: "Gore pomenuti Dirac-ov metod (a
ovo se prenebregava u velikom delu kvantnomehanicke literature, zbog jasnoce i elegancije
teorije), ni na koji nacin ne zadovoljava zahteve matematicke strogosti — ¢ak ni ako se ti zahtevi
redukuju na nivo koji je inaCe uobicajen u drugim oblastima teorijske fizike". Verovatno je ova
ocena prestroga: mi ¢emo ipak posvetiti ovo poglavlje preciziranju i izvesnim dopunama for-
malizma. Prvo i najviSe zbog Ceste upotrebe termina, da¢emo definiciju Hilbert-ovog prostora,
a zatim i definiciju dualnog prostora odnosno funkcionala i uopstenih funkcija. Na kraju, po-
brojacemo neke od definicija iz teorije operatora. Ovo poglavlje je u stvari neka vrsta legende
relevantnih pojmova i treba da pomogne pri snalaZzenju u literaturi iz funkcionalne analize.

Precizno formulisan, prvi postulat kvantne mehanike je: PROSTOR STANJA FIZICKOG SIS-
TEMA JE SEPARABILNI HILBERT-OV PROSTOR. Vecinu pojmova koji se u gornjoj recenici koriste
ve¢ smo uveli, ali da dopunimo. Hilbert-ov prostor je konacno ili beskona¢nodimenzioni lin-
earni prostor sa skalarnim proizvodom, koji je kompletanili potpun'?. Videli smo da je skalarni
proizvod vaZan za statisticku interpretaciju; sem toga, u apstraktno definisani prostor stanja
skalarni proizvod uvodi pojmove norme i rastojanja. Norma vektora v iz vektorskog prostora
/¢ je funkcional koji vektoru pridruZuje realan broj, | ||: # — R, i ima sledece osobine:

lwl=0, |vl|=0 samo akoje =0,
lv+ol<slvl+¢dll (mejednakosttrougla), (3.97)
layl=lal |yl .

Rekli smo da u prostoru sa skalarnim proizvodom norma moZe da se definiSe kao

| v ll= (wlyy, (3.98)

pri cemu se nejednakost trougla svodi na Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost. Prostor sa nor-
mom je metricki prostor a rastojanje elemenata v i ¢ je

Ay, ) =ly-¢l. (3.99)

Sada moZemo da definiSemo potpunost. Prostor # je potpun ako u njemu svaki Cauchy-jev
(fundamentalni) niz konvergira, tj. ako osim elemenata, i limes svakog Cauchy-jevog niza pri-
pada /€. Da se podsetimo: niz 1, nazivamo Cauchy-jevim ako za proizvoljno malo € postoji n
tako da je rastojanje d(w,w,;) < € za sve ¢lanove niza pocevsi od n-tog (k, m = n). Potpunost
vektorskog prostora je matematicki dosta prirodan zahtev zatvorenosti strukture: u klasi¢noj
mehanici npr. fizicke promenljive uvek opisujemo brojevima realne ose koja se dobija upot-
punjavanjem skupa racionalnih brojeva. Sli¢no tome i svaki vektorski prostor moZe se, doda-
vanjem granic¢nih vrednosti svih Cauchy-jevih nizova, upotpuniti.

1y yon Neumann, Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, Princeton University Press, 1955.

12Normirani vektorski prostor koji je potpun naziva se Banach-ov prostor: norma moze da se definise i u
prostoru bez skalarnog proizvoda, relacijama (3.97). Ako norma zadovoljava dodatnu relaciju paralelograma,
lw+yx ||2 +lly—yx ||2: 2y ||2 +2 | x ||2, ona defini$e skalarni proizvod.
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Zahtev separabilnosti prostora stanja je malo manje intuitivan. Separabilnim se naziva vek-
torski prostor ./ koji ima prebrojiv i svuda gust podskup ., tj. podskup za koji vazi: za svaki
broj € > 0 i svaki vektor ¢ € A postoji vektor y € & takav da je rastojanje d(y, y) < €. Znaci,
stanja iz £ mogu se sa proizvoljnom precizno$¢u aproksimirati stanjima iz prebrojivog pod-
skupa. Ovakav medusobni odnos imaju opet skup racionalnih i skup realnih brojeva: svaki re-
alan broj moZze se proizvoljno dobro aproksimirati racionalnim, a racionalni brojevi su prebro-
jivi. U svom udZbeniku funkcionalne analize'® S. Kurepa kaZe da separabilan Hilbert-ov pros-
tor "nije ni malen jer je beskona¢nodimenzion, a ni prevelik jer je separabilan". Separabilni
Hilbert-ovi prostori imaju nekoliko osobina vaznih za kvantnu mehaniku: svaki ortonormirani
skup vektora ovakvog prostora je prebrojiv; prostor ima ortonormirani bazis; i kona¢no, svaka
dva separabilna Hilbert-ova prostora su izomorfna.

Slicno uslovu potpunosti, uslov separabilnosti nije direktno povezan sa nekom specificnom
fizickom osobinom i zapravo je u neku ruku zahtev da stanja imaju odredeniju, bolje definisa-
nu strukturu: to po pravilu daje dodatne osobine i pojednostavljuje teorijska razmatranja. Ima
medutim primera u fizici da se za kinematicki prostor stanja uzima neseparabilan prostor: npr.
u ‘loop’-kvantnoj kosmologiji prostor stanja (sferno-simetri¢nog svemira) je zadat Bohr-ovom
kompaktifikacijom realne ose koju ¢emo opisati u zadatku kasnije. Generalno, pri prelazu na
sisteme sa beskona¢no mnogo stepeni slobode nekada moramo da oslabimo i bazi¢nije za-
hteve. Na primer, €injenica da prostor-vreme nema euklidsku metriku implicira da se na pros-
toru stanja kvantnog polja ne moze a priori zadati (pozitivno definitan) skalarni proizvod. Ovaj
problem resava se na razli¢ite nacine: kod Gupta-Bleuler-ovog kovarijantnog kvantovanja elek-
tromagnetnog polja polazi se od prostora stanja sa indefinitnom metrikom, a Lorentz-ov kali-
bracioni uslov (|3, A*|y) = 0 redukuje taj pocetni prostor na potprostor fizickih stanja za koja
vazi (y|y) = 0. U stvari, u kvantnoj teoriji polja prostor stanja, tzv. Fock-ov prostor, po pravilu
se uvodi konstrukcijom, izmedu ostalog zbog toga §to ne vaZi analogon Stone-von Neumann-
ove teoreme (koja kaZze da je, kad imamo kona¢nan broj stepeni slobode, prostor kvantnih
stanja jednoznacan, tj. da su sve njegove reprezentacije u sustini ekvivalentne). Mi se nar-
avno ovde ogranicavamo na mehaniku. Osim prostora brojnih kolona, dva najvaznija primera
separabilnog Hilbert-ovog prostora su prostor konvergentnih nizova ¢, i prostor kvadratno in-
tegrabilnih funkcija L,.

Uslov potpunosti Hilbert-ovog prostora, jasno je, ne moze da ukljuci "svojstvena stanja" ko-
ordinate u fizicka stanja. Sa druge strane, kao $to je Dirac odli¢no razumeo, 6 -funkcija (iako nije
ni neprekidna ni funkcija) je vaZzna kako za racun tako i za konceptualno zaokruZenje formali-
zma, i pocela je Siroko da se koristi u fizicii pre nego §to joj je 1944. L. Schwartz dao matematicki
konzistentan opis preko teorije distribucija!*. Naveséemo ovde nekoliko pojmova i definicija, a
0-funkciju ¢éemo kasnije (intuitivno i "pesacki") uvesti kao limes familije neprekidnih funkcija.

Podimo od prostora kvadratno integrabilnih funkcija /# = L, i njegovog potprostora &
(prostor probnih ili test-funkcija). Dualni prostor 2* prostora 2 je skup svih linearnih neprekid-
nih preslikavanja iz 2 u kompleksne brojeve (opstije, u polje R ili IF). Elementi dualnog pros-
tora zovu se funkcionali, odnosno distribucije ili uopstene funkcije, f € 2*:

funkcional : fv—flwvl, we9, flyleC
linearnost: flay +bd] = aflyl+ bflP] (3.100)
neprekidnost: v, — v = fly,] — flyl.

Zbog svojih osobina skalarni proizvod definiSe, formulom f,[y] = (¢,y), za svako stanje ¢
funkcional f,.. U Hilbert-ovom prostoru vazi mnogo jaci iskaz, Riesz-ova teorema: za svaki

13g, Kurepa, Funkcionalna analiza, Skolska knjiga, 1981.
14y, s, Vladimirov, Generalized Functions in Mathematical Physics, Mir Publishers, 1979.
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funkcional f € #* postoji jedinstveni vektor ¢ € A takav da je

flyl=(p,v), ye. (3.101)

Posledica ove teoreme je da su # i A#* izomorfni, pa njihove elemente mozemo da identi-
fikujemo: u slu¢aju Ly, funkcionale identifikujemo sa funkcijama.

Netrivijalne dualne prostore (razli¢ite od #) 2* imaju pravi potprostori, 2 < /. posto
je, dosta se lako vidi, #* < 2%, elemente dualnog prostora 2* zovemo uopstene funkcije.
Jasno, §to je manji 2 to je ve¢i 2*. KaZemo da su dve uopstene funkcije jednake ako su njihove
vrednosti jednake za svako ¥ € 2. U ovom kontekstu se §-funkcija §(x — a) definise kao

6alv]l =vw(a) (3.102)

odnosno

fa(x—a)w(x) dx=wyl(a), (3.103)

a skup probnih funkcija ¢ine sve neprekidne funkcije. Jasno je da je ovaj skup pravi podskup od
L, (mada nam je dovoljan da opiSemo sva fizicka stanja). Ako Zelimo da u uopstene funkcije
uvrstimo i prviizvod é'(x—a), skup probnih funkcija ¢emo dalje suziti na neprekidne kvadratno
integrabilne funkcije sa neprekidnim prvim izvodom.

Konacno, da kaZemo nesto o operatorima. Teorija operatora je jedan od najvaznijih delova
funkcionalne analize, i u matematici je proizasla iz teorije diferencijalnih jedna¢ina'®. Kada se
u udzbenicima funkcionalne analize govori o linearnim operatorima na prostoru /£, obi¢no
se podrazumevaju operatori koji su linearni i ograni¢eni. Ogranicenost operatora A znaci da
postoji konstanta M takva da

|[Ay| < Mlyl, e (3.104)

Na Hilbert-ovom prostoru vazi da je svaki ograni¢en operator i neprekidan, pri ¢emu se neprekid-
nost operatora definiSe slede¢om osobinom:

ako v, —vw onda Ay, — Ay, vy, weH. (3.105)

Medutim, jasno je da operatori koji su nam vazni u fizici kao $to je izvod nisu ograniceni, tj. ne
zadovoljavaju uslov (3.104) ni za jedan fiksirani broj M. Zato se definicija linearnog operatora
obi¢no prosdiruje: linearni operator A je linearno preslikavanje sa domena 24 c # u A (4j.
uklju¢ujemo i preslikavanja koja nisu dobro definisana na celom prostoru), ali 24 mora da
bude svuda gust skup u . Izmedu ostalog, jedino kada je 24 svuda gust moZe jednoznacno
da se definie adjungovani operator A" formulom (3.66),

(0, Ap) = (ATy, w) (3.106)

koja onda vaZi ne za sve vektore nego za vektore ¥ € 2. Domeni operatora Ai A" u principu
nisu jednaki. Vazi na primer, 24 c @ 4+, paje A" najmanje linearno prosirenje operatora A.

I spektar operatora se definiSe opstije. Spektar operatora A je skup svih brojeva a za koje
je A—al singularan operator; komplementarne tacke, one za koje je A— al regularan, ¢ine
rezolventni skup operatora A, a (al — A)~! se naziva rezolventa. MoZe se pokazati da svaki
neprekidni operator ima bar jednu tacku u spektru. U opStem slucaju, spektar ima tri dela:
diskretni spektar, kontinualni spektar i rezidualni spektar. Tacke diskretnog spektra su (prave)

157edan od udzbenika funkcionalne analize u kome je teorija operatora detaljno obradena je E Riesz, B. Sz.-
Nagy, Functional Analysis, Dover, 1990. Mi se ne¢emo upustati skoro ni u jedan detalj ¢ak ni na nivou definicija,
iako se za precizno izvodenje rezultata u teoriji perturbacija i teoriji rasejanja zapravo koristi funkcionalna analiza.
Ali to je onaj, po von Neumann-u, uobi¢ajeni nivo nepreciznosti u teorijskoj fizici.
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svojstvene vrednosti operatora kojima odgovaraju svojstveni vektori, dok tacke kontinualnog
spektra nemaju odgovarajuce svojstvene vektore u prostoru #. Ispostavlja se da su rezidualni
spektri hermitskih!® i unitarnih operatora prazni skupovi, pa za njih vaze formule analogne sa
(3.64) i (3.84):

A:Zanln)(nlJrfala}(alda, I:ZIn)<n|+f|a)(a|da. (3.107)
n n

Iako je u poslednjoj formuli oznaka |a) formalna jer |a) nije vektor iz Hilbert-ovog prostora,
operatori definisani sa

N
Pie,a) =[Ia><alda (3.108)
r

su (pravi) projektori za svaki konacan podinterval [r, s] kontinualnog spektra.

3.4 Matrica gustine

I konac¢no da generalizujemo jo$ jedanput prvi postulat, onaj o stanjima. Rekli smo da kvantno
stanje identifikujemo sa ansamblom koji se sastoji od velikog broja pojedina¢nih fizickih sis-
tema koji su pripremljeni na isti nac¢in. Postavlja se sledece prirodno pitanje: moZemo li u
teorijskom opisu da objedinimo rezultate dva merenja iste opservable, koja su izvr§ena na
dva razlic¢ita ansambla (ansambli se sastoje od pojedinacnih sistema iste prirode)? Ili obr-
nuto: moZemo li ansambl da podelimo na dva podansambla, i da odgovarajuée rezultate pos-
matramo kao rezultate posebnih merenja? Jasno je da se ovo prakticno tj. u eksperimentu
moZe uciniti, pa je prirodno da i u teoriji koncept ili pojam ansambla zatvorimo odnosno upot-
punimo u odnosu na operaciju unije viSe podansambala i merenja.

U cilju da se pojam ansambla kompletira, potrebno je da se uvede pojam homogenog (ire-
ducibilnog) ansambla ili Eistog stanja'”. Homogeni kvantni ansambl je onaj, &iji svaki pod-
ansambl daje iste rezultate merenja svih opservabli kao i ceo ansambl. Homogeni ansambl
je cisto stanje i opisuje se talasnom funkcijom ili vektorom ). Sa druge strane, nehomogeni
ansambl ili mesano stanje je unija dva ili viSe homogenih ansambala (koje bismo u principu pri
nekom merenju mogli da razlikujemo). MeSano stanje opisuje se matricom gustine

p =Y welw) Wl (3.109)
k

gde su brojevi wy statisticke tezine pojedinih podansambala,

wp=0, > wi=1, (3.110)
k

a Cista stanja |y ) koja su pomeSana mogu a ne moraju biti ortogonalna.
Matrica gustine ili statisticki operator definiSe se kao pozitivan operator jedinicnog traga.
U specijalnom slucaju ¢istog stanja statisticki operator je projektor,

py=lw)Wl, oy =py, 3.111)

dok je u ostalim slu¢ajevima p? < p.

16pitanja, kada je simetriéni operator, onaj koji zadovoljava uslov (y, Ay) = (A, y) za ¥,y € @4 istovremeno
i hermitski, A = AT, odnosno kada se simetri¢ni operator moze prosiriti do hermitskog su ocigledno povezana sa
domenima i ostavljamo ih ¢itaocu (naravno ne za resavanje).

17precizna i detaljna diskusija o &istim i me$anim stanjima data je u udzbeniku E Herbuta Kvantna mehanika za
istrazivace, Univerzitet u Beogradu, 1982.
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Formule za ocekivane vrednosti i verovatnoée koje smo napisali za Cisto stanje mogu se
uopstiti. Iz postulata o opservablama i verovatnodi, za verovatnocu rezultata aj pri merenju
opservable A i za njenu srednju vrednost imamo

P(A, a, ¥) = (Y| Prly) = Tr Prly)(yl,
(A) =yl Aly) =Tr Aly){(yl. (3.112)
Ovo lako uopstvamo na mesano stanje: verovatnoce i ocekivana vrednost su dati sa
P(A, ag,p) =Tr Py p, (A)=TrAp. (3.113)

Vidi se da ove formule ta¢no odraZavaju proces mesanja ili unije podansambala u ansambl. Na
primer, ako su ocCekivane vrednosti A na podansamblima (A), o¢ekivana vrednost na celom
ansamblu je
(A) =) wi(Ayg. (3.114)
k

MozZda nije na prvi pogled ocigledno da li je stanje koje je linearna kombinacija odnosno
koherentna mesavina stanja |n),

|w) =;cn|n>, (3.115)
razli¢ito od mesanog stanja odnosno nekoherentne mesavine
p=;|cnlzln><nl. (3.116)
Matematicki, razlika je oc¢igledna jer
Pw:|1//><1//|:Z;,cc;klckm)(m75;|Cn|2|n><n|, (3.117)
n,

ali ona u nekim fizickim razmatranjima nije uvek jasna. Zapravo, stanja p i py se ne razlikuju u
merenjima opservabli koje su kompatibilne sa p, tj. koje su oblika A =} a,|n){(n|. Medutim, u
merenju nekompatibilne opservable B =} by, |k){n| ona se mogu razlikovati, jer je na primer

(B)p=TrBp=)_ bpnlcyl?,
n

(Byy =TrBly)Y(y| =) bgpcncy. (3.118)
n,k

3.5 Relacije neodredenosti

Dokazaéemo sada teoremu koja kao specijalan slucaj sadrzi Heisenberg-ove relacije neodrede-
nosti. Ona glasi: AKO SU A1 B OPSERVABLE TJ. HERMITSKI OPERATORI, PROIZVOD NEODREDE-
NOSTI AAAB U FIZICKIM STANJIMA |i) ZADOVOLJAVA NEJEDNAKOST

1
AAABZEI([A,B])I. (3.119)
Relacije neodredenosti dokazuju se kori§¢enjem Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti. Oznacimo
A= A—(A)y=A—(y|Aly), ) = A'lyy, (3.120)

islicno
B'=B—<B>=B—(w|A|w>, |)(>=B'|w>- (3.121)
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Iz relacije
(Ply = (W] A2 = 2AA) + (A2 |y) = (W| A% — (A |y) = (AA)? (3.122)

i njoj analogne za (y|y) dobijamo vezu izmedu levih strana nejednakosti (3.30) i (3.119):
@I) xIp) = (AA*(AB). (3.123)

S druge strane, posto se od A razlikuje do na realnu konstantu, A’ je hermitski operator pa
imamo

1 1
@y = (Wl A'B'ly) = (y E{A’,B'} + E[A/,B'] ly), (3.124)

gde je smo sa {A, B} oznacili antikomutator operatora Ai B,
{A,B} = AB+ BA. (3.125)

Koristec¢i da je [A’, B'] = [A, B], poslednju relaciju moZemo da napi$emo i kao
1,1
(Ply) = §<{A , B} + z([A,BD. (3.126)

Ve¢ smo rekli da su ocekivane vrednosti hermitskog operatora realni, a antihermitskog imag-
inarni brojevi. Sa druge strane, iz osobine adjungovanja (3.68) lako se proverava da je antiko-
mutator odnosno simetrizovani zbir dva hermitska operatora hermitski, dok je komutator anti-
hermitski operator. Zato je (3.126) u stvari razlaganje kompleksnog broja (¢|y) na njegov realni
i imaginarni deo, pa imamo

2_ 1 ) phy2 ., L 21 2
Kol ZZI({A,B}H +ZI<[A,B]>I EZK[A,B])I, (3.127)
§to dokazuje relacije neodredenosti.

U specijalnom sluc¢aju kadasu Ai B koordinataiimpuls, [X, p] = i#i, dobijamo da je proizvod
neodredenosti AXAp ogranic¢en odozdo,

[\ SR

ARAp = —, (3.128)
i to je Heisenberg-ova relacija neodredenosti. Opservable X i p nazivaju se komplementarnim.
Heisenberg-ova relacija znaci da je nemoguce meriti istovremeno i polozaj i impuls Cestice sa
proizvoljno malom greskom. Ova nemogucnost nije tehnicke prirode, ne sledi iz nesavr§enosti
instrumenata ve¢ je principijelna, inherentna osobina kvantnomehanic¢kog opisa. Stanja za
koja je vrednost proizvoda AxAp minimalna i jednaka 7/2 nazivaju se koherentna stanja: ve¢
smo videli da su to talasne funkcije koje imaju oblik Gauss-ovog paketa. Zbog svoje osobine da
imaju "maksimalno dobro" definisan poloZzaj i brzinu, koherentna stanja najpribliZnije opisuju
klasi¢nu slobodnu €esticu. Sa druge strane, ako se ograni¢imo na merenje samo jedne od kom-
plementarnih veli¢ina npr. na polozaj, jasno je da je u principu moguce realizovati niz merenja
u kojima se greska smanjuje odnosno tezi nuli. Pri tome se naravno neodredenost impulsa
povecava.

Relacije neodredenosti daju nam potreban (i dovoljan) uslov da dve opservable mogu da se
izmere istovremeno: uslov je da opservable komutiraju

[A,B]=0. (3.129)

Ovakve opservable zovu se kompatibilne opservable. 1z linearne algebre znamo da se one mogu
istovremeno dijagonalizovati, odnosno da imaju zajednicki svojstveni bazis.
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S(x—a,q)
a=1
oa=0.7
=04
oa—0
7% \
Slika 3.1: Granicni postupak koji / \¥
dovodi do Dirac-ove §-funkcije. =
a X

3.6 Operatori koordinate i impulsa

Kao §to smo ve¢ pomenuli, u prostoru talasnih funkcija ¥ (x), kanonsku komutacionu relaciju
[X,pl=in (3.130)

realizuju multiplikativni i diferencijalni operator

R R Ay

Xy (x) = xyp(x), pw(x) =—lha. (3.131)
Koordinata i impuls su osnovne veli¢ine koje opisuju Cesticu pa je vazno da ih razumemo i
sa formalne odnosno matematicke strane, da ispitamo njihove osobine kao $to su spektar,
svojstvene funkcije itd. Ispostavlja se da se ovi operatori po svojim osobinama veoma raz-
likuju se od matrica: oba operatora su neogranicena a spektar im je kontinualan. Doduse,
da Heisenberg-ova algebra nema konacne reprezentacije lako se vidi: u kona¢nodimenzionoj
reprezentaciji u prostoru n x n matrica trag leve strane jednacine (3.130) je 0 a trag desne ifin,
§to je kontradikcija. Sa druge strane, u beskona¢nodimenzionom slucaju trag i operacije pod
tragom definisane su samo kada sve konvergira a to nije slucaj sa (3.130). Medutim, netrivi-
jalna i veoma vaZna €injenica je da je reprezentacija (3.131) u osnovi jednoznacna: ovaj iskaz
(u svojoj preciznoj formi) zove se Stone-von Neumann-ova teorema.

Napisimo svojstvenu jednacina za koordinatu

XY a(x) = 2y 4(x) = ay 4 (x). (3.132)

Ocigledno je da ova jednacina nema reSenja u skupu neprekidnih funkcija jer zahteva da funk-
cija ¥ ,(x) pomnozena nezavisno promenljivom x u svakoj tacki ima istu vrednost kao v ,(x)
pomnoZena konstantom a. ReSenje jednacine moZze se naci u klasi uopstenih funkcija: to delta-
funkcija 6 (x — a) koja u svim tackama ima vrednost nula osim u x = a, gde je beskonac¢na.

Da bismo stekli intuitivhu predstavu o §-funkciji uveséemo jedan od nizova neprekidnih
funkcija koji u limesu daje 6 (x — a). Posmatrajmo za a > 0 jednoparametarsku familiju

+00
1 a

1 .
Sx—a,a)=— f emalkltikx—agp — — = 3.133
( ) 21 T a2+ (x— a)? ( )
—00
Lako se vidi da je za svako a funkcija 6(x — a,®) parna oko tacke x = a, pozitivna i da ima
maksimum u x = a. Takode, nezavisno od «

+00

f&(x—a,a)dle. (3.134)
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Delta-funkcija moZe da se definiSe kao limes
6(x—a)= lin})é(x—a,a), (3.135)
a—

a iz (3.133) vidimo da su njene vrednosti

0,
S(x— a) ={ x¢a (3.136)
0o, X=a
Posto integral (3.134) ne zavisi od &, imamo i
+00
f&(x—a)dle. (3.137)
—0o

Poslednja formula na neki nacin kvantifikuje kolika je singularnost §-funkcije u tacki a. Ako u
(3.133) uzmemo limes a — 0, dobijamo Fourier-ovu transformaciju d-funkcije

+00
1 .
5(x—a)=—fe”““““)dx. (3.138)
21

—00
U reprezentaciji (3.135) moZe se takode pokazati da vaZi formula koja generaliSe (3.134):

+00

f(S(x—a)u/(x) dx=vy(a). (3.139)

Dokaz vazi za funkcije y (x) koje su dovoljno regularne da se redosled limesa i integracije moZze
menjati, i izvodi se razvojem u Taylor-ov red oko a.

Postoje i druge familije funkcija koje aproksimiraju 6-funkciju, a u fizici se najcesce se ko-
riste:

0(x) = lim e_§7, 3.140

(x) o a/m ( )

0(x) = lim s1na;c. (3.141)
a—oo TAX

Formula (3.139) zapravo zadaje §-funkciju kao funkcional, odnosno element dualnog pros-
tora (3.102), i u matematicki strogoj formulaciji je definicija: ¢esto se uproséeno ali u stvari pre-
cizno kaZe da se d-funkcija koristi samo "pod integralom". Dalje, dve uopstene funkcije f(x) i
g(x) su jednake ako su "jednake pod integralom", odnosno ako za svako 1y (x) (iz potprostora
probnih funkcija 9) vazi jednakost

+o0o +00
ff(x)w(x)dx:fg(x)q/(x)dx. (3.142)

Koristec¢i ovu osobinu moZe se pokazati na primer da je
(x—a)é(x—a)=0, (3.143)
tj. da je reSenje svojstvene jednacine (3.132),

Yax)=0(x—a). (3.144)
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Posto vazi

+00 +00
fl//;’;(x)u/b(x)dxz /6(x—a)6(x—b)dx=6(b—a), (3.145)

vidimo da su svojstvene funkcije koordinate za razli¢ite svojstvene vrednosti a i b ortogonalne.
Dalje, ove svojstvene funkcije se ne mogu normirati: vrednost kvadrata norme je beskonacna,
i odgovarajuca stanja ne pripadaju Hilbert-ovom prostoru. Ovo je tipi¢na osobina svojstvenih
funkcija kontinualnog spektra, jer, da naglasimo, svojstvene vrednosti koordinate nisu ograni-
Cene nijednim uslovom ve¢ su mogu uzimati proizvoljne vrednosti: spektar koordinate je cela
realna osa, kao i u klasi¢cnom slu¢aju. Cinjenica da se 1,(x) ne mogu normirati znaci da ove
funkcije ne predstavljaju prava fizicka stanja i nemaju statisticku interpretaciju: u prirodi ne
postoje stanja u kojima Cestica ima ta¢no odredeni poloZaj. To nam govore i Heisenberg-ove
relacije neodredenosti.

U Dirac-ovoj notaciji svojstveni vektor koordinate za svojstvenu vrednost a ozna¢avamo sa
|a). Analogno relaciji (3.84) vazi

+00 +00

fc:fala)(alda:[xlx)(xldx (3.146)

—00 —00

a sumiranje po svojstvenim vrednostima je u stvari integracija po parametru a (ili x) koji je
kontinualan. Skup svojstvenih vektora je kompletan kao i u diskretnom slucaju (3.64),

+00
I= f |x) (x| dx, (3.147)
—00
tako da za svaki vektor |y) imamo razvoj

+o0o
y) = Tly) = f ) (xly) dx. (3.148)

Koeficijenti u razvoju (x|y) su u stvari talasne funkcije u Schréodinger-ovoj reprezentaciji,
xly) =y (), (3.149)

odnosno, talasna mehanika je koordinatna reprezentacija kvantne mehanike u kojoj su sve
veli¢ine zapisane u svojstvenom bazisu operatora X.

Slicno moZzemo analizirati i svojstveni problem operatora impulsa. U koordinatnoj repre-
zentaciji svojstvena funkcija y(x) koja odgovara svojstvenoj vrednosti p = kfi je reSenje jed-
nacine i

—ih% = ik 1. (3.150)

Kao §to smo ve¢ vise puta videli, ova jednacina se lako reSava. Njena reSenja su ravni talasi
1e(x) = Cett = (x| k) (3.151)

i postoje za svaki realan broj k. Dakle, i spektar impulsa je cela realna osa. Ni ravni talasi nisu
fizicka stanja tj. imaju beskona¢nu normu, ali su za razli€ite vrednosti impulsa medusobno
ortogonalni. Potpuno analogno sa (3.145) normiraju se na §-funkciju,

+00

+00
(qlk) = wa(X)Wk(X)dx:|C|2fe_i("_k)xdxzé(q—k), (3.152)

—00
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pa se za vrednost normalizacione konstante dobija C = 1/v/2n. Ako ravne talase umesto na
§-funkciju po k normiramo na §-funkciju po p, konstanta normiranja je C' = 1/v2xh. Sli¢no
relacijama (3.146-3.147) vazi

+00 +00
p= f nklk)<kldk, I= / [ky<kldk. (3.153)
—00 —00
Proizvoljni vektor |¢) moZemo pisati i u impulsnoj reprezentaciji,

+00 +00o
) = f 1K)kl dk = f BRIk dk, (3.154)

gde smo koeficijente razvoja oznacili sa (k) = (kly). Vezu izmedu koordinatne i impulsne
reprezentacije nije teSko odrediti,

+o00

+00
w(x)=<x|w>=<x|_[o dklk)(k|w)=\/%feikxu7(k)dk, (3.155)

to je Fourier-ova transformacija.

3.7 Kanonsko kvantovanje

Posto smo definisali matematicki okvir tj. kinematiku kvantne mehanike, treba da vidimo kako
se klasi¢cnom sistemu pridruzuje kvantni, odnosno, kako se zadati klasi¢ni sistem kvantuje?
Standardna procedura zove se kanonsko kvantovanje i bazira se na principu korespodencije
koji je u stvari naredni postulat kvantne mehanike.

Cetvrti princip kvantovanja: KLASICNI SISTEM KOJI OPISAN GENERALISANIM KOORDINATAMA X;
I KANONSKI KONJUGOVANIM IMPULSIMA p; T]. VELICINAMA CIJA JE POISSON-OVA ZAGRADA

{xi,pjlpz =06ij, (3.156)

U KVANTNOJ MEHANICI SE OPISUJE OPERATORIMA X; I ﬁi KOJ1 ZADOVOLJAVAJU HEISENBERG-OVE
KOMUTACIONE RELACIIE18

(%, pj] = inb;j. (3.157)
OSTALE FIZICKE VELICINE DOBIJAJU SE 1Z ODGOVARAJUCIH KLASICNIH IZRAZA PRIMENOM IZA-
BRANOG OPERATORSKOG UREDENJA.

Ponekad se kolokvijalno kaZe da je kvantovanje procedura u kojoj se klasi¢nim opserva-
blama pridruzuju operatori tako da Poisson-ova zagrada "prelazi" u komutator po slede¢em
pravilu

{f.glpz— —% (f, 8l (3.158)

Ovaj iskaz zapravo nije sasvim tacan jer ne vazi za sve funkcije f i g: moZe se pokazati da ne
postoji preslikavanje "kapica":

x—% p—p  fap—f&p), (3.159)

18Algebra definisana relacijama [x, p] = iliC, [x,C] =0, [p,C] =0 zove se Heisenberg-ova algebra.
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za koje vazi

T 8lpz=-1/.8) (3.160)

za proizvoljne funkcije kanonskih promenljivih!®. Pokaza¢emo medutim da se moZe namet-
nuti zahtev da jednakost (3.160) vazi u vodec¢em redu po Planck-ovoj konstanti 7.

Preslikavanje na neki na¢in "obrnuto" kvantizaciji (3.159) je klasi¢ni limes 7 — 0%°. Poka-
zacemo da za proizvoljne funkcije f i g vazi

[f, 81— ih{f,glpz + O(?), (3.161)

odnosno da klasi¢ni limes daje ne samo nulti red po 7 (u kome sve veli¢ine komutiraju), nego
i prvi red u razvoju po z. Smisao gornjeg iskaza vidi se preciznije kad se racunaju komutatori.
Na primer, iz relacije

(X, pl =ih (3.162)

lako se pokazuje da je
(£, pl = ihnx""}, (3.163)

pa za proizvoljnu funkciju f (%) vazi

) df
%), pl=ih—. 3.164
[f(X),pl=i ’r: ( )
Sli¢no, za funkciju g(p) koja zavisi samo od impulsa imamo
dg
X, &P =ih—. 3.165
(X, 8(P)I=i ap ( )

Medutim ako funkcije f i g zavise od obe kanonske promenljive, onda razvoj u Taylor-ov red
nije a priori dobro definisan i komutator [f, §] ne moZe da se izratuna pre nego $to se definise
operatorsko uredenje. MozZe ipak da se odredi vodec¢i doprinos tj. ¢lan linearan po 7,
r o 0f08 080f 2

arezultat je proporcionalan Poisson-ovoj zagradi.

Racunajudi (3.166) vidimo da nejednoznacnost kvantovanja leZi u operatorskom uredenju.
U klasi¢noj mehanici opservable komutiraju, pa njihov proizvod mozemo da piSemo u bilo
kom redosledu: u kvantnoj mehanici u principu fg # g f , tako da moramo da definiSemo re-
dosled kojim se operatori mnoze. Konkretno: pretpostavimo npr. da u klasitcnom hamiltoni-
janu imamo sabirak x?p. Pitanje je, koji éemo operator u kvantnoj mehanici pridruZiti ovom
¢lanu: #%2p, px%, xpx ili nesto komplikovanije? Svi ovi izrazi su razli¢iti a imaju isti klasi¢ni
"avatar". Jedan od kriterijuma je jasan (ali nedovoljan): ako kvantujemo fizicku opservablu
odgovarajuci operator treba da bude hermitski, pa bismo u prethodnom primeru mogli da
uzmemo npr. Xpx, ili %(fczﬁ + pi?). U principu, odgovor na pitanje uredenja retko se zadaje
aksiomatski. U praksi se problem uredenja retko postavlja, makar u kvantnoj mehanici, i vise
je teorijske prirode: u kvantnoj teoriji polja sa druge strane najcesce se koristi tzv. normalno
uredenje operatora.

19Nalazenje ovog preslikavanja u literaturi se naziva Dirac-ov problem, a detaljnija formulacija teoreme: Dirac-
ov problem nema reSenje, moZe se naci npr. u Emch-ovoj knjizi koju smo citirali na pocetku ove glave.

20preciznije, klasi¢ni limes kinematike. U dinamitkom smislu klasi¢ni limes dat je Ehrenfest-ovom teoremom
koju navodimo u jednom od narednih poglavlja.
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Za razliku od teorije polja, mehanicki sistemi odnosno sistemi sa kona¢nim brojem stepeni
slobode imaju dobru osobinu da je njihovo kvantovanje jednoznacno. Ova osobina proistice iz
Stone-von Neumann-ove teoreme koja kaZe da je svaka ireducibilna reprezentacija kanonske
komutacione relacije

(X, p]l =ih, (3.167)

gde su % i p hermitski operatori, ekvivalentna Schrédinger-ovoj reprezentaciji

) i i d 3.168
X—x, p—-i a . (3. )
Dodatni uslov je da se koordinata i impuls reprezentuju u separabilnom prostoru stanja.
Dokaz Stone-von Neumann-ove teoreme izvodi se razmatranjem eksponenata od xi p koje
je prvi put uveo Weyl?!,
Ue)=e 9P, v()=e ™, (3.169)

Ovde taj dokaz ne¢emo izvoditi, ali posto se Weyl-ova grupa ¢iji su elementi gornji operatori
Cesto koristi, zadrzacemo se malo na njenim osobinama i izvesti zakon mnozenja. Za racu-
nanje sa veli¢inama koje ne komutiraju, kao §to su matrice ili operatori, jedna od najvaznijih
jednakosti je Baker-Campbell-Hausdorff-ova formula

1
eABe_A=B+[A,B]+5[A, [A,B]] +... (3.170)

Ovu formulu moZe da se dokaZe uvodenjem funkcije F(s) = e**Be™*4 i njenim razvojem u

Taylor-ov red po s. Mi ¢éemo (3.170) prvo primeniti da izratunamo izraz U '2U. Posto je
[p,X] =—ih a [p,[p, X]] =0, imamo

7P 3¢ = %+ ho. (3.171)
MoZenjem sa U sleva, poslednja relacija moZe da se prepiSe kao
(%, U(0)] =hoU(0). (3.172)

Sada moze da se odredii V~!UV. Kori$éenjem (3.170) i (3.172) dobija se

V3 Ue) V) = e U o), (3.173)
odnosno .
Uo)V(r) = elmh Vr)U(o), (3.174)
ili, ako ozna¢imo 1=U(0), ? =V(0)ig= elton
uv=qoi. (3.175)

Poslednja relacija definiSe Weyl-ovu algebru. Interesantno je da Weyl-ova algebra (3.175), za
razliku od Heisenberg-ove algebre (3.167), za specijalne vrednosti konstante g koje su koreni
jedinice, g" = 1, ima kona¢nu n-dimenzionu reprezentaciju. Ona je data tzv. ‘clock’ i ‘shift’
matricama

1 0 0 0 010 0
0 g 0 0 0 0 1 0

s=[0 0 42 0|, 4=|000 0f. (3.176)
ST (| R 1
00 0 .. g*t! 1 00 0

21H, Weyl, The theory of groups and quantum mechanics, Dover Publications, 1931.
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Razume se, izraze (3.176) ne mozemo da reSimo po Xi p i da time dobijemo kona¢nodimen-
zionu reprezentaciju Heisenberg-ove algebre jer logaritam nije dobro definisan.

Kanonska komutacionarelacija (3.167) je u nekom smislu srZ kvantovanja (kanonskog kvan-
tovanja; kvantovanje se, vide¢emo kasnije, moze definisati i polazeci od simetrija) ali je, inter-
pretirana geometrijski, vezana za trodimenzioni ravan prostor. Zato je prirodno da se pret-
postavi da se u zakrivljenom prostoru ili na visokim energijama ona modifikuje. Jedna modi-
fikacija koja sledi iz teorije struna data je sa

[%, p] = ih(1 + Bp?), (3.177)

gde je B > 0 dimenziona konstanta koja zadaje skalu energije na kojoj se odstupanja od stan-
dardne kvantne mehanike uocavaju. Posto je relacija (3.177) dosta jednostavna a ima intere-
santne posledice, na njoj ¢emo se malo zadrzati. Jedna od posledica teorije u kojoj vazi (3.177)
je da se poloZaj ne moZe meriti sa proizvoljnom preciznoséu. Ako napiSemo za ovaj slucaj
relacije neodredenosti,

1
AZAp = (%, pDI = in(1+B(p*) = ih(1+ BAP)* + B(P)?), (3.178)
dobijamo
ARAp = §(1+ﬁ(Aﬁ)2), (3.179)
odnosno
AA>E(1 +BAP) (3.180)
X= 2\ ap BAP). .
f(Ap)

1B

Slika 3.2: Neodredenst koordinate
na osnovu modifikovanih relacija
neodredenosti. W Ap

Iz grafika zavisnosti AxX(Ap) (slika 3.2) lako vidi se da neodredenost AX ima minimalnu
vrednost za Ap = 1/,/B, odnosno da je

Afczh\/ﬁ. (3.181)

Ovakva osobina poZeljna je na primer u kvantnoj gravitaciji, jer principijelna nemoguénost
lokalizacije moze da bude reSenje razli¢itih problema singularnosti Einstein-ove gravitacije.
Reprezentacija algebre (3.177) na prostoru kvadratno-integrabilnih funkcija data je u radu?? i
sem gore navedene ima i druge interesantne osobine.

227, Kempf, G. Mangano and R. B. Mann, Hilbert space representation of the minimal length uncertainty relation,
Phys. Rev. D 52 (1995) 1108 [hep-th/9412167].
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3.8 Dinamika kvantne mehanike

Prvi postulati kvantovanja zadaju kinematiku kvantne mehanike, tj. njen matematicki okvir, i
kao $to smo videli neophodnost ovakvog opisa sledi iz eksperimenata. Sli¢no, iz eksperime-
nata se dobija i dinamicki zakon odnosno jednacina koja opisuje promenu stanja sistema sa
vremenom. Mi smo dodu$e Schrdodinger-ovu jednacinu i neka njena reSenja ve¢ upoznali, ali
formulisac¢emo je ponovo i malo opstije, i zapisati u Dirac-ovoj notaciji.

Peti, dinamicki postulat kvantne mehanike glasi: EVOLUCIJA STANJA FIZICKOG SISTEMA OPISUJE
SE SCHRODINGER-OVOM JEDNACINOM,

ih da|¥(1)

P = HI|Y (1)) (3.182)

a JE HAMILTONIJAN SISTEMA KOJI SE DOBIJA KVANTOVANJEM KLASICNOG HAMILTONIJANA H.

Posto je jednacina (3.182) linearna i vazi za sva stanja |¥(#)), ona se moZze formalno resiti
uvodenjem operatora evolucije U, to):

W (1) = Ult, to) ¥ (1)), (3.183)

pri éemu je U(t, t) unitaran operator jer su fizicka stanja u svim trenucima normirana, dakle
(P(0)|¥ (1)) = 1. NajceSce cemo uzimati da je fp = 0 i pisati U(t,0) = U(1). 1z Schrodinger-ove
jednacine sledi da operator evolucije zadovoljava

N

.. a " A
ih— = HU, (3.184)
dt
a pocetni uslovza U(t) je
Uo =1 (3.185)

U principu, reSavanje operatorske jednacine teZi je problem od resavanja obi¢ne, ¢ak i parci-
jalne diferencijalne jednacine, zbog nekomutativnosti mnoZenja operatora. Ali u specijalnom
slu¢aju konzervativnog sistema, kada H # H(t), (3.184) re$ava se lako, jer moze da se pret-
postavi da je U funkcija samo od H i viemena t koje je parametar. Tada iz

au dlogU .
h—U'=in =f 3.186
T dr (3.180)
. du o
i pretpostavke da P komutira sa U dobijamo
O =e i1, (3.187)

Naravno kao §to znamo, svojstvena stanja hamiltonijana (koji ne zavisi od vremena) su sta-
cionarna, jer ako je
Hin) = Eyln) (3.188)

imamo i .
In()) = U0)|ny = e 15t |n). (3.189)

Medutim ako hamiltonijan zavisi eksplicitno od vremena, reSenje jednacine (3.184) u opStem
sluc¢aju ne moZe da se odredi.
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1z poslednje jednacine dobijamo i kako me$ano stanje sistema zavisi od vremena. Naime,
ako je stanje sistema u poc¢etnom trenutku opisano matricom gustine (3.109),

p(0) =) wilyr0) (w0, (3.190)
k

u kasnijem trenutku ¢ bice

p(D) =Y wily )W)l = U0Hp©O) U (). (3.191)
k

Jednacina koja opisuje promenu stanja sa viemenom

ap(r)
dt

in =—[p(1), H] (3.192)
je kvantni ekvivalent Liouville-ove jednacine klasi¢ne statisticke fizike.
Sada ¢emo formulisati jo§ jednu vezu kvantne i klasi¢ne mehanike odnosno klasi¢ni limes,

ovog puta dinamicki: Ehrenfest-ovu teoremu. Ehrenfest-ova teorema daje zakon promene oceki-
vane vrednosti opservable (A) = (¥|A|¥) sa vremenom i dobi¢emo je diferenciranjem:

Al (1) + (‘If(t)|a—A|\y(t)> (P (DA d|v ()
at dr

L oAy = LXO
dt T dt

Drugi sabirak u poslednjem izrazu razli¢it je od nule samo ako A eksplicitno zavisi od vremena,
npr. ako je veli¢ina vezana za promenljivo spoljasnje polje. Sa druge strane, prvi i treci sabirak
zamenjujemo iz Schrddinger-ove jednacine (3.182) i njoj adjungovane, pa dobijamo

ihi<A> = ih(a—A) +([A, H (3.193)
dr ot S '

Ovo je Ehrenfest-ova teorema. Ona moZe da se uporedi sa osnovnom jednacinom kretanja
klasi¢ne mehanike zapisanom u Hamilton-ovom formalizmu: vremenska promena proizvoljne
klasi¢ne opservable A data je sa

dA O0A

E=E+{A,H}pz, (3.194)
i opet vidimo pravilo da pri kvantovanju Poisson-ova zagrada "prelazi” u komutator, odnosno
{A,H}py — —% [A, H]. Ako za opservablu A uzmemo koordinatu ili impuls, a za hamiltonijan

~ A2
H=£-+V(&), dobijamo

@ _ i, . OH _p

ar - B =GR =00 (3.195)
apy _ i, . OH

07 = P HD = (o). (3.196)

Poslednje dve jednacine analogne su, opet, Hamilton-ovim jednacinama kretanja za polozaj i
impuls ali naravno nisu identi¢ne jer

RN #(fR). (3.197)
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3.9 Schrodinger-ova i Heisenberg-ova slika

Opis kvantne mehanike koji koristimo, u kome talasna funkcija odnosno stanje sistema zavise
od vremena a osnovne opservable ne zavise, naziva se Schridinger-ova slika: ona je prirodno
proistekla iz analogije "talasa materije" sa elektromagnetnim odnosno klasi¢nim talasima, i
bila je osnova intuicije Schrédinger-a, de Broglie-a i drugih. Ali talasna funkcija nije direktno
merljiva fizicka veli¢ina ve¢ su to na primer gustina verovatnoce nalaZzenja Cestice, p(7,f) =
|W (7, 1)|? i ocekivane vrednosti, recimo (#2) = [r?p(F,t) dV, koje su kvadratne po W (ili kako
se takode kaZe, bilinearne). Zbog toga funkcije eiX(F'”‘P(?, 1), koje se od ¥ (7, t) razlikuju do na
fazni faktor, opisuju isto kvantno stanje kao i W (7, t).

U stvari, rezultati merenja su ili svojstvene vrednosti opservabli ili verovatnoce njihovog
nalaZenja. Ove veli¢ine se ne menjaju pri unitarnim transformacijama i ta sloboda moze da se
iskoristi da se kvantnomehanicki opis preformuliSe: pri tome se vremenska evolucija moZe da
se "prebaci" sa stanja na opservable. Naime, u Schrodinger-ovoj slici imamo

®(0))s=U0IP0)s,  As(t) = Ag(0) (3.198)

za osnovne operatore kao $to su polozaj, impuls itd. Oznaci¢emo pocetne vrednosti stanja i
opservabli sa
P(O)s=1¥),  As(0)=A. (3.199)

Ocekivana vrednost operatora Ag u stanju |¥s), izratunata u Schrodinger-ovoj slici je
(A (D) = (Y DIsAs|W (1)s = (YIT (D AT (D)]¥). (3.200)

Naravno, ista ocekivana vrednost se dobija kad sve veli¢ine transformi§emo proizvoljnim uni-
tarnim operatorom: izbor U~1(t) daje Heisenberg-ovu sliku. Ona se definise kao

W)Y y=0"'OIY@)s=1V), Ax(®) =0 (DAU®. (3.201)

Vidimo da u Heisenberg-ovoj slici operatori zavise od vremena, a stanja ne. Za razliku od Schro-
dinger-ove slike u kojoj je, kao §to znamo,

~

L dlY()s . dAg
h———— = Hs|¥(0))s, h—=0, 3.202
l T, sIP(1)s th— ( )
jednacine kretanja u Heisenberg-ovoj slici glase
L dIY(D) L dAu()
h—— =0, h = [Ag(1), Hy(1)]. 3.203
l T l ar [Ap (1), Hy (1)) ( )
Naravno pocetni uslov je i ovde
WO)YE=1¥), Ap0)=A (3.204)

jer je u trenutku ¢ =0, U(0) = I. Jednacina (3.203) je analogna Hamilton-ovoj formi klasi¢nog
zakona kretanja i dobija se iz niza jednakosti
d .o ag™t . . .dU!

e Y ory-1 _
lhdt(U AsU) =ih

A

= —[7_1 500_1A5ﬁ+ ﬁ_lAsUU_l AsU

koji dobijamo iz jednacine (3.184) i njoj adjungovane. Naravno kada je sistem konzervativan,

Ut)=e nfl pajei
Hg(t) = Hy(p) = H. (3.205)
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Treba obratiti paZznju na razliku u znaku u jednacinama (3.192) i (3.203): mada su jednacine
koje opisuju evoluciju operatora slicne, prva se odnosi na evoluciju stanja i zapisana je u Schro-
dinger-ovoj slici, a druga na evoluciju opservabli i data je u Heisenberg-ovoj slici.

U kvantnoj teoriji polja je veoma vazna treca, interakcionaili Dirac-ova slika. Nju dobijamo
kada ukupni hamiltonijan H izrazimo kao zbir slobodnog hamiltonijana Hj i hamiltonijana
interakcije H',

H=Hy+H'. (3.206)

Po pravily, [HO, H1#£0. 1z Schrodinger-ove slike u interakcionu prelazi se operatorom ﬁo(t) =

enfht

(W(0); = en D (n)yg = enbleiHlwy,  A(r) = en ! g i, (3.207)
Ocigledno, u interakcionoj slici i stanja i opservable zavise od vremena. Diferenciranjem jed-
nacine (3.207) dobijamo odgovarajuce zakone promene:

. dA(®)

ihwzﬁ}(twp(t»[, ih—

dt

= [A7(8), Ho 1 (D]. (3.208)

Stanja evoluiraju po interakcionom delu hamiltonijana, a opservable po slobodnom. Ovo je za
kvantnu teoriju polja vazno jer omogucéava da se interagujuca polja kvantuju na isti nacin kao
slobodna.

3.10 Operatori kreacije i anihilacije

Ovu glavu zavr§icemo tako §to éemo ponovo resiti svojstveni problem harmonijskog oscila-
tora ali algebarski, uvodeci operatore kreacije i anihilacije. Ovaj metod je jedan od najvaZnijih
kvantnomehanickih metoda: konstrukcija prostora stanja iz vakuuma delovanjem operatora
kreacije (Fock-ovog prostora) primenjuje se i na kvantovanje polja ali i u teoriji reprezentacija
Lie-jevih algebri.

Svojstveni problem hamiltonijana

. 1
H="— 1+ -mw?#* (3.209)

moZe se resSiti analizom relacija u algebri koju generisu %, p i H. Uvedimo (bezdimenzioni)
operator anihilacije

A=\ —x+i p=E+in. (3.210)

at = @fc—i\/ 1 p =& — i (3.211)
V 2k 2mwhp_ - '

N=a'a, (3.212)

Njihov proizvod,

tzv. operator broja Cestica ili ekscitacija, je hermitski i nenegativan operator. Lako se proverava
da vazi komutaciona relacija
la,a"=1, (3.213)

kaoi
(N,al=-a, [N,a'1=a'. (3.214)
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Sem toga, hamiltonijan harmonijskog oscilatora moze da se izrazi preko aia':

. o1
A= -hw@a +a'a :hw(N+§), (3.215)

N | =

tako da je reavanje svojstvenog problema od H ekvivalentno nalaZenju svojstvenih stanja i
svojstvenih vrednosti od .
Oznacimo svojstvene vektore operatora N sa |n),

Nin) = n|n), (n|n) =1. (3.216)

Oznaka sugerise da su sve svojstvene vrednosti od N diskretne, ali zapravo ono §to éemo pret-
postaviti (i $to je dovoljno da se pretpostavi) je znatno manje: da N ima jedno svojstveno stanje
koje se moZe normirati, tj. jedan vektor iz diskretnog spektra. Posto je N nenegativan operator,
njegove svojstvene vrednosti n su pozitivne ili nula (ali ne nuZno celobrojne).

Za algebarsku konstrukciju kljuéna je sledeé¢a opservacija: pored |n), i vektor |p) = a'|n) je
svojstveni vektor od N. To se vidi iz sledeéeg niza jednakosti

Nlg) = Na'|n) = a" (N + Din) = (n+Dlg), (3.217)
iz koga sledi da je |¢) svojstveni vektor za svojstvenu vrednost n+ 1,
lp) =Cln+1). (3.218)

Delovanje operatora kreacije moZe da promeni duzinu vektora i zato smo u (3.218) napisali
koeficijent proporcionalnosti C, jer je vektor |n+ 1) po definiciji normiran. Kvadrat duzine
vektora |¢) dat je sa

A A

(plo) = (nlaa’iny = (nj(@"a+1)|ny =n+1. (3.219)
Odavde vidimo da je C = v'n+1, tako da imamo

a'lny=vn+1|n+1). (3.220)
Sli¢no se moze pokazati da operator anihilacije deluje kao
alny=vnln-1y. (3.221)

Operator kreacije a' podiZe svojstvenu vrednost od N za jedan, a operator anihilacije 4 je
smanjuje za jedan. Prema tome, vazi i

|

N n _
a‘\ny = TR |n— k) (3.222)

|
a*km):\/m%‘k)‘ in+k. (3.223)

Da sumiramo: navedenom konstrukcijom smo iz fiksiranog svojstvenog vektora |n) dobili niz
svojstvenih vektora |n + k), |n — k), za svaki ceo broj k. Ali, to znaci da spektar sadrZi i ne-
gativne svojstvene vrednosti, jer k moze biti proizvoljno veliko! Drugim re¢ima konstrukcija
je kontradiktorna, jer zbog pozitivnosti operatora N (i pozitivnosti skalarnog proizvoda) sve
njegove svojstvene vrednosti moraju biti nenegativne. Kontradikcija se moze izbe¢i samo u
jednom slucaju: kada se medu svojstvenim vrednostima nalazi nula. Tada delovanje operatora
anihilacije daje

ajoy=o, (3.224)
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jer je duzina vektora na desnoj strani /0 = 0, ¢ime se niz svojstvenih stanja ispod nule prekida.

Ako medutim krenemo od nekog necelog broja, na primer n = 0.2, ne mozemo da dobijemo

odsecanje niza jer (3.221) tada glasi @[0.2) = v0.21-0.8), i daje svojstveni vektor | —0.8). Dakle,

navedeno resSenje je konzistentno samo kada je skup svojstvenih vektora {|0),[1),12),...}. Svoj-

stvene vrednosti od N su celi pozitivni brojevi ili 0. Zahtev pozitivnosti N u ovom izvodenju je

ekvivalentan zahtevu normalizabilnosti reSenja u analitickom pristupu problemu.
Istovremeno smo dobili i spektar energije harmonijskog oscilatora,

1
E, :hw(n+5). (3.225)

Stanje najnize energije Ey = fiw/2 koje se karakteriSe sa
aloy =0, (3.226)

naziva se vakuum. Talasna funkcija ovog stanja, (x|0) = wo(x), moZe da se odredi iz uslova

(3.226),
) mow . [ 1 ) ( )
avo=|\/——x+i\/ ——pP|wo(x)=0. 3.227

ReSenje ove jednacine je Gauss-ov talasni paket (2.27). Iz talasne funkcije osnovnog stanja,
delovanjem operatora af, mogu da se dobiju talasne funkcije svih pobudenih stanja harmonij-
skog oscilatora.

Mada operator anihilacije é nije hermitski, njegov svojstveni problem

alzy = € +in)lz) = zl2), (3.228)

ima reSenje za proizvoljno kompleksno z: ta reSenja nazivaju se koherentna stanja i, lako je
proveriti, i ona su Gauss-ovi paketi:

mw 2muw :
(x|z) = cexp (_Exz A zx) = ce trz, (3.229)

o2 =2 ex (——(“Z*)Z) (3.230)
Vo P 2 ' '

Mozda najvaznija osobina koherentnih stanja je da su ona "skoro klasi¢na", tj. u ovim stanjima
proizvod neodredenosti je minimalan, AXAp = i/2. Ona dele ravan (¢,n) na Celije povrSine
h1/2: ova podela faznog prostora je fleksibilna a ne kruta kao kod kristalne resetke, i zato na njoj
moZe da se reprezentuje grupa translacija (zapravo cela Weyl-ova grupa). Svojstveni bazis od
a, {|z)}, je normiran ali kontinualan: razume se, stanja nisu medusobno ortogonalna. Vazna
osobina skupa koherentnih stanja je da ona ¢ine "prekompletan" bazis (na engleskom, ‘over-
complete’), tj. da do na faktor daju razlaganje jedinice

1 2h
I=—/ —fdzdz*lz)(zl. (3.231)
2n \ mow

Druga vazna formula koju ¢emo navesti je razvoj koherentnog stanja |z) po svojstvenom bazisu
energije {|n)}:

Konstanta normiranja c je

Zn

|z) = (E)IM 6_% OXO:

n=0 I’l!

In). (3.232)
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3.11 Zadaci

3.1 Posmatrajmo realne neprekidne funkcije definisane na kona¢nom intervalu (a, 8) kao vek-
tore (oznacimo ove funkcije sa f(x) i g(x)). DefiniS§imo skalarni proizvod vektora kao

B
(f,g) = f Fgdx.

a) Pokazati da ova definicija skalarnog proizvoda zadovoljava uslove (3.25-3.27).
b) Napisati Schwartz-ovu nejednakost preko ovog skalarnog proizvoda, a onda je dokazati.
3.2 Pokazati daje
a) (AB)'=B'A";
b) (W) =4
3.3 Ispitati da li su sledeci operatori hermitski ili antihermitski:
a) A+A",
b) AAT,
o) [A AT,
d) [A, B] gde su Ai B hermitski operatori.
3.4 Dokazati sledece osobine hermitskih operatora:
a) svojstvene vrednosti hermitskih operatora su realni brojevi;

b) svojstvena stanja koja odgovaraju razlicitim svojstvenim vrednostima hermitskog opera-
tora su medusobno ortogonalna.

3.5 Ako je A hermitski operator, pokazati da za proizvoljno stanje |y) vazi
a) Ocekivana veliCina (A)y) = (y|A|y) je realan broj.

b) Zavektor Aly) vazi
Aly) = (A lw) + (AA) 1y 1),

gde su |¢) jedinicni vektor ortogonalan na |y), (A)y, i (AA)}y) ocekivana vrednost i dis-
perzija operatora A u stanju |v).

3.6 Polazeciod klasi¢ne veli¢ine xpy, konstruisati hermitski operator, odnosno naci odgovara-
jucu opservablu.

3.7 Resiti svojstveni problem matrice

0 i O
A=| -i 0 O
0 0 3

Ako su |eg) normirani svojstveni vektori i 1 odgovarajuce svojstvene vrednosti (k = 1,2,3)
pokazati na ovom primeru da je

3

3
Y lexerl =1, Akler) ekl = A.
k=1 k=1
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3.8* Razmotrimo proizvoljnu 2 x 2 matricu A.
a) Naci karakteristi¢ni polinom za ovu matricu
pA) =det(A- A1),
gde je I je jedinicna matrica.

b) Pokazati da je p(A) =0 pri cemu je 0 nulta matrica. Ovo je posledica Cayley—-Hamilton-
ove teoreme, koja tvrdi da je iskaz tacan za proizvoljnu n x n matricu.

¢) Na osnovu prethodnog dela zadatka, pokazati da za 2 x 2 matrice vazi

A? = Atr(A) — Idet(A).

3.9 Razmotrimo prostor kvadratnih funkcija na intervalu (-1, 1) sa skalarnim proizvodom

1 1
(p,q) = E[p(x)q(x)dx.

-1

U ovom prostoru jedan bazis je {1, x, x2}. Koristeéi Gram-Schmidt-ovu proceduru, izvrsiti orto-
normiranje ovog bazisa.

3.10 Pokazati daje U,y (x) = w(x + a) unitaran operator. Skalarni proizvod je

x,w) = f}(*(x)l//(x)dx.

3.11 Neka su u(x) i v(x) realne funkcije definisane na kona¢nom intervalu (a, b), dva puta
diferencijabilne i jednake nuli na krajevima intervala. Skalarni proizvod je zadat sa

b
(u,v) = [ ux)v(x)dx.

a

a) Pokazati da je Sturm-Liouville-ov operator

du(x)
dx

d
Lu(x) = E(p(x) )+q(x)u(x),

hermitski operator. Ovde su p(x) i g(x) proizvoljne funkcije.

b) Pokazati da je Sturm-Liouville-ova jednacina

d du
Ix (p(x)a) +(A-gx)u=0,

svojstveni problem hermitskog operatora.

(3 o)

e = f(a) [+ g(a)A

3.12 Data je matrica

Pokazati da je

gde su f(a) i g(a) funkcije koje treba odrediti.
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3.13 Nacdi koren, prirodni logaritam i sinus matrice

2 0 3
M=(0 -3 0
3 0 2

3.14 Neka je f(V) = {|1),12),13)} ortonormirani bazis u prostoru stanja neke Cestice. Opserv-
abla A je definisana delovanjem na bazisne vektore

All) =2|1) +12), Al2) =11) +2[2), Al3) =413).
Odrediti svojstvena stanja i svojstvene vrednosti ove opservable.

3.15 Hamiltonijan nekog sistema koji ima Cetiri moguéa stanja opisan je matricom

10 0 0
02 o0 0
H=hol o 6 212 ir2
0 0 —i/2 7/2
U pocetnom trenutku sistem je u stanju
1
) = 1 i
V12| 3-i
0

Odrediti dalju evoluciju sistema i naci vreme posle koga se sistem vrati u pocetno stanje.
3.16 U prostoru stanja V sa bazisom B(V) = {|1),|2)} zadata su tri operatora A, Bi C
A=22al|l)(1]-6ial2){1]|+6iall){2]| + 13al2){2|,
B =11b|1){1| —8ib|2){1| +8ib|1)(2]| — b|2) (2],
C=9c|1){1]+3icl2)(1] —3ic|1)(2] + c|2){2].
a) Odrediti opservablu koja je kompatibilna sa A.

b) Ako je merena opservabla A i dobijen rezultat 10a, odrediti stanje u kome se Cestica
nalazi posle merenja.

¢) Stamoze da se ocekuje kao rezultat merenja ako se potom meri opservabla B?

d) Ukoliko se nakon merenja opservable A opisanog u delu b) izmeri opservala C odrediti
moguce rezultate.

3.17 Hamiltonijan H ima dva normirana svojstvena stanja |y1) i |y»), kojima odgovaraju en-
ergije Eq 1 Es.

a) Pokazati da su stanja |y) i |y2) medusobno ortogonalna.
b) Ako je A nova opservabla koja prebacuje jedno stanje u drugo:
Ay =lya) i Aly2) =),

odrediti svojstvena stanja opservable A.
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¢) Ukoliko se sistem u pocetnom trenutku nalazi u stanju
1
W(r=0))= E(W/l) +1y2))

odrediti dalju evoluciju sistema a potom naci verovatnocu da se u trenutku ¢ sistem nade
u pocetnom stanju.

3.18 Vremenski nezavisan hamiltonijan H ima nedegenerisan spektar E,:
H|v) = E,|v).

Neka je opservabla A definisana u istom Hilbertovom prostoru stanja i neka je njen spektar
takode nedegenerisan:
Aln) = ap|n).

Na ovom sistema najpre je izvr§eno merenje energije i dobijena je vrednost E,,.

a) Naci ocekivanu vrednost od A i verovatnoca da se prilikom merenja opservable A dobije
rezultat a;,?

b) Ako je nakon merenja opservable A dobijen rezultat a,,, kolika je verovatnoca da ¢e se
nakon vremena ¢ dobiti opet isti rezultat a,?

3.19* Jedna od reprezentacija kinematickog prostora stanja kvantne gravitacije na petljama
(na engleskom,‘loop quantum gravity’) koja se koristi u ‘loop’-kvantnoj kosmologiji je prostor
kvadratno integrabilnih funkcija na "Bohr-ovoj kompaktifikaciji realne ose"?3. Ova kompakti-
fikacija zadata je skalarnim proizvodom

L
. 1 *
<w|¢>=Lh—r>goﬂ ft// (X)p(x) dx.
-L

Pokazati da su za ovakav skalarni proizvod ravni talasi ortonormiran bazis, (p;|p;) = 6;;. Posto
ravnih talasa ima kontinualno mnogo a normirani su, prostor nije separabilan.

3.20 Pokazati da za 6-funkciju vazi:

a) [dx-af(dx=f(a),
b) 6(-x) =6(x),
o [dWfxdx=-f'(0),

d) 6§'(-x)=-6'(x),
e) x6'(x)=-06(x),

o(x)
f) 6(bx)=—,
) 0(bx) D]

1, x>a

/ — = — i — =
g) 0(x—a)=0(x—a), gdejeb(x—a) {0’ v<a

’

23po Haraldu Bohr-u; pogledati npr. u radu A. Ashtekar, S. Fairhurst and J. L. Willis, Quantum gravity, shadow
states, and quantum mechanics, Class. Quant. Grav. 20 (2003) 1031 [gr-qc/0207106].
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[
h) [6(x—a)dx=0(c-a)b(a- D).
b
3.21 Pokazati da se definiciona formula za §-funkciju svodi na razlaganje jedinice:

(el = f ) (Vyddy.

3.22 Pokazati da su

‘x
SN

0 )
(x) = m a\/_

sinnx
0(x) = lim

aproksimacije §-funkcije, tj. da za njih vaze osobine analogne (3.134), (3.6) i (3.139).

3.23 IzraCunati integrale

1
a) [cos(&)d(x)dx,
.|

3
b) [(x|+e")d(x+1dx,
)

© [sin’(rx)62x+1)dx,
0

d) 1f9 \/fw
3.24 Nekasu A, BiC linearni operatori, a a i b brojevi. Dokazati da komutator linearnih oper-
atora definisan sa [A, B] = AB — BA ima sledece osobine:

a) [A B]=-[B A

b) [aA+bB,C] =alA Cl+Db[B,CJ;

¢) [A,BC]=[A,BIC+ BI[A,CJ;

d) [A,[B,Cll+1[B,[C, All+[C,[A, B]] =0 (Jacobi-jev identitet).

3.25* Pokazati da su verne reprezentacije Heisenberg-ove algebre
a) u prostoru 3 x 3 matrica:

0 0 000 00 i
S(x)=(0 0). S(p)=(0 0 i), S(C)=(O 0 0),
0 0 000 00 0

b) u prostoru diferencijabilnih funkcija f(x, p, C)

S O o~

(x)=1i (i—— a) ()—z(i+1xa) (C)—zi
PU=t5x " 2Pac) PP TG, T 2%C p ac’

Uzetidajehi=1.
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3.26 Za Cesticu koja se nalazi izmedu beskonac¢nih zidova n-to svojstveno stanje u koordinat-

noj reprezentaciji je
2 . nnx
(x|n) =y, (x) =1/ —sin—.
a a

a) Naci kako izgleda to stanje u impulsnoj reprezentaciji.

b) Odrediti gustinu verovatnoce impulsa u osnovnom |/ (k) 12 prvom pobudenom |, (k) |2
stanju.

¢) Izracunati oCekivanu vrednost impulsa u osnovnom stanju koristeéi g (x) i ¥, (p).

3.27 Dokazati Baker-Campbell-Hausdorff-ovu formulu (3.170):

eABe‘A:B+[A,B]+l[A,[A,B]]+---+l[A,[A,...[A,B]...]]+...

nx

3.28 Ako su Ai B takvi operatori da komutiraju sa njihovim komutatorom [A, B] (§to ¢e reé¢i da
je [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0) pokazati da vazZi Zassenhaus-ova formula

1
eAeB — eA+B+2[A,B].

3.29 Pokazati da ‘clock’ i ‘shift’ matrice definisane u (3.176) zadovoljavaju
a) [4,0l=(g-10a
b) af=a"1, of=09"!

c) a"=0"=1

3.30* Ako su f(x,p) i g(x, p) funkcije u faznom prostoru, kao pravilo mnoZenja mozemo da
uvedemo Moyal-ov ili *-proizvod

f, p)xg(x,p) = f(x, p)exp %(5;070 - (a_pci) g(x, p).
Koriste¢i Moyal-ov proizvod moZemo definisati x-komutator
[f,8l«=f*xg—g*f.
Pokazati
a) [x,plx=ih,
b) [f,glx = ifif,glpz + OH).

¢) Moyal-ov proizvod moZze se ekvivalentno definisati preko Fourier-ove transformacije sle-
de¢om formulom (ovde je 7i = 1)

— 1 i _ (Y q (Y q
— (xg-yp) Z_x 1_
f*g(y,q)—2 fdxdpez f(2+x,2+p)g(2 x,2 p).

3.31* Neka je U; (x) potencijal koji ima vezana stanja i neka je ¥ (x) osnovno stanje sa energi-
jirn E() =0.
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a) Pokazati da se hamiltonijan jednodimenzione Cestice koja se nalazi u ovom potencijalu
moze faktorisati kao
H, = AT 4,

gde su

d i hod
W(x) + — A=W - —p=W(Hx) - —— —.
\/2 P= \/ dx V2m V2mdx
Ovde smo uveli novu veli¢inu W (x) koja se zove superpotencijal. On zavisi od poten-
cijalne energije U; (x). Nadi vezu izmedu potencijalne energije U; (x) i superpotencijala
W (x).

A=W(x)+

b) Pokazati da je superpotencijal povezan sa talasnom funkcijom osnovnog stanja ¥, na
slede¢i nacin: .
v,
Wkx)=-——.
v2m Yo

Neka je
H, = AAT,

supersimetri¢ni partner hamiltonijana H;. Uvedimo supersimetri¢ni hamiltonijan

H 0
H_(O Hz)'

) w-fp 3

d) Pokazati da se uvedene veli¢ine zatvaraju u supersimetricnu algebru

[H,Q=0, [H,Q1=0, Q=0 {Q,Q"h=0, (QQ"=H

i "fermionske" operatore

e) Diskutovati spektar energije i svojstvena stanja hamiltonijana supersimetri¢nog partnera
H, inadi vezu sa spektrom i svojstvenim stanjima polaznog hamiltonijana H;.

f) Odrediti supersimetri¢ne partnere za Cesticu mase m koja se nalazi u potencijalu har-
monijskog oscilatora sopstvene frekvencije w kao i u beskona¢no dubokoj potencijalnoj
jami Sirine a.

3.32 Pokazati da je evolucioni operator hamiltonijana H(p, x, t) koji eksplicitno zavisi od vre-
mena jednak

t t n
1
Ul(ty, l')=1+%\[dl'1H(t1)+ [dl’lH(tl)fdl'zH(fz)

L
(ih)?

( h)3fdtlH(tl)fdtgH(tg)fdtgH(tg)+

Uputstvo: nacéi diferencijalnu jednacinu i pocetni uslov koju zadovoljava U (%, t), a potom po-
kazati da data funkcija ispunjava oba uslova.

3.33 Ako su a' kreacioni, a anihilacionii N = a' a operator broja &estica harmonijskog oscila-
tora, odrediti:
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a) [a" a'],
b) [a,(ah"],
c) [a" N].

3.34 Koristedi operatore kreacije i anihilacije, odrediti (x), (x?), (p), (p?) i AxAp u n-tom svoj-
stvenom stanju harmonijskog oscilatora |n).

3.35 Nacdi reSenje diferencijalne jednacine (3.227) za osnovno stanje harmonijskog oscilatora,
a potom, koriste¢i se izrazom za a' u koordinatnoj reprezentciji napisati kako izgledaju talasne
funkcije pobudenih stanja.

3.36* Diskretna aproksimacija operatora koordinate moZe se dobiti tako §to se u operatoru x
u reprezentaciji energije ostave prvih n vrstai n kolona, pri cemu x postane n x n matrica x;,.

a) Odrediti operatore koordinate i impulsa u bazisu svojstvenih stanja energije.

b) Napisati u Mathematica™ matricu x;, a onda na¢i numericke vrednosti za svojstvene
vrednosti te matrice (ujedinicama v/ 2mw)). Sta se desava sa svojstvenim vrednostima
kako n raste?

3.37 Napisati relacije (3.220) i (3.221) u koordinatnoj reprezentaciji i pokazati da one daju re-
kurentne veze izmedu Hermité-ovih polinoma.

3.38 Odrediti operatore kreacije @' (¢) i anihilacije a(#) u Heisenberg-ovoj slici, a potom i X(¢),
p(1). Odrediti komutatore
[(X(t1), X(£2)], [X(t1), p(£2)]

u razli¢itim trenucima vremena.
3.39 Koriste¢i komutacionu relaciju (3.213) pokazati da je

—aat t
e % ge® =q+aq,

gde je a kompleksan broj. Pomoc¢u dobijenog rezultata, pokazatidaje |a) = %' |0y koherentno
stanje, odnosno da je ala) = a|a).

3.40* Zakoherentno stanje |z):

a) pokazatidaje
(&)
12
n=0 I’l!

|z)y =e

b) odrediti skalarni proizvod (z;|z»);

¢) pokazati da za ocekivane vrednosti vazi

(z|X]|z) = \/ i—ZRe(z), (z|plzy = V2hmwIm(z);

d) proizvod disperzije koordinate i impulsa AxAp je minimalan.

3.41 Nacdi evoluciju sistema koji je u po€etnom trenutku ¢ = 0 u koherentnom stanju |a). Od-
rediti o¢ekivanu vrednost koordinate i impulsa u proizvoljnom trenutku .
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U ovoj kratkoj glavi uveséemo jos jednu vaznu fizicku opservablu, moment impulsa, i odrediti
osobine kretanja elektrona u Coulomb-ovom potencijalu i u homogenom magnetnom polju.

4.1 Orbitni ugaoni moment

Ve¢ smo u uvodu videli da je, za razliku od koordinate i impulsa, moment impulsa fizicka
veli¢ina koja ima diskretni spektar. Moment impulsa definiSe se kao i u klasi¢noj mehanici
izrazom L =¥ x p, odnosno

Ly=yp:—zpy, Ly=2zpx—Xxpz; Lz;=Xxpy—ypx- 4.1)

Prvo moZemo da primetimo da su komponente operatora momenta impulsa dobro tj. jednoz-
nacno definisane gornjim izrazom jer raznoimene koordinate i impulsi komutiraju,

[xi, pjl = ihb;j, (4.2)

pa problem operatorskog uredenja ne postoji. Koristeci tenzor Levi-Civita €;jx koji je anti-
simetri¢an pri izmeni svaka dva indeksa (uz €123 = 1), vektorski proizvod moZe da se izrazi kao

Li:e,-jkxjpk. (4.3)

Ovde se, kao i ranije, koristi sumaciona konvencija: po svakom ponovljenom indeksu se po-
drazumeva sumiranje po svim njegovim vrednostima tj. od 1 do 3.
Komponente momenta impulsa medusobno ne komutiraju: lako se moze proveriti da je

(Ly, Ly] =ihl,, (4.4)

i opétije,
[Li,Lj] = ihé‘ijkLk. (4.5)

Posto je L proizvod koordinate i impulsa, on ima dimenzije dejstva odnosno Planck-ove kon-
stante /. Sve komponente momenta impulsa komutiraju sa L?,

LP=L5+15+15=LiL;. (4.6)

113
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Ove komutacione relacije znace da moment impulsa kao vektor ne moZze ta¢no da se izmeri,
odnosno da sve njegove komponente ne mogu istovremeno da imaju precizno odredene vred-
nosti ni u jednom fizickom stanju (osim ako su sve 0). Stanja koja daju maksimalnu! informa-
ciju o momentu impulsa su zajednicka svojstvena stanja kvadrata L? i jedne od projekcija, na
primer L. Defini§imo operatore podizanja i spuStanja

Ly=Ly+il, L-=(L)". 4.7)
Za njih vazi
Lz, L+]=+hLy, (Ly,L-]=2RL,. (4.8)

IzraZen preko Ly i Lz, kvadrat momenta impulsa je
=L Ly+I2+hl,=L,L_+L%-hL,. (4.9)

Zajednicka svojstvena jednacina za L? i L, moZe da se resi u koordinatnoj reprezentaciji.
Posto moment impulsa, vide¢emo a i znamo iz klasicne mehanike, generise rotacije, najjed-
nostavnije je da ga reprezentujemo u sfernim koordinatama. Veza izmedu Descartes-ovih ko-
ordinata (x, y, z) i sfernih koordinata (r, 6, ¢) je

x=rsinfcosy, y=rsinfsing, z=rcosH, (4.10)

odnosno

T 2
X2+
r=v/x%+y%+2z22, 9=arctan—y, wzarctanz, (4.11)
z x

pri cemu su njihove vrednosti iz intervala x, y, z € (—oo,+00), r € [0,00), 0 € [0,7), ¢ € [0,27).
Da bi se odredile komponente
L;i= —iheijkxjak (4.12)

treba izvr$iti smenu promenljivih. 1z

i—sin@cos i+cos(9cos<pi_ sing i
ox (par r 00 rsinf 0

0 cosfOsing 0 cosgp 0

— —sinfsingp— + + — 4.13
0 - Sm(par r 00 rsinf 0¢p (*13)
0 0 sinf 0
— =cosf— ————,
0z or r 00
iizraza (4.10) za koordinate dobijamo
0
LZZ—IH%
L [ 71 si 9 +ihctgl 9
=ihsing— +ifictgf cosp—
(4.14)

0 0
Ly,= —ihcosgo@ + ihctg@sin(pa—
®»

. 0 0
Ly = he*'? i@ + ictgeﬁ

10vo nisu stanja koja minimizuju neodredenost merenja L: i za moment impulsa mogu da se uvedu koherentna
stanja, mi ¢emo ih definisati kasnije, kroz zadatke.
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kaoi

1 1 2
L? = —1? —i(sinei) + 9

— . 4.15
sin6 06 00" sin®0 d¢p? (4.15)

Vidimo da komponente L ne zavise od radijalne koordinate r. Prema tome, pri reavanju
zajednickog svojstvenog problema

L2y (r,0,¢) = ah®y(1,0,¢)

(4.16)
Ly (r,0,¢) = bhy(1,0,¢),
moZemo odmah razdvojiti promenljive,
w(r,0,90)=R(r)fO,p). (4.17)
Pri tome gornje jednacine postaju
1 0 af 1 0°f
h°R|— — (sinf=>) + —| = ah®R 4.18
sind 20 “"9%30) * snzg ag2 | VRS (4.18)
of
—ilhR— = bhRf, 4.19
! 3¢ f (4.19)

pa se odmabh vidi da funkciju R(r) moZemo da "skratimo", odnosno da ona ne moZe biti odre-
dena iz sistema jednacina (4.18-4.19). I promenljive 0 i ¢ mogu da se razdvoje. Pretpostavlja-
jucidaje

fO,9)=TO)F (), (4.20)
jednacina (4.19) se svodi na
dF
—ih— = bhF, 4.21)
de
i ima reSenje ‘
F(g) = e'b?. (4.22)

Iz zahteva da je vrednost funkcije F(¢) odnosno ukupne talasne funkcije v (r,0, @) istaza@ =0i
¢ =271 (odnosno da je talasna funkcija jednoznacno definisana u xz-ravni) dobijamo da b mora
biti ceo broj, b = m. Znaci, vrednosti L, pa samim tim i svake projekcije momenta impulsa
(jer izbor z-ose je samo izbor koordinatnog sistema) su kvantovane.

Posto su sve promenljive u talasnoj funkciji razdvojene,

w(r,0,9) =R(r)T@O)F (), (4.23)

normiranje moze da se vrsi po svakoj koordinati zasebno. Uslov

f Wiydv=1 (4.24)
se onda svodi na
[e] b4 2n
fR*Rerr =1, fT*TsianG =1, fF*Fd(p =1. (4.25)
0 0 0

Prema tome, normirane svojstvene funkcije operatora L, su

1 ,
Fi(p) = —=¢€'™¢. (4.26)
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Zamenjujuéi F, (@) ujednacinu (4.18) dobijamo diferencijalnu jednacinu za T'(0):

1 i(ﬂ)Jr(a— m’ )T—o 4.27)
sinf do \ db sin%6 o '

Ova jednacina zavisi od obe svojstvene vrednosti, a i b = m, i moZe se prevesti u polinomijalni
oblik uvodenjem smene

f=cosy, L-_ 1L 4 4.28)
dé sinf do
Dobija se
i((1—52)£)+(a— m’ )T:O. (4.29)
dé d¢ 1-¢2
Za m =0, (4.29) je Legendre-ova jednacina
E-1)T"+2ET' —aT =0, (4.30)

koja se mozZe resiti razvojem reSenja u red i analizom grani¢nih uslova. Za a = [(I + 1) ona ima
integrabilna, fizicka reSenja — Legendre-ove polinome P;(¢),

dl

P(&) = — —
1) 2001 el

((52—1)1). 4.31)

Broj [ je pozitivan broj ili nula, a P;(¢) je, oCigledno, parni ili neparni polinom stepena [,
Pi(-9)=(D'P©®. (4.32)

Legendre-ovi polinomi su ortonormirani

1
2
fl PIEOPEAE = -~ 4.33)

Za m # 0 fizicka reSenja jednacine (4.29) su pridruZene Legendre-ove funkcije:

a'm

_ 2,151
PO =01-&9) dglmlpl(é)’ (4.34)
odnosno o
Py = (sin®)"———P : 4,
; (cosf) = (sinB) 2cos0) 1(cos0) (4.35)

Iz prethodne jednacine vidimo da je m < [; P naravno nisu polinomi. Relacije ortonormira-
nosti za pridruZene Legendre-ove funkcije glase

b/
. 2 (I+Im])!
OfP,’:l(cose)le(cosH) sinf do = 21+1m6kl' (4.36)
Ukupno, reSenja jednacina (4.18-4.19) su
Fm10,9) = (0,01, m) = T,y (0) Fp () = Y[ (0, ), (4.37)

i zovu se sferni harmonici. Ona predstavljaju koordinatnu reprezentaciju svojstvenih vektora
|l, m) ugaonog momenta za celobrojne vrednosti / i m:

Yo = (L) [2Lr L U= mDt 1
PP > U+ ImD)! Von

P"(cos®)e'™?, 1=0,1,2,..., m=~1,~1+1,...1.

(4.38)
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Sferni harmonici su ortonormirani

T 27
f/Ylm*(G;(P)Ylfﬂ’(e,(P)Sin@d@d(p=(5llr6mm/, (4.39)
00

a nekoliko funkcija sa najniZim vrednostima /i m su

—-0- 0
1=0: Y

\/_
+1 _ 3 +i
cos@ Y© —sinfe*'?,
8n
+1 _ 15 +i +2 5. 20 ,%210
(3cos 0-1), Y; —sinfcosfe™'?, Y;°=1/——sin“fe =Y.
8m 32n

)
1(6)

9P =

(X

N

Y22 = % cos? 0 Y2 = % sin” @
Y2 =2(3cos’0—1)> V57> = Lsin*Ocos’ O V5522 = 2 sin* 6

Slika 4.1: Polarni dijagrami: vrednosti IYI’"I2 zavise samo od ugla 6. Na crteZima, rastojanje
od koordinatnog pocetka jednako je IYl’”IZ, tako da polarni dijagram daje oblik prostorne
raspodele verovatnoce zadate sfernim harmonikom Y;™.
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4.2 Cestica u sferno-simetri¢nom potencijalu

Sada ¢emo preéi na reSavanje stacionarne Schrodinger-ove jednacine za Cesticu u sferno-si-
metricnom potencijalu. Njen hamiltonijan je
2

H="1Uuwm), (4.40)
2m

a potencijalna energija zavisi samo od radijalnog rastojanja, r = |7|. Pri kretanju u polju cen-
tralne sile moment impulsa Cestice, kao i u klasi¢noj mehanici, se odrzava. U kvantnoj mehanici,
videcemo u sledecoj glavi, to znacida je [H, L;] = 0, iz Cega sledi da se H moZe dijagonalizovati
istovremeno sa L? i L,. Ovo se takode vidi iz oblika laplasijana u sfernim koordinatama,

20,9 = 2 Z iy ingyy+ LT (4.41)
r0,0) = - —(r —(sin = .
v V=52V 1 2sin0 90 v r2sin®@ 0¢?
iz koga se vidi da je operator kineticke energije
pz__th__hz 02+2a_ 12 (4.42)
2m  2m 2m\or? ror h2r?)’ '

Znaci, Schrodinger-ova jednacina za kretanje Cestice u sferno-simetricnom potencijalu glasi

2 02 2

2mr o2 "V

S v+ Uy =Ey. (4.43)

Ocigledno se u ovoj jednacini promenljive mogu razdvojiti, pri ¢emu se za ugaoni deo reSenja
mogu uzeti sferni harmonici jer je kompletna zavisnost od uglova u jednacini data preko L?,

v(r,0,9) =R(NY/™O,¢). (4.44)

Smenom u (4.43) dobija se radijalna jednacina, odnosno jednacina za radijalni deo talasne
funkcije, R(r):

—hz —dz (rR) + (—h21(1+ 1) + U)R ER (4.45)
— r = .
2mr dr? 2mr?
ili, ako umesto R uvedemo funkciju u(r) = rR(r),
n ., (hzl(l+1) )
——u' +|————+U|u=Eu. (4.46)
2m 2mr?

ReSavanje jednacine za kretanje Cestice u centralno-simetricnom potencijalu, kao i u klasi¢noj
mehanici, svodi se na jednodimenzioni problem: jednacina (4.46) ima oblik Schrédinger-ove
jednacine za Cesticu u efektivnom potencijalu

211 +1)
Uett = U+ ——75—. (4.47)
2mr

Drugi ¢lan u (4.47), centrifugalna barijera, potice od momenta impulsa. Normalizacija radi-
jalne funkcije u ovom slucaju glasi

o0 o0
fR*erdr:fu*udr: 1. (4.48)
0 0
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4.3 Atom vodonika

Atom vodonika sastoji se od elektrona i protona a njihova interakcija je opisana elektrostatic-
kim Coulomb-ovim potencijalom. Hamiltonijan sistema je

. =2
5 L Po o dedp

H= — (4.49)
2me  2my  |Te—Tpl
gde je naelektrisanje protona g, = —q. = —e, a elektrostaticki potencijal napisan je u CGS-

sistemu jedinica. Masa protona m, mnogo je veca od mase elektrona m, = m, my ~ 2000m, pa
je njegova kineticka energija mnogo manja. Zato je fizicki opravdano pretpostaviti da proton
miruje, odnosno

Fp=0, Fo—Tp=F, T,=0. (4.50)

Razume se, ove jednacine u kvantnoj mehanici nemaju smisla zbog relacija neodredenosti,
i treba da se nade neki drugi, operatorski nacin da se ovakva aproksimacija uvede. U ovom
konkretnom slucaju to je dosta jednostavno jer se problem dva tela i u kvantnoj (kao i u klasi¢noj)
mehanici moZe svesti na problem jedne Cestice, ako se posmatra u sistemu centra mase.
Uvedimo naime vektore poloZaja centra mase sistema i relativne Cestice, R i 7, i njihove

mase Mi m,
L MeTe+MpTy

?CMZRZ—, mCM:M:me+mp
Me +my
(4.51)
R S s o Mmenip
Trel=T="Te—Tp, Mypep =m= .
Me +my
U lagranZijanu
1 =2 1 32 - -
L—Emere+§mprp—U(re—rp) (4.52)

lako moZemo da predemo na promenljive 7 i R a zatim da nademo odgovarajuce impulse 7 i
P. Dobija se da je '
P=MR, p=mr. (4.53)

Polozaj i impuls centra mase i relativne ¢estice su nezavisne kanonske varijable pa su njihove
Poisson-ove zagrade, odnosno u kvantnoj mehanici komutatori, dati sa

[xiypj]:ih6ijr [xl',x]']:(), [Pi’Pj]:Oy
[Xi, Pjl=indij, [Xi,X;1=0, [P;P;l=0, (4.54)
[x;, P =0, (X;,pj1=0, [x,X]1=0, [p;,P;]=0.

Hamiltonijan ukupnog sistema je zbir hamiltonijana podsistema koji ne interaguju,

$2 22
p .
H=Hem+Hpei= ——+-—+U 4.55
cm+ Hrel = 5t o (7) (4.55)

i zato se njihova kretanja mogu posmatrati i reSavati nezavisno.
Za sistem elektron-proton imamo

(4.56)

pa se elektron u moZe identifikovati sa relativnom cesticom c¢ije kretanje se resava egzaktno. U
tom smislu, nas zadatak odredivanja vezanih stanja protonai elektrona i njihovih energija svodi
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se na reSavanje Schrodinger-ove jednacine i odredivanje vezanih stanja elektrona u statickom
Coulomb-ovom potencijalu
’—?’2 Ze?_
=—-—. (4.57)
2m r
Ovde smo, kao §to je dosta uobicajeno, napisali potencijal elektrona u elektrostatickom polju
jezgra naelektrisanja —Ze, tj. u "vodoniku slicnom atomu" atomskog broja Z.
Radijalna jednacina (4.46) glasi
n Ze? R2l(+1)
-——Uu +|-——+————|u=Eu. (4.58)
2m r 2mr?
Prvo ¢emo ispitati asimptotski oblik funkcije u(r) tj. njeno ponaSanje u dve granicne tacke,
r =00 i r =0. U beskonacnosti efektivni potencijal teZi nuli pa jednacina postaje

-—u"=Eu. (4.59)
2m
Za E > 0 asimptotska reSenja ove jednacine su ravni talasi, odnosno radijalni deo talasne funkcije
R(r) = u(r)/r je sferni talas: elektron je slobodan. Ta reSenja opisuju rasejanje elektrona na
protonu a ne vezana stanja elektrona i protona, i na njih éemo se vratiti u poslednjoj glavi. Nas
sada interesuje slucaj E < 0 i reSenje koje u beskonacnosti eksponencijalno opada,

_ [C2mE
u(r)~e h? r, r — oo. (4.60)

U drugoj grani¢noj tacki, r = 0, najveci ¢lan uz u u jednacini (4.58) je centrifugalni pa reSenja
zadovoljavaju
n? ., RAlU+1)
——Uu'+———u=0, (4.61)
2m 2mr?

odnosno
2" =1+ 1)u. (4.62)

Znaci, u koordinatnom pocetku talasna funkcija se ponasa kao

u(r)~r'*t, r—o (4.63)
jer drugo reenje, u(r) ~ r~!, divergira u r = 0. Oblik (4.63) obezbeduje da je gustina verovat-
noce

ul?| v B

2
|
v =

(4.64)

regularna u koordinatnom pocetku za sve vrednosti /. Dakle, pretpostavi¢emo resenje oblika

_ /_2mE _ /_2mE o0
ury=e V- "ury=e VT Y a,r (4.65)

n=I+1

Uvodeci ovu smenu, iz (4.65) i (4.58) dobijamo jednacinu za v(r)

2mE , l(l+1) 2mZé*v
v - v+ —=0

"—24/- 4.66
v n? r2 n?or (466
iz koje sledi rekurentna relacija za koeficijente u razvoju
B 2mE  2mZé*
(nn+1)-l(l+1)ay+1=|2n B I a. (4.67)
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Za n — oo odnosno za veliko r, poslednja relacija se priblizno svodi na

2 2mE (4.68)
a =—7\/—— Qyn, .
n+1 n+1 h2 n

odnosno "

a. (4.69)

an+1

_ 1 9 _ZmE
(n+1)! 72

—2mE
v(r) ~eV e T (4.70)

pa odgovarajuce u(r) u asimptotskoj oblasti eksponencijalno raste,

u(ry~eV R @.71)

Znati da je redenje (4.65) fizitko odnosno normalizabilno samo kada se red Y a;r* prekida i
svodi na polinom, tj. kada se svi koeficijenti u razvoju a; pocevsi od odredene vrednosti k =

n+1 anuliraju:
2mE  mZé?
an+1 =0, ny\/— h7— = 7 . (4.72)

Ovaj uslov fiksira dozvoljene vrednosti energije

Ovakav razvoj u red ima funkcija

mZ%e* 1

En=- 2h2  n2’

(4.73)
Za svako n > [ = 0 imamo po jedno ovakvo resenje, odnosno jednu funkciju v,;(r). Energija
odgovarajuceg stanja je diskretna, kvantovana brojem n. Iako u jednacini (4.66) kvantni broj
momenta impulsa [ figuriSe eksplicitno, svojstvene energije od njega ne zavise. Ova degene-
racija energije naziva se slucajna degeneracija i postoji samo kod potencijala oblika r~! (i r?):
vide¢emo kasnije da je ona posledica dodatne simetrije koju ima Coulomb-ov potencijal. Svo-
jstvene funkcije v,; naravno zavise i od n i od [. One se mogu izraziti preko Laguerre-ovih i
pridruZenih Laguerre-ovih polinoma koji se definisu kao

a" dk

pr (€™, Lp@=(-DF—Lyi(&). (4.74)

— ¢
L, =¢e dfk

Ukupno, vezanja stanja elektrona u atomu vodonika opisana su talasnim funkcijama
Vnim(1,0,9) = Ry (Y™ 0, ¢), (4.75)

gde je radijalni deo
zr (ZZr)l 21 (ZZr) .

Ryi(r)=e " il (4.76)
naop nay
Konstanta ay naziva se Bohr-ov radijus i daje red veli¢ine atoma
n* -10
ap=—>= 0.5-10" "m, 4.77)
me
a energija osnovnog stanja elektrona u atomu vodonika je
4
me
Ey=——— =-13.6eV. (4.78)

2h2
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Vrednosti ove dve konstante odreduju karakteristicne skale duZine i energije u atomskoj fizici.
Svojstvene funkcije elektrona u vodonikovom atomu imaju tri kvantna broja: kvantni broj en-
ergije n =1,2,3,... , kvantni broj kvadrata momenta impulsa [/ = 0,1,...,n—1 i kvantni broj
z-projekcije momenta impulsa (magnetni kvantni broj) m = —1,..., [. Degeneracija n-tog ener-
getskog nivoa je n?, jer

n-1 1 n—-1
Y Y 1=)Y @l+)=nn-)+n=n (4.79)
I=0m=—1  I=0

Napisa¢emo talasne funkcije osnovnog i prvog pobudenog stanja elektrona:

1 7 3/2 zr

s wmo:ﬁ(a_o) e “
o v (2 - 2)
S 200 = — ———|e @

421 \ Ao ao
32 (4.80)
9 v 1 (Z) Zr i 0
200= —F— | — —e 2% coSs
P 421 \ Ao o

1 (Z\3?% zr _z .
2 =—— —e 2w sinfe*'?.
p Y2141 8\/7_1( )

ap ap

U spektroskopskim oznakama koje su napisane levo, s-stanja oznacavaju vrednosti / = 0 kvantnog
broja ugaonog momenta, p-stanja imaju [/ =1, d-stanja [/ =2, f-stanja ! = 3 i tako dalje.

4.4 Cesticau elektromagnetnom polju

U prethodnom poglavlju videli smo kako se reSava Schrodinger-ova jednacina u slucaju kre-
tanja elektrona u elektrostatickom potencijalu tackastog naelektrisanja jezgra. Hamiltonijan
Cestice koja se krecée u statitkom elektri¢nom polju, E = —grad ®, dat je preko elektrostatickog

potencijala @,
>

H=L"ieom+Um®, 4.81)
2m

gde je U(7) potencijalna energija ostalih polja koja deluju na ¢esticu. U ops$tem sluc¢aju, hamil-
tonijan Cestice u spoljaSnjem elektromagnetnom polju dobija se iz hamiltonijana

1—52
H=—+U®{ (4.82)
2m
metodom minimalne zamene:

H—H-e®d, p—p--A4 (4.83)

gde su ®(7, 1) i A(F, t) skalarni i vektorski potencijal elektromagnetnog polja. Jagine elektri¢nog
i magnetnog polja date su sa

- 1
E=—-grad®—--— B =rotA. (4.84)
c
Prema tome, hamiltonijan ¢estice u spoljasnjem elektromagnetnom polju je

1 e -
H=—(p--AP’+ed+U. (4.85)
2m c
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U kinetickom ¢lanu uredenje impulsa p i koordinata koje figurisu u vektorskom potencijalu
A(7) je simetri¢no,
2
L €=H o € o ey
(P-=-A’=p*——(p-A+A-p)+ 5 A% (4.86)
c c c

Schrédinger-ova jednacina za naelektrisanu Cesticu u elektromagnetnom polju glasi

) 4 1 . e,

ih—=—(-ihV—-—-A)"Y +e®¥Y+UVY. (4.87)
ot 2m c

Izvedimo gustinu i fluks verovatnoée u ovom slu¢aju. Kompleksnom konjugacijom iz (4.87)

dobijamo
L o0Y* 1 . =0 N .
—ih =—({hV--A)"VY +edV " +UVY", (4.88)
0t 2m c

pa se ponavljanjem postupka koji smo izveli ranije dobija jednacina kontinuiteta

) .
a_‘; +divi=0, (4.89)

gde je

+ in e -
p:‘P*‘I’, jz—%(‘P*V‘I’—‘I’V‘P*)—%A‘P*‘P. (4.90)

Izraz za fluks verovatnoce za Cesticu u spoljasnjem elektromagnetnom polju se menja.

IzveS¢emo hamiltonijane za naelektrisanu Cesticu u slu¢ajevima najjednostavnijih konfigu-
racija elektromagnetnog polja. Staticko, homogeno elektricno polje, E =const, moZe se opisati
potencijalom

o=-E-F, A=o0. 4.91)
pa je odgovarajuéi hamiltonijan
2 2
H=L _ep.7=L_ _4.E. (4.92)
2m 2m

U drugom ¢lanu prepoznajemo potencijalnu energiju elektricnog dipola dipolnog momenta
d=er. Ovaj izraz za potencijalnu energiju Cesto se primenjuje i kada je elektri¢no polje slabo
nehomogeno i ta aproksimacija se zove dipolna aproksimacija.

Nadi ¢emo analogan pribliZzan izraz za hamiltonijan naelektrisane Cestice u statickom ho-
mogenom magnetnom polju, B =const. Lako se vidi da je jedan od moguéih izbora za elektro-
magnetni potencijal

®=0, =——FxB. (4.93)

Energija interakcije sa magnetnim poljem je obi¢no mala: zato ¢emo u gornjem izrazu zadrzati
samo linearni ¢lan. Dobijamo

H=L( -+£€~~ r:B )2~M+L€.. ‘x:B (4.94)
om P1T pc CLKTIPk om  2me kPPl '
odnosno s Ly
e > - -
=Y _ % i.5-F 43 (4.95)
2m  2mc 2m

gde je sa I oznacen magnetni dipolni moment elektrona koji potice od njegovog "kruznog kre-
tanja" tj. od orbitnog ugaonog momenta,

fi=——L=—uglL, (4.96)
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a konstanta up naziva se Bohr-ov magneton,

lel
=— 4.97
He 2mc ( )
Analogan sa (4.96) je klasi¢ni izraz za magnetni dipolni moment tankog kruznog prstena polu-
precnika R kroz koji protice elektri¢na struja jacine I = —e/T = —ev/2nR (T je period kruZnog
kretanja elektrona kroz prsten),

e
p=InR*=——1L. (4.98)
2m

4.5 Landau-ov problem

Kretanje elektrona u konstantnom magnetnom polju jedan je od problema koji se mogu resiti
egzaktno i u klasi¢noj i u kvantnoj mehanici. Ako z-osu usmerimo duz magnetnog polja, B =
Bé,, a gejdz fiksiramo sa A = xBéy, hamiltonijan je

2 2
2% 1 eB , p;

H=—+— -—X)"+ —=. 4.99
2m Zm(py c ) 2m ( )

U sledecoj glavi ¢emo pokazati da je gradijentna simetrija elektromagnetizma simetrija i Schro-
dinger-ove jednacine, pa gradijentni uslov moZemo da izaberemo tako da se reSavanje jed-
nacine maksimalno pojednostavi. Stacionarna Schrédinger-ova jednacina glasi

n* 0>y h* 0’y _heB oy e*B? , h? A%y

—+i X—+ Y- ———
2m 0x* 2m dy? mc 0y 2mc? Y om 822

= E‘(//, (4.100)

Ova jednacina se moze resiti razdvajanjem promenljivih. Ako pretpostavimo da je
y(x,y,2) = F(x,y)Z(2), (4.101)

razdvajanjem promenljivih xy i z dobijamo dve jednacine

n® d*z b
2m dz2 %
(4.102)
n* 0°F h* 0°F . heB OF . e’B? 2p (B B)F
—— = ti—Xx— x*F=(E- .
2m 0x? 2m ady*>  mc dy 2mc? “
ResSenje za Z(z) je ravan talas,
; 2mE
Z(z)=e't5, k2= —7 (4.103)
Analiziraju¢i drugu jednacinu vidimo da ona ima partikularna reSenja oblika
F(x,y) = eV X (x). (4.104)
Uvodenjem ove smene ona se svodi na
X 1 (hk eb )ZX (E—E)X (4.105)
———t— -—X =(E- , .
2m dx2 2m\ 7 ¢ ‘
odnosno, posle smene promenljive
_ ch
X=x-—ky (4.106)
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na jednacinu za harmonijski oscilator

 &X + L e? PX=(E-E)X (4.107)
—— —— t-mw; X" X =(E- . .
2m dx2 2 L “

Konstanta wy = eB/(mc) naziva se Larmor-ova frekvenca. ReSenja poslednje jednacine X, (X)
su svojstvene funkcije harmonijskog oscilatora mase m i frekvence w;, i odgovaraju energijama

E,=E-E,. (4.108)

Drugim recima, ukupna energija E je zbir energije ravnog talasa duz z-ose i energije oscilatora,

2

2
1
Ejn= —Z+(n+§)th. (4.109)

2m

Energija kretanja u ravni normalnoj na magnetno polje je kvantovana. Svojstvene funkcije su

Ay oo 2
Vil 32) = 250 5 By (4.110)
gde je
mowry, ch
= -—kyl, 4.111
¢ n (x eB y) ( )

a konstante A, date suu (2.232).
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Nabla u sfernim i cilindriénim koordinatama

Neka je f(7) skalarna funkcija a F (7) vektorska funkcija. Veze izmedu Descartes-ovih koordi-
nata (x, y, z), sfernih koordinata (r, 8, ¢) i cilindri¢nih koordinata (p, z, ¢) su

x=rsinf cosg = pcos,

y=rsinfsing = psing, z=rcosf.

Diferencijalni operatori nabla V ilaplasijan A = V-V deluju na skalarne i vektorske funkcije na

sledeéi nacin:

of . of. oOf.
széex+£ey+a—]zcez
0 10 0
=—fé’r+ f* fﬂp
or 66 rsmGG(p
0 10 0
f*p+ fé’(p —fé’
~ap p Op 0z
- OF
V.F:%+_y+%
ox 0y Oz
=— — (r°"F;) + —— — (sin0F, —_—
r2 or r )+ in6 06 (sinOFp) + rsinf 0¢
10 10F OF
=——(p p) e z
p 0p p 0p 0Oz
s OF: OFy an aFy OF,
VxF= 4 —x_ —r_z=
x (ay aZ) ( )y ( ay)ez
_ 1 ( (sm@F)—aﬁ)e E(L%_i(rp ))é’
~ rsinf ¢ ' sind dp or 7 0
+l i(rF) OF:
r " 60
OF, OF, OF
:(lﬁFz__‘P)* " —p—%)5¢+l(i(p (p)__p)é
p 0p 0z 0z 0p p \0p op
0*f 0°f 0°f
Af=—2+—L 4L
! 6x2+6y2+6z2
19 ,0f . of 1 0°f
=— — (=L 9_ hal
r2 or (r aor’ " 77sin6 00 (sm )+ r2sin? @ 0¢?
10 0 1 0°f 0

“pdp - dp

p? 0¢?

022"
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Legendre-ovi polinomi

LEGENDRE-OVI POLINOMI P, (x) sureSenja Legendre-ove diferencijalne jednacine

1-x3y"-2xy' +n(n+1y=0

za celobrojne pozitivne vrednosti n. Vazi

n

2%n! dx"

Pu(x) = (x*—=D".

Legendre-ovi polinomi su parne ili neparne funkcije.
FUNKCIJA GENERATRISA:

Y P, (x)r", |r| <min|x+ vVx2-1|

1
Vi=2xr+72 Y Pu(x) r”1+1’ [r| > max|x+ vVxZ—1]
SPECIJALNE VREDNOSTI:
Po(x) =1 Po(x) = 2 5% — &
o(x) =1, z(x)—zx ~
Py(x) = x, H;(x) =—x3—§x.
2 2
POSEBNE VREDNOSTI:
, 2n—-D!
pP,(1)=1, Py,(0)=(-1) W

REKURENTNE RELACIJE:
nP,(x)+(n—1)P,_o(x)—(2n—-1)xP,—1(x) =0.

RELACIJE ORTOGONALNOSTI:

1

2
an(x)Pm(x) dx=—0m.
J 2n+1

Sferni harmonici

SFERNI HARMONICI su definisani sa

YOy = i (2131 = ImD! 1
PP 2 (+ImD! van

P"(cos 0)e!™m®

specijalno,

20+1
a7

Pj(cos0).

127

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)
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POSEBNE VREDNOSTI:

=0  v0= =
' 0 van
3

I=1: Y10= —cosf
47

3 X
Ylil =—y/—sinfe*'?
8n
1=2: Y0 = \/i(?)cosze—l)
2 167
15 .
Y2il =—y/—sinfcosfe*'?
8m
V2=, - sin? Pe*?i®
32

RELACIJE ORTOGONALNOSTI:

21

/1
ffYlm*(H,(p)er,w(g,(p)sineded(p=5”,5mm,_
00

POSEBNE FORMULE: ako su 7 i 7» dva vektora koji zaklapaju ugao v, vazi

00 1
r<

= =) — Pi(cosy)
|7y — T2l 2172 _or =T
[+ 172 COSY >

1 1

l

4 *
Picosy) = ——= Y Y (01,¢1) Y, (02, ¢2)
2l+1 =,

Laguerre-ovi polinomi

LAGUERRE-OVI POLINOMI su reSenja jednacine

xy"+(@+1-x)y +ny=0

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)

gde su 7 celi nenegativni brojevi, a a proizvoljan kompleksni broj. Mogu se izraziti preko ele-

mentarnih funkcija kao
e*x~ % d"

(a) _ -x n+a
L,”(x)= T dxn (e " x ).
Specijalno,
Ln(x) =LY ().
FUNKCIJA GENERATRISA:
e+ =Y L9 wt",  Jr<l.
SPECIJALNE VREDNOSTI:
1,
Lo(x) =1, Lz(x):1—2x+5x ,

3 , 14
Li(x)=1-x, Lg(x)=1—3x+5x —éx.

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)
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REKURENTNE RELACIJE:

nL@x)=2n+a-1-0LY (x)- (n+a-1nL'?,x) (4.130)
dL(a’) (x)
x——= = nLP (0 - (n+ L' (x) = —xL P (x). (4.131)

RELACIJE ORTOGONALNOSTI:

ITn+a+1)

p” Omn- (4.132)

+00
f x% e LY (x)L'Y (x)dx =
0

ADICIONE FORMULE: .
n
@ _ =D kr@+h
LYPx+y =e” ; 7 LY () (4.133)
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4.6 Zadaci

4.1 Polazeci od komutacionih relacija izmedu koordinata i impulsa pokazati da vazi (4.4).
4.2 Pokazatidaje Lx L=ihL.
4.3 Polazeciod L; = €;jrx; pj pokazati da je

L*=L;L;=7*p*—(F-P)(F-P) + ihF- p

4.4 Pokazati daje
[Li,x]'] = ihsl—jkxk, [Li,pj] = ihfijkpk-

4.5 Odrediti komutator [L2, y].

4.6 Koristeci osnovne komutacione relacije izmedu komponenti momenta impulsa [L;, L;] =
ine;j Ly pokazati da je

a) [L?,L;]=0;
b) [L;,Lil=+hLy,  [L+,L_]=2hL,;
© [*=L_Ly+I2+hl,=LyL_+I%-HhL,.

Ovde su L+ = Ly + i L, operatori podizanja i spuStanja komponente momenta impulsa i 1% je
kvadrat momenta impulsa.

4.7 Neka su A, B i C vektorski operatori. Pokazati da je
a) A-B=B-A+[A;Bil;
b) (Ax B);=—(Bx A); +¢;kAj, Bl;
¢) A-(BxC)=(AxB)-G;
d) (Ax(Bx0C));=Bi(A-C)-(A-B)C;+[A;},B/]C;.
4.8 Pretpostavimo da je A operator koji zadovoljava
[PA=aA, L;A=pA,
gde su a i B neki kompleksni brojevi. Pokazati da tada vazi i
I’LiA=aLiA, L, LiA=(B+h)LiA.
4.9 Ako je A vektorski operator, [Li, Aj] = ihg; jx A, pokazati da je
[L?, A] = 2ih(A x L—ih A).
(MozZe se koristiti identitet €;jx€;j; = 20 k).

4.10 Neka su A i B vektorski operatori koji komutiraju izmedu sebe i sa momentom impulsa
([A;,Bj1=0,[A;,Lj]=0i[B;,L;j] =0). Pokazati da je

-

[A-I,B-I]=ih(Ax B)-I.

4.11 Izvesti formulu (4.15):
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a) polazeci od formule L? = L_L, + L2 + iL,. Paziti pri tome da npr. ctg i 9/06 ne komuti-
raju!

b) piSudiizraz iz prethodnog zadatka u sfernim koordinatama.

4.12 Pokazatidaje
L2

B2 r2
gde je p, operator koji treba odrediti. Potom naci komutator [r, p,].

PP =pr+

4.13 Izra¢unati funkciju Yll 8, ) iz uslova Ly Yll = 0 (vide¢emo u sledecoj glavi da je ovo ta¢no)
prikazujuéi Ly u koordinatnoj reprezentaciji. Uzimajuéi da je moguce razdvojiti promenljive
Yll 0, 9) = T;(0)e!'? /27 odrediti funkcije T;(6).

4.14 Zakoje vrednosti parametara a, iy je funkcija
£(6,¢) =cos*Osinf e'??,

svojstvena za operatora L?? Razmatrati slu¢ajeve u kojima su a i 8 prirodni brojevi, dok je y
ceo broj.

4.15 Naci operatore podizanja i spusStanja z-komponente momenta impulsa L+ = Ly +iLy u
cilindri¢nim koordinatama.

4.16 Koriste¢i Rodrigues-ovu formulu (4.31) izracunati prva Cetiri Legendre-ova polinoma, a
onda pokazati ortogonalnost P; (¢) i P3(¢&).

4.17 Odrediti asocirane Legendre-ove funkcije le(x) zal=0,l=1il=2.
4.18 Napisati sferne harmonike za [ = 1i [ = 2 u Descartes-ovim koordinatama
4.19 Pokazati da operatori L? i L, komutiraju sa sferno-simetri¢nim hamiltonijanom (4.40).
4.20 Talasna funkcija Cestice je
WX, 1,2) = K(x+iy+2)e V¥V +2

gde je a > 0 poznata konstanta.

a) Normirati talasnu funkciju.

b) Nadi o¢ekivane vrednosti (I%) i (Lz) u ovom stanju.

¢) Kolika je verovatnoca da ce se prilikom merenja L, dobiti rezultat 7?2
4.21 Neka je w(¢) talasna funkcija koja zavisi samo od koordinate ¢. Pokazati da je

w(g+a) = iy ().

Ovde je a konstanta.

4.22 Unsold-ova teorema kaze da popunjene ili polupopunjene ljuske ne doprinose ukupnom
momentu impulsa atoma. Drugim re¢ima, to znaci da je talasna funkcija popunjenih ili nepo-
punjenih ljusaka sferno-simetri¢na. Pokazati da je to tacno za L i M ljuske, odnosno izracunati

1
Y 1Ye,¢”

m=-1

za [ =11 [ =2iuveriti se da izraz ne zavisi od 0 i ¢.
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4.23 Nacrtati efektivhu potencijalnu energiju elektrona Ueg(r) u atomu vodonika za razlicite
vrednosti /.

4.24 Potencijalna energija Cestice mase m je

0, r<a
U(r):{ .
oo, r>a

Resiti stacionarnu Schrédinger-ovu jednacinu:
a) pod pretpostavkom da su reSenja sferno-simetri¢na tj. daje [ = 0;
b) zal>0.

4.25 Sferno-simetri¢na barijera odreduje kretanje cestice mase m:

-U, r<a
U(r):{ .
0, r>a

Na¢ijednacinu za energiju osnovnog stanja. Naéi uslov da bi postojalo bar jedno vezano stanje.

4.26 Resiti vremenski nezavisnu Schrodinger-ovu jednacinu harmonijskog oscilatora u dve
dimenzije u koordinatnoj reprezentaciji i u bazisu svojstvenih stanja hamiltonijana |ny, ny).
Prodiskutovati degeneraciju hamiltonijana i pokazati da hamiltonijan zajedno za L, ¢ini kom-
pletan skup opservabli. Ako su bazisna stanja |nm) pri cemu je

H|nm) = E,|nm), L,|lnm)=hm|nm)

napisati ova stanja u cilindri¢nim koordinatama za osnovno i prvo pobudeno stanje i ustanoviti
vezu sa bazisom u kome su stanja opisana kvantnim brojevima energije jednodimenzionih os-
cilatora.

4.27 U ovom zadatku pokazac¢emo da su funkcije (4.76) reSenja radijalnog dela Schrédinger-
ove jednacine za atom vodonika. To ¢emo posti¢i u nekoliko koraka.

a) Pokazati da se diferencijalna jednacina za radijalni deo Schrédinger-ove jednacine atoma
vodonika (4.58) moZe napisati u bezdimenzionom obliku

U (x) + —1+2me—Zezl—l(l+1)i)u(x)—o
4 nz x x2 -

gde je x = re pri Cemu je
2meZe® B (6)2

eh? 2

b) Razmotriti diferencijalnu jednacinu

)+ 1+2j+k+11 kK>-11
x —_—— —_—— —
y 4 2 x 4 x2

) y(k) =0.
Pokazati da se ova jednacina pojednostavljuje ako reSenje traZimo u obliku

Y =eixt f(x),

i identifikovati funkcije f(x).
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¢) Uporediti diferencijalne jednacine za y(x) iz dela b) i u(x) iz dela a) ovog zadatka i naéi
reSenje bezdimenzione radijalne Schrédinger-ove jednacine za atom vodonika.

d) Odrediti spektar i funkcije stanja jednacine (4.58).

4.28 Nacrtati radijalne delove talasne funkcije R,,;(r) i radijalnu gustinu verovatnoce r?R,,;(r)?
atomavodonikazan=1in=2.

4.29 Uporediti Cetiri karakteristi¢na rastojanja u atomskoj fizici: Compton-ovu talasnu duZzinu,
Bohr-ov radijus, tipi¢nu talasnu duzinu prelaza izmedu dva nivoa u atomu i klasi¢ni radijus
elektrona r ~ €2/ (mec?).

4.30 Odrediti udaljenost na kojoj je radijalna gustina verovatno¢e u osnovnom stanju atoma
vodonika maksimalna.

4.31 IzraCunati (r) i Ar u n-tom svojstvenom stanju maksimalnog momenta impulsa atoma
vodonika. Da li su orbite bolje definisane za stanja sa manjom ili sa ve¢om energijom?

4.32 Odrediti oéekivane vrednosti (r?), (x?), (y*) i (z*) za elektron u atomu vodonika koji je
a) uosnovnom stanju;
b) u stanju w,1(r,0,@).

4.33* Parabolicke koordinate (¢,7, @) definisane su sa

E=\/X2+y2+22+2z,  n=\/x*+)*>+2% -2z, (pzarctanz.
x

a) Pokazati da se Descartes-ove koordinate izraZavaju preko paraboli¢nih na sledec¢i nacin:
x=14/éncosep, y=1/¢énsineg, z=—".

b) Napisati stacionarnu Schrodinger-ovu jednacinu za elektron u atomu vodonika u para-
boli¢kim koordinatama.

¢) Pokazati da se u jednacini dobijenoj u prethodnom delu zadatka moze izvrsiti razdva-
janje promenljivih y(¢,n, @) = X (&)Y (n) F(¢). Odrediti funkcije X (&), Y(n) i F(p) i naci
spektar energije vezanih stanja atoma vodonika.

4.34 Kvantni rotator u ravni momenta inercije I je sistem s jednim stepenom slobode (polarni
ugao ¢). Njegov hamiltonijan je
nele

2I°

a) Nacdi svojstvena stanja i svojstvene energije rotatora u ravni.

b) Odrediti svojstvena stanja i spektar ako je rotator tackasto naelektrisanja e postavljeno u
elektromagnetno polje

- Br
A= ?etp.
4.35 Cestica mase m i naelektrisanja e nalazi se u homogenom elektri¢nom polju E.

a) Napisati vremenski zavisnu Schrodinger-ovu jednacinu za ovaj sistem.
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Pokazati da ocekivana vrednost poloZzaja u stanju v (x, t) zadovoljava

d*(r)
m =
dt?

4.36 Cestica mase m i naelektrisanja e nalazi se u homogenom elektri¢cnom E = E&, i magnet-
nom polju B = Bé; pri cemu je E < B. Naci reSenja Schrédinger-ove jednacine za ovu Cesticu.

4.37* Cestica mase m i naelektrisanja e kreée se u ravni normalnoj na magnetno polje B = Bé,.

a)

b)
c)

d

e)

f)

g

h)

Razmotrimo kretanje estice u gejdzu u kome je A = (—~By,0,0). Pokazati da se estica
kreée kao harmonijski oscilator i odrediti svojstvena stanja i spektar energije.

Pokazati da "simetri¢an gejdz" A = (—By/2, Bx/2,0) opisuje istu fizicku situaciju.
Napisati hamiltonijan i Schrodinger-ovu jednacinu u simetricnom gejdzu.

Napisati Schrodinger-ovu jednacinu iz prethodnog dela zadatka preko koordinata
X = eB « = eB
~V 2nc” ~\2ne”

Uvedimo kompleksne koordinate

u bezdimenzionoj formi.

z=X+1iY, zF=X-1Y.

Pokazati da su odgovarajudi izvodi

i_l(i_ii) 9 _l(iﬂ-i)
0z 2\0x oY) a4z 2\ex oy
Uveriti se da je
i—[*i]—_l i— *i—o
2ozl T 1% e T “oz | T 1% ez T

Pokazati da se hamiltonijan iz dela pod d) mozZze prikazati preko kreacionih i anihilacionih
operatora

Z*
a=\/§ az+?

, aT=\/§(—6z*+§).

i da oni zadovoljavaju komutacione relacije [a, a'] = 1. Odrediti osnovno stanje.

Pokazati da postoji jo$ jedan par kreacionog i anihilacionog operatora
b:\/i(az*+f), b*:\/i(—az+z—),
4 4

koji zadovoljavaju komutacionu relaciju [b,b'] = 1. Napisati operator L, preko krea-
cionih i anihilacionih operatora.
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SIMETRIJE

Mada bi po logici smenjivanja matematickih i fizickih poglavlja, a i po naslovu, sadrZaj ove
glave trebalo da bude pretezno matematicki, nije tako. Naslov je tu zbog svoje kratkoce; u ovoj
glavi uvode se neki od fundamentalnih pojmova koji su u fiziku usli sa kvantnom mehanikom,
izmedu ostalih, spin i identi¢nost Cestica.

Moglo bi se rec¢i da smo sa razumevanjem simetrija u kvantnoj mehanici, kao u kompjuter-
skoj igrici, presli na novi nivo'. I u klasi¢noj fizici simetrije su veoma vazne jer njihovo pozna-
vanje uvek pojednostavljuje reSavanje fizickog problema. Ali u kvantnoj mehanici shvatili smo
da simetrija moze da bude prisutna i kada nije reprezentovana na ocigledan nacin, ili mate-
maticki preciznije, u prirodnoj reprezentaciji. Teorija ugaonog momenta na primer predstavlja
istorijski veoma znacajan deo kvantne mehanike i dala je veliki doprinos objasnjenju spektara
kroz selekciona pravila; ali uopstenje ugaonog momenta na polucele reprezentacije dovelo je
(ili je moglo dovesti) do teorijske predikcije spina 1/2 koji se detektuje u eksperimentu. Sli¢no
je, neSto kasnije, ideja o postojanju konjugacije naboja dovela Dirac-a do predikcije pozitrona,
antiCestice elektrona. I pojam unutrasnje simetrije fakticki je potekao iz kvantne mehanike:
on je omogucio da se napravi klasifikacija elementarnih ¢estica i odredi njihova struktura i bez
poznavanja detalja dinamike. Navedimo dalje gradijentne simetrije koje su u danasnjoj fizici
klju¢ne za razumevanje i opis fundamentalnih interakcija u prirodi.

Kada govorimo o simetrijama ili o simetriji, podrazumevamo u stvari dva pojma. [ ufiziciiu
svakodnevnom govoru simetrija podrazumeva invarijantnost nekog objekta (na primer umet-
nicke slike ili gradevine, Zivog bica, kristala, ali i operatora ili dejstva sistema) na odredenu
transformaciju ili skup transformacija. I u umetnosti i u fizici smatramo da objekti koji pose-
duju simetriju imaju posebnu (estetsku, konceptualnu) vrednost. U fizici se koristi i drugi po-
jam koji se odnosi na fizicke zakone i jednacine koje ih opisuju: kovarijantnost. Kovarijant-
nost obi¢no znaci da fizicki zakoni "izgledaju isto" u razli¢itim koordinatnim ili referentnim
sistemima i daje nam grupu simetrija odredenog zakona fizike (koja je, razume se, nadena ili
potvrdena u eksperimentu). Na primer, drugi Newton-ov zakon "ne menja se" pri rotacijama
i translacijama, tj. pri ovim transformacijama leva i desna strana jednacine (1.1) menjaju se
na isti nacin, uskladeno ili ko-varijantno: kao vektori. To znaci da drugi Newton-ov zakon vazi

lod mnogo referenci za teoriju Lie-jevih grupa u kojima su analizirani razni aspekti simetrije i njene primene
u fizici izdvajamo R. Gilmore, Lie groups, Physics, and Geometry, Cambridge University Press, 2008. i B. G.
Wybourne, Classical groups for Physicists, Wiley, 1974.
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bez obzira kako usmerimo nase lenjire i gde postavimo (koordinatni pocetak) nase laboratorije.
Jednacina (1.1) ne menja se zapravo ni pri Galilei-jevim transformacijama, pa drugi Newton-ov
zakon vaZi odnosno izgleda isto u svim inercijalnim sistemima. Sli¢no je i sa Maxwell-ovim jed-
nacinama. Njihova kovarijantnost na Lorentz-ove transformacije moze se videti i iz jednacina
(1.26-1.29), ali postaje manifestna kada se uvedu kovarijantne velic¢ine, ¢etvorovektori i ten-
zori: vektorski potencijal A, struja j, i tenzor jacine polja Fy,,. Maxwell-ove jednacCine se tada
zapisuju kao

47
G#F”":?jv, (51)
ili u Lorentz-ovom gejdzu d,A* =0,
4n
OAY = — i, (5.2)

gde je L = 0,0" d’Alembert-ov operator. Vazno je naglasiti da iako same fizicke velicine (na
primer vektor polozaja, potencijal elektromagnetnog polja) nisu invarijantne na transformacije
simetrije, njihova je promena pri prelazu iz jednog u drugi referentni sistem fiksirana, zadata.
Zbog toga kad resavamo fizicki problem, referentni sistem moZzemo da fiksiramo onako kako
nam je najpogodnije: reSenje uvek umemo da prebacimo u proizvoljni drugi sistem.

U ovoj knjizi razmatraéemo oba aspekta simetrije: invarijantnost konkretnog kvantnog sis-
tema na odredenu grupu simetrije u ovoj glavi, i kovarijantnost tj. opste simetrije Schrédinger-
ove jednacine u sledecoj.

5.1 Simetrijeizakoniodrzanja

Poseban znacaj simetrija se u fizici vidi kroz Noether-inu teoremu koja kaZe: svakom parametru
neprekidne grupe simetrije dejstva klasi¢nog sistema, odgovara jedna odrZana veli¢cina odnosno
jedan integral kretanja. Integrali kretanja su one veli¢ine koje se ne menjaju sa viemenom.
Klasi¢no, dinamicki uslovi da neka veli¢ina ne zavisi od vremena mogu se formulisati i u
Lagrange-ovom i u Hamilton-ovom formalizmu. U Lagrange-evom formalizmu konstante kre-
tanja postoje kada imamo cikli¢ne koordinate odnosno koordinate od kojih lagranZijan ne za-
visi eksplicitno. Ako je x; ciklicna koordinata, iz jednacina kretanja dobijamo
d oL GL_ddL_O 5.3)
dt ox; 6x,~_dt0xi_ ’ '
pa je odgovarajuci generalisani impuls p; = 0L/0%; konstanta. Sa druge strane, ako je L #
L(x;), translacija
Xi— XxX;+a, X; — X; (5.4)
ocigledno ne menja ni lagranzijan ni dejstvo (1.4). U Hamilton-ovom formalizmu, iz jednacine

kretanja vidi se da je opservabla A konstanta kretanja ako je njena Poisson-ova zagrada sa
hamiltonijanom nula,

dA—{AH} =0 (5.5)
dt_ ] Pz — V. *

U kvantnoj mehanici integrali kretanja se slicno definiSu: to su one opservable Cije se
oCekivane vrednosti ne menjaju u toku vremena. Iz Ehrenfest-ove teoreme (3.193) zakljucu-
jemo da takve opservable komutiraju sa hamiltonijanom. Dakle, uslov

[A, H] =0 (5.6)

je definicija integrala kretanja u kvantnoj mehanici. 1z ove definicije se vidi da su svojstvena
stanja konstanti kretanja stacionarna, tj. ako je Ala) = ala), ondaje i

Ala, t) = Ae_%Htla) = e_%HtAla) = ae_%Htla) =ala,t). 5.7
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To izmedu ostalog znaci da su kvantni brojevi konstanti kretanja dobri za karakterizaciju sis-
tema jer se njihova vrednost ne menja u toku vremena.

Sada da preciznije definiSemo simetrije: poc¢ec¢emo od prostorno-vremenskih transforma-
cija. U opsStem slucaju to su preslikavanja prostornih koordinata i viremena,

=77 La), t— 17 tap), (5.8)

koja u principu zavise od skupa realnih parametara {a;}. MoZemo da zamislimo da se trans-
formacije realizuju na dva nacina: ili se sve tacke prostora transformisu (transliraju, rotiraju
itd.) a objekti u njemu (pa i oni koji definisu referentni sistem) ne, ili je prostor fiksiran a trans-
formiSemo referentni sistem. Ove dve varijante zovu se aktivna i pasivna interpretacija (pros-
tornih transformacija): njihov matematicki opis je ekvivalentan.

Intuitivno, simetrije prostora su transformacije koje ne menjaju njegove osobine: zato ¢emo
prvo razmatrati izometrije, koje ¢uvaju rastojanja i uglove?. Izometrije imaju matematicku
strukturu grupe: grupu transformacija ¢emo oznacavati sa G, a njene elemente sa g; ili g,.
U matematici, grupa ima one osobine koje intuitivno o¢ekujemo od prelaza iz jednog u drugi
referentni sistem kao S§to su zatvorenost (mogucnost uzastopnih transformacija) i postojanje
identi¢nog i inverznog preslikavanja. Precizna definicija grupe data je u dodatku; u kvant-
noj mehanici, u kontekstu veze izmedu simetrija i integrala kretanja veoma su vazne Lie-jeve
grupe. Lie-jeva grupa je grupa sa beskonacno mnogo elemanata koji se mogu parametrizovati
(zadovoljavajuci uslove neprekidnosti) realnim brojevima a;, i = 1,2,..., n; parametri a; uzi-
maju vrednosti u delu n-dimenzionog prostora R”. MoZe se pokazati da parametrizacija ima
oblik eksponencijalne funkcije3
— e iXail;

8a ) (5.9

gde su sa T; oznaceni generatori grupe. Generatori grupe su operatori, matrice koji zadaju
dejstvo grupe u okolini jedinice tj. identi¢nog preslikavanja: kada su parametri a; = €; mali,
jednacina (5.9) postaje
. . .0
ge=1-i) €T, tj. Ti:zﬁlaizo. (5.10)
aai

VaZan pojam u teoriji grupa i u primenama je reprezentacija grupe, U(g). Reprezentacija je
preslikavanje koje ¢uva strukturu grupe odnosno zakon mnoZenja,

UgU(g2) =U(g182)- (5.11)
Veza (5.9) izmedu generatora i elemenata grupe vaZzi i u reprezentaciji,
U(ga) :e—iZﬂiTi’ U(ge) = l—izel”[i, (5.12)

gde sada umesto T; figurise U(T;) = 7;.

U slucaju izometrija, grupa je zadata delovanjem (5.8) na prostorne koordinate: ta repre-
zentacija naziva se prirodna reprezentacija. U kvantnoj mehanici, stanja fizickog sistema |y) su
takode vektori, ali naravno ne u trodimenzionom euklidskom prostoru nego u prostoru stanja
. Pri transformaciji koordinata stanje |1) se menja (Sto je ocigledno, na primer, u Schré-
dinger-ovoj reprezentaciji kada je |y) talasna funkcija). Posto da je kvantnomehanicki opis
linearan, odgovarajuca transformacija je opisana linearnim operatorom,

ly) — vy = U(g)lw). (5.13)

20vaj skup ¢emo kasnije prosiriti, ne ogranicavajuci se pretpostavkom da se referentni sistemi mogu realizovati
u laboratoriji, kao ni pretpostavkom da su simetrije isklju¢ivo transformacije prostora.
3U najopstijem slu¢aju, element grupe je proizvod eksponencijalnih faktora.
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Uz to zahtevamo da i rezultujuce stanje ') bude fizicko, tj. vektor jedini¢ne duzine kao i [y).
To znaci da su U(g) unitarni operatori,

U U'g=1, (5.14)

i naravno, €ine reprezentaciju odgovarajuce grupe. U stvari, kvantnomehanicki opis daje nesto
viSe slobode. Iz ¢injenice da su opservabilne veli¢ine kao $to su gustina i fluks verovatnoce,
ili o¢ekivane vrednosti, bilinearne (kvadratne) po talasnoj funkciji, sledi da se transformacije
prostora mogu reprezentovati i kao antiunitarni (unitarni i antilinearni) operatori za koje vazi

Ulaly)+bly)) = a*Uly) + b*Uly). (5.15)

Osim toga, reprezentacija ne mora biti prava nego moZe biti i projektivna, odnosno reprezen-
tacija "do na fazni faktor", .
U(gU(g2) = e U(g182). (5.16)

Ovo je sadrzaj Wigner-ove teoreme o simetrijama. Delovanje operatora U(g) moze se, kaoiu
slu¢aju dinamike, sa vektora stanja "prebaciti" na opservable. Drugim re¢ima, moZemo uzeti
da su pri transformacijama simetrije stanja invarijantna a da se opservable menjaju,

W) —lyy=ly), A—A=UYgAU(g. (5.17)

Sada moZzemo da se vratimo na vezu izmedu simetrija i zakona odrzZanja. Pretpostavimo da
je odredeni fiziCki sistem invarijantan na Lie-jevu grupu simetrije koja je u kvantnomehanickoj
reprezentaciji zadata operatorima U(g,). Karakteristika sistema je njegov hamiltonijan, pa in-
varijantnost sistema znaci da se pri transformacijama grupe simetrije hamiltonijan ne menja,

U Y g)HU(g,) = H, tj. HU(g,) =U(ga)H. (5.18)
Posto su U(g,) generisani generatorima 7;, poslednji uslov je ekvivalentan sa
[H,7;]1=0. (5.19)

Prema tome, G je grupa simetrije sistema ako svi njeni generatori komutiraju sa hamiltoni-
janom, odnosno, generatori simetrije su konstante kretanja. Ovo je kvantnomehanicka verzija
Noether-ine teoreme.

Postojanje simetrije po pravilu objasnjava degeneraciju svojstvenih vrednosti energije. Po-
§to generatori simetrije 7; komutiraju sa H, oni ne menjaju (svojstvene) vrednosti energije.
7;, medutim, mogu da promene stanje sistema, odnosno da preslikaju jedan svojstveni vektor
energije u drugi (za istu svojstvenu vrednost). Prema tome, istu vrednost energije mora da ima
ceo multiplet stanjakoja se dobijaju delovanjem 7; na poCetno tj. proizvoljno svojstveno stanje
energije.

5.2 Izometrije trodimenzionog euklidskog prostora

Naves¢emo nekoliko transformacija koje ne menjaju rastojanja izmedu tacaka. Prvi primer je
prostorna inverzija odnosno refleksija sve tri ose, P. Transformacija je definisana sa

-

F—7'=-F, t—t=t (5.20)

Ocigledno kad dva puta primenimo inverziju prostora dobijamo identi¢no preslikavanje, P? =
1, odnosno P~! = P. Odgovarajuéa grupa transformacija je dvo¢lana: G = {1, P}. Ako ozna¢imo

X
=yl (5.21)
V4
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inverzija prostora se reprezentuje matricom,

x! X -1 0 0)\(x
yl|=plyl=l0o -1 o]|y|. (5.22)
z' z 0 0 -1)\z

Lako se vidi da pri inverziji prostora
p—-p, L—L. (5.23)
Prostorne translacije su definisane vektorom translacije a:
=F+d, t—t=t. (5.24)

Ocigledno, pri ovoj transformaciji, p — p. Grupa translacija je Lie-jeva grupa, odnosno ima
kontinualno mnogo elemenata koji su parametrizovani sa tri nezavisna parametra, ay, ay, ia,.
Lako se dalje vidi da je grupa je komutativna,

8a8; =84 & =1 Sl=ga (5.25)

Da bismo videli kako se vektor poloZaja transformiSe pri rotacijama, pretpostavimo da se
rotacija vektora 7 vr$i oko z-ose za ugao a, pri ¢emu 7 prelazi u 7. Tome odgovara slika 5.1. Sa
slike se vidi da se komponente vektora 7

F'=Xéx+yéy+zé,=pCos@eéy+psingé, +zé, (5.26)
transformisu u

F'=x'é.+yé,+2'8 =pcos(p+a)é+psin(p+a)éy + zé.. (5.27)

Slika 5.1: Rotacija oko z-ose
za ugao a.

Odavde se dobija zakon transformacije

x' x cosa -sina 0\ (x
¥y |=R@é,)|y|=]|sina cosa O0f]|y]. (5.28)
z' z 0 0 1/\z

R(a, €;) je matrica rotacije za ugao a oko z-ose. MoZe se pokazati da svaka rotacija moze da se
zapise kao realna 3x3 matrica, kao i da vaze relacije detR = 1, R’ R = I: poslednja relacija sledi
iz osobine da rotacije menjaju duzinu vektora.

Jednacina (5.28) moZe lako da se uopsti kada imamo infinitezimalno male rotacije za ugao
€ oko ose 71, € =¢€7i. Tadaje

=/

F'=T7T+€xXT, (5.29)
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odnosno
Xi — X; = Xj + €€ jkNjXp. (5.30)

Na isti nacin se pri rotacijama transformisu svi vektori trodimenzionog prostora: ova osobina
je zapravo definicija pojma "vektor". Za vektor impulsa takode vazi

pgzpi+e€ijknjpk. (5.31)

1z poslednje dve relacije i (5.9) moZemo da "ocitamo" matricu koja opisuje generator rotacije
oko ose 71 u prirodnoj reprezentaciji:

(TR)ik = i€jjkn;j. (5.32)

Grupa rotacija je troparametarska Lie-jeva grupa, njeni parametri su uglovi rotacije.
Rotacije i translacije zajedno €ine Siru grupu transformacija trodimenzionog euklidskog
prostora, tzv. Galilei-jevu grupu,

=/

F'=RF+a, =t (5.33)

I elementi ove grupe mogu se prikazati kao matrice, u ovom slu¢aju formata 4 x4:

-/ - -

I R a)\(r
[1)=0o 500 634
Kao $to smo vec¢ rekli, u klasi¢noj mehanici sve opservable su funkcije od 7 i p, tako da
zadavanje transformacije poloZaja i viemena indukuje zakon promene svih fizickih veli¢ina.
Ali u klasi¢noj teoriji polja imamo druge varijable: fizicka polja. Zakon promene klasicnih polja
pri translacijama i rotacijama zadat je na skoro ocigledan, u svakom sluc¢aju veoma intuitivan

nacin. Ako imamo skalarno polje, na primer polje temperature T'(7, t), pri prelazu iz jednog u
drugi referentni sistem funkcija polja se transformise kao

T, ()=TF01), g T'(F,0=T(R'(F-a),1). (5.35)

Ova formula znaci da je izmerena brojna vrednost temperature u odredenoj tacki prostora ista
bez obzira da li je prikazujemo u starom ili u novom referentnom sistemu. Ako fizicko polje nije
skalarno nego vektorsko kao na primer ja¢ina elektri¢nog polja E(7, t), onda se pri rotaciji koor-
dinatnog sistema i njegove komponente (dodatno) promene, kao komponente svakog drugog
vektora. Zakon transformacije u tom slucaju glasi

E'(F',t)=RE(,1), (5.36)

gde je R matrica rotacije. Lako je proveriti da jednacine (5.35) i (5.36) zaista zadaju reprezenta-
ciju Galilei-jeve grupe.

5.3 Prostorne simetrije u kvantnoj mehanici

Posto smo definisali najvaznije prostorne transformacije, da nademo njihovu reprezentaciju u
kvantnoj mehanici odnosno da odredimo konkretne izraze za inverziju prostora, translacije i
rotacije. Vide¢emo kasnije da smo time zapravo dokazali kovarijantnost Schrédinger-ove jed-
nacine na navedene transformacije. U principu moZemo da postupimo na dva nacina: jedna
moguénost je da, na osnovu analogije izmedu talasne funkcije i klasi¢nog polja, pretpostavimo
da se pri translacijama i rotacijama talasna funkcija (7, t) transformise kao skalarno polje®.

4 Ova pretpostavka u stvari nije uvek taéna, vazi samo kada Gestica ima spin nula.
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Druga moguénost je da posmatramo delovanje prostornih transformacija na operatore poloZaja
iimpulsa, i da zahtevamo da se oni transformis$u na isti na¢in kao odgovarajuce klasi¢ne veli¢ine.
Za pomenute transformacije oba pristupa, vide¢emo, svode se na isto.

Prvo ¢emo proanalizirati inverziju prostora: operator koji reprezentuje ovu transformaciju
oznaci¢emo sa I1. Ako pretpostavimo da se talasna funkcija ponasa kao skalarno polje, imamo

My (F) = w(P~'F) = (7). (5.37)
Jasno, kaoiza P,iza [1vazi 1> =1,
Ty (7) = My (=) = (7). (5.38)

Svojstvene vrednosti operatora I1 koji je, lako se vidi, unitaran i hermitski, su +1, a odgovara-
juce svojstvene funkcije
My () =y(-7) = 2y/(7) (5.39)

su parne ili neparne funkcije. Zato se inverzija prostora naziva jo$ i parnost.
MozZemo da proverimo kako ovako definisano IT deluje na operator koordinate. Jednacina
(5.37) zapravo znaci

(FIIy) = (~Tly) (5.40)
za svako stanje |1), odnosno
oy =1-7). (5.41)
Prema tome,
77 =17F|-7) =-IIF|-7) = -F P, (5.42)

(u ovoj jednacini smo pisali kapicu nad operatorom 7 da bismo ga razlikovali od njegove svo-
jstvene vrednosti 7), pa imamo

F=I"'"FII=TFI=-7. (5.43)
To znaci da se operator koordinate transformiSe kako treba, kao vektor poloZaja, (5.20).

Razmotrimo sada kako se reprezentuju translacije. Videli smo da translacije ¢ine tropara-
metarsku Lie-jevu grupu. Oznaci¢emo

U(d) = e 14Ti, (5.44)

gde su 7; grupni generatori u datoj reprezentaciji; naravno, U(-d) = U~ (@). Odredi¢emo 7;
pretpostavljajuci da se talasna funkcija pri translacijama transformise kao polje,

U@y (@ =y(F-a. (5.45)

Generatori grupe zadaju infinitezimalne transformacije i zato ¢emo razviti poslednju jednacinu
ured po malim parametrima a; = ¢€;. U linearnoj aproksimaciji imamo

U@ w@) =e “Tiy) =0-ie;t)y(F) +...

o .. 0 (5.46)
w(F —8) = w(7) +a—;’: (=€) +....
Izjednac¢avanjem linearnih ¢lanova dobijamo
0
—I€;T; Y =—€; Ld (5.47)
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Posto su parametri €; nezavisni a funkcija ¥ proizvoljna, iz poslednje jednacine sledi da su
generatori translacija impulsi,

Ti=—i—=1"11, (5.48)

Kod sistema od N Cestica, talasna funkcija zavisi od koordinata svih Cestica, ¢ = w(71,...,7n).
Pri translaciji za vektor d imamo

-i€;J;

U@y F,....tn) =e “Tiy@, .., i) =w(F —G,..., Fn — 4). (5.49)

Postupkom sli¢nim prethodnom dobija se da je u tom slu¢aju generator translacija ukupni im-
puls,
. . N
hg =P=) pi. (5.50)
k=1

Posto smo odredili generatore, mozemo da nademo kako translacije deluju na operatore
koordinate i impulsa. Sli¢no kao kod parnosti, iz uslova (5.45)

(FlU@y) = (F - aly) (5.51)

sledi da je

U(a@)Iry =17+ ay (5.52)
Koristec¢i ovu relaciju ili primenom Baker-Campbell-Hausdorff-ove formule (3.170) , lako se do-
bija

U-@7U@=r+a (5.53)

U(-a)pu(@ =p (5.54)
kao §to i treba da bude.

Logika prethodnog izvodenja moZze da se preokrene i tada daje drugi pristup kvantovanju
koji se ne bazira na kanonskom formalizmu nego na simetrijama, a zove Weyl-ovo kvantovanje.
Znamo naime da je u klasi¢noj mehanici impuls generator translacija. U Weyl-ovom pris-
tupu impulsom ¢emo proglasiti onu veli¢inu koja u kvantnomehanickoj reprezentaciji generise
translacije, odnosno koja je reSenje jednacina (5.53-5.54). ReSavanjem ovog sistema dobijamo
da generatori translacija 7; treba da zadovoljavaju relacije

[Ti,Xxj]1=—idij, (5.55)
odnosno, dobijamo kanonske komutacione relacije.

Jedna od najvaznijih primena grupe translacija je u fizici ¢vrstog stanja. Elektroni u kristalu
kre¢u se u efektivnom elektrostatickom potencijalu koji je periodican. Periodi¢nost kristalne
reSetke u tri dimenzije opisuje se pomocu tri vektora reSetke d; koji grade osnovnu celiju. Zbog
toga je efektivni potencijal, a time i hamiltonijan elektrona, invarijantan na translacije za pro-
izvoljni vektor R oblika

3
R=) njd;, njez (5.56)
j=1

Ove translacije ¢ine diskretnu podgrupu grupe svih translacija; njene elemente u kvantnome-
hanickoj reprezentaciji oznacicemo s a U(R).



5.3. PROSTORNE SIMETRIJE U KVANTNOJ] MEHANICI 143

Za periodi¢ne potencijale vazi Bloch-ova teorema koja kaZe: svojstvene funkcije energije
elektrona u kristalu v (7) su proizvod ravnog talasa i periodi¢ne funkcije ¢(7),

w(f) = e”;'?(/)(?), (7 + R) = o(7). (5.57)

Posto smo detaljno analizirali osobine translacija, ovu teoremu moZemo i da dokaZzemo. Sa
jedne strane, delovanje translacije na (bilo koju) talasnu funkciju dato je sa

URwy@ =w(F-R). (5.58)
Sa druge strane, ako je hamiltonijan invarijantan na translacije
U RHUWR =H, (5.59)

znati da komutira sa svim U(R), pa se ceo skup operatora {H, U(R)} mozZe istovremeno dijag-
onalizovati. Uzmimo jedno od zajednickih svojstvenih stanja ovog skupa, vy (7):

Hy (F) = Ey(F), URy(F) = uB)y (). (5.60)

Posto su operatori U(R) unitarni, njihove svojstvene vrednosti «(R) su brojevi modula jedan;
sem toga, vazi

u(Ry) u(Ry) = u(Ry + Ry). (5.61)
Iz poslednje relacije dobijamo
u(R) = u(@)™ u(dy)" u(@s)™ = e >im, (5.62)
gde smo oznacili .
e P =y (a@p). (5.63)

Uvodenjem vektora inverzne resetke b; relacijom d;- b j =2mb,j,izraz (5.62) moze da se prepise
kao

-

u@=eFR Togb;. (5.64)
Kombinujuci formule (5.58) i (5.64) dobijamo

—ik-R

w(F—R) = e FRy(r) = o F R ik Ty (), (5.65)

§to znaci da je funkcija )
O(7) = e KTy () = e F TRy (7 - R (5.66)
periodi¢na.

Da vidimo kona¢no i kako se u kvantnoj mehanici reprezentuju rotacije. Rotacija oko z-ose
za ugao « na talasnu funkciju v (¥) deluje kao

U(R(a,&,))y(®) =y (R (a, )7), (5.67)

gde je
cosa —sina O
R(a,é;)=|sina cosa O0]. (5.68)

0 0 1

Hoc¢emo da nademo odgovarajuci generator rotacije, 7,. Njega éemo odrediti iz infinitezimalne
transformacije, a =¢,

1 - O
R, é,)=1e 1 0|=1-ieT,, (5.69)
0 0 1
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ili mozemo da koristimo jednacinu (5.32) koja daje sve generatore u prirodnoj reprezentaciji pa
i (T3)jx = i€j3k. Imamo

X X x+ey
R Y é)|y|=R(-€,8)|y|=|-ex+y]. (5.70)
V4 V4 V4

Prema tome, iz izraza za male rotacije

v(R (e, 8)7) =y(x+ey,—ex+y,2) =y (x,y,2) +e(y Z—Z -x 2—15) (5.71)
i definicije generatora 7,
U(R(€,€))y(x,y,2) = (1 —ieT)y(x, Y, 2) (5.72)
dobijamo
Tzw:iy%—ix%:%w. (5.73)

Ovaj rezultat se lako uopstava. Ako oznacimo kao ranije €; = en;, za proizvoljnu infinitezimalnu
rotaciju je
W (R(e,—)7) =y (x; —€; ji€jXx) =W (X;) — € k€ j X0, (5.74)

a sa druge strane,
U(Re,m)y =I—ie;T))y. (5.75)

Uporedivanjem linearnih ¢lanova se dobija

, Lj
Tj= l€ijkxkai = % . (5.76)

Opsta rotacija oko ose 7i za ugao @, @; = an; moze zapisati kao
U(R(a, 1)) = e n 9L = =i aili, (5.77)

Kao $to smo videli, operatori se transformi$u po pridruzenoj reprezentaciji, (5.17), pa je
linearni ¢lan proporcionalan komutatoru sa generatorom. Zato osobina da su opservable 7, p
i L vektori implicira relacije

(Li,xj] = ihe;jpxk,  [Li,pjl=iheijxpr,  [Li,Ljl=ihe;jpLg. (5.78)
Sa druge strane 2, p? i L? su skalari pa imamo
(Li,r?1=0,  [L;p’1=0,  [L;L*]=0. (5.79)

Naravno, sve ove relacije mogu se dobiti i direktnim ra¢unom.

5.4 Algebraugaonog momenta

Resi¢emo jos jedanput svojstveni problem operatora momenta impulsa, sada ¢isto algebarski.
Rotacije u trodimenzionom euklidskom prostoru opisane su 3x3 matricama R koje su realne,
simetri¢ne i imaju determinantu 1. One Cine grupu specijalnih ortogonalnih transformacija u
tri dimenzije, SO(3); odgovarajuca algebra njenih generatora oznacava se sa so(3). U teoriji Lie-
jevih grupa elementi koji komutiraju sa svim generatorima (pa i elementima) grupe nazivaju



5.4. ALGEBRA UGAONOG MOMENTA 145

se Casimir-ovi operatori: grupa rotacija ima, kao $to smo videli, jedan Casimir-ov operator,
[*=L;L;.

Treba da resimo zajedni¢ki svojstveni problem od L? i L,. Veé¢ smo definisali operatore
podizanja i spustanja

Ly=Ly+il, L-=(, (5.80)

i pokazali da vazi
[L%,L41=0,  [LgLil=+hLy, [Ly L_]=2hHL, (5.81)
=L Ly+I2+hlL,=L,L_+L%-hL,. (5.82)

Oznati¢emo kao i ranije svojstvene vrednosti od L i L? sa bl i ah? i pretpostaviti da postoji
jedan zajednicki svojstveni vektor |a, b) koji odgovara ovim vrednostima,

L?|a,by = ah’\a,by,  L.la,b) = bh|a,b) (5.83)

koji je normiran, {(a,b|a,b) = 1. Naravno, L? je pozitivan operator pa je a = 0. Da operator
podizanja L, povecava vrednost b za 1 a ne menja a pokazacemo na sledeéi nacin. Ako oz-
nacimo

) = Lila, by, (5.84)

imamo
L?|yy =1%Lyla, by = Ly L% a,b) = ah®|y),

Lzlx) =LzL+la, by = (L+ Lz + hL)|a,b) = (b+ 1)hlY).

(5.85)

To znati da je i vektor |y) zajednicki svojstveni vektor za L? i L,, |y) ~|a, b+ 1). Izratunajmo
njegovu normau:

(xlx) ={a,b|L_Ly|a,b) = {a,b|L? = L% — KL,|a,b) = (a— b* — b)h*. (5.86)

Dakle, mozZemo da pisemo

Lila,by=hva-bb+1)|a,b+1), (5.87)

pri ¢emu smo u poslednjoj formuli fiksirali i fazni faktor. Da bi kvadrat norme bio pozitivan
mora da vazi
az=bb+1). (5.88)

Sli¢no, za |¢) = L_|a, by dobija se

L_la,by=h+va-bb-1)|a b-1) (5.89)

i uslov
a=bb-1). (5.90)

Ova dva uslova znace da je za fiksiranu vrednost a, apsolutna vrednost b ograni¢ena odozgo,
a = b®. Sa druge strane, pri svakom delovanju L, na svojstveni vektore, vrednost b se poveca za
1, tako da se uzastopnim delovanjem b moze proizvoljno povecati. Ovo je kontradikcija, osim
ako postoji by,qx za koje je

Lila,bpax) =0 (5.91)

pa se daljom primenom L; stalno dobija nula. 1z (5.87) vidi se da za by, 4 vazi

a=bmax(bmax+1). (5.92)



146 GLAVA 5. SIMETRIJE

Slicnim rezonovanjem moZe da se zakljuci da i delovanje L_ mora da se prekine na odredenoj
vrednosti, byi,; iz (5.89) se dobija

a=bmin(bmin—1). (5.93)
Uslov
bmax(bmax+1) = bmin(bmin—1),  G.  (Dmax+ bmin) (Dmax — bmin+1) =0 (5.94)
daje
bmax =—bmin=1. (5.95)

Posto je broj koraka izmedu najniZeg stanja |a, by,;,) 1 najvieg stanja |a, by qx) za fiksirano a
jednak by — bmin = 21, sledi da je 21 prirodan broj ili nula. Znaci, [ je ceo ili poluceo broj.
Dalje, posto je —I < m < [, za fiksirano ! imamo 2/ + 1 razli¢itih vrednosti kvantnog broja m.
Skup svojstvenih stanja {|/, m)} koja imaju fiksiranu vrednost [ zove se multiplet.

Da sumiramo: svojstvene vrednosti momenta impulsa su diskretne, definisane brojevima
[ i m koji su poluceli ili celi. Dobijeni bazis svojstvenih stanja momenta impulsa {|/, m)} se
naziva standardni bazis, a izbor generatora L;, L. daje standardnu formu algebre so(3). Na
svakom multipletu realizovana jedna (kona¢nodimenziona) reprezentacija grupe SO(3), u ko-
joj su operatori momenta impulsa L; kvadratne (27 + 1) x (2 + 1) matrice. Ova reprezentacija
je ireducibilna jer se svi vektori |l, m) dobiti iz proizvoljnog pocetnog vektora, npr. iz |I,-1)
delovanjem operatorom L. Ponovimo jo$ jednom osnovne relacije:

L*1L,my=h*1(1+1) |1, m) (5.96)
L;|l,m)=hm]|l, m) (5.97)
Lill,my=av(I-m)(+m+1)|,m+1) (5.98)
Ll,my=hvVI-m+1)(+m)|l,m-1). (5.99)

Svaka od ireducibilnih reprezentacija (tj. multipleta) jednoznacno je karakterisana vrednoséu
Casimir-ovog operatora L? grupe SO(3)°. Videli smo ranije da je prostor koji obrazuju sferni
harmonici Y;" beskonatnodimenzion: ta reprezentacija grupe SO@3) je reducibilna i pred-
stavlja direktni zbir svih ireducibilnih reprezentacija sa celobrojnim vrednostima I.

5.5 Spinl/2

Resavanjem jednacine za orbitni ugaoni moment dobili smo da su vrednosti kvantnih brojeva
I i m celobrojne. Sa druge strane, iz opSte teorije ugaonog momenta odnosno iz algebarske
analize sledi da vrednosti [ i m u principu mogu da budu i polucele. Da li su stvarno stanja sa
polucelim ! matematicki dozvoljena, a u prirodi nerealizovana? Ovakva stanja otkrili su 1922.
Stern i Gerlach u eksperimentu koji éemo sada opisati.

Razmotrimo skretanje snopa elektrona koji se u pocetku kre¢e duZ x-ose pri prolasku kroz
nehomogeno magnetno polje, B = B(F) &,. Dominantni ¢lan koji opisuje interakciju elektrona
sa slabim magnetnim poljem je, i u slu¢aju nehomogenog polja, dipolni &lan —fi- B, pa je hamil-

tonijan elektrona
p* s P
H=-——[i-B=—+ugL,B(7). 5.100
2m H 2m HpLzB(T) ( )

50va osobina vazi za kompaktne grupe: kod nekompaktnih grupa mogu da postoje neekvivalentne ireducibilne
reprezentacije koje imaju iste vrednosti svih Casimir-ovih operatora.
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Promena z-komponente impulsa, p;, moZe da se odredi iz jednacina kretanja u Heisenberg-

d 0B
in {pz) ={[pz, H]) = pp{Lzlpz B]) = _ih,uB (Lz—=—). (5.101)
dt 0z
U slucaju da je gradijent 0B/dz =const, dobijamo
d{pz) 0B
=—up—«(Lz). 5.102
dr H 0z (Lz) ( )

Znaci, ako je snop pre ulaska u magnetno polje bio u stanju sa odredenom vredno$cu L, pri
prolasku kroz magnetno polje on skrece u pravcu nehomogenosti polja, proporcionalno (L,).
Ako je ulazni snop meSano stanje sa razlicitim vrednostima magnetnog kvantnog broja, pri
prolasku kroz magnetno polje on ¢e se razdvojiti na onoliko delova koliko je inicijalno bilo
pomesanih vrednosti L,.

Eksperimentalnu situaciju analognu gore opisanoj ostvarili su Stern i Gerlach. Oni su me-
rili vrednosti momenta impulsa (tj. magnetnog dipolnog momenta) atoma srebra pri prolasku
kroz nehomogeno magnetno polje. Srebro ima omotac koji se sastoji od 47 elektrona, pri cemu
je ukupni ugaoni moment prvih 46 elektrona nula tako da je moment impulsa atoma jednak
momentu impulsa poslednjeg (5s) elektrona. U principu i nezavisno od detalja strukture elek-
tronskog omotaca, ocekivali bismo da se inicijalni snop razdvaja na neparan broj snopova,
21+ 1. Medutim, u eksperimentu snop se razdvaja na dva dela! Sli¢can eksperiment sa atomima
vodonika u osnovnom stanju ponovili su 1927. Phipps i Taylor, sa istim rezultatom: umesto da
ne skrecuci prolazi kroz magnetno polje (posto je u stanju sa / = 0), snop se cepa na dva. Pri
tome je utvrdeno da odgovaraju¢i magnetni moment, zbog svog reda veliCine, potice bas od
elektrona. Jedino objasnjenje ovakvog pona$anja je da elektron osim orbitnog ima i unutrasnji
moment impulsa, spin: vrednosti ovog ugaonog momenta su polucele. Vrednost s = 1/2 dobija
se iz ¢injenice da se pocetni snop deli na dva: 2s+ 1 = 2. U skladu s tim, magnetni kvantni broj
spina moze biti ms=+1/2.

Danas znamo da sve elementarne Cestice imaju unutras$nji moment imulsa i da je on jedna
od njihovih osnovnih karakteristika, kao $to je masa. Osim spina elementarne Cestice imaju i
druge tzv. unutrasnje stepene slobode. Cestice sa polucelim spinom (elektron, proton, neutron)
zovu se fermioni, dok se Cestice sa celobrojnim spinom zovu bozoni (foton, Higgs-ov bozon).
Kao §to se u Stern-Gerlach-ovom eksperimentu vidi, spin kao i orbitni ugaoni moment inter-
aguje sa magnetnim poljem i ima svoj magnetni dipolni moment

e
=90 ——3%=— s. 5.103
u meCS guUBS ( )

Faktor proporcionalnosti g zove se Ziromagnetni odnosi za elektron on iznosi g = 2.0022. For-
mule analogne (5.103) vaze i za proton i neutron (uz zamenu m — m, 0dnosno ug — Uy =
ep/(2myc)), a ziromagnetni odnosi protona i neutrona nisu celobrojni nego razlomljeni, g, =
5.59i g, = —3.83.

Analizirajmo detaljnije spinska stanja elektrona. Kao $to smo videli, projekcija spina s,
ima dve mogucée vrednosti, m; = +1/2; vrednost kvadrata spina s? je 3/4. Znaci, prostor stanja
spina je dvodimenzion a spinska stanja moZemo prikazati kao vektore-kolone od dva elementa.
Svojstvena stanja pisacemo kao

E l>—|+>—(1) E —1>—|—>—(°) (5.104)
2’2" 7o) 27 20 ) '

Da odredimo i matrice kojima se u ovom prostoru reprezentuju komponente spina. Oc¢igledno,

n(1 o , 3h*(1 0
SZ—E(O _1), S —T(O 1) (5105)
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Operatore s, moZemo naci iz njihovog delovanja na vektore bazisa. 1z formule (5.98) vidimo

daje
1 0 1
Cf)=o s f)=n(l). 5100
pa dobijamo
(01 4. (00
sy=h (0 0), s_=(sp)'=h (1 0) (5.107)
i
1 nO 1 1 nO -i
SX_E(S++S_)_§(1 0), sy—z(.u—s_)—z(i 0). (5.108)
Matrice o,
h
5i=50i (5.109)
nazivaju se Pauli-jeve matriceijednake su
01 0 —i 1 0
0'1—(1 0), Ug—(i 0), 0’3—(0 _1). (5.110)
a osnovna relacija koja ih karakteriSe je
0;0r=0;+Ii€ik10]. (5.111)

Projekcija spina na osu 7i = (ny, ny, n;) = (sinf cos¢,sinfsing,cos0) datajesa o3 =7i-G

. —l(,U
5= (nz n_ ) B ( cosf sinfOe 5.112)

ny -nz) \sinfe'? —cos6

¢iji je kvadrat, kao i kod Pauli-jevih matrica, jednak jedinici pa su joj svojstvene vrednosti +1.

Kako u svom udZbeniku kaZe Sakurai®, spin 1/2 i generalno, sistemi sa dva stepena slobode
su "maksimalno kvantni sistemi" i ¢esto se uzimaju za ilustraciju tipicno kvantnih efekata.
U nastavku ¢emo analizirati problem analogan Larmor-ovoj precesiji: precesiju spina u ho-
mogenom magnetnom polju. Zanima nas kako evoluira sistem koji ima spin 1/2 u magnetnom
polju B = Bé,, B=const. Videli smo da je hamiltonijan koji opisuje njegovo kretanje

_lelB

. (5.113)
mc

H=2pB§-§=wsz, w
Odavde lako zaklju¢ujemo da su svojstvena stanja hamiltonijana zapravo svojstvena stanja z-
projekcije spina, a svojstvene energije jednake su +7w/2. Proanalizirajmo vremensku evoluciju
ovog sistema. Evolucioni operator

_iwsgt

Ut) = e il = =% (5.114)

proporcionalan je operatoru rotacije oko z-ose za ugao a = wt. U(?) se, koriséenjem osobine
ai = I, moZze izracunati eksplicitno,

iasz iaog o0 ]_ —l(XU 2n o) 1 _laU 2n+1
e =Ty (4 Y (=) (5.115)
= el 2 —Zen+l 2
Posto je
2n _ 2n+1 _
oy, =1, o, =0y (5.116)

67.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, 1994.



5.6. PROSTOR STANJA ELEKTRONA 149

dobijamo
_iasg a 4 1 e_% 0
e =cos—I—-isin—o,= i |, (5.117)
2 2 0 ez

doduse ovo se vidi i direktno iz (3.75). Dobijena formula daje vaznu karakteristiku spinske
reprezentacije grupe SO(3): rotacija za ugao 27 nije jedini¢na transformacija nego

27
U(—) =-1. (5.118)
w

Drugim re¢ima, period promene stanja ovog sistema u magnetnom polju je

T=—. (5.119)
w

Sa druge strane, ako izracunamo kako evoluiraju operatori spina, na primer s, (), dobijamo

0 eiwt

i}
Sx(H) = U_l(t) s,y U(r) = E (e‘i“” 0 ) =COSWI Sy —sinwtsy, (5.120)

(sx(1)) = coswi(syx) —SInWL(sy). (5.121)

Prema tome, period precesije spina kao opservable je dvostruko manji,

T'=—. (5.122)
w
Na nivou oc¢ekivanih vrednosti ovu razliku je lak§e razumeti: za vreme 27/w stanja se promene
za faktor (—1), |x) — —|x), dok ocekivane vrednosti (y|5|y) ostaju iste jer je (-1)2=1.
Precesija spina u magnetnom polju daje moguénost eksperimentalne provere ¢injenice da
se, kod fermiona, tek rotacija za ugao 47 svodi na jedini¢nu transformaciju. U eksperimentima
koje su 1975. izveli nezavisno H. Rauch i S. A. Werner, ulazni snop neutrona podeli se na dva
snopa od kojih jedan prolazi kroz magnetno polje a drugi ne. Snopovi se posle opet spajaju i
detektuje se njihova interferencija. Iz nase prethodne analize je jasno da ¢e fazna razlika zavisiti
od jacine polja B i vremena koje prvi snop provede u magnetnom polju. Variranjem parametara
i analizom interferencione slike dobija se da je period promene talasne funkcije zaista (5.119),
ili re¢ima teorije grupa, da je reprezentacija s = 1/2 dvoznacna.

5.6 Prostor stanja elektrona

Stern-Gerlach-ov i ostali eksperimenti pokazuju da elektron, osim poloZaja, impulsa, energije,
orbitnog momenta itd. karakteriSe dodatna osobina nezavisna od prostornih promenljivih:
spin. Naravno, spin se manifestuje kroz interakciju sa magnetnim poljem i tako utice na kre-
tanje elektrona. Kinematicka nezavisnost spina od prostornih osobina znaci da u talasnu fun-
kciju elektrona treba da dodamo informaciju o spinu odnosno kvantne brojeve koji ga opisuju,

V(s 7)={(sTI¥), (5.123)

kao i da se merenje spina moze izvrsiti istovremeno sa merenjem prostornih opservabli. Mate-
maticki, nezavisnost se iskazuje kroz ¢injenicu da je prostor stanja elektrona tenzorski proizvod
orbitnog i spinskog prostora,

|5, 7) =1s) ® 7). (5.124)
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Tenzorski proizvod smo ve¢ koristili pri prelasku sa jednodimenzionog na trodimenzioni pros-
tor, jer je analogno sa (5.124) zapravo

I7) =1x)®|y) ®|z). (5.125)

Osnovna razlika je §to je u slu¢aju spina, spinski prostor prostor brojnih kolona od dva elemen-
ta, dok je prostor stanja jednodimenzione cestice # obrazovan bazisom svojstvenih vektora
koordinate |x) pa je beskona¢nodimenzion. Dodavanje stepeni slobode uvek se u kvantnoj
mehanici realizuje tenzorskim proizvodom. Za elektron tzv. nekorelisani bazis je dat sa

. . v (F) N N 0
Y(+,7)=|+® = , Y(—-,=l)ey- = .
(+7) =[+) @y (7) ( 0 ) == ey_(7) (U/—(?)
Proizvoljno stanje koje nema oStru vrednost spina s, je

(5.126)

— (%(r)) ,

w_(F)

i ova dvokomponentna talasna funkcija naziva se spinor. Naravno, prostor stanja elektrona je
"dvostruko veéi" od prostora stanja Cestice bez spina pa je u kompletnom opisu na primer, de-
generacija n-tog nivoa energije vodonikovog atoma zapravo 27?2, jer svako od n? orbitnih stanja
In,l,m) moZe imati dve projekcije spina na z-osu, +1/2. Zato je prava oznaka svojstvenih
funkcija elektrona u atomu vodonika |n,l,m, ms). U mnogim fizickim problemima spin se
dekupluje od prostornih stepeni slobode pa sa dovoljnom ta¢no$¢u uticaj spina mozemo da
zanemarimo, ili da evoluciju spinskih stepeni slobode posmatramo nezavisno od prostornih.

Razume se, struktura tenzorskog proizvoda prostora stanja je uskladena sa pretpostavkom
o0 nezavisnosti stepena slobode i kada se reprezentuju opservable. Cinjenica da operatori koji
pripadaju razli¢itim faktor-prostorima komutiraju upravo znaci da se odgovarajuce opserva-
ble mogu istovremeno meriti tj. da su nezavisne. Da bismo formalizam razradili detaljnije,
reSicemo u nastavku problem kretanja neutrona u homogenom magnetnom polju i naéi nje-
gove svojstvene energije. Na ovom primeru videCemo da je konkretna primena tenzorskog
proizvoda toliko prirodna da je Cesto eksplicitna notacija suvisna.

Mada je elektri¢no neutralan, neutron ima magnetni moment jer ima spin, g = —guns, i
prema tome interaguje sa magnetnim poljem. Odgovarajuci hamiltonijan je

P’ =
H=_—-fiB, (5.127)

ili ako uzmemo u obzir da je impuls definisan u orbitnom prostoru a spin u spinskom, hamil-
tonijan preciznije moZemo zapisati kao

1 0) ( F*A\ gunhB (1 0
H_(O 1)®(_E)+—2 (0 _1)®I- (5.128)

z-osu smo, oCigledno, stavili duZ pravca magnetnog polja. Matrice u tenzorskom proizvodu se
mnoZe tako §to svaki element prve matrice mnozi celu drugu matricu:

_h_2A+M

H=| 2m 2 ) (5.129)
h2
0 VA 8unhB
2m 2
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Stacionarna Schrodinger-ova jednacina za gornji hamiltonijan glasi

n? nB
Ay SUN 0 v v
2m 2 ) ( +):E( +), (5.130)
h gUNTB [y V-
0 ——A-
2m 2
odnosno ) B
m SHUN _
AW++F(E— ) )'l//+—0,
om gnTiB (5.131)
N
Ay_+—|E+ -=0.
w4 suravni talasi razli¢itog impulsa. Ukupno reSenje ¥ koje ima energiju E je
Aeiks 7 o, 2mE _ gunhB
Y= Bei%'r‘) y k+ = hz + T . (5132)
5.7 Sabiranje ugaonih momenata
Videli smo da je u slucaju vise Cestica ukupni impuls sistema,
. N
P=) pi, (5.133)
i=1

opservabla koja generiSe translacije. Isto je i sa momentom impulsa. Razmotrimo na primer
kako se pri rotacijama menja talasna funkcija elektrona odnosno spinor

¥y =1y ey, Y(s, 7)=x(s)ew(r). (5.134)

Stanje (5.134) je nekorelisano jer predstavlja proizvod spinskog i prostornog stanja. Ako izvr§imo
rotaciju za ugao « oko ose 7i imamo

¥y — |y = e—%“"isim@e—%“”ﬂqw), (5.135)
odnosno u Schrédinger-ovoj talasnoj reprezentaciji,
W(s,F) - W' (s,F) = e 19 yy (R (a, 7)) 7). (5.136)

Identi¢no se transformise i proizvoljni spinor. Posmatrajudi infinitezimalnu rotaciju dobijamo
da je generisana operatorom
j=S+L (56.137)

ili preciznije, postujuéi notaciju tenzorskog proizvoda,
j=3eI+Iel. (5.138)

U slucaju N cestica ukupni moment impulsa je
- N -
7= Ji. (5.139)
i=1

Razmotri¢emo primer sabiranja spinskogiorbitnog ugaonog momenta detaljnije. Jedan od
mogucih bazisa koji se mogu koristiti za opis ukupnog ugaonog momenta elektrona je neko-
relisani bazis, koji ima dobro definisane vrednosti i spina i orbitnog ugaonog momenta. Ovo je
moguce jer, razume se,

[si,Lj]1 =0, (5.140)
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pa ima smisla da ova stanja oznacimo kao [s, m;, [, m), odnosno

11 (1 m_ (Y]
<9,<p|2,2,l,m>—(0)®Yl —( 0 )

11, (0w (O

Medutim, nas u principu zanimaju svojstvene vrednosti ukupnog momenta impulsa, odnosno
zajednicke svojstvene vrednosti od opservabli j2i j,. Posto je

FP= G+ D)= P+ L2425, Ly + syLy + 5; L), (5.141)
lako se vidi da vazi
[j3,L%1=0,  [j*s°=0, (5.142)
kaoi
o l21=0,  [jzs*1=0 (5.143)

jersu s? i L2 skalari pa komutiraju sa ukupnim momentom impulsa j. Zato kao osnovni skup
stanja mozemo da izaberemo |j, mj,s,l) odnosno ¥ jmjl- Da bismo odredili ova stanja, prvo
da vidimo eksplicitno kako operatori j, i j2 izgledaju. Imamo

i) n
j- (1 0)®Lz+_1 0)®I:(LZ+2 oh)’

0 1 20 -1 0o L.-%
- 3r%(1 0 1 0
2 2,72, 93T =20 2
je= s+ L°+25-L 2 (0 1)®I+(0 1)®L
(5.144)
01 0 -i 1 0
+h(1 0)®Lx+h(l, 0)®Ly+h(0 _1)®LZ
L?+3n%+hL, hL_
B hL, >+3nr%—nL,)
Zelimo da re§imo zajednicki svojstveni problem od j?1i j,, tj. jednacine
jzlpjmjl :hqu"jmjl’ jzlpjmjl thj(f+1)'f’jmjl- (5.145)
Pretpostavimo da je reSenje oblika
b4 aYl’" (5.146)
jmjl = gy :
Svojstvena jednacina za j, daje
1 1
mij=m+-=m'-—, (5.147)
2 2
odnosno mzmj—%, m’=mj+%, m=m+1:
aij_%
W jm1 = : (5.148)

ﬁYlm]-F%
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Ako se ovaj izraz uvrsti u svojstvenu jednacinu za j2, dobijamo

a Yl’"

=j(j+1)
ﬂYlm+1

I(l+D+3+m  VII+D—(m+Dm
VIE+D-mm+1) 110+ +3-(m+1)

ay™
ﬁ Ym+l :
l
Resavanjem ove jednacine dobijaju se vrednosti konstanti « i  tj. njihov odnos, kao i vrednosti
kvantnog broja j. Ako ozna¢imo a = j(j + 1), uslov da je determinanta sistema nula je

=0. (5.149)

‘ I+ +3+m-a  VIU+D-m(m+1)

VII+D-mm+1) I+ +3-(m+D-a
Vrednost ove determinante ne zavisi od m: prethodna jednacina, kad se izracuna, je

1)\? 1\ 1)\?
a2—2a(1+—) +(l+—) —(l+—) =0, (5.150)
2 2 2

i ima reSenja
1) 1
aip=\l+=] £|l+=
v ( 2) ( 2
Dobili smo dve mogucée svojstvene vrednostiza j: j=1+1/21i j=1-1/2. Vrednosti koeficije-
nata a i f nalaze se iz svojstvene jednacine. Na primer, za j =/—1/2 imamo

j—m]'-l-l
I+m+Da=—V(I-mI+m+1)p, a=—/———8p. (5.152)
J+mj+1

Najjednostavniji slucaj slaganja ugaonih momenata je sabiranje dva spina s = 1/2 npr.
spinova dva elektrona,

1 3
=1P-2, P+2l+=. (5.151)
4 4

-

S=51+%, (5.153)

S je ukupni spin sistema. Kao $to smo rekli, spinovi razli¢itih ¢estica medusobno komutiraju a
komponente ukupnog spina zadovoljavaju

[Si,Sj] = iheijksk. (5.154)
Kao i malopre imamo
2 =51 +55+25 -5, (5.155)
gde je
. h . R
81=§U®I, 822518’0. (5.156)

Tenzorskim mnoZenjem dobijamo eksplicitne izraze za komponente spina i njihove proizvode:
to su matrice 4x4:

1 00 O
000 O
Sz_hoooo’
000 -1
1 0 0 0
H(l1 0 1 o) B0 -1 0 o0
SIZSZZ_E(O _1)®2(0 _1) IO 0 -1 0 » (5.157)
0 0 0 1
2 0 0 0
. 0110
2 _ 12
S_h0110’
0 00 2
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i tako dalje. Bazis u kome su ove matrice napisane je takode tenzorski proizvod,

1 0

my_(y_|o my_(oy_|1
'++>‘(0)®(0)‘ o| |+—>—(0)®(1)— o|

0 0

0 0
oot e

1 0 1 1 1 0

0 1

Na osnovu izraza (5.157) vidimo da je S; u datom bazisu ve¢ dijagonalna matrica sa svoj-
stvenim vrednostima 7, 0, —7; S%2 medutim nije. Doduse, svojstveni vektorisujoj [++)i|——),

. . . o . 1 1 ..
pa svojstveni problem moZemo da re§avamo samo za podmatricu 72 (1 1) u potprostoru koji

je obrazovan vektorima |+—) i |- +). Svojstvene vrednosti ove matrice su 2% i 0, a odgovara-
juci svojstveni vektori su

! (1) ! ( L ) (5.158)
v\ el '
Da zaklju¢imo: sistem od dva elektrona ima Cetiri spinska stanja:
1
triplet, S=1: [++), —(+=2)+1-+), |--),
p \/Z( )
1 (5.159)
singlet, S=0: —(l+=)—-1—-+)).
& \/E( )

I konacno, da kaZzemo nesto o slaganju ugaonih momenata u op§tem slucaju. Pretpostavi-
mo da imamo dva ugaona momenta L; i L, odnosno dve ireducibilne reprezentacije karakte-
risane kvantnim brojevima /; i l,. Podsistemi su nezavisni,

[L1i,L2j1=0. (5.160)

Njihov zbir je ukupni ugaoni moment sistema,
J=L1+L,, J*=L13+15+2L, Lo, (5.161)

a prostor stanja tenzorski proizvod sa bazisom
[, my, b, mo) = |, my) ® |1, myp). (5.162)

Sa druge strane, bazis mozemo birati drugatije: istovremenom dijagonalizacijom J?, J,, L% i L3.
Videli smo ve¢ na primerima da u ovom sluc¢aju vrednost ukupnog ugaonog momenta, j, nije
jednoznacno odredena nego da moze da ima vi$e vrednosti. Opste pravilo odnosno rezultat je
da j ima sve vrednosti u intervalu

j= L=, |Lh-bLI+1, ..., 1+L-1, L+ (5.163)

tacno po jedan put. Matematicki, rec je o tome kako se tenzorski proizvod dve ireducibilne rep-
rezentacije grupe SO(3) razlaZe na direktni zbir njenih ireducibilnih reprezentacija. Koeficijenti
u razvoju jednog bazisa po drugom

jmj k)= Y Coymy,jmy 1, my, I, ma) (5.164)

my,mp
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zovu se Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti,
Conmymy, jm; =l ma, b, mal j,my, I, ). (5.165)

Skicira¢emo kako se dokazuje gornji iskaz (5.163) i odreduju Clebsch-Gordan-ovi koefici-
jenti. Polazimo od stanja (5.162) koja su proizvod stanja sa definisanim ugaonim momentom
podsistema 11i 2. Iz ¢injenice da je

Je=Liz+ Lz, [Liz L2:]1=0, (5.166)
zaklju¢ujemo da ta stanja imaju i o§tru vrednost ukupnog momenta J,
Tz, my, b, mp) = h(my + mp) |, my, I, my). (5.167)

To znaci da je J, dijagonalno u bazisu (5.162), a vrednosti Clebsch-Gordan-ovih koeficijenata
proporcionalne su Kronecker-ovoj delti,

(hymy, b, ma|j,mj, 1, L) ~ 8 m; my+ms, - (5.168)

Operator &ija svojstvena stanja nisu (5.162) je J? i njega treba da dijagonalizujemo. To ¢emo
uraditi slicno kao ranije, delovanjem operatorom podizanja i spuStanja na pogodno izabrani
vektor. Za ukupni moment impulsa, J+ su

Je=Jx+iJy=L1+®1+1® Ly, (5.169)
J_= (]+)T. Bazis (5.162) ima (21; +1)(21» + 1) vektora, jer je
mi=-l,....h, mo=—Il,....D. (5.170)
Prema tome, moguce vrednosti magnetnog kvantnog broja m; su
mi=my+mp=-h—-b,-h-hL+1,..., 1+, (5.171)

a svi vektori koji imaju fiksiranu vrednost m; obrazuju potprostor.

Lako se vidi da su potprostori koji odgovaraju minimalnoj i maksimalnoj vrednosti od J,
mj=—-hL -1l i mj =1+ jednodimenzioni, jer ima samo po jedan vektor, |ly,—0, 1, —1l2)
i |1, 1, 1>, o) koji im pripada. Takode, jasno je da je odgovarajuci kvantni broj J? za ova dva
vektora isti, j = I; + I, tako da imamo

I, —h,b,=b)=lj=h+b,mj=-L—-Db, I, L)
. (5.172)
bbb, y=1j=h+hL, mj=h+10Dh 0, bL).

Od |, 0,1, ) do |I1,-11, 1, —1y) dolazi se uzastopnim delovanjem operatora J_: poSto J_ i
J? komutiraju, ovaj postupak neée promeniti vrednost j = I; + I, i daje ta¢no jedan ceo multi-
plet ugaonog momenta. Dimenzija ovog multipleta je 2(l; + I) + 1. Razmotrimo dalje slede¢i
svojstveni potprostor operatora J,, onajza m; = I + I — 1. Njega obrazuju dva linearno neza-
visna vektora: |ly,1y — 1,0, i |l},11,15,1, —1). Ako u ovom dvodimenzionom potprostoru za
jedan od bazisnih vektora uzmemo vektor iz j = /; + [, multipleta,

lj=h+b,mij=h+bL-1,4L b)~J]-|lj=h+lh mij=h+bh, L), (5.173)

drugi, njemu ortogonalan bazisni vektor (mora da) odgovara vrednosti j = I} + [, —1 jer ima

vrednost magnetnog kvantnog broja m; = l; + I — 1: on predstavlja gornji ili "najvisi" vektor
slede¢eg multipleta. I ovaj multiplet se sadrZi ceo, ostale njegove vektore, svih 2(l; + [, —1) +1,
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dobijamo iz najviSeg delovanjem operatora J_. Postupak moZemo da produzimo dalje: nje-
govo bitno svojstvo je da uvek dobijamo cele multiplete momenta impulsa J2, a svaki slede¢i
multiplet ima kvantni broj j za jedan manji od prethodnog. Broj koraka k koji moZemo da
napravimo dok ne iscrpimo ceo (2/; +1)(2/, + 1)-dimenzioni prostor moze da se odredi iz jed-
nacine

20+ L)+ 1+2(Lh+L-1D)+1+...+2(L+bL-k+1=Q2L+1)2L+1). (5.174)
1z
k
22(11+lz—i)+k+1=(2[1+212—k+1)(k+1) (5.175)
i=0

reSavanjem jednacine se dobija da je broj koraka:
k=h+bLxlh-1Dbl. (5.176)
Ovoj vrednosti k odgovara minimalna vrednost momenta impulsa,
Jmin=h+L—k=1|l; -], (5.177)
a maksimalna, je, kao §to smo videli,

Jmax = L+l (5.178)

5.8 Identic¢ne Cestice

Identi¢ne Cestice su one Cestice kojima su sve unutrasnje karakteristike kao §to su masa, spin,
izospin itd, iste. Ipak u klasi¢noj mehanici Cestice, kao §to kazu Landau i Lifshitz, i kada su iste
"ne gube svoju individualnost"’, tj. u principu mogu da se razlikuju: na primer kada opisu-
jemo kretanje bilijarskih kugli, svaku moZemo da obojimo razli¢itom bojom. Dok klasi¢ne ces-
tice moZemo da razlikujemo po trajektoriji (po poloZaju i brzini u svakom trenutku vremena),
trajektorija u kvantnoj mehanici nema smisla zbog relacija neodredenosti. Postulat o nera-
zlicivosti identi¢nih Cestica je

Sesti princip kvantovanja: IDENTICNE CESTICE NE MOGU SE NIKAKVIM MERENJEM RAZLIKO-
VATI. STANJA IDENTICNIH CESTICA SU SIMETRICNA NA IZMENU SVAKE DVE CESTICE U SLUCAJU
BOZONA, A ANTISIMETRICNA U SLUCAJU FERMIONA.

Ovo je poslednji princip kvantne mehanike, i njegovo pravo objasnjenje daje kvantna teorija
polja. U tom (relativistickom) opisu identi¢ne Cestice su ekscitacije, kvanti jednog (istog) polja
i zato se ne mogu razlikovati: polje je jedinstveni fizicki entitet, ne Cestice. Druga posledica
relativistickog opisa je da ne vaZzi zakon odrzanja broja cestica koji u kvantnoj mehanici po-
drazumevamo: u prirodi ovaj zakon je naru$en u procesima kreacije i anihilacije.

Da bismo u okviru kvantne mehanike precizno formulisali Sesti postulat, da vidimo kako se
on matematicki izraZzava. Oznacimo vektor stanja sistema N identi¢nih Cestica sa

V) =I1,...k,...l,...N). (5.179)

Ova oznaka u stvari samo prebrojava Cestice po nekom utvrdenom redosledu. Medutim iz nje
se vidi da, ako vazi princip nerazli¢ivosti, stanje |¥) ne sme da se razlikuje od stanja koje se do-
bija proizvoljnom permutacijom Cestica: odgovarajuca grupa simetrije je grupa permutacija N

“L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory, Addison-Wesley, 1958.
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objekata, Sy. Najjednostavniji elementi ove grupe su transpozicije koje predstavljaju zamenu
dva objekta. Oznacimo sa Py; zamenu Cestice k i Cestice I:

Pull,...ky. l...NY=11,...1,...k...N). (5.180)

Broj transpozicija u grupi Sy je N(N —1)/2, dok je ukupan broj permutacija N! . Ocigledno,
kad dva puta primenimo Pj; dobijamo pocetni raspored: P,zcl = I. Dalje, vaZno je da se svaka
permutacija moZe razloziti na transpozicije, iako ovo razlaganje nije jedinstveno: parnost broja
transpozicija je u svim razlaganjima ista. Parnost broja transpozicija odnosno parnost per-
mutacije P oznacavacemo sa (—1)”.

Dinamicki, da bi postulat identi¢nosti vazio, hamiltonijan sistema identi¢nih Cestica ne
sme da se menja pri izmeni dve Cestice odnosno mora da komutira sa svim permutacijama,

[P, H] =0, P HPy; = H. (5.181)

Operatori koji zadovoljavaju (5.181) zovu se simetricni operatori. Ako se ograni¢imo na dvocesti¢ne
interakcije, hamiltonijan sistema identi¢nih Cestica je oblika

2

p - N S o
sz_k+ZU(rk»3k)+ZV(|rk—rl|)+ZﬁSk-Sl+ (5.182)
©2m T ki ki

Medutim postulat o nerazlicivosti Cestica definisan je na kinematickom nivou i govori o
osobinama prostora stanja. Ima viSe na¢ina da se implementira nerazli¢ivost. Jedan je da
podemo od prostora stanja N razlicitih Cestica, &£ ® A ® .../, pa da nerazli¢ivost namet-
nemo kao dodatni uslov. Drugi nacin je da prostor konstruiS§emo tako da su Cestice nerazlicive
automatski odnosno po konstrukciji: takav prostor stanja naziva se Fock-ov prostor a odgo-
varajuéi postupak druga kvantizacija. Fock-ov prostor se koristi u kvantnoj teoriji polja jer, po
konstrukciji, sadrzi stanja koja mogu imati proizvoljan broj Cestica (kvanata polja). Mi ¢emo se
zadrZzati na prvom pristupu, u skladu sa idejom da je u nerelativistickoj kvantnoj mehanici broj
Cestica fiksiran. Razmotrimo talasnu funkciju (5.180),

‘I’(?l,sl;...?k,sk;...?l,sl;...?N,sN), (5.183)

koja opisuje stanje N Cestica. Operator izmene Cestica k i / moZe se reprezentovati delovanjem
na talasnu funkciju tako §to menja mesto argumentima 7, si i 77, 5;:

Pkl“P(?l,Sl;...?k,Sk;...fl,Sl;...)=\P(fl,81;...71,81;...7k,8k;...).

Ocigledno, Pg; je unitaran i P,zC ; = I: to znati da su svojstvene vrednosti operatora izmene +1.
Princip nerazli¢ivosti kaze da se stanja kod kojih su dve idenicne Cestice zamenjene ne mogu
da razlikovati. Drugim recima, fizicka stanja sistema identi¢nih Cestica su svojstvena stanja
operatora izmene Py,

Py Y (7,815 T Sks--- T, S ) = 2V (P, 815+ Troy Sk - - - T, S -2 ) (5.184)

Pri tome, Cestice "iste vrste" moraju da imaju istu vrednost faktora, +1 odnosno -1, jer u
suprotnom linearna kombinacija dva stanja ne bi bila dozvoljeno tj. fizicko stanje. Promena
znaka talasne funkcije vezana je, videli smo u postulatu, za celobrojnost spina. Kod cestica
celobrojnog spina, bozona, Py; ¥y, = ¥}, a kod fermiona odnosno cCestica polucelog spina vazi
Py ¥ ¢ = =¥ . Ovo svojstvo je u kvantnoj mehanici fenomenoloska osobina; u kvantnoj teoriji
polja se moze izvesti odnosno povezati sa kanonskim komutacionim relacijama.



158 GLAVA 5. SIMETRIJE

Dakle, princip nerazlicivosti kaZze da sva stanja sistema viSe identi¢nih Cestica pripadaju
jednom od dva svojstvena potprostora (5.184) operatora Py;. To matematicki znaci da se ten-
zorski proizvod jednocesti¢nih prostora [[y # projektuje na jedan od svoja dva potprostora
koji opisuju fizicki dozvoljena stanja. Relativno je jednostavno definisati projektore na ove pot-
prostore, odnosno operatore koji simetrizuju ili antisimetrizuju talasnu funkciju. Oni su dati
izrazima

1 1
=— > P, A= — —1Pp. 5.185
S N!; N!;( ) ( )

Si A medusobno ortogonalni projektori §to se lako moZe pokazati koriS¢enjem Cinjenice da je
parnost proizvoda permutacija zbir njihovih parnosti,

P'=PP = (—1)P =P, (5.186)

kao i da permutacije ¢ine grupu.

Proanalizirajmo simetrizaciju i antisimetrizaciju u najjednostavnijem slucaju dve Cestice
koje su u stanjima |y) i |p). Ako su Cestice razli¢ite, stanje kompozitnog sistema je opisano
talasnom funkcijom

‘I’(Fl,?g) 21//(?1)(/)(72). (5.187)

Medutim ako su cestice identi¢ne, ¥ (71, 72) nije fizicko stanje jer se menja pri delovanju ope-
ratora izmene,
P12V (71,72) = Pray (F1)@(F2) = ¢ (F2) (7). (5.188)

Zapravo, zavisno od toga da li su estice bozoni ili fermioni imamo dve moguénosti da opiSemo
sistemn

W, (7, Ty) = % (W) +w (T (), (5.189)
ili )
W (71, 72) = 7 (w(F)@(2) —w([F) x (). (5.190)

Konstanta normiranja je jednaka 1/v/2 samo kada su funkcije v i ¢ medusobno ortogonalne.
Gornji izrazi mogu se dobiti iz poCetne talasne funkcije ¥ (71, 7) delovanjem operatora simet-
rizacije S odnosno antisimetrizacije A:

1 1
SZE(I+P12), AZE(I—Plz). (5.191)

Lako se vidi se da se u opStem slucaju fermionska talasna funkcija, posto je antisimetri¢na,
moZe napisati kao determinanta (Slater-ova determinanta):

vi(f) yi1(@) ... vi(FN)
1 vo(F1)  wa(fo) ... wao(FN)
Ve=—— (5.192)
I=n »
wn() wn(@) ... wn(N)
Isto tako je jasno da, ako su dva od stanja vy, ..., ¥y ista, fermionska talasna funkcija je iden-

ticki jednaka nuli. Ovo se naziva Pauli-jev princip iskljucenja: dva identicna fermiona ne mogu
se naci u istom kvantnom stanju.

Fizicki efekti principa nerazlicivosti su brojni i vazni. U nekim slu¢ajevima ¢isto kine-
maticki efekti simetrizacije ili antisimetrizacije talasne funkcije mogu da se interpretiraju kao
dinamika: tada govorimo o izmenskoj interakciji. Kao prvi primer izmenske interakcije raz-
motri¢emo stanja dve Cestice zanemarujuci njihov spin. Uzmimo da su, zbog jednostavnosti,



5.8. IDENTICNE CESTICE 159

Cestice u stanjima opisanim talasnim funkcijama v i ¢ koje su medusobno ortogonalne, normi-
rane i parne. Izratunajmo verovatnocu da su obe Cestice lokalizovane u potprostoru z > 0. Ako
su Cestice razlicCite, videli smo, njihova talasna funkcija je (5.187) pa je traZena verovatnoca

11 1
[ [reeaviav= [ weav [igrave=3-5=2,
z21>02,>0 z1>0 25>0

zbog osobine parnosti talasnih funkcija. Ako su cestice bozoni, njihova talasna funkcija je
(5.189), pa se za trazenu verovatnoéu dobija

1
f f Wy dVidVy = it 1S1%), (5.193)
21>02,>0
gde je S integral preklapanja,
S:fw*('r’)q)(?)dV:Z f v (PedV. (5.194)
z>0

Lako se vidi da je u slucaju fermionske talasne funkcije rezultat (1/4)(1 - |S |2). Znaci, verovat-
noca lokalizacije dva identi¢na bozona u istom delu prostora je veca je nego verovatnoca lo-
kalizacije razlicitih Cestica, dok je kod fermiona verovatnoc¢a manja: kao da se bozoni efek-
tivno privlace, a fermioni odbijaju. Razume se, ovo nije posledica realne interakcije ni inter-
akcionog hamiltonijana: efekat je Cisto kinematicki. Iz formula koje smo dobili vidimo da su
efekti simetrizacije i antisimetrizacije talasne funkcije prakti¢cno zanemarljivi ako je integral
preklapanja mali, na primer ako su Cestice medusobno veoma udaljene: tada se postulat o
identi¢nim Cesticama za veéinu prakti¢nih racuna moze zanemariti.

Kao drugi primer izmenske interakcije naves¢emo sistem dva elektrona. Ako su elektroni
van magnetnog polja i krecu se nerelativisti¢ki, odgovarajuc¢i hamiltonijan i Schrodinger-ova
jednacina ne zavise od spina pa su svojstvene funkcije energije proizvodi spinske i orbitne ta-
lasne funkcije,

W (F1, 815 T2, 82) = x (51, 82) W (71, 72) . (5.195)

Operator izmene deluje nezavisno na y i ¥ pa svaka od ovih funkcija mora biti svojstvena za
Py5. Posto su u pitanju dva elektrona, to znaci da, ako je spinska funkcija antisimetri¢na, or-
bitna mora biti simetri¢na i obrnuto. NajniZe svojstvene funkcije energije su oblika

Ws(F1,72) ®|s=0,m;=0), (5.196)
Yalf1,72)®|s=1,ms=0,%1) (5.197)

gde su sa ¥ i ¥, oznaCene simetri¢na i antisimetricna funkcija, jer je spinsko stanje |s =
0, ms = 0) antisimetri¢no a sva tri stanja |s = 1, m) su simetricna. Znaci, iako spin ne fig-
uriSe eksplicitno u hamiltonijanu, vrednosti energije od njega zavise posredno, preko anti-
simetrizacije ukupne talasne funkcije.

Na osnovu gornjih zaklju¢aka moZemo da analiziramo svojstvena stanja atoma helijuma
koji ima dva elektrona. Hamiltonijan koji opisuje kretanje elektrona je

Nz .\ pt  ze* zé? e?

H= =,
2m  2m r I |71 — 7ol

(5.198)

Z = 2. Ako u prvoj aproksimaciji zanemarimo elektrostaticku interakciju elektrona, vidimo
da je hamiltonijan zbir dva nezavisna hamiltonijana za elektrone u vodoniku-slicnom atomu
Cija svojstvena stanja moZemo da oznacimo sa |nlm) ® |[m;). Na osnovu prethodne diskusije
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o identi¢nim elektronima dobijamo da je osnovno stanje helijuma nedegenerisano, opisano
talasnom funkcijom
1100); ® |100), ® |s = 0, ms = 0), (5.199)

jer se prostorni deo talasne funkcije moZe samo simetrizovati. Ima 16 stanja koja odgovaraju
slede¢em, prvom pobudenom nivou energije; to su

(|1oo>1 ®121m)y +[21m), ® |100>2) ®|s=0,m; =0,

\S)

— (|100>1 ®121m)y — [21m), ® |1oo>2) ®|s=1,m;=0,+1).

V2

Stanja helijuma u kojima je ukupni elektronski spin s = 0 nazivaju se parahelijum, a ona kod
kojih je s = 1 ortohelijum. Uracunavanjem dodatne potencijalne energije interakcije elektrona,
na primer perturbativnim rac¢unom, dobija se da stanja ortohelijuma imaju niZu energiju od
stanja parahelijuma, pa se prvi pobudeni nivo zapravo razdvaja na Cetiri.

Istorijski prva i izuzetno vazna primena Pauli-jevog principa bilo je objasnjenje periodnog
sistema elemenata. Videli smo da stanja elektrona u Coulomb-ovom polju jezgra zavise od
kvantnih brojeva |nlm;m;) a energija, posto je potencijal oblika 1/r, zavisi samo od n. De-
generacija po energiji je prema tome 212, a stanja, po rastucoj vrednosti energije u vodoniku
slicnim atomima obeleZavamo kao

1s

2s 2p

3s 3p 3d

4s 4p 4d Af

Ova 8ema energetskih nivoa i Pauli-jev princip objas$njavaju periodni sistem elemenata u naj-
grubljim crtama. Naime, posto su elektroni fermioni, dva elektrona ne mogu da budu u istom
stanju pa se pri "gradenju" atoma sve viseg atomskog broja redom popunjavaju visi energetski
nivoi. Energetski napovoljnije konfiguracije odnosno najstabilniji su atomi koji imaju popu-
njene cele ljuske, tj. sva stanja za fiksiranu vrednost energije E,. Sa druge strane, hemijske
osobine atoma opisane su u najve¢oj meri stanjima elektrona najvise energije koji su po pravi-
lu "spolja", tj. imaju najvece oCekivane vrednosti radijusa (r) i najmanje energije vezivanja, i
zbog toga dominantno interaguju sa drugim atomima ili jonima.

Znaci, vrednosti n definiSu periode u periodnom sistemu. U prvoj periodi su vodonik i
helijum. Osim He, elementi koji imaju popunjene ljuske su ostali inertni gasovi: Ne, Ar, Kr, Xe.
Elementi koji imaju po 1 ili 2 elektrona viska u odnosu na popunjene ljuske su metali jer lako
gube elektrone. Prvu grupu u periodnom sistemu Cine alkalni metali, Li, Na, K, Rb, Cs, a drugu,
alkalne zemlje, Be, Mg, Ca, Str itd. Elementi koji imaju manjak od jednog elektrona takode su
veoma reaktivni ali nemetali — to su halogeni elementi, F Cl, Br, I.

Iz malo detaljnijeg pregleda trece periode vidimo da pravi redosled stanja energije u atomi-
ma nije isti kao onaj dat gore za vodonikov atom. U viSeelektronskom atomu osim interakcije
sa jezgrom elektroni interaguju i medusobno, i to elektronsko odbijanje nije zanemarljivo. U
najjednostavnijoj, jednocesti¢noj (Hartree-jevoj) aproksimaciji ono se moZe predstaviti preko
efektivnog ekranirajuéeg elektrostatickog potencijala, na primer

7z
Ur(r) = _ze e ", Us(r) =— ) (5.200)
r r
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Prvi potencijal U, (r) zove se Yukawa-in; u drugom, U»(r), ekraniranje je opisano efektivnim
naelektrisanjem Z(r): oba ¢emo koristiti za opis viSeelektronskih atoma kasnije. U slucaju
nekulonovskih potencijala degeneracija energije po [ se uklanja i dobijamo slede¢i redosled
stanja po energiji,

1s

2s 2p

3s 3p

4s 3d 4p

5s 4d 5p

6s 4f 5d 6p
7s 5f 7p 6d.

Posle nobelijuma koji ima Z = 102, jezgra usled odbijaju¢e Coulomb-ove interakcije pro-
tona postaju nestabilna pa tih elemenata nema u prirodi. Interesantno je jo§ zapaziti poloZaj
4f i 5f stanja, koja imaju male "poluprecnike orbita" tj. ocekivane vrednosti (r) suim manje
od odgovarajucih vrednosti za 6s i 7s stanja. PoSto su svi f-elektroni "unutra", popunjavanje
f-stanja skoro uopste ne menja hemijske osobine pa su svih 14 elemenata od od La (Z =57) do
Yb (Z = 70), lantanidi, veoma sli¢ni. Analogno je sa aktinidima, elementima od Ac (Z = 89) do
No (Z =102).

Model ljuski daje, u nekoj meri, i objasnjenje stabilnosti jezgara. Kada se posmatraju nuk-
learni raspadi vidi se da postoje jezgra koja su posebno stabilna, tzv. magicna jezgra: He?,
06 Ca%0, Odgovarajuci brojevi protona, 2, 8, 20, 28, 50, nazivaju se magicni brojevi. Objas-
njenje stabilnosti magicnih jezgara je slicno obja$njenju stabilnosti inertnih gasova: ova jezgra
imaju popunjene ljuske. Medutim, jezgro se razlikuje od atoma po tome $to unutar jezgra ne-
mamo masivni centar: svi nukleoni su priblizno iste mase. Zato, ako usrednjenu interakciju
svih nukleona prikaZzemo u Hartree-jevoj aproksimaciji kao jednocesti¢ni potencijal U(r), za
mala medusobna rastojanja priblizno vazi razvoj do drugog reda po r,

1
Un=C+ myw*r?. (5.201)

Naravno potencijal u principu zavisi i od drugih parametara: spina, izospina itd, i nije sferno
simetrican: formula (5.201) je samo najgrublja aproksimacija. Prva tri energetska nivoa trodi-
menzionog izotropnog harmonijskog oscilatora imaju, kada se uklju¢e dve moguce vrednosti
spina, degeneracije 2, 6, 12, a redosled nivoa energije je u spektroskopskim oznakama

1s

2s 2p
3s 3p 3d

Zato prva popunjena ljuska jezgra ima 2 stanja, druga 8, treca 20 stanja, §to obja3njava prva
tri magi¢na broja. Za razumevanje stabilnosti ostalih magi¢nih jezgara potrebno je detaljnije
poznavanje i analiza ostalih interakcija nukleona u jezgru.

5.9 SO(4) isimetrije vodonikovog atoma

Analizirajuci spektar energije i svojstvene funkcije sferno-simetri¢nih potencijala dobili smo
radijalnu jednacinu (4.46) Cije reSavanje daje vrednosti energije. Kako jednacina zavisi od mo-
menta impulsa, energije vezanih stanja u principu Ce zavisiti od ! i od n, E,;. Ovo odrazava
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Cinjenicu da u sistemu imamo rotacionu simetriju,
(Li, H] =0, (5.202)

pa celi multipleti momenta impulsa {|/, m)} za fiksiranu vrednost / imaju istu energiju, odnosno
spektar je degenerisan. Medutim, kod vodonikovog atoma energije ne zavise od I: imamo do-
datnu degeneraciju spektra, koja se nekada naziva "slu¢ajna"®. Uzrok ove degeneracije je ¢i-
njenica da hamiltonijan ima vecu simetriju od rotacione SO(3): simetrija H-atoma za vezana
stanja je, kao Sto éemo pokazati, SO(4). Dodatni generatori simetrije odnosno konstante kre-
tanja su komponente Laplace-Runge-Lenz-ovog vektora,

1 X
Al'z—Gijk(ijk+Lkpj)-_Zez_l~ (5203)
2m r

Izraz (5.203) je do na simetrizaciju proizvoda p; i Ly isti kao u klasicnoj mehanici: simetrija
1/r potencijala bila je otkrivena jo$ u vreme njenog zasnivanja. Iste godine kada i Schrédinger,
1926, Pauli je odredio spektar energije elektrona u vodonikovom atomu c¢isto algebarski: mi
¢emo kratko proéi kroz to izvodenje, ako nista drugo iz istorijskih razloga.

Na osnovu definicije (5.203) lako se mogu pokazati dve osobine Laplace-Runge-Lenz-ovog
vektora:

[A;, H] =0, (5.204)
IL-A=o0. (5.205)

Da bismo tac¢no odredili grupu simetrije treba da nademo odgovarajucu algebru tj. sve medu-
sobne komutatore konstanti kretanja. Ve¢ znamo komutatore operatora momenta impulsa,

(Li,Ljl =ihe;jx Ly, (5.206)
a posto je A vektor, vazi
[Ll',Aj] = ihEijkAk. (5.207)

Ostaje da se odredi komutator [A;, A il Malo duZim ali direktnim rac¢unom (koji ostavljamo za
zadatke) se dobija

. 2H
[Al',Aj] = _lh_eijkLk- (5.208)
m

Ocigledno, ako levu stranu ove jednacine podelimo sa H (§to moZemo jer [A;, H] = 0), na
desnoj strani ¢e ostati komponente momenta impulsa L;. Uvodenjem vektora

Aj

/_2H

“m
u slucaju stanja diskretnog spektra odnosno negativnih svojstvenih vrednosti energije E <0, iz
(5.208) dobijamo

A= (5.209)

(A}, A}] = ihejjkLi. (5.210)
Za kontinualni deo spektra, E > 0, definiSemo

Aj
2H

m

A= (5.211)

8Drugi sferno-simetricni sistem koji ima slu¢ajnu degeneraciju spektra je izotropni trodimenzioni harmonijski
oscilator: njegova (ukupna) grupa simetrije je U (3).



5.9. SO(4) I SIMETRIJE VODONIKOVOG ATOMA 163

iimamo

[A;.,A’j] = —ihe;jrLy. (5.212)

To znaci da je za diskretni spektar grupa simetrije SO(4), a za kontinualni spektar SO(1, 3). Di-
rektno iz definicije Laplace-Runge-Lenz-ovog vektora dobija se vazna relacija

2H
A2 =72+ (12 + D). (5.213)
m

Zadrzacemo se na stanjima diskretnog spektra. Grupa SO(4) je direktni proizvod, SO(4) =
SO(3) ® SO(3), a generatori faktor-grupa su

1 1
Mi:E(L,-+A;.), Ni:E(Li—A’i), [M;, N;]=0. (5.214)

Zbog ovakve strukture, ireducibilne reprezentacije grupe SO(4) su proizvodi ireducibilnih rep-
rezentacija faktor-grupa. To znaci da se mogu oznaciti kvantnim brojevima Casimir-ovih ope-
ratora M? i N2, (ji, j»), a jedan bazis u prostoru (svake) ireducibilne reprezentacije je neko-
relisani bazis, |ji, m, j2, my) .

U slu¢aju H-atoma jasno je da diferencijalni operatori L; i A} u prostoru stanja negativne
energije zadaju reprezentaciju grupe SO(4) koja je unitarna (L; i A’i su hermitski) i reducibilna
(jer je beskona¢nodimenziona). U ovoj reprezentaciji vazi dodatna relacija (5.205) iz koje sledi

1 1
MiM;= 7 (Li+ AN(Li+A) = 7 LiLi+ ALA") = N;N;. (5.215)

To znaci da kada reprezentaciju H-atoma grupe SO(4) razloZimo na ireducibilne (ji, j2), za
svaku komponentu vazi

J1=j2=]. (5.216)

Iz jednacina (5.213) i (5.215) dobijamo

m
AM? =4N? = [> - — A?, (5.217)
2H

pa delujuéi operatorom 4M? na stanje |j, m1, j, mp) imamo

2H
ARFj(j+ 1) j,m, j,my = LZ—%(Zze‘HW(LZHiZ)) |j,m,j,my, (5.218)

odnosno stanja |j, my, j, m2) su svojstvene stanja energije,

mZ2e* 1
2h2 2]+ 1)2

H|j,m],j,mm>:_ |jym1)j;m2>- (5219)

Iz poslednje formule se vidi da je kvantni broj energije n =2j + 1 i da je degeneracija energet-
skih nivoa n? = (2j + 1)2. Svojstvena stanja H-atoma | j, my, j, m»), o¢igledno, nisu svojstvena
za moment impulsa L?: dobijaju kada se Schrodinger-ova jednacina za atom vodonika resava

u paraboli¢kim koordinatama®.

9Kao referencu za ovo izvodenje preporutujemo klasik: H. A. Bethe, E. E. Salpeter, Quantum Mechanics of One-
And Two-Electron Atoms, Martino Publishing, 2014.
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5.10 Izospin

I u prirodi i u umetnosti simetrija znaci invarijantnost nekih osobina na odredene transforma-
cije; u kvantnomehanickom sistemu degeneracija nivoa energije ukazuje na simetriju. Veoma
vazan korak za uvodenje i razvoj pojma unutrasnje simetrije ucinjen je 1932. godine kada je
Chadwick eksperimentalno otkrio neutron, tre¢u Cesticu koja sa elektronom i protonom gradi
atom. Eksperimentalno izmerena masa neutrona je do na 0.1% jednaka masi protona:

masa spin  naelektrisanje
proton 939.565 MeV  1/2 -e
neutron 938.272MeV  1/2 0

Protoni i neutroni grade jezgro: redni broj atoma Z jednak je broju protona odnosno naelek-
trisanju jezgra, —Ze, a atomski broj A proporcionalan je ukupnoj masi jezgra, A= Z + N, gde
je N broj neutrona u jezgru.

Nekoliko meseci posle otkri¢a neutrona Heisenberg je predlozio da pribliznu jednakost
masa protona i neutrona treba interpretirati kao simetriju: proton i neutron su zapravo dva
stanja iste Cestice, nukleona, slicno kao §to su |+) i |-) dva spinska stanja elektrona. Ovu novu
simetriju po analogiji sa spinom Wigner je 1935. nazvao izospin (izobarski spin). Za razliku od
spina koji se manifestuje pri rotacijama, izospinske transformacije nisu povezane sa (spoljas-
njim) prostorom. One mesaju komponente talasne funkcije ostavljajuci koordinate i vreme ne-
promenjenim. Zbog mnogih teorijskih i matematickih sli¢nosti pretpostavljeno je da je grupa
simetrije koja opisuje izospin grupa SU(2), a da su proton i neutron stanja koja pripadaju naj-
manjem multipletu ove grupe — dubletu:

m=["7 |n) (5.220)
= , n)= , .
P 0 Y
ili ako piSemo samo deo talasne funkcije u izospinskom prostoru,
| )‘ll 1)‘ ! In)—l1 1)‘ 0 (5.221)
Pr=132""\o)’ S22 20 ) '

Izospin kao i moment impulsa ima tri komponente, tri opservable izospina T; koje zado-
voljavaju komutacione relacije

[T, Tj] = i€;jk Tk, T?>=T;T;. (5.222)

Proton i neutron su svojstvena stanja tre¢e komponente izospina T3 sa svojstvenim vrednos-
tima f3 = +1/2. Za proton i neutron opservable izospina su date Pauli-jevim matricama,

1
1= 01 (5.223)

Razlika izmedu protona i neutrona moze se izraziti i pomocu njihovog naelektrisanja Q: lako
se proverava da vazi formula

A
Q= (5+T3) lel, (5.224)

gde je A broj nukleona: A =1 u oba stanja, |p) i |n). Iz analogije sa operatorom ugaonog
momenta sledi da se u sistemu viSe Cestica vrednost opservable T3 sabira, tj. t3 je aditivan
kvantni broj. Za vrednost ¢ kvadrata T? pri sabiranju (kompoziciji) Eestica izospina i t" vaZi,
opet po analogiji'’, da moZe imati vrednosti t= [t/ — ", |t'— ¢"|+1,..., t' +".

10y stvari nije re¢ o analogiji: matematika je identi¢na.
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Hipoteza izospina odnosno postojanja unutrasnjih simetrija ima ogroman konceptualni
znacaj u fizici elementarnih Cestica, kao i mnogobrojne posledice; mi éemo neke od njih po-
menuti, ukratko. Pre svega, jasno je da iskaz da su proton i neutron "stanja iste Cestice" nije u
potpunosti tacan jer se oni razli¢ito ponasaju u elektricnom polju. Elektromagnetna interakcija
naru$ava izospinsku simetriju jer zavisi od naelektrisanja Q odnosno od T3, pa ne komutira
sa svim komponentama izospina. Kao mera narusenja izospinske simetrije u nuklearnoj fizici
moZe da se uzme razlika masa protona i neutrona:

my—mpy
—— ~0.14%. (5.225)
mp

Posto jake interakcije imaju izospinsku simetriju, hamiltonijan koji ih opisuje zavisi samo od
T2. Obi¢no se pretpostavlja da je oblika

H=Ief(n+T?egr). (5.226)

Ali postoji mnogo fenomena u nuklearnoj fizici koji se mogu objasniti samo postojanjem si-
metrije tj. bez preciznog poznavanja (5.226); naves¢emo nekoliko primera.

Najjednostavnije vezano stanje dva nukleona je deuteron koji se sastoji od protona i neu-
trona,

Ag=2,  Qu=lel = 13=0. (5.227)

Posto je osnovno stanje deuterona izospinski singlet, ¢ = 0, tj. simetri¢no je na izmenu nuk-
leona, iz Pauli-jevog principa sledi da je spinsko stanje deuterona antisimetricno odnosno
triplet, s = 1. Sva stanja izospinskog tripleta dva nukleona, |pp), (Ipn)—|np))/v2 i |nn)
su nestabilna. Slede¢i vaZan primer je par jezgara vodonika H3 (Z =1, N = 2) i helijuma He3
(Z =2, N =1). Ona u osnovnom stanju (s = 1/2) imaju skoro jednake energije, i relativno jed-
nostavno moZemo da vidimo da predstavljaju dublet u odnosu na izospin jer

Ap e =3, Qe et = lel, 2lel (5.228)
paiz (5.224) sledi
1
(1) > = F 5 - (5.229)

Sli¢no je i sa drugim ogledalskim jezgrima koja se razlikuju zamenom Z < N. Uzmimo na
primer osnovna stanja jezgara bora B2 (Z =5, N =7)iazotai N'? (Z =7, N = 5) koja imaju
spin s = 1. Dobijamo da je

([3)]312,1\]12 =05,7-6=71. (5.230)

Postoji i treCe stanje ovog izospinskog tripleta sa #3 = 0 koje ima skoro istu vrednost energije: to
je prvo pobudeno stanje jezgra ugljenika C'? (Z = 6, N = 6). Ovo stanje takode ima spin s = 1,
za razliku od osnovnog stanja jezgra ugljenika koje ima spin s = 0.

Osim nukleona i jezgara, izospin je osobina ostalih teskih v cestica koje interaguju jakom
interakcijim — hadrona. Najlakse Cestice koje jako interaguju su pioni, triplet 7-mezona:

masa spin naelektrisanje 3
t 139.6MeV 0 —e 1
n° 135.0MeV 0 0 0

T 139.6 MeV 0 e -1




166 GLAVA 5. SIMETRIJE

Iz formule (5.224) lako se vidi da je za ovaj multiplet vrednost izospina ¢ =1 jer je A =0. Stanja
piona u izospinskom prostoru mogu da se identifikuju kao

1 0 0
Ly =|0o|=-1z", mo=[(1|=12%, n,-n=|0]|=n").
0 0 1

Drugi karakteristi¢ni izospinski multiplet je multiplet A-bariona za koji je ¢ =3/211:

masa spin  naelektrisanje I3
AtF 1232 +2MeV  3/2 —2e 3/2
At 1232 +2MeV  3/2 —-e 1/2
A° 1232 +2MeV  3/2 0 -1/2
A~ 1232 +2MeV  3/2 e -3/2

Izospinska simetrija omogucava da se nadu relativne Sirine za odredene sudare i raspade
Ciji je mehanizam jaka interakcija. Pretpostavimo da Zelimo da odredimo verovatnoc¢u raspada,
ili prelaza iz poCetnog stanja sistema |V (0)) = |y) u stanje |y) u kasnijem trenutku ¢. Ova
verovatnoca je odredena projekcijom

Q) = (xle 7 y) = (yISTy) (5.231)

odnosno matri¢nim elementom operatora evolucije. Pretpostavimo dalje da je hamiltonijan
invarijantan na izospinske transformacije, tj. da je oblika (5.226) i zavisi samo od T?. Ako su
stanja |y) i |y) svojstvena stanja izospina,

=118,  |lw)=It,13) (5.232)

lako se vidi da je
ISIY) =816, S, (5.233)

gde S ne zavisi od projekcije izospina i zove se redukovani matricni element. (5.233) je Wigner-
Eckart-ova teorema za specijalni slu¢aj skalarnog operatora, a njen precizan iskaz moze se naci
npr. u uzbeniku E Herbuta!?. U slucaju raspada i rasejanja, izraz (5.233) nam daje selekciona
pravila, odnosno odreduje koji su raspadi zabranjeni (tj. imaju verovatno¢u nula). Osim toga
iz njega moZemo dobiti odnose verovatnoca (‘branching ratios’) ako uporedujemo procese za
koje je redukovani matri¢ni element S isti. Pokazimo ovo na par primera.

Jednostavni eksperimentalni dokaz izospinske invarijantnosti je proces

d+d— He* +7°. (5.234)

Sa stanoviSta zakona odrzanja naelektrisanja ovaj proces je dozvoljen; t3 je takode za levu i
desnu stranu isto jer je jezgro helijuma izosinglet. Medutim, ono §to je u procesu naruseno je
ukupni izospin #: oba deuterona kao i He* su singleti, dok je pion 7° deo tripleta paima ¢ = 1.
Zaista, u eksperimentu je ovaj proces potisnut: ima efikasni presek ~ 1073?cm?, za $est redova
veli¢ine manji od tipi¢nih vrednosti nuklearnih efikasnih preseka.

Kao drugi primer nave$¢emo sudar protona i deuterona u kome se stvaraju pioni. Postoje
dva kanala za ovaj proces,

p+d—n’+He®, p+d—-nt+H (5.235)

1 Tabele sa navedenim vrednostima preuzete su iz udzbenika W. Greiner, B. Miiller, Quantum Mechanics, Sym-
metries, Springer 1994, ¢iji je veliki deo posveéen unutra$njim simetrijama.
12F Herbut, Kvantna mehanika za istrazivace, PMF Beograd, 1983.
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iuprincipu moguce je teorijski odrediti verovatnoce da se proton i deuteron raspadnu na jedan
odnosno na drugi nacin. Ve¢ smo uveli sve potrebne talasne funkcije koje opisuju gornje Cestice
odnosno njihov izospinski deo. Deuteron je singlet; proton, He® i H pripadaju dubletu, dok su
pioni u izospinskom tripletu:

|d) = 10,0), 1Py =133,
IHe®) =13, 3), IH3) =13,-3), (5.236)
17 =11,0), 7ty =—I1,1).

Posto se u sudaru odrzavaju kvantni brojevi izospina, pocetna i konacna stanja imaju iste vred-
nosti, £t =1/2 i t3 =1/2. Dok je leva stana jednacina (5.235) jednostavna, pioni i jezgra na
desnoj strani (5.235) imaju komplikovaniju izospinsku strukturu pa odgovarajuc¢e multiplete
treba da razloZimo da bismo tacno odredili stanje sa zadatim vrednostima ¢ = 1/2, t3 = 1/2.
Matematickim jezikom, tenzorski proizvod reprezentacija izospina treba razloziti na ireducibilne
komponente. Posto su jezgra i pioni iz izospinskog dubleta ¢ = 1/2 i tripleta ¢ = 1, moguce
vrednosti izospina pri razlaganju bic¢e 3/21i 1/2. Za prvi kanal raspada je

11
1% ® [He®) = [1,0) ® 1530 = (5.237)

p—
®
—_
O =
N —
Il
S O O - O O

aza drugi

11 0
~r* e K =11 )81, =0 ®( (5.238)

= elaolaol =

Da bismo odredili vrednosti izospina T2 u ovim stanjima, treba da izratunamo operatore T; u
datoj reprezentaciji:

32 0 0 0 0 0
) Lo o 0 1/2 0 0 0 0
o 1 120 (o0 oleft 9|0 © 12 0 0 0
o o -12)7 |, o ) 01 0 0 0 -1/2 0 0
0 0 0 0 -1/2 0
0 0 0 0 0 -3/2
0 0 0O 0 00
1 0 0 0 00O
1 00 0 0 0
1 2 0 0 0 00
T_:010®00+\/§00® 0 v2
0 ) Lo o\/§001 0 v2 1 0 0 0
0 0 vV2 0 00
0 0 0 V210
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Multiplet sa vrednos$éu izospina ¢ = 3/2, tj. stanja koja su u ovom procesu zabranjena, obrazo-
van je vektorima

1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 2 0 0 0
o Tlo|T|o " Tlo|7?%|vz|’ ol
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
Multiplet ¢ = 1/2 obrazuju stanja ortogonalna na prethodna,

0 0
_\/z 0

1 0

o |= V2|nty e |H) +|7°) ® |He®), . (5.239)

0 -v2

0 0

Od ova dva, prvo stanje u (5.239) opisuje sudar (5.235) jer ima ¢t =1/21i t3 = 1/2 i oc¢igledno,
predstavlja linearnu kombinaciju trazenih kanala raspada, |7+) ® |H3) i [7%) ® |[He®). 1z (5.239)
vidimo da je relativna Sirina raspada u ova dva kanala tj. odnos verovatnoca

op+d—nt+H) (V2)?
op+d—n"+He}) 1

2. (5.240)

Gornji rezultat se sa tacnosc¢u od 10% dobija u eksperimentu.



5.10. IZOSPIN 169

Dodatak

Grupe i reprezentacije grupa

Transformacije prostora uvek imaju matematicku strukturu grupe: grupu ¢emo oznacavati sa
G anjene elemente sa g; ili g,. Aksiome koje definiSu grupu su:

zatvorenost, 81, 892€G=> g18€G (5.241)
postojanje jedinice, IeG: Ig=gl=g (5.242)
postojanje inverza, gleG: ggl=glg=1 (5.243)
asocijativnost, 81(8283) =(8182)83 (5.244)

Redosled mnoZenja u grupi je u principu bitan: mnoZenje ne mora da bude komutativno,
818 # §81- Sa druge strane, pretpostavka asocijativnosti znaci izmedu ostalog da se ele-
menti grupe mogu prikazati kao matrice ili kao operatori. Broj elemenata grupe moze biti
konacan ali i beskonacan: u fizici je veoma vazan slucaj kad elementi grupe pripadaju nekoj
mnogostrukosti. Tada se gornjim aksiomama koje definisu algebarsku strukturu grupe, do-
daju geometrijske aksiome koje definiSu njenu topolosku strukturu. Elementi Lie-jeve grupe su
parametrizovani tatkama mnogostrukosti (ay, ...a,) € M" cR": g(a) = g(ay, ... ay), pri Cemu
vaze sledece aksiome

gla)g(b) =gl(o), ¢; =cj(a,b) jediferencijabilna funkcija (5.245)

g_1 (a) =glo), ci =cj(a) je diferencijabilna funkcija. (5.246)

Skoro sve grupe koje se srecu u fizici su grupe matrica sa realnim ili kompleksnim koefici-
jentima (odnosno nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva), definisane nekom dodatnom
(linearnom, bilinearnom itd.) vezom. Nave$¢emo njihove oznake.

* GL(n,R), GL(n,C) - opsta linearna grupa, grupa nesingularnih n x n matrica nad poljem
realnih odnosno kompleksnih brojeva.

Mozda najvaznije su grupe matrica koje odrzavaju neku (nesingularnu, pozitivno-definitnu ili
indefinitnu) metriku G. Za elemente grupe g € G onda vazi

g'Gg=G. (5.247)

Cesto se dodaje uslov da je determinanta elemenata grupe jednaka jedinici, detg = 1, i tada se
grupi dodaje slovo ‘S’ i naziv ‘specijalna’:

e O(n), SO(n) — ortogonalne i specijalne ortogonalne transformacije, grupe n x n matrica
nad poljem R koje odrzavaju euklidsku metriku G=1I,

e U(n), SU(n) — unitarne i specijalne unitarne matrice, grupe n x n matrica nad C koje
odrzavaju euklidsku metriku G =1,

* O(p,q), SO(p, q) — ortogonalne i specijalne ortogonalne transformacije, grupe n x n ma-
trica nad R koje odrzavaju indefinitnu metriku G =1, ;. Metrika |, ; je dijagonalna
matrica sa p elemenata +1i g elemenata—1, p+qg=n

* Up,q), SU(p, q) — unitarne i specijalne unitarne transformacije, grupe n x n matrica nad
C koje odrzavaju 1, 4
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* Sp(n,R)iSp(n,C) - simplekticke transformacije, grupe n x n matrica nad poljima R i C,
metrika G je nesingularna i antisimetri¢na matrica a z je paran broj.

Grupe koje odrZavaju euklidske metrike (i odgovarajucdi skalarni proizvod) su kompaktne: nji-
hov prostor parametara je kompaktan odnosno ograni¢en podskup od R”. Sa druge strane,
grupe koje odrzavaju neeuklidske metrike kao $to je Lorentz-ova grupa SO(1, 3) su nekompak-
tne: ova razlika je posebno vaZna u teoriji reprezentacija.

Lie-jeva grupa G je homogena odnosno prostor parametara grupe je homogeni prostor: to
znaci da svaka tacka prostora lokalno izgleda kao svaka druga tacka. Vecina osobina Lie-jeve
grupe sledi iz ponasanja njenih elemenata u okolini fiksirane tacke. Razvojem elementa grupe
u Taylor-ov red u okolini jedinice dobija se

T, = i(aﬁ) (5.248)
a(’zl a;=0

T; su generatori grupe. Za infinitezimalne vrednosti parametara, €;, moZemo pisati
ge=1-) ¢T;. (5.249)
Inverzno linearizaciji je eksponencijalno preslikavanje
ga=e rali, (5.250)
Generatori grupe obrazuju Lie-jevu algebru 4. U opStem slucaju, osim sabiranjai mnoZenja
skalarom kod Lie-jevih algebri je definisana jo$ jedna operacija, Lie-jeva zagrada, koja se u ma-

tri¢noj reprezentaciji svodi na komutator (pa se tako i oznacava). Osobine koje definisu Lie-
jevu algebru su:

4 je vektorski prostor, X, Ye¥Y > aX+bYe¥ (5.251)
zatvorenost, X, Ye¥ => [X,Y]e¥ (5.252)
antisimetrija, [X,Y]=-1Y, X] (5.253)
Jacobi —jev identitet, (X, Y, Z]1+1Y,[Z,X11+(Z,[X,Y]] =0. (5.254)

Komutator u algebri je infinitezimalna forma komutatora u grupi, g1828; 1 g 1 Jacobi-jeviden-
titet sledi iz asocijativnosti grupnog mnoZzenja.
Osnovna relacija koja odreduje Lie-jevu algebru (do na linearne kombinacije generatora) je

(T3, Tl = if5 T. (5.255)

Vrednosti strukturnih konstanti fl’; slede iz zakona mnoZenja u grupi, a antisimetri¢nost i
Jacobi-jev identitet daju

k _ k k k k _
fh==rf SIS =, (5.256)

Pokazuje se da za odredene (poluproste) grupe postoji standardna forma Lie-jeve algebre: u
algebri se mozZe izabrati Cartan-ov bazis generatora H;, E+, tako da su komutacione relacije
oblika
(H;, Hi] =0, (HiEql = a;iEq
(5.257)
[Eq,E_ol = a;iH;, (Eq,Epl = NopEqip, a+B#0.
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Generatori H; obrazuju maksimalnu komutirajuéu podalgebru od ¢ i mogu se istovremeno
dijagonalizovati, tako da (u primenama u fizici) daju skup dobrih kvantnih brojeva; E., su
operatori podizanja i spustanja.

Reprezentacija, u Sirem smislu, je homomorfizam grupe G na grupu transformacija nekog
skupa &, tj. preslikavanje U koje odrzava zakon mnozenjau grupi, U(g1)U(g2) = U(g182). Ako
je & =7 vektorski prostor, a U(g) linearni operatori, imamo linearnu reprezentaciju grupe.
Projektivna reprezentacija grupe se definise uslovom U(g1)U(g2) = c(g1,82)U(g182). Teorija
reprezentacija je vaZzan i komplikovan deo matematike i zato ovde uvodimo samo neophodne
pojmove. U kvantnoj mehanici najvaznije su unitarne reprezentacije kod kojih su operatori
U(g) unitarni, jer one (mogu da) reprezentuju simetrije: unitarni operatori ne menjaju skalarni
proizvod. Generatori u unitarnoj reprezentaciji, U(T;) = 7;, su hermitski operatori i po pravilu
odgovaraju fizickim opservablama.

Kazemo da se dve reprezentacije U i U’ ekvivalentne ukoliko se mogu povezati transfor-
macijom sli¢nosti: U’(g) = ST'U(g)S. Reprezentacija je ireducibilna ako vektorski prostor ¥
nema invarijantnih potprostora na dejstvo grupe; u suprotnom, reprezentacija je reducibilna.
Razlaganje reprezentacije na ireducibilne komponente je jedan od osnovnih zadataka teorije
reprezentacija, i zavisi od osobina grupe'®. Kod kompaktnih Lie-jevih grupa, sve unitarne ire-
ducibilne reprezentacije su kona¢nodimenzione, a reducibilne reprezentacije se mogu razloziti
na direktni zbir ireducibilnih. U tom slucaju, ireducibilne reprezentacije se jednoznac¢no karak-
teriSu vrednostima Casimir-ovih operatora. Casimir-ovi operatorigrupe G ili algebre ¢ su ope-
ratori koji komutiraju sa svim generatorima grupe, pa su u ireducibilnim reprezentacijama pro-
porcionalni jedinici: za grupu SO(3), Casimir-ov operator je J2.

13A. A. Kirillov, Elements of the Theory of Representations, Springer,1976.
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5.11 Zadaci
5.1 Tenzor jacine elektromagnetnog polja definisan je kao

04, 04,
B gk axv

Pokazati da je forma Maxwell-ovih jednacina (5.1) ekvivalentna sa Maxwell-ovim jedna¢inama
sa izvorima (1.26) i (1.29).

5.2 Pokazati da 4 x4 matrice oblika kao u jednacini (5.34) ¢ine grupu i nac¢i zakon mnoZenja.

5.3 Ako je potencijalna energija u jednoj dimenziji parna funkcija, svojstvene funkcije vezanih
stanja su ili parne ili neparne. Pokazati.

5.4 Pokazati da u impulsnoj reprezentaciji parnost deluje kao
My (p) = ¢ (=p).

5.5 Pokazati da operator parnosti [T komutira sa momentom impulsa L spinon § i ukupnim
momentom impulsa J.

5.6 Odrediti parnost sfernog harmonika Y;”. (Uputstvo: najpre odrediti kako se pri operaciji
inverzije prostora ¥ — —7 transformis$u sferne koordinate r, 8, ¢.)

5.7 Naci kako operator parnosti IT deluje na kreacioni operator a' harmonijskog oscilator. Sta
se na osnovu toga mozZe reci o parnosti svojstvenih stanja harmonijskog oscilatora |7)?

5.8 Razmotriti dve identi¢ne Cestice u sistemu njihovog centra masa. Kako deluje parnost u
ovom sistemu?

5.9 Pokazati da se mogu odrediti parametri « i § tako da
Ul(a,B) = e, M=a?x%+ B2p?,
bude operator koji na operatore koordinate i impulsa deluje na isti nacin kao i parnost.

5.10 Pokazati da je hamiltonijan izolovanog sistema rn interagujucih cestica

p;

H=
25

+ > Vie(IFi = Tl
mi izk

invarijantan na translacije, $to znaci da se ukupni impuls ovog sistema odrZava.
5.11 Ako je U(0) = exp(—i6Ly/h), odrediti
a) UxU',

b) Up,U",
p2

c) U(—+V(r))UT.
2m

5.12 Pokazatidaje I' = UT(@LU(4) = L - d x p, gde je U(@) = exp(id- p/h). Potom izratunati
komutator [L,L'].
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5.13 Odrediti disperzije komponenti momenta impulsa, AL; = \/(L?) —(L)2,i=1,2,3 usta-
nju |, m).

5.14 Odrediti zbir kvadrata neodredenosti (AL,)? + (ALy)2 +(ALy)? u stanju |l,m). U kom
stanju je neodredenost minimalna? Po analogiji sa harmonijskim oscilatorom, ta stanja nazi-
vaju se koherentna stanja za moment impulsa.

5.15 Kvadrat momenta impulsa &estice je 22. Kako izgledaju stanja koja su svojstvena za op-
eratore L? i L,? Napisati ova stanja preko sfernih harmonika u Descartes-ovim koordinatama.

5.16 Merenjem momenta impulsa u pravcu z-ose dobijen je rezultat 7. Kolika je verovatnocéa
da Ce se posle toga merenjem x komponente momenta impulsa dobiti rezultat 7z, 0 odnosno
—h?

5.17 Algebarskim metodom resili smo zajednicki svojstveni problem operatora L? i L,. Vektori
|l, m) su svojstveni za oba operatora:

LP|L,my=R21+ V|, m), Lyl m)=hm|l, m).

Operatori L. su u okviru jednog multipleta / = const menjali kvantni broj m:

Lell,my=hyVI11+1) - mm=D|l,m+1).
Da bismo presli iz jednog multipleta u drugi, razmotrimo operatore x; = x+iy.

a) Pokazati daje

[Lz, x+] =+hxs, [L+,x:]1=0, [L+,x5]=%20%, [Lz,xr] =2h(hx+ £x+L;F2zLy).

b) Razmotrimo vektor x|/, ). Pokazati da je
x| LD =2+ D U+2)x0 111, Lyxill 1y =R+ Dxyll, 1.
Koji su kvantni brojevi svojstvenog vektora x.|I, [)?

c) Polazedi od stanja |0,0), pomoc¢u operatora L. i x4 napisati (do na normalizaciju) stanje
|l, m).

5.18 Pauli-jeve ili sigma matrice su (videti jednacinu (5.109)):

soo[0 1 g [0 gt O
=11 o) 27\ o) 7o -1)

Pokazati sledece osobine ovih matrica:
a) 0%=0§=0§=I.
b) 0,0, =-0201=i03, 0203=-0302=1i01, 0301=—-0103=1i09.
€) 0;0;=0ijl+ig;jx0k, [04,0j]1=2i€;jx0k {01,0}=26;;l.

d) deto;=-1, tro;=0.

5.19 Resiti svojstveni problem matrice o = o;n;, gde je n; = (sinf cos¢,sinfsing, cosf) ort
odreden polarnim uglom 6 i azimutalnim uglom ¢.
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5.20 Operator koji reprezentuje rotaciju za ugao a oko ose 7 u spinskom prostoru je

=~

U — e— an-s
gdeje s=Hha/2.
a) Pokazatidaje
a ., ..«
U=cos——in-osin—.
2 2
b) Akoje G = 0;8é; izradunati UGU".
¢) Odrediti matricu rotacije za 27 i za 4.
d) Ako je 7i = €, napisati kako izgledaju infinitezimalne rotacije.

5.21 Snop neutrona je u pocetnom trenutku bio u stanju

1
a) y,= (0)'

1
b) v =75 (1)

Snop se razlaZe se na dva snopa, od kojih jedan prolazi kroz homogeno magnetno polje B = Bé,
a drugi ne. Posle vremena ¢ snopovi se ponovo spajaju. Nadi stanje snopa posle spajanja u
zavisnosti od ¢.

5.22 Snop elektrona prolazi kroz Stern-Gerlach-ove analizatore uz pomo¢ kojih se odreduje
spin elektrona u snopu. Najpre snop prode kroz Stern-Gerlach-ov analizator koji je usmeren
duz z-ose i izdvojen je snop elektrona koji imaju svojstvenu vrednost #/2. Odrediti moguce
rezultate i verovatnoce njihovog pojavljivanja ako je snop usmeren na

a) Stern-Gerlach-ov analizator usmeren duz z-ose;
b) Stern-Gerlach-ov analizator usmeren duz x-ose;

¢) Stern-Gerlach-ov analizator usmeren duz x-ose, a onda duZz snopa koji ima svojstvenu
vrednost —/i/2 nalazi se jo$ jedan Stern-Gerlach-ov analizator usmeren duZ z-ose.

5.23* Pokazati da se operatori spina-s mogu reprezentovati na sledeéi na&in:
atar atar
S;=h(s—a'a), S_=hv2sa' (I—X) , S+=h\/23(1—§) a,

gde su a' i a kreacioni i anihilacioni operatori koji zadovoljavaju komutacione relacije (3.213).
(Ova reprezentacija se naziva Holstein-Primakoff-ova'*.)

5.24* U Schwinger-ovoj reprezentaciji momenta impulsa imamo dva para operatora kreacije
a:.r i anihilacije a;, (i = 1,2) koji zadovoljavaju komutacione relacije:

lai,al)=6i;,  laaj1=0,  laf,all=0,

14T Holstein and H. Primakoff, Field Dependence of the Intrinsic Domain Magnetization of a Ferromagnet, Phys.
Rev. 58, 1098 (1940).
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pomocu kojih definiSemo sledeée operatore
Ny = a 191, sza;ag, N=N;+ Ny,

kao i

h
J.= ) (aIal - d;dz), I+ = hafaz, J- =haz a.

a) Pokazati da operatori J; zadovoljavaju algebru ugaonog momenta kao i da vazi

]Z:g(g+1)h2.

b) Ako svojstvena stanja operatora N; definiSemo na uobicajeni nacin,

allny=vni+1in;+1),  ailn)=v/niln;—1)
pokazati da se moze izvrS§iti identifikacija stanja | j, m) i |ny, no) = |ny) ® [n2).

¢) Naci kako se stanje |, m) moZe napisati preko delovanja kreacionih aj operatora na os-
novno stanje |0).

5.25* U prethodnom zadatku uveli smo dva operatora kreacije i anihilacije pomo¢u kojih smo
napisali operatore momenta impulsa J, gde je (a = x,y,z). Razmotrimo dodatne bilinearne
forme

h
K, —halaz, K_="ha;ay, K, = 5(a1a1+aga2+1),
h i t
I+—ha al, I_=haa, I = -(aya1 + m ay),
2
h
L,= hazaz, L_=hayay, L,= 5(“2"2 + agaz)

a) Odrediti kako operatori J., K., I+ i L+ deluju na stanje |, m).

b) Pokazati da je
[K+7K—] = _2hK.Zr [KZ!Ki] = ihKiv

i analogno za operatore I, i I, odnosno L. i L,.

Operatori K_ i I- medusobno komutiraju. Koherentno stanje za moment impulsa definiSe se
kao reSenje zajednickog svojstvenog problema ova dva operatora

LB, yy=hBIB,y),  K_IB,y)="nhylB 7).

Ovi operatori nisu hermitski pa su svojstvena stanja 8 i y kompleksni brojevi, dok se konstanta
7 pojavljuje iz dimenzionih razloga.

¢) Pokazatidaje

m,,j—m
Sy P o,

= h”zf, omeej /(G + ML —m)!

gdeje &= (IB1*+1y1>)/1BI.

d) Izracunati oCekivane vrednosti operatora Jy, Jy i J, u stanju |S,7y).
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5.26* Jedna od realizacija unitarne ireducibilne reprezentacije grupe SU(2) je u prostoru funk-
cija koji obrazuju polinomi z* stepena 0 < k < 2j sa skalarnim proizvodom

2j+1 vy o,
T 1+ |Z|2)2j+2

iy =

gdesu z=x+iyi d’z=dxdy. Ako element grupe SU(2) parametrizujemo sa

g= (_;* f) jal + 1B =1,

reprezentacija ovog elementa u prostoru funkcija je

TV p2) = (Bz+a*)? ¢

az—ﬁ*).

Bz+a*

a) Pokazati da su polinomi ¢,,(z) = ijzf“", m=—j,—j+1,... j, medusobno ortogonalni
i naci koeficijente normiranja Cj,.

b) Generatori rotacione grupe u ovoj reprezentaciji dati su sa

J 4_; g2 J LY
=z——], _=—, =—-z-— z.
3 dz J dz * dz J
Proveriti.

¢) Dokazati da je u odnosu na zadati skalarni proizvod /3 hermitski operator kao i da je
J 1 =Js.

5.27 Pokazati da popunjene ljuske u atomima imaju ukupni orbitni ugaoni moment L = 0 (a
samim tim i fz 0).

5.28 Naci Clebsch-Gordan-ove koeficijente (ly, my, lo, mz|j, mj, I, lx) akosu ly =111, =1/2.

5.29 Komponente Laplace-Runge-Lenz-ovog vektora su

1 2 Xj
Al' = %gijk(ijk"‘Lkpj) —Ze 7

Pokazati da je
a) [A;,H=0;
b) L-A=0.
o) A?=7%e"+2H (124 p?),

5.30 Grupa SO(1,2) sadrzi transformacije 2+1-dimenzionog prostora Minkowskog koje odrza-
vaju normu vektora xﬂx“ = (x1)2 + (xg)2 — (x3)2. Osnovne komutacione relacije u ovoj grupi su

[My, M] = —iM3, (M, M3] = iMj, (M3, M1] = iM>.
a) Pokazati da operatori
iMy F M.
My=—2""2 M?=(M)?+ (M2)? — (M3)?
V2

zadovoljavaju komutacione relacije

[M?,M;]=0,  [M3,Mi]=+M., [M,,M_]=Ms;.
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b) Pokazati daje MI = —M_ i potom proveriti da je

M?=-M,M_-M_M, - M.

¢) Napisati M. M_ i M_M, preko M?i Ms.

d) Po analogiji sa izvodenjem ireducibilnih reprezentacija za grupu rotacija SO(3) izvesti
ireducibilne reprezentacije za SO(1, 2).

e) Odrediti matrice generatora SO(1,2) u diskretnom bazisu za koji je svojstvena vrednost
Casimir-ovog operatora jednaka 0.

5.31 Komutacione relacije koje definisu SO(p, ) grupu su

[Mag, Mys] = i(NayMps —Nas Mpy —1pyMas +1p5 May)-

Ovde su sa slovima grckog alfabeta a, §,...=0,1,2,..., p+ g —1 oznaceni indeksi a 1144 je ravna
metrika definisana sa Nap = diag(-1,-1,...,-1,1,1,...,1). Posebno je znacajan sluc¢aj SO(1, 3).
——— T
p

Ta grupa naziva se jos i Lorentz-ova grupa i predstavlja grupu simetrija ravnog prostor-vremena
koje ne menjaju koordinatni pocetak. Pokazati da su za Lorentz-ovu grupu Casimir-ovi opera-
tori C = MagM®F i C = eqp,s M*P MY

5.32 Nadirelativne Sirine raspada delta-bariona na pione i nukleone A — 7+ N, u slu¢ajevima
kad postoje razli¢iti kanali raspada. Seme raspada su:

AT =gt +p, AT =%+ p, At >t +n,

A0—>7r_+p, A0—>7l'0+l’l, A" -7 +n.






GLAVA

VARIJACIJE: KOVARIJANTNOST

Kovarijantnost fizickog zakona odnosno jednacine koja ga iskazuje je znaci da je ta jednacina
"istog oblika" u razli¢itim referentnim sistemima, tj. da postoji transformacija koja svako resenje
dobijeno u jednom sistemu reference jednoznacno preslikava u odgovarajuce reSenje u dru-
gom sistemu reference. Grupa takvih transformacija je grupa simetrije fizickog zakona.

Da bismo dokazali kovarijantnost neke jednacine dovoljno je da nademo reprezentaciju
simetrije po kojoj se fizicke veli¢ine koje figuriSu u jednacini transformi$u. U prethodnoj glavi
smo odredili unitarne operatore koji u kvantnoj mehanici reprezentuju parnost, translacije
i rotacije, i time smo zapravo dokazali da je Schrédinger-ova jednacina kovarijantna na ove
transformacije. Eksplicitnije: neka je U(g) reprezentacija grupe transformacija, g € G,

g: Ft,p—7,tp, 6.1)
U: Ulfu=7, ulpu=p. (6.2)
U polaznom i transformisanom koordinatnom sistemu Schrédinger-ova jednacina je

o) oy
in a7 = H|¥Y), ih a7 =H|¥") (6.3)

gdeje |y') = U 1(g)ly)!. Ove dve jednacine su ekvivalentne jer se druga dobija iz prve mnoze-
njem sa U~! (U je unitaran, i prema tome nesingularan), pri ¢emu koristimo

U 'HY =U'HUU ' |¥) = H Y (6.4)
arelacija H' = U™ HU sledi iz (6.2).

U narednim poglavljima analiziraéemo kovarijantnost Schrodinger-ove jednacine na in-
verziju viemena, Galilei-jeve transformacije i gradijentne transformacije elektrodinamike.

1Ova relacija se razlikuje od (5.13) do na smenu U — U~ L. To je u principu tehni¢ki detalj, posledica ¢injenice
da u diskusiji kovarijantnosti, iz jednog u drugi referentni sistem transformisemo ne apstraktna stanja iz .# nego
reSenja tj. celu Schrédinger-ovu jednacinu, §to je formalno razlicito.

179
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6.1 Galilei-jeve transformacije

Pre nego $to predemo na specijalne Galilei-jeve transformacije odredi¢emo kako se realizuju
dve vrste transformacija koje sadrze vreme. Prva je translacija vremena,

F—-7' =7, t—t' =t+b. (6.5)

Ako zakon transformacije (5.35) po kome se talasna funkcija transformise kao skalarno polje
uopstimo i na vremensku koordinatu,

v, ) =Y, 1), (6.6)
i vremensku translaciju oznac¢imo sa U(b) = e ith, dobijamo
UL (DY (F 0 =P (F,0) = ¥(F D) = ei "V W(F, 1), (6.7)
Prema tome, generator vremenske translacije, ¥, proporcionalan je hamiltonijanu,
ht=H. (6.8)

Ovaj generator nije kinematicka veli¢ina ve¢ zavisi od konkretnog sistema: translacija u vre-
menu je evolucija sistema. Kada bismo sa druge strane razvili desnu stranu jednacine (6.7) u

red po b, dobili bismo
0
T=i—; (6.9)
ot
jednakost (6.8) i (6.9) na svim stanjima je zapravo Schrédinger-ova jednacina. Ovaj rezultat up-
ucuje na analogiju vremenske i prostornih koordinata ¢ i 7, odnosno Ei j, koja ¢e se realizovati
u relativistickoj kvantnoj mehanici kao Lorentz-ova kovarijantnost.

Vremenska inverzija definiSe se sa
Fr—7'=F, t—t=-t (6.10)

i pri tome, T2 = 1. Relativno jednostavno se vidi da odgovarajué¢a kvantnomehanicka transfor-
macija T ne moZe da bude unitarni operator: ako bi bila unitarna i zadovoljavala

x;.=T_1x,-T=xi, p;:T_lp,-T:—pi (6.11)

kao u klasi¢noj mehanici, racunajuéi kanonski komutator na dva nacina dobili bismo kon-
tradikciju:
.y [T~ 'x; T, T 'p; T1 = —ihé;;
[x}, P = { B . ‘ (6.12)
T [xi,pj] T=T lh5,’j T= lhéij .
Ali ako je T antiunitaran pa se i kompleksno konjuguje u poslednjem koraku, komutatori su
kompatibilni. Zato se vremenska inverzija reprezentuje sa

Y(F ) =V*F 1), (6.13)

odnosno
T =TYF D=VY'F 0=V F-1). (6.14)
Lako se proverava da je Schrodinger-ova jednacina

W (7,
iha (7, 1)

a7 =HY(, 1) (6.15)
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kovarijantna na ovu transformaciju, odnosno ekvivalentna sa transformisanom jednac¢inom

o' (7t
in % - H'Y({, 1), (6.16)

jer imamo
- .
L A GT L Y
ot' ot
kada je H hermitski operator odnosno realna funkcija, H = H*. To je slucaj u odsustvu mag-
netnog polja, A =0kadajei H* = H' = H. Ranije smo komentarisali da se disipacija energije
moZe formalno ukljuciti u Schrédinger-ovu jednacinu uvodenjem kompleksnog potencijala:
jasno je da u tom slucaju inverzija vremena nije, i ne treba da bude, simetrija.

U Galilei-jevu grupu osim rotacija i translacija spadaju specijalne Galilei-jeve transforma-
cije ili, kako ih zovemo u relativistickom slu¢aju, bustovi. Bustovi opisuju transformaciju iz
jednog inercijalnog sistema u drugi inercijalni sistem koji se kre¢e konstantnom brzinom . Mi
¢emo se ovde zadrZati na bustovima u jednoj dimenziji: uopstenje na tri dimenzije je pravoli-
nijsko. Specijalne Galilei-jeve transformacije su definisane sa

=H*"W*(7# ) = H'Y' {1 6.17)

x—x =x-vt, t—t' =t p—p =p-mu. (6.18)

Ispostavlja se da, da bi se ova transformacija realizovala, zakon transformacije talasne funkcije
mora da se uopsti: pretpostavicemo da on sadrzi dodatni fazni faktor odnosno da je reprezen-
tacija projektivnaZ,

¥, ) = e D (x, ). (6.19)

Kovarijantnost znaci da ako je ¥ (x, f) reSenje jednacine

O¥(x,0) K P¥(x1

] = Vix)¥(x,1), 2
in T o o +V(x)¥(x,1) (6.20)

¥'(x', t") reSenje jednacine

- o' (x', 1)) n v (x,t)
m———————-

ot' 2m 0x? +V W', 1. (6.21)

Vidi se da ¢e principu transformacija zavisiti od oblika potencijala V, odnosno od hamiltoni-
jana H: to nije neobicno poSsto se radi o transformaciji koja zavisi od vremena. Problem nije
jednostavniji ni ako traZimo operatorski ekvivalent (6.18), jer zbog eksplicitne zavisnosti busta
U(v) od vremena odgovarajuce jednacine treba da se reSavaju u Heisenberg-ovoj slici:

Ul xgUWw) =xg-vt, U ') prUW) = pg—mv, (6.22)

pa opet imamo zavisnost od hamiltonijana H. Zato ¢emo da se zadrZimo samo na (najjednos-
tavnijem) slucaju slobodne cestice, V = 0. Iz (6.18) imamo

0 0 0 0 0

ﬁ_a'i'l)a, ﬁ:a (6.23)

Zamenjujuci ove izraze i pretpostavljeni oblik transformacije (6.19) u Schrédinger-ovu jed-
nacinu (6.21), dobijamo
.Of . of oY in ( 0f\2 Of 0¥ . 0*f
“VWtiv Wy —=— |-[Z| v+2i - —+i ¥ 6.24
i Vv Vv s |-(5) g 5 i ©.24

2], Lévy-Leblond, Commun. Math. Phys. 6 (1967) 286
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Posto je ¥ (x, t) proizvoljna funkcija, poslednja jednakost daje uslove na fazni faktor f(x, t):

of  mv 6f_mv2

=——, =—. 6.25
0x n ot 2h (6:25)
Resenje ovih jednacina je
flo )= my - omvt (6.26)
T n 2n "’ '
§to znaci da je Galilei-jeva transformacija talasne funkcije slobodne cestice
_L( _L'/Zt)
¥, )y =e T (), (6.27)
odnosno ‘ s
Wi 0= e M g g (6.28)
MozZemo da proverimo da je zakon mnoZenja odnosno kompozicije bustova dobar. 1z
W (x, 1) = eSO P (x4 i1, 1) = e F T MDY (x4t 1),
W (x, 1) = e—,% (mvzx+3 mvix) W (x+ ot 1),
sledi . X
\I’”(x, = e—% (m(v1+vz)x+E m(v1+z/2)2x) ‘I’(x+ (U1 + V), t). (6.29)

6.2 Fazna transformacija

Na kraju, dokazimo kovarijantnost Schrédinger-ove jednacine pri gradijentnim transformaci-
jama elektromagnetnih potencijala. Mi smo zapravo ovu osobinu ve¢ koristili pri reSavanju
kretanja elektrona u Coulomb-ovom i magnetnim poljima, jer smo u svakom od tih problema
izabrali odredeni gradijentni uslov (gejdZ) za potencijale pretpostavljaju¢i da je to na neki nacin
"uredu": sada ¢emo ovu osobinu i eksplicitno dokazati.

Elektri¢cno i magnetno polje mogu se, u skladu sa Maxwell-ovim jednac¢inama, preko elek-
tromagnetnih potencijala mogu izraziti kao

- 10A . -
E=—-grad®—--—, B =rotA. (6.30)
c Ot
Medutim posto su polja izvodi potencijala, postoji nejednoznaénost, sloboda u izboru @i A:
pri transformacijama
/ ax 1 1/ 1
d>—>d>:<1)+a, A— A =A-cgrady (6.31)
polja Ei B se ne menjaju, pri¢emu y (7, ) moZe da bude proizvoljna funkcija. Ove transforma-
cije zovu se gradijentne ili gejdZ transformacije. Klasi¢ne jednacine kretanja, kako za elektro-
magnetno polje tako i za naelektrisanu ¢esticu, ne menjaju se pri (6.31) pa gradijentne trans-
formacije predstavljaju simetriju klasi¢ne teorije. Vidi se dalje da je simetrija unutrasnja jer
se pri njoj ne menjaju prostorne koordinate ve¢ samo polja. Medutim, za razliku od izospina,
funkcija x (7, t) koja definise transformaciju simetrije zavisi od 7 i ¢ tj. razliCita je u svakoj tacki
prostor-vremena, pa kazemo da je simetrija lokalna. Simetrije kao $to je izospin nazivaju se
globalne simetrije.
Znaci, pitanje je da li je Schrodinger-ova jednacina kovarijantna na gradijentne transfor-
macije, odnosno da li u kvantnoj mehanici moZemo slobodno da fiksiramo gejdz uslov kao
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u klasi¢noj. Drugim rec¢ima, da li se za transformaciju (6.31) moZe definisati preslikavanje
|¥'y = U1|¥) takvo da su Schrédinger-ove jednacine

in 2 _ 1 (*—eix)z\meqﬁy 6.32)
ar 2m\P7¢ ' '
oY 1 e -2
ih—=—|p--A'| ¥ +ed'¥ 6.33
! 0t 2m (p c ) ¢ (6:33)
ekvivalentne? Pretpostavicemo da je takva transformacija oblika
VE0=U" (YFE 0 =eTTOPE . 6.34)
Iz
0 0 o of
in—¥ =ih— U—I\P:U—l('h———)\y, 6.35
Tar T "ar " or (6.35)
—ihV¥' = —ih(VU ' W) = U (=ihV + hV ) ¥ (6.36)
sledi da se generalisani impulsi koje smo ranije uveli
0 -
ih——e®, —ihV->A (6.37)
ot c
transformisu kovarijantno pri gradijentnim transformacijama,
0 0
in—— dJ’:U‘l(‘h—— @)U 6.38
i 37 e i a7 e ( )
inv-<A =u~ (inv-2 A)u (6.39)
c c
za o
[ 0= 5 X (7, 0. (6.40)

i zato se zovu kovarijantni izvodi. Posto je izrazena preko kovarijantnih izvoda, Schrédinger-
ova jednacina (6.32) je kovarijantna na gradijentne transformacije (6.31) dopunjene faznom
transformacijom talasne funkcije

V(7,0 =e i XEOW(F ), (6.41)

Lako se moZe proveriti da se pri ovoj transformaciji ni gustina verovatnoce ni fluks verovatnoce
(4.90) ne menjaju. Posto su, kada se reprezentuju u prostoru talasnih funkcija, elementi grupe
gradijentnih transformacija kompleksne funkcije modula jedan, kazemo da je grupa simetrije
elektromagnetizma lokalna U (1) grupa.

6.3 Efekat AharonovaiBohm-a

U Schrédinger-ovoj jednacini koja opisuje kretanje Cestice u elektromagnetnom polju ekspli-
citno figurisu elektromagnetni potencijali a ne elektri¢no i magnetno polje kao u jedna¢inama
klasi¢cne mehanike. U klasi¢noj elektrodinamici potencijali se namecu kao prirodne varijable
kroz princip najmanjeg dejstva; osim toga, pri Lorentz-ovim transformacijama potencijali se
transformisu kao komponente vektora, jednostavnije nego polja koja su komponente anti-
simetri¢nog tenzora drugog reda. Ali ono Sto se klasicno meri su jacine polja: pitanje je, da
li se elektromagnetni potencijali mogu izmeriti pomocu nekog kvantnog efekta, odnosno da
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li imaju direktne opservabilne posledice? Potvrdan odgovor dali su Aharonov i Bohm 1959, a
eksperiment koji je proverio efekat koji su oni predvideli je izvr§io Chambers 1960. godine?.

U postavci koju su predlozili Aharonov i Bohm analizira se kretanje elektrona u spoljas-
njosti beskonac¢no dugackog solenoida poluprec¢nika a, normalno na solenoid. Kroz solenoid
protice struja: magnetno polje koje ona indukuje unutar solenoida je konstantno, a izvan njega
je nula. Zbog toga je Lorentz-ova sila izvan solenoida nula, pa klasi¢no, magnetno polje ne
utiCe na kretanje elektrona. Razmotri¢emo ovaj problem u kvantnoj mehanici.

Ako osu solenoida usmerimo duZ z-ose, vektorski potencijal koji opisuje magnetno polje
dat je u cilindri¢nim koordinatama (p, ¢, z) sa

Bp

7€(p, p<a
A=y 2 E g (6.42)
2p ” P

U navedenom radu Aharonov i Bohm se razmatrali kretanje slobodnih elektrona u p¢-ravni,
odnosno rasejanje na potencijalu (6.42). Taj problem podrazumeva identifikaciju upadnog i
izlaznih stanja elektrona pri rasejanju: posto smo teoriju rasejanja ostavili za poslednju glavuy,
umesto rasejanja (kao u udzbeniku Sakurai-ja*) odrediéemo svojstvene energije slobodnih elek-
trona i pokazati da one zavise od vrednosti B unutar solenoida, iako je magnetno polje u oblasti
dostupnoj elektronima jednako nuli. Pretpostavimo da je kretanje elektrona dodatno lokalizo-

vano potencijalom
0, p€(a,b)
U(p) = (6.43)

oo, p¢(a,b)

tj. da se elektron nalazi u cilindri¢noj Supljini p € (a,b). Potencijal U na talasnu funkciju
v (p,®, z) namece granicne uslove

v(p,9,2)=0, p¢(a,b), v(a,¢,z) =y(b,¢,z)=0 (6.44)
sa kojima treba da re§imo Schrédinger-ovu jednacinu

1, .. eadB,
%(—lhv—zge(p)zw:}jw (645)

u oblasti p € (a, b). U cilindri¢nim koordinatama operator nabla dat je izrazom

10 0

0
V=6 —+ép——+é —, 6.46
epap e(ppd(p ezaz (6.46)
pa je kovarijantni izvod
inv-CA-—in(e, > 4z, L2 _18%B) 5 O (6.47)
c Pop Ppop = 2nc “0z '

Potencijal koji imamo zapravo samo menja €,-komponentu gradijenta i to za konstantu, pa se
laplasijan moze dobiti jednostavnom zamenom

0 0 _ea’B
_— — =
op O 2hc

3Y. Aharonov, D. Bohm, Phys. Rev. 115 (1959) 485, R. G. Chambers, Phys. Rev. Lett. 5 (1960) 3.
47.7. Sakurai, Modern Quantum Mechanics (Revised Edition), Addison Wesley, 1993.

(6.48)
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uizrazu za A u cilindri¢nim koordinatama. Dakle, Schrédinger-ova jednacina glasi

11(6_1//) 1(6 ,eazB)z Ly __2mE

- —|=- — =y 6.49
p 0p pap +p2 op " one 072 P (649

Posto se u jednacini jedino promenljiva p pojavljuje eksplicitno, partikularna reSenja imaju
oblik proizvoda,
v(p,¢,2) = R(D)F(@) Z(2) = R(p) e &'k:% (6.50)

gde je m ceo broj zbog neprekidnosti talasne funkcije u ravni ¢ =0 tj. ¢ = 2n. Jednacina za
nepoznatu funkciju R(p) je

d’R 1dR 1 ( eazB)2R+(2mE kz)R . 651
—t = |m- - =0, .
dp? pdp p? 2hc h? z
odnosno
pR" +pR' + (K*p?*-v*)R=0, (6.52)
gde smo oznacili
’B 2mE
v=m- ezahc . K= % — k2. (6.53)

Ova jednacina se svodi na Bessel-ovu jednacinu uvodenjem promenljive x = kp, i za svaku
vrednost v ima dva linerno nezavisna reSenja,

R(r) = aJy (kp) + BNy (kp). (6.54)

Treba jo$ da nametnemo uslov
R(a) =0, R(b)=0. (6.55)

Bessel-ove funkcije u oblasti p € (0,00) imaju beskona¢no mnogo nula (asimptotski su pro-
porcionalne sinusu ili kosinusu): neke od njihovih osobina date su u dodatku sledece glave.
Kada bismo u resenju koje posmatramo imali samo jednu od dve linearno nezavisne Bessel-
ove funkcije na primer J,, grani¢ni uslov bi imao reSenje jedino u slucaju da je odnos a/b
jednak odnosu neke dve nule funkcije J,. Ovako, on daje kvantovanje konstante k odnosno
energije. Iz

ajy(ka)=-PNy(ka), aJy(kb) = — BNy (kb) (6.56)

dobijamo jednacinu za dozvoljene vrednosti k,

Jy(ka)  Ny(ka)
Ju(kb)  Ny(kb)

(6.57)

Za fiksirano v imamo disretan skup reSenja po k.
Da sumiramo: resenja Schrédinger-ove jednacine za kretanje elektrona u potencijalu (6.43)
su

al,(kp) + BNy, (kp))ei™eik:2 pe (a,b)
kg = (aJyv(kp) + BNy (kp)) p 6.58)
0, p¢(a,b)
i imaju energiju
h2
Eyi, = o (k* + k2). (6.59)

Konstanta k je reSenje grani¢nog uslova (6.57) pa zavisi od v, odnosno od B: znaci, ener-
getski nivoi elektrona zavise od vrednosti magnetnog polja iako je ono nenulto samo unutar
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solenoida, a jednako nuli u celoj oblasti u kojoj se elektron kreée! Talasne funkcije, a time i
energije, ne zavise od B samo u slucaju

eBa* e
2hc  2mhc

a’nB=n, (6.60)

tj. ako je fluks magnetnog polja kroz solenoid kvantovan. Tada Besselove funkcije koje posma-
tramo, J, i Ny, imaju celobrojniindeks v=m—-n,za meZiveZ.
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6.4 Zadaci

6.1 Pokazati da iz (6.27) sledi (6.28).
6.2 Razmotrimo Galilei-jevu transformaciju za jednodimenzionu slobodnu cesticu.

a) Pokazati da se ova transformacija moze reprezentovati operatorom
Ula, B) =exp(i(ax+ Bp)),

gde su a i B parametri koji zavise od m, v i t. Ovde se moze koristiti

1
eAeB = gA+B+3IAB]

koja vazi kada je [A, B] =const.

b) Uociti da se data transformacija moze napisati u obliku
Uv)=e 15,

gde je v brzina (parametar busta) dok je B generator busta. Odrediti komutatore genera-
tora busta B sa koordinatom x i impulsom p.

6.3 Odrediti operator specijalne Galilei-jeve transformacije u Heisenberg-ovoj slici,
Up(v) = e #VBr

tj. resiti jednacine
U;xHUH:xH—Ut, U;IlpHUH:pH—mv

uzimajuéi da u fiksiranom trenutku vremena vazi [xg, pg] = i#i. Proveriti potom kako operator
busta deluje na talasnu funkciju ¥ (x, 1).

6.4 Naci komutacione relacije izmedu komponenti kinematickog impulsa
e
I; = pi— z Aj.

i pokazati da je taj komutator srazmeran sa magnetnim poljem By = €y, (0 A, /0x7).

6.5 Pokazati da su gustina verovatnoce p i fluks verovatnoce j za Cesticu u spoljasnjem elek-
tromagnetnom polju invarijantni na gejdz transformacije.






GLAVA

FINALE: PRIBLIZNE METODE

Samo za mali broj jednostavnih fizi¢kih sistema Schrodinger-ova jednacina se moZe resiti eg-
zaktno. Da bi se opisalo pona$anje sistema koji imaju vise Cestica (viSeelektronski atomi, mo-
lekuli i kristali) ili komplikovanije medusobne interakcije, razvijaju se pribliZne metode. Tak-
va situacija nije specifi¢na za kvantnu mehaniku: i u klasi¢noj mehanici intuicija se gradi na
poznavanju nekoliko osnovnih fizickih sistema, a kretanje komplikovanijih sistema resava se
priblizno. Naravno, u onoj meri u kojoj su klasi¢ni i kvantni opis razli€iti, razlicite su i aproksi-
macije. Osim pribliznih analitickih metoda veoma su vazne numericke metode, i postoji ¢i-
tav niz specificnih koncepata i algoritama razvijenih za primenu u fizici ¢vrstog stanja, fizici
molekula itd: o njima ovde nece biti reci.

Priblizni metod zavisi od konkretnog problema koji se resava. Velika grupa problema u pri-
menama kvantne mehanike vezana je za odredivanje energija i identifikaciju spektara, kao i za
nalaZenje stacionarnih stanja: takvi problemi re§avaju se stacionarnom teorijom perturbacija,
varijacionim racunom i slicnim metodama. Druga grupa vezana je za dinamiku, odnosno za
odredivanje verovatnoca prelaza, poluvremena raspada, efikasnih preseka itd: te probleme
reSavamo vremenski zavisnom perturbacijom, teorijom rasejanjaisli¢no. U ovoj glavi izve§¢emo
nabrojane priblizne metode u njihovoj osnovnoj varijanti, i pokazati neke od vaznih fizickih
primena; vide¢emo sem toga kako se u nekim slu¢ajevima sam metod modifikuje da bi se adek-
vatno opisao traZzeni fenomen ili efekat.

7.1 Stacionarna teorija perturbacija

Veoma cest fizicki problem je da se odrede energetski nivoi i svojstvene funkcije fizickog sis-
tema pri njegovoj maloj promeni, perturbaciji. Tipican primer je: kako se spektar energije
atoma ili molekula menja kada se ukljuci spoljasnje elektri¢no ili magnetno polje? Osnovna
(fizicka, matematicka) ideja kod teorije perturbacija je da sistem i "posle ukljucenja" pertur-
bacije zadrZzava svoje karakteristike kao §to su, na primer, postojanje vezanih stanja, priblizne
vrednosti energije, itd. a da ih perturbacija samo "malo" menja. Zato ima smisla perturbovani
sistem opisivati terminima koji se odnose na osnovni, neperturbovani sistem. "Malo" fizicki
znaci da su tipi¢ne promene energije koje perturbacija unosi, mnogo manje od karakteristic-
nih energija, npr. od razlika energetskih nivoa polaznog sistema. Iz gornjeg primera atoma u
elektricnom polju jasno je da dodatna spoljasnja interakcija ne mora da bude perturbacija: u

189
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jakom elektricnom polju atom se jonizuje pa opis elektrona i jezgra u terminima vezanih stanja
postaje neadekvatan, kao i primena metoda teorije perturbacija.
Pretpostavljamo da je hamiltonijan sistema oblika

H=Hy+U, (7.1)

gde je Hy neperturbovani hamiltonijan ¢ije osobine, spektar i svojstvene funkcije, znamo. U je
perturbacija, odnosno potencijalna energija koja je opisuje; uzimamo da perturbacija ne zavisi
od vremena. Da bismo istakli ¢injenicu da je perturbacija mala, pisaéemo u nastavku

H=Hy+AV, (7.2)

pretpostavljajuci da je A < 1 mali parametar. Uvodenje malog parametra A je stvar "knji-
govodstva", nacin da lakSe vodimo racuna o redovima veli¢ina; pravi parametar po kome se
razvija je odnos energija, |U/Hp|. Pretpostavljamo, dakle, da je sistem dominantno opisan
hamiltonijanom Hj, a korekcije zbog prisustva perturbacije su prvogiviseg reda po A. To znaci
da, ako sa E, i |y ,) oznafimo svojstvene energije i svojstvene funkcije H,

H|1,Vn> = Enl"/’n% (7.3)

moZemo da piSemo
Epn=E9+AED + A2EP + ...,

. ) (7.4)
W = i) + Ay + A2y ) + ..
Pri tome ¢emo svojstveni bazis od Hy oznaciti sa
Holy\Wy = EQ 1Y) = EY n) (7.5)
i pretpostaviti da je diskretan i, za poCetak, nedegenerisan. Naravno, (n|m) =0 .
Koristeci (7.4), svojstvenu jednacinu (7.3) moZemo da prepiSemo kao
(Hy+AV) (Imy + My +..) = (EQ +AEP + ) (Imy + AlwiPy +...). (7.6)
Ako u ovoj jednacini izjednacimo ¢lanove uz iste stepene od A, dobijamo sistem
Ho|n) = E|n) (7.7)
Holyy) + Viny = EQ 1wy + E ), (7.8)
Hp |w(2)> + VW/(D> _ E(0)|W(2)> +E(1)|w(1)> +E,(12)|I’l> (7.9)

Prva od jednacina ovog sistema je, naravno, identi¢na sa (7.5). Sistem se reSava iterativno: kada
se resi jednacina (7.7), dobijene vrednosti Eﬁlo) i |n) se zamene u jednacinu (7.8), koja se onda
resava po E(D i Iw(l)), po tzv. prvim popravkama energije i svojstvenih stanja. Dalje, kada
znamo 0snovno stanje i prve popravke, reSavanjem jednacine (7.9) dobijamo druge popravke
energije i stanja i tako redom dalje, do potrebne ta¢nosti.

Da bismo resili jednacine (7.8) i (7.9) treba da ih napiSemo u nekom odredenom bazisu, a
bazis prirodno definisan problemom je {|k)}. Ozna¢imo

=Y Wik,  w@=Y @k, (7.10)
k#n k#n
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i tako dalje. U prethodnoj formuli smo pretpostavili da su popravke ortogonalne na pocetno
stanje |n). Ispostavlja se, vide¢emo, da popravka duz |n) i ne moZe da se odredi. U bazisu {|k)}
jednacina (7.8) glasi

Ho Yy D1+ Viny=EQY ¢V iky+ EPIny, (7.11)

odnosno
Z(EI(CO) _Eizo))0211|k>+V|n> ZE;I)In). (7.12)

Projekcija ove jednacine na pravac |n) daje prvu popravku energije: mnoZenjem sleva sa (n|
dobijamo
EV = (n|VIn) = V. (7.13)

Ostale projekcije jednacine (7.12) daju prvu popravku talasne funkcije odnosno koeficijente

cﬁll,)n: mnoZenjem sa {(m/| # (n| dobija se

(ES’)Z) — E£ZO)) Cilly)n + an =0 (7.14)
gde je V,,, = (m|V|n), odnosno
V,
1 _ mn
Chom = 0 Lo (7.15)
nm = pO) _ plo)

Dobili smo izraze za popravku energije i popravku talasne funkcije u prvom redu teorije pertur-
bacija. Treba zapaziti da smo, pretpostavljajuéi da se sve funkcije mogu razviti po |k), zapravo
koristili da je taj skup kompletan tj. da su energetski nivoi nedegenerisani. Sem toga poslednja
jednacina nam a posteriori daje uslov za primenljivost teorije perturbacija: popravke talasne
funkcije su male, c,(},)n « 1, akoje

Vinn < E9 — EO (7.16)

Sledeéa u nizu jednacina je jednacina (7.9) za kvadratnu popravku,
HyYy c@iky+vY iy =EPY 21k +EPY W iky+EP |n).

Kao i malopre, da bismo nasli Eﬁ,z) jednacinu mnozimo sa (n|. Dobijamo

Vi Vi | Vakl?
E;Z) — <n|VZC£,1]i|k> — Z n n_ Z n

—_— = —_ (7.17)
G D B0 G B - D

MnoZenjem ostalim vektorima (m| # (n| dobija se druga popravka talasne funkcije koju ovde
necemo eksplicitno pisati. Proces se nastavlja iterativno sve dok se ne dobije tacnost koja odgo-
vara eksperimentalnoj gresci rezultata koji Zelimo teorijski da opiSemo odnosno da objasnimo.
Ostalo je jos§ da vidimo kako ¢e se promeniti formula za prvu popravku energije (7.13) u
slucaju kada je energetski nivo |n) degenerisan. Degeneracija znaci da ima viSe stanja iste e-

nergije E ;0): prebrojimo ih dodatnim kvantnim brojem v:
Hylnvy = EQ|nv). (7.18)

Kao i ranije, bazis {|nv)} je ortonormiran, (nv|kx) = 6 ,10v«. Jednacina za popravku energije
prvog reda u ovom slucaju glasi

Ho) el ki) + Vinv) = EQ Y el | ki) + Efinv), (7.19)

nv,

pa mnoZenjem svojstvenim vektorom (nu| dobijamo

EQ)6 0y = (nulVinv). (7.20)
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Poslednja formula znaci da, da bismo odredili EY’, treba da dijagonalizujemo perturbaciju V
ali ne kompletnu, nego samo njenu projekciju na potprostor fiksiranog 7, odnosno podmatricu
Viu,nv - Taj problem je, razume se, mnogo jednostavniji od dijagonalizacije celog potencijala V.

Prvi primer primene teorije perturbacije je Zeeman-ov efekat. Zeeman-ovim efektom naziva
se promena nivoa energije elektrona u slabom magnetnom polju: odredi¢emo kako homogeno
magnetno polje utiCe na energetske nivoe u atomu vodonika. Hamiltonijan elektrona dat je sa

H=Hy+YV, (7.21)

gde je
Ho= P v pB--uB 22
0=5 T =—H-Bb=—lzb, (7.22)

ako z-osu usmerimo duz magnetnog polja B. Magnetni moment elektrona poti¢e od spina i od
orbitnog momenta impulsa, (4.96), (5.103), pa imamo

V =pupB(L;+2s). (7.23)

Da bismo odredili prvu popravku energije treba da dijagonalizujemo perturbaciju V: medutim
onaje ubazisu stanja |nlmmy) elektrona u atomu vodonika ve¢ dijagonalna. Zato su popravke,
analogno (7.13), ocekivane vrednosti V:

EW

nlmmg

= (nlmmg|V|nl'm'mg) = 8106 pupw 6y, e BR(M + 2my). (7.24)

UnoSenjem u slabo magnetno polje, n-ti nivo energije vodonikovog atoma se "cepa" na vise
nivoa. Na primer, osnovno stanje [100 + %) deli se na dva, Cije su energije

(0) 1) _ 0
B+ By 1 = B £ pugBh. (7.25)
Prvo pobudeno stanje n = 2 je osmostruko degenerisano, a moguce vrednosti ostalih kvantnih
brojevasu [=0,m=0,ms=+1/2,il=1, m=-1,0,1, mg = +£1/2. Prvi pobudeni nivo se cepa
na pet energetskih nivoa:

EY+E"  =E +(0, +upBh, +2uzBh). (7.26)

2lmmyg

Magnetno polje, znaci, ne razlikuje sva stanja prvog pobudenog nivoa, odnosno ne uklanja
potpuno degeneraciju po energiji. Ova perturbacija zavisi od vrednosti projekcije ugaonog mo-
menta na pravac magnetnog polja, i zato je svojevremeno kvantni broj operatora L, nazvan je
"magnetni kvantni broj", m.

Drugi vazan efekat koji se dobro opisuje teorijom perturbacija je Stark-ov efekat, odnosno
promena energetskih nivoa elektrona u slabom elektricnom polju. Hamiltonijan elektrona u
atomu vodonika u homogenom elektricnom polju E dat je sa!

=2 2
e .
= _% _jE, (7.27)
2m r

aposto je polje slabo, perturbacija je opisana potencijalnom energijom elektri¢nog dipola elek-
trona,
V=-d E=-eEz, (7.28)

Linearni Stark-ov efekt za vodonikov atom moZe se dobiti i egzaktno, resavanjem jednacine u parabolickim
koordinatama: pogledati npr. H. A. Bethe, E. E. Salpeter, Quantum mechanics of one- and two-electron atoms,
Springer, 1957.
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Slika 7.1: Zeeman-ov efekat.

ako z-osu orijentiSemo duz polja. Posto elektricno polje ne interaguje sa spinom, zanemarice-
mo u notaciji spinski stepen slobode: tada je osnovno stanje nedegenerisano. Prva popravka
energije osnovnog stanja je

1 _2r
E?) =(100]V[100) = __3fff eErcosfe « r’sin@drd0deg =0,
na
0

jer je talasna funkcija osnovnog stanja, (r8¢|100) = ¥ 190, data sa

r

e “w. (7.29)

Y100 =

3
Ta,

Prema tome, u prvom redu teorije perturbacija energija osnovnog stanja se ne menja. Posto
je prva popravka nula, postaje relevantna druga popravka energije. Formula (7.17) za drugu
popravku je izvedena za slucaj nedegenerisanog spektra, a ovde su svi nivoi energije (sem os-
novnog) degenerisani: u formuli za opsti slu¢aj se sumira po svim stanjima razli¢itim od onog
koje popravljamo. Imamo

100|V|nlm)|?
E{Z)z Y [K1001Vintm)|” ((')) | (0)>| ) (7.30)
nzl B —Ey

Matri¢ni elementi perturbacije su dati integralima
(100| — eEz|nlm) = —eEfff Ry (1) YOO* 0,9) rcosO@ Ry () Y™ (6, ) r’sin@drdfde.

Posto je Yy =1/v/4n a cos6 = v4n/3Y,, mozemo da pisemo
1

V3
Poslednji integral nije lako izracunati analiticki, ali dobili smo, u principu, rezulta, a doprinose
daju samo stanja |n10). Druga popravka energije osnovnog stanja je (kao uvek) negativna i
naravno, zavisi od kvadrata elektri¢nog polja, pa u ovom slu¢aju govorimo o kvadratnom Stark-
ovom efektu.

Izracunajmo sada kako se menja prvo pobudeno stanje. Kao i kod osnovnog stanja zane-

mari¢emo spinski stepen slobode, pa uzimamo da je prvo pobudeno stanje ¢etvorostruko de-
generisano. Oznacimo odgovarajuce talasne funkcije na sledeéi nacin

1
(100|z|nlm) :ngoRnl r3dr/fﬁYlo*Ylmsin9d9d(p: 6m05,1fR5‘0Rn1 rdr.

r __r
V200 = (1-=—)e 20 =11)

1
\/8naj 2ao
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Slika 7.2: Molekul He, sastoji se od dva protona
i dva elektrona.

1 r o __r
——— —e¢ 24 cosf =12)
4y/2mal *

1

Y210 =

r __r :
— e 20 sinfe*'? =|3,4).

8y\/may o

Y2141 =F

Izracunavanjem matri¢nih elemenata perturbacije, V#v = (ul(—eEz)|v), u,v = 1,2,3,4, dobi-
jamo podmatricu koju treba dijagonalizovati:

0 & 00
- | 0 0 0
1o 0 0 o (7.31)
0 0 00O
Skoro svi matri¢ni elementi (zbog simetrije) su nula, a nenulti ¥, jednak je
[e.o]
& = Y200l VI210) —eEf(l L) LeTu P dr=3¢E (7.32)
= =- —-—)—e @r’dr=3eEay, .
Y200V Y210 12618 d 2ay ay 0

pa dijagonalizacijom V dobijamo da su popravke energije u prvom redu teorije perturbacija
EV =0,+6. (7.33)

Prvi pobudeni nivo cepa se na tri nivoa, a razlike energije zavise linearno od polja pa imamo
linearni Stark-ov efekat.

Kao poslednji primer stacionarne teorije perturbacija pokazacemo kako se iz nje moZe do-
biti van der Waals-ova sila koja (fenomenoloski) opisuje efektivnu interakciju izmedu (neu-
tralnih) molekula ili atoma. Razmotrimo kao najjednostavniji primer interakciju dva atoma
vodonika koji se nalaze na konstantnom medusobnom rastojanju R. Pretpostavicemo da je
rastojanje R dovoljno veliko da ne moramo da uzimamo u obzir izmensku interakciju izmedu
elektrona, kao i da su oba elektrona u osnovnom stanju. Hamiltonijan za ovaj sistem je

2 2 2 2
H=Hy+v=2L,P2 & ¢ v (7.34)
2m 2m .
gde smo za neperturbovani hamiltonijan uzeli zbir hamiltonijana elektrona u atomima, a per-
turbacija je potencijalna energija interakcije,

2 eZ 62 eZ

e
vep—- % ° (7.35)
R |R+7 -7l |R+T72 |R-T
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Kada se V priblizno izracuna za velika rastojanja, R > ||, |72/, koristeéi razvoj do drugog reda
po a/lR<k1,

@ refara LRl Le 3@

e —— 7.36
R RZ 2 R? " 2 R4 ( )
u vodeéem, kvadratnom redu dobija se potencijal dipol-dipol interakcije,
dy - dy—3(dy - 1) (dy - 7
vz Gd (dy-n)(d> n). (7.37)

R3

Ovde su d}_g = ef) » elektri¢ni dipolni momenti elektrona a 7i ort pravca koji spaja atome, R =
R7i. Ako z-osu usmerimo duz 71 dobijamo
o2
V= E (x1 Xo+Y1)Y2— 2Z1 Zz) . (7.38)

Izracunajmo popravku energije koju unosi ova perturbacija kada su oba elektrona u os-
novnom stanju, [100);]/100),. U tom slucaju je, ocigledno,

(100]1(100], V' |100)1]100), = 0, (7.39)

odnosno prva popravka je nula. Vodeéi doprinos daje druga popravka energije: koristeéi for-
mulu (7.17) vidimo da ¢e, nezavisno od konkretnog rezultata za integrale po radijalnim funkci-

jama, ona imati oblik

1
EY = Vyaw ~ =5 (7.40)
Ovo je najcedc¢a zavisnost za van der Waals-ov potencijal koja se dobija u eksperimentu. Jasno je
takode da Ce rezultat biti drugaciji ako racunamo interakciju elektrona u pobudenim stanjima,

ili ako su atomi blizu pa treba uracunati efekte antisimetrizacije talasne funkcije elektrona.

7.2 Varijacioni metod

Varijacioni metod je jedan od aproksimativnih metoda tipi¢nih za kvantnu mehaniku: koristi se
za odredivanje energije osnovnog (eventualno, prvog pobudenog) stanja kada u dobroj ili do-
voljnoj meri poznajemo oblik talasne funkcije. Osnova varijacionog metoda je osobina oceki-
vanih vrednosti odnosno teorema: Za funkcional energije E[y]

(W|Hl|y)
Elv]= —X— 7.41
] yly) (74D
u svim fizickim stanjima vazi
Ely] = K, (7.42)

gde je Ep energija osnovnog stanja. Ovo tvrdenje se svodi na ¢injenicu koju smo dokazali u
drugoj glavi, da je oCekivana vrednost operatora uvek veca ili jednaka od njegove minimalne
vrednosti.

Iz navedene teoreme sledi da bismo, u principu, energiju Ej i odgovarajuc¢e osnovno stanje
wo mogli da odredimo variranjem funkcionala energije, odnosno iz uslova

0E

OLWI _y, (7.43)
oy

Varijaciona jednacina (7.43) ne reSava se nista jednostavnije od Schrodinger-ove jednacine.

Medutim, ukoliko imamo neku informaciju o obliku talasne funkcije osnovnog stanja, npr. da
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moZe da se aproksimira familijom probnih funkcija w(a, B, ...) koje zavise od kona¢nog broja
realnih parametara a, §,..., onda, umesto u skupu svih stanja, energiju mozemo da variramo
u podskupu probnih funkcija. Time funkcional E[y] postaje funkcija E(a, §3,...), a varijacioni
uslov (7.43) se svodi na uslov ekstremuma funkcije vise promenljivih,

OF OF

— =0, —=0, .... 7.44
oa op (749

ReSavanjem jednacine (7.44) dobijaju se vrednosti parametara (ag, f,...) za koje je vrednost
E(a, B,...) minimalna; ova vrednost predstavlja, aproksimativno, najnizu vrednost energije sis-
tema. Naravno, ako se u skupu probnih funkcija nalazi svojstvena funkcija osnovnog stanja,
tada ¢emo dobiti tacnu energiju osnovnog stanja, E(ay, fBo,...) = Ep.

Kao prvi primer primene varijacionog racuna dokaza¢emo jednu od osobina jednodimen-
zionog kretanja: potencijal V (x) za koji vazi

xglll V(x)=0, f V(x)dx <0, (7.45)

ima bar jedno vezano stanje. Ovo tvrdenje pokaza¢emo tako $to éemo izracunati energiju na
skupu probnih funkcija koje eksponencijalno opadaju,

Ya(x) = Vae ¥, (7.46)

U ovim stanjima srednja vrednost kineticke energije je

T H2a?
(Tha= 75— f a’e ™ dx = : (7.47)
2m 2m
—o0
Srednja vrednost potencijalne energije je negativna,
[e.0] [e.e]
Na=a f ey (xdx~a f V(x)dx<0, (7.48)

—00 —00

u slucaju da je parametar a dovoljno mali da se vrednost eksponencijalne funkcije moze za-
meniti jedinicom. To znaci da postoji « za koje je

Eo < E(@) = (T)q+ (V)¢ <O0. (7.49)

Posto su asimptotske vrednosti potencijala nula, minimalna svojstvena vrednost hamiltonijana
Ey odgovara vezanom stanju.

Primenom varijacionog racuna sa velikom tacno3$¢u se moZe izraCunati energija osnovnog
stanja atoma helijuma. Ako se zanemari interakcija izmedu elektrona i spin-orbitna interakcija,
osnovno stanje je, zbog identicnosti elektrona, dato sa

1100); ® |100)2 ® |s = 0, m; = 0, (7.50)

gdeje |100) svojstvena funkcija osnovnog stanja elektrona u vodoniku-slicnom atomu sa Z = 2.
Stanje je spinski singlet. Pretpostavimo da je prostorni deo talasne funkcije modifikovan, tako
da umesto naelektrisanja Z = 2 u njoj figuriSe efektivno naelektrisanje ( koje je varijacioni
parametar:

_< _4 _<
Y(F1,72) = Ae @ 'le w" = —e @ (n+r) (7.51)
na,
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U poslednjoj jednakosti izra¢unata je i zamenjena konstanta normiranja A, a ag = h?/me? je
Bohr-ov radijus. Izracunavanjem ocekivanih vrednosti kineticke i potencijalne energije (5.198)
za probne funkcije (7.51) dobijamo

e? e’ 5 e
2
(1 +To)=—10(°, (N1+V)==-2Z—(, (Vi2)=-—C. (7.52)
ap aop 8 ap

Prva dvaintegrala se racunaju pravolinijski primenom I'-funkcije, a da bi se izracunao poslednji
treba da se primeni razvoj po sfernim harmonicima (4.123-4.124),

1 2 L orboan

)3

T I+1
|71 — 7ol 1=0 m=—1 Ts 21+1

Y™ (61, 91) V" 02, 02). (7.53)

Integracija po uglovima mozZe se uraditi ako se iskoristi da je YOO 01,01) =1/V4n:

ffsin@d@d(p Y = \/4ﬂffsin9 dfde Ylm*YOO =V4r 6196 mo, (7.54)

pa ostaje integral
2

16€%(5 r2r2 _x
(Vig) =— 2(: ffdrldrg L2 o)
ag r>

16e2¢5 F r b i 2

=-— fdrl fdrg 8] r22 e a N +fdr2 r12r2 e aNtT)
% 0 n

koji se izracunava parcijalnom integracijom. Minimalna vrednost energije dobija se za vred-

nost parametra (o = 27/16, (o < 2), ijednaka je E({o) = —77.5eV, dok je eksperimentalna vred-

nost energije osnovnog stanja Eg = —78.9 eV .

Kao poslednju primenu varijacionog racuna analiziracemo talasnu funkciju i energiju os-
novnog stanja elektrona u molekulu vodonika, ili preciznije u jonu molekula vodonika, H .
Problem kretanja elektrona u elektrostatickom potencijalu dva protona koji miruju spada u
reSive kvantnomehanicke probleme i reSava se u parabolickim koordinatama. Mi ¢emo ga ana-
lizirati priblizno: metod koji se koristi je uopstena varijanta varijacionog metoda jer varijacioni
parametar R, rastojanje izmedu jezgara, figuriSe i u hamiltonijanu i u talasnoj funkciji.

Jon molekula vodonika se sastoji iz dva protona koje ¢emo oznaciti sa a i b, i jednog elek-
trona. Njegova energija data je sa

—2 =2 )
P S o
H=Pa 20 Py T,
2M 2M 2m
(7.55)
62 62 62

VF# o)) = ——— + ——.
|7 =Tal |7 =TFpl |Ta—Tpl
Pretpostavicemo da je kineticka energija protona mnogo manja od kineticke energije elek-
trona, tako da u prvoj aproksimaciji moZemo smatrati da protoni miruju, odnosno da se krecu
mnogo sporije nego elektron. U skladu sa ovom pretpostavkom uves¢emo koordinatni sistem
na sledec¢i nacin

Fa=0,  F,—To=R=Ré,. (7.56)

Pretpostavka da se kretanje elektrona i protona moze razdvojiti naziva se Born-Oppen-
heimer-ova aproksimacija i precizno se formuliSe kao razdvajanje promenljivih u talasnoj fun-
kciji sistema. Pretpostavljamo da je talasna funkcija molekula oblika

W(F,Ta,Tp) =Y (F)p(Fa, Tp), (7.57)



198 GLAVA 7. FINALE: PRIBLIZNE METODE

gde je talasna funkcija elektrona v (7) reSenje Schrodinger-ove jednacine
p?
(2 + vy = ERy®), (7.58)
2m

a potencijalna energija V je izraCunata pod pretpostavkom da se jezgra ne krecu,

e? 2 &
V=—-—- (7.59)
r|F-R|
Zamenom elektronske talasne funkcije u Schrodinger-ovu jednacinu za molekul,
-2 =2 ~92
pa pb p = - - _ - - —
(m + m + ﬁ + V)w(r) O(Fu, Tp) =EW(F) P(Fy, Tp) (7.60)
dobijamo jednacinu za talasnu funkciju jezgara
) =2
pa P s
(57 + 57+ B (P Fo) = & plFa o), (7.61)

iz koje vidimo da je E(R) efektivni elektrostaticki potencijal u kome se kre¢u jezgra. Minimum
ovog potencijala daje ravnotezno rastojanje jezgara u molekulu, a razvojem E(R) oko mini-
muma i reSavanjem jednacine (7.61) dobijamo vibracioni spektar molekula.

Kao $to smo napomenuli, jednacina (7.58) za elektron moze da se resi egzaktno: njena svoj-
stvena stanja nazivaju se molekulske orbitale. Ako ne poznajemo tacna svojstvena stanja, kako
da aproksimiramo ove talasne funkcije? Jedna moguénost je da ih prikazemo kao superpozicije
stanja elektrona u pojedinim atomima: te talasne funkcije zovu se linearne kombinacije atom-
skih orbitala. Za osnovno stanje elektrona u molekulu moZemo pretpostaviti da je linearna
kombinacija osnovnih stanja elektrona u atomima,

() =ayq+ Pyp=ayo(F—Tq) + Pyo(F—Tp), (7.62)
gde je
_r _[F-R|
Va=wo(T-Tg)=e w0, yr=yoF-Tp)=e © . (7.63)

Stanje (7.62) cemo normirati kasnije. U principu, i jedan od parametara a, § bi mogao da bude
varijacioni parametar, ali ne u ovom problemu: kod molekula vodonika jezgra su identi¢na,
tako da izmena a — b tj. 7, — 7}, ne menja sistem, a talasnu funkciju (7.62) moZze da promeni
samo za fazni faktor. Zato je a = . Moguée su samo dve talasne funkcije, simetri¢na i anti-
simetri¢na:

3

r [F—

Yi=e “te o =YatYp. (7.64)

Kvadrat norme ovih talasnih funkcija dobija se malo duZim racunom u kome je vazno uociti,
kao i pri racunanju ocekivane vrednosti interakcije elektrona u atomu He, da integral po radi-
jalnoj promenljivoj r treba da se podeli na dva, r < R i r > R. Rezultat integracije je

(Wailys) =2mag(1+9), (7.65)
S je proporcionalno integralu preklapanja

1 3, -~ IR, 2
S=—= [ d’re v o =e*(1+{+), (7.66)
ay 3
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¢ =R/ag

o =245

Slika 7.3: Zavisnost en- E.
ergije elektrona od rasto-

janja izmedu protona u
jonu vodonika H; .

] E. (&) =—1.76eV

a { je bezdimenzioni varijacioni parametar, { = R/ ay. Sledeci korak je da se izracuna o¢ekivana
vrednost energije. Imamo

=2

Wl T4 Viys) = (7.67)
=2 2 2 2
I pr_e__¢€ ¢
—fd r(wain)(Zm r LR + R)(Wuiu’b)

S22 2 2
= | 43 e _ e» e_) P X
f rw“(Zm r|F—R| tg)Verla=h

52 52 2 2
N P
2m r |F—-Rl R

Yp+(a—b)

= 271a3 (Haq + Hap)

jer posle smene 7 — 7 — R vidi da su integrali koji se dobijaju zamenom a < b jednaki. Posle
relativno dugackog racuna dobija se

2
Hyq=-naj (Eoo - ;70 1+ 6_2{) , (7.68)
e? e
Hgp=-nag (a— 1+ et +S(Eo— {7)) : (7.69)
0 0

gdeje Eo, = —€*/R=—e?/{ay energija jonizacije. Energije simetri¢nogi antisimetri¢nog stanja
su )
2
2 L+ e+ (1~ i)e—(
_E + & 3 . (7.70)

1+ ao e,
((1i(l+(+§)e )

E.= Haa+ Hgp _

Zavisnost energije od rastojanja izmedu protona R najbolje se vidi na slici: obe vrednosti E.
imaju asimptotu —E.,. Medutim, antisimetri¢na funkcija nema minimum pa je nevezujuéa, a
prava ili vezujuca orbitala je simetri¢na funkcija .. Minimalna vrednost rastojanja R moze da
se odredi numeric¢kim resavanjem uslova ekstremuma i iznosi Ry = 1.3-1071° m, a odgovara-
juéa energija je E, (Ry) = —1.76 eV, dok egzaktno reSenje daje Ry, = 1.06-1071 m i energiju
osnovnog stanja Eg = —-2.8 eV .
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7.3 Vremenski zavisna perturbacija

Kao §to ime kaze, kod vremenski zavisne perturbacije perturbacija polaznog hamiltonijana u
principu zavisi od vremena. To je u stvari tipi¢na situacija kod realnih fizickih sistema: po
pravilu, sistem ne moZemo u potpunosti da izolujemo nego samo "najve¢im delom", tako da je
on uvek u interakciji sa okolinom, a ta interakcija nije konstantna u viemenu: nekada se opisuje
i stohasticki. Mi ¢emo pretpostaviti da je funkcija V (f) poznata. Dakle, posmatramo sistem

H(t) = Hy+V(1). (7.71)

Posto hamiltonijan zavisi od vremena, sistem nema stacionarna stanja. Medutim ako je pertur-
bacija V mala, ima smisla da se sistem karakteriSe svojstvenim stanjima osnovnog hamiltoni-
jana Hy: jedino §to su u prisustvu perturbacije mogudi prelazi izmedu stanja. Zadatak teorije
vremenski zavisne perturbacije je da odredi verovatnoce ovih prelaza.

Da ponovimo ukratko kako se dobija opste reSenje Schrodinger-ove jednacine za konzer-
vativni sistem. Kada hamiltonijan Hj ne zavisi od vremena u Schrédinger-ovoj jednacini

i al¥o(n)

i HylWo (1)) (7.72)

vremenska promenljiva moZe da se razdvoji od prostornih. Partikularna reSenja su
() = e 5t ny, (7.73)
gde su sa |n) obeleZena svojstvena stanja hamiltonijana Hj,
Hy|n) = Ep|n). (7.74)

Pretpostavi¢emo zbog jednostavnosti da je spektar energije nedegenerisan. OpSste reSenje |\W(1))
je linearna kombinacija partikularnih reSenja (2.40),

[Po(0)y =) cnln(e), (7.75)
n

a koeficijenti ¢ su proizvoljne konstante (koje zadovoljavaju uslov normiranja). Iz relacije
(7.73) vidimo da su svojstvena stanja energije |n(f)) stacionarna jer se njihova promena u vre-
menu svodi na promenu faznog faktora, dok se gustina verovatnoce i o¢ekivane vrednosti ne
menjaju. Zato sistem koji je potpuno izolovan ostaje u osnovnom ili u pobudenom stanju e-
nergije beskona¢no dugo.

I za perturbovani hamiltonijan (7.71) stanje |V (#)), razume se, moZe da se razvije po svoj-
stvenom bazisu neperturbovanog hamiltonijana,

W(0) = Y Cr() e 554k, (7.76)
k

Ova formula je sli¢na sa (7.73), samo Sto u njoj koeficijenti razvoja C(t) zavise od vremena.
Schrodinger-ova jednacina odreduje dinamiku Cy(f): iz

ihdl‘l’(t»

P = (Ho+ V)|W (1)) (7.77)

sledi

dCy _i i
ihzd_tke—ﬂqu) =Y Cre i BV |k, (7.78)
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MnoZenjem poslednje relacije sa enfmt (| dobijamo sistem jednacina za koeficijente:

. de = iwmit
in—==Y Cre' "'V, (7.79)
dt 5
gde smo uveli
E.—-E
wm:%, Ve = (m| VK. (7.80)

Sistem (7.79) je ekzaktan. Medutim, u njemu ima beskona¢no mnogo jednacina jer je bazis
{lk)} beskonacan: zato ¢emo iskoristiti pretpostavku da je perturbacija V mala i sistem resa-
vati priblizno. Vide¢emo u sledeéem poglavlju, u vaznom sluc¢aju dva (ili malog broja) stepena
slobode poslednja jednacina moze da se resi i egzaktno.

Zanima nas verovatnoca da, ako se u pocetnom trenutku ¢ = 0 sistem nalazio u stanju |n),
u kasnijem trenutku ¢ on prede u stanje |m). Ta verovatnoca je odredena tezinom |C,, ()|, pri
Ccemu je pocCetni uslov |¥(0)) = |n) izraZen preko koeficijenata Cy(?):

Ci(0) =0k, (7.81)

odnosno u pocetnom trenutku svi koeficijenti u razvoju su nula osim n-tog koji je jedinica.
Kada je V(r) mala perturbacija koeficijenti se neCe mnogo promeniti: u trenutku ¢ svi Cy(?),
k # n, bi¢ce mali odnosno blizu nule, dok ¢e C,(#) biti blizu jedinice. Znaci, u jedna¢inama
(7.79) na desnoj strani mozemo da uzmemo aproksimativno Cy(t) = §,x jer su ove jednacine
ve¢ prvog reda po malom parametru po kome razvijamo: sadrze V,;; linearno. Dobijamo

dCp (1)
dr

in e wmty (7.82)

Pretpostavkom da je perturbacija mala spregnuti sistem od beskona¢no mnogo jednacina (7.79)
sveo se na jednostavne jednacine (7.82) Cije je reSenje

t
Cm(t):—%feiw’"”thndt, m#n.
0

Prema tome, verovatnoca prelaza iz stanja |n) u pocetnom trenutku u stanje |m) u kasnijem

trenutku ¢ je data sa
2

t
1 ,
ICp (D = = fe““mnfvm,,dr . (7.83)
0

Izmedu ostalog vidimo da je, zbog apsolutne vrednosti u (7.83) i zbog realnosti potencijala
Vimn = V,;,,, verovatnoca prelaza iz stanja |n) u [m) jednaka verovatnoci prelaza iz |m) u |n).
Formula naravno vazi i kad perturbacija V ne zavisi od vremena: ako u tom slu¢aju racunamo
verovatnocu prelaza iz stanja |n) u t = —oco u stanje |m) u t = +oo, dobijamo

+00
Cyp(00) = —% Vi f et gt = —27i V(B — Ey), (7.84)

—00

odnosno zakon odrZanja energije.
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7.4 Rezonanca u sistemu sa dva nivoa

Razmatraéemo sada jednacine (7.79) u slucaju sistema od dva stepena slobode i harmonijske
perturbacije ali ekzaktno. Hamiltonijan je oblika

E; 0

+
0 E
koeficijent y je realan, y = y*, a uzeCemo da stanje |1) ima niZu energiju od stanja [2), E; >
Ei. Zelimo da odredimo verovatno¢u da sistem koji je u po¢etnom trenutku ¢ = 0 u nizem
energetskom stanju, u kasnijem trenutku ¢ prede u stanje viSe energije. Drugim re¢ima, pocetni

uslovisu C;(0) =1, C,(0) =0.
Jednacine za koeficijente Cy(#) su

H=Hy+V(t)= (7.85)

0 Ye_iwt
,yeiwt 0 ’

. dC1 i _ . dCZ —i —
7 = yellon-0ic, h—= =ye w0 7.86
Mo TYe 2 Mg TYe ! (780

Diferenciranjem druge jednacine po vremenu dobijamo jednacinu drugog reda za C,(t),

L d*Cy

; ¢ G, v’
dr?

= —w)———-i—5C. (7.87
qr - wi-w)—=—iag G (1.87)

— _l(wlz _(U) % e—i(wlg—w)tcl + % e—i(wlg—w)t

Pretpostavljajuci da su reenja eksponencijalna, C,(t) = e*’, za a dobijamo

— _ 2 2
a1,2=—i(%ﬂ2), Q:\/er%, (7.88)

Opste reSenje za C(?) je linearna kombinacija dobijenih partikularnih reSenja,
Co(D) = 72 @2~ (AsinQr + BcosQ), (7.89)

auslovza C»(0) daje B =0. Iz polaznog sistema dobijamo i C; (%),

ih i(wpr—w
Cy(f) = A= g2 @r—w)t QcosQr—%smm . (7.90)
Y

Pocetni uslov za C,(0) fiksira A, i A = y/hQ. Prema tome, verovatnoca prelaza iz stanja |1) u
pocetnom trenutku u stanje |2) u trenutku ¢ je data Rabi-jevom formulom,
¥? sin®> Qt

GO = 15 =5 (7.91)

Vidimo da delovanjem periodi¢ne perturbacije sistem moZemo da prebacimo iz stanja nize
u stanje viSe energije ili obratno. Verovatnoca prelaza je najveca kada je frekvenca perturbacije
jednaka prirodnoj frekvenci sistema odnosno razlici energetskih nivoa, w = w»; (slika 7.4): ova
pojava, kao i u klasi¢noj mehanici, naziva se rezonanca.

Ispostavlja se da je za primene u fizici mnogo interesantnija stimulisana emisija nego ap-
sorpcija, jer daje izvore koherentnih elektromagnetnih talasa, lasere i masere. Ona se mozZe ost-
variti, u najjednostavnijem slucaju, putem interakcije sistema sa dva stepena slobode sa elek-
tromagnetnim poljem. Postoji zapravo nekoliko izuzetno vaznih fizickih sistema koji efektivno
(tj. u procesima koje posmatramo) imaju dva stepena slobode: kao primer nave§éemo amoni-
jacni maser. Molekul amonijaka NH3 ima oblik tetraedra u ¢ijim su temenima jedan atom azota
i tri atoma vodonika. Klasi¢no, postoje dve konfiguracije molekula koje odgovaraju minimumu
potencijalne energije: ona u kojoj je N-atom “sleva” od ravni koju obrazuju tri H-atoma, |L), i
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le2(t) 2 e ()| P/ eat)?

NAYA
\VAVAE

0] nh zh 3nh
12 2y Y 2y

Slika 7.4: Grafik |Cy(8)|3,,, u funkciji od w.  Slika 7.5: Zavisnost |Cy(0)|? i [C2(£)[? od vre-
Ovde je w»; rezonantna frekvenca. mena f na rezonantnoj frekvenci wo; .

ona u kojoj je N-atom “zdesna”, |R). Za prelaz iz jedne u drugu konfiguraciju potrebno je do-
dati energiju: kriva potencijalne energije sistema je opisana double-well potencijalom. Zbog
tuneliranja, u kvantnom opisu osnovno stanje nije lokalizovano na levu ili desnu stranu: posto
je potencijal kao i ceo hamiltonijan invarijantan na parnost, svojstvena stanja energije su parna
ili neparna pri ¢emu niZu vrednost energije ima |S):

1 1
SH=—(D+IR)=11), |A)=——(IL)-IR)=12). 7.92
|>\/§(|)+I))I) |>\/§(I>|>)|> (7.92)

Osnovno stanje energije nije degenerisano: E; < E», ali razlika energija je mala, (E» — E;)/7i ~
24000 MHz. Zbog blizine energetskih nivoa ova dva stanja moZemo posmatrati kao sistem od
dva stepena slobode (dok radimo sa spoljasnjim poljima koja ne pobuduju vise energetske
nivoe). Molekul NH3 poseduje jo$ jednu vaZznu osobinu: stanja |1) i |2) se, slicno spinskim
stanjima u Stern-Gerlach-ovom eksperimentu, mogu prostorno razdvojiti primenom neho-
mogenog elektri¢nog polja.

Amonijacni maser se konstruiSe na slede¢i nacin. Pomocu separatora, nehomogenog elek-
tricnog polja, iz snopa molekula amonijaka izdvoji se podsistem koji je u stanju viSe energije,
|2); podsistem se usmerava ka Supljini sa mikrotalasnim zracenjem frekvence w = w»,

-

B = Eyel@kD (7.93)
Interakcija NHs molekula sa poljem je dominantno dipolna,
V=-d-E~-Eyde"", (7.94)

d je elektri¢ni dipolni moment molekula. Zbog osobina simetri¢nog i antisimetri¢nog stanja
na izmenu L — R odnosno na parnost imamo

Vi1 =0, Vop =0, (7.95)

pa se perturbacija svodi na (7.85) sa y = —Ey d. Ako je veli¢ina Supljine tako podesena da snop
iz nje izlazi u trenutku

T nh

t~—=—, (7.96)

2 2y
na izlasku iz Supljine svi molekuli bi¢e u stanju [1). Snop u Supljini emituje fotone, odnosno
amplificira (pojacava) veé¢ postojece mikrotalasno zracenje. Sto je y manje, izraceni talasi imaju
manju neodredenost frekvence: emitovano zracenje je koherentno.
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7.5 Periodic¢na perturbacija

U ovom poglavlju razmatra¢emo rezonantne efekte kod sistema sa beskona¢no mnogo stepeni
slobode primenom teorije perturbacija. Pretpostavicemo kao i ranije da je perturbacija har-
monijska,

V() =-U'e - Ue ™' = —2Ucoswt, (7.97)

gde je U vremenski-nezavisan hermitski operator, U = U'. Primenjujuéi formalizam razvijen

ranije i formulu (7.83), za koeficijente C,;,(t) dobijamo

Umn ei(wmn—w)t -1 ei(wmn+w)t -1

Cn(2) = + . (7.98)
h Wmpn — W Wmn + 0

Ova formula opisuje dva (moguéa) procesa: prvi ¢lan opisuje apsorpciju energije spoljasnjeg
polja, a drugi stimulisanu emisiju. Ako razmatramo samo apsorpciju, prvi sabirak je mnogo
veci u relevantnom domenu frekvenci, w = w;,,, pa drugi ¢lan moZzemo da zanemarimo. Za
verovatnocu prelaza se dobija

[Upp? 4sin? Lun=elt

2
Cn(DF = =5 — o (7.99)

Ova funkcija se donekle razlikuje od egzaktnog izraza (7.91) koji smo dobili za sistem sa dva
stepena slobode, ali u principu ima isti oblik i opisuje isti fizicki fenomen: rezonancu. Pri fiksi-
ranoj frekvenci w verovatnoca prelaza iz stanja |n) je najveca u stanje |m) za koje je w;;, = w, tj.
najverovatnije je da ¢e sistem apsorbovati kvant energije 7w ako je on bas jednak razlici ener-
getskih nivoa, Ej;, = E, + hw. Naslici 7.6 je prikazana funkcija f(®) = sin?(@t/2)/ @?. Funkcija
ima maksimum u @ = 0: visina maksimuma je proporcionalna sa 2, a $irinasa 1/¢.

To znaci da je verovatnoca prelaza iz stanja |n) u stanje |m) pri delovanju perturbacije u
toku vremena T je nezanemarljiva samo ako je neodredenost frekvence @ reda veli¢ine polusi-

rine maksimima funkcije f(®),

27
oo ~—, (7.100)
T

odnosno ako za neodredenost energije prelaza vazi
T6E ~ h. (7.101)

Ovaj iskaz standardno se interpretira kao relacija neodredenosti energije i vremena.

Slika 7.6: Funkcija f(®) =
sin?(@1/2)/ @?. TN e o

Kada ¢ raste, raste i visina maksimuma funkcije f(®). U stvari, u limesu ¢t — oo dobija se
6-funkcija: ovu reprezentaciju ve¢ smo uveli,

(7.102)

. 2

sIn“ ot

0(@) = lim 5
t—oo L@
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Zbog toga, ako je interval T u kome deluje perturbacija dovoljno dugacak, vazi

wmn —-w

2_ 7 2
IConl® = 5 Ul 85

2
)T: §|Umn|26(Em—En—hw) T.

Formula za verovatnocu prelaza moZe se primeniti i kada krajnje stanje |v) pripada kon-
tinualnom delu spektra, odnosno predstavlja nevezano stanje: u atomskoj fizici, ovo odgovara
jomizaciji atoma. Naravno, potrebno je da spoljadnje polje ima dovoljno energije da jonizuje
atom, fiw > Eo, — E5. Ukoliko je energija E, degenerisana, verovatnoca prelaza dobija se kada
se izraz (7.83) pomnoZi multiplicitetom stanja |v), g(E,). Dobijamo kao i malopre

Gy 2n
T h

|Uynl* g(Ey)8(Ey — E, — how),

pa je ukupna verovatnoca jonizacije u jedinici viemena

|Cy|? 2
r:f : dEV=?|Uvn|2g(EV). (7.103)

Formula (7.103) naziva se Fermi-jevo zlatno pravilo.

7.6 Dipolni prelazi u atomu

Najvazniji primer rezonance su apsorpcija i emisija svetlosti u atomu odnosno atomski spektri.
Elektron u atomu, ako se zanemari interakcija sa ostalim elektronima, opisan je hamiltoni-
janom
1—9»2 7z e2
Hy=—-—, (7.104)
2m r
a njegova svojstvena stanja se karakteriSu kvantnim brojevima energije, orbitnog i spinskog
ugaonog momenta, |[nlmms). Ova stanja su svojstvena i kada elektrostaticku interakciju medu
elektronima prikazemo kao usrednjeni sferno-simetri¢ni potencijal.
U prisustvu elektromagnetnog talasa hamiltonijan elektrona dobija se minimalnom za-
menom (4.85),

H=—m--A“-—. 7.105
mp ( )

Pretpostavicemo da je elektromagnetni talas linearno polarisan sa polarizacijom €. Tada je
njegov vektorski potencijal A dat sa

A=2Ag€cos(wt—k-7), (7.106)
a elektricno i magnetno polje su
. 10A 2Aw. . - . . - L
E:__E: €sin(wt—k-7), B=r0tA=-2Apkx€sin(wt—k-7). (7.107)
c c

Razume se, €-k =0, w? = c?k?. Energija interakcije sa spolja$nim poljem je najée$¢e mala pa se
kvadratni deo interakcionog ¢lana moZe zanemariti, a linearni ¢lan tretiramo kao perturbaciju:

H=F_ 2% _ ¢ 5P 2% .y (7.108)

U procesima emisije i apsorpcije svetlosti elektricno i magnetno polje prakti¢no su kon-
stantni u celoj zapremini atoma. To se vidi iz sledeCe ocene: karakteristicne dimenzije atoma
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su reda veli¢ine Bohr-ovog radijusa, 0.5-107'% m, dok su tipi¢ne talasne duZine svetlosti, npr.
zuta linija natrijuma, 687-10% m: za 3ili 4 reda veli¢ine veée. Prema tome, za navedene procese
u sinusu i kosinusu u (7.106) izraz k-7 moZemo da zamenimo nulom, i time se dobija vode¢i
red u teoriji perturbacija. Dalje, lako se proverava da je odnos veli¢ina interakcije elektrona sa
magnetnim i elektricnim poljem elektromagnetnog talasa, Vp/Vg ~ p/(mc), pa je za nerela-
tivisticka kretanja dominantna interakcija sa elektri¢cnim poljem. Zaklju¢ujemo da je najvazniji
deo interakcionog €lana V dipolna interakcija
Ve-d-E~ %AO(?-E')(e"“”—e_"“”). (7.109)

Ova aproksimacija zove se dipolna aproksimacija.

Dipolna aproksimacija moze se, mozda za nijansu preciznije, izvesti direktno iz (7.108).
Primenjujuéu uslov kr = 0 i zadrZavajuci u interakcionom ¢lanu samo deo odgovoran za ap-
sorpciju svetlosti, dobijamo

e .
V=——A(p-6e". (7.110)
mc
Kada racunamo matri¢ne elemente
(kI p-€ln) =€;{klpiIn), (7.111)
moZemo da koristimo da je
p?>  Zeé*| ih
[x;, Hol = | xjy ———| = —pi. (7.112)
2m r m
Zato imamo m
ei{klp;ln)= 7 € (k| [x;, Hol In) = imwy, (k| F-€|n). (7.113)

Za matri¢ni element dobija se izraz (7.114) do na zamenu w — wg,, a ove dve frekvence su u
rezonanci jednake.

Znaci u procesima apsorpcije i emisije svetlosti perturbacija je periodi¢na, a verovatnoca
prelaza sa nivoa E, nanivo Ej je data formulom (7.99). Ta verovatnoca je odredena matri¢nim
elementom projekcije elektricnog dipola na vektor polarizacije,

lw .
Vien = — Ao (k| eF-€|n). (7.114)
c

Verovatnoca prelaza je jednaka nuli kada je Vi, jednak nuli: takvi prelazi nazivaju se zabra-
njenim prelazima jer je intenzitet odgovarajucih spektralnih linija mnogo manji od intenziteta
ostalih linija. Analizom matri¢nih elemenata operatora elektricnog dipola mogu se dobiti se-
lekciona pravila za dipolne prelaze, odnosno uslovi koji odreduju koji su prelazi dozvoljeni a
koji zabranjeni. Rekli smo da su za vodonik i vodoniku sli¢éne atomime, svojstvena stanja en-
ergije odredena kvantnim brojevima momenta impulsa /, m i m,. Zato su selekciona pravila
za dipolne prelaze zapravo posledica ¢injenice da je 7 vektorski operator, i mogu se dobiti pri-
menom Wigner-Eckart-ove teoreme. Posto Wigner-Eckart-ovu teoremu nismo eksplicitno for-
mulisali a pominjali smo je samo u najjednostavnijem slucaju skalarnog operatora, selekciona
pravila éemo izvesti eksplicitnim racunanjem integrala, koriste¢i osobine sfernih harmonika.
Matri¢ni element koji nam je bitan je

(nlmmg| x; |n'I'm'm’) (7.115)

gdesu x; = x,y,z. Dalije (7.115) nula ili nije zavisice, kao i kod Stark-ovog efekta, od integracije
po sfernim uglovima 6 i ¢. PoSto interakcija ne zavisi od spina zaklju¢ujemo odmah da je

(nlmmg| x; \n'U'm' m) ~ 8y (7.116)
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odnosno da se projekcija spina u dipolnim prelazima ne menja, Am; = 0. Uzimaju¢i dalje u
obzir da je
z~rY10, xiiy~rY1i1, (7.117)

dobijamo da je integral (7.115) proporcionalan sa
(nlmmg| x; |n'lI'm' m’y ~ ff sin@d0de Y™ Ylfn/ Ylo'il. (7.118)

Posto je Y™ ~ e!™  integral po ¢ nije nula samo kada je m’ — m + (0,+1) = 0, odnosno za
Am = 0,+1. Dalje, znajuci da je parnost sfernog harmonika Y;" jednaka (-1, vidimo da je
parnost izraza pod integralom (-1)**/*!, odnosno da je izraz razli¢it od nule samo ako je Al =
I' - I neparno. Da bismo sasvim precizirali selekciono pravilo za Al treba nam razvoj?

htlo 1 CL+1)2L+1)
\/;(—l)mCOOJOlemzylmY["(G,(p), (7.119)

Y™(@0,0) Y™, ) =
L O.0Y 0,9 = ) An2l+1)

l=|l1—lz| m=—1

gde su Cpm,,jm; Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti (5.165). Iz gornjeg razvoja u specijalnom
slucaju I; = I', I, = 1, dobijamo

Y 0,0 Y™ 0,¢) = lf i 3D )m g C Y"(0,9) (7.120)
I yP) Xy P L 47‘[(2[+1) 00,/0 “m'm",Im 1] ), .

pa zbog ortogonalnosti sfernih harmonika sledi da je (7.118) uvek nula osim za Al = +1. Da
sumiramo: za dipolne prelaze u atomima selekciona pravila su

Al=+1, Am=0,z%1, Amg=0. (7.121)

7.7 Teorijarasejanja

Mnogi eksperimenti, posebno u fizici visokih energija, su eksperimenti rasejanja. U takvim me-
renjima odreduje se struktura Cestice i osobine interakcija medu ¢esticama koje se sudaraju. U
tipi¢noj eksperimentalnoj postavci imamo upadni snop koji se sudara sa nepokretnom metom
i pri tome rasejava, dajuéi karakteristi¢nu sliku na ekranu ili detektoru®. Rezultat se opisuje
diferencijalnim i totalnim presekom rasejanja: u nastavku ¢emo definisati ove preseke i izracu-
nati ih u dva vazna primera iz klasi¢ne mehanike, a zatim ¢emo identifikovati veli¢ine pomocu
kojih se preseci izrazavaju u kvantnoj mehanici.

Nas problem dat je na sledeci nacin. Upadni snop Cestica brzine 7y, dobro lokalizovan u
popre¢nom pravcu, sudara se metom: osim svojom brzinom, upadne Cestice karakterisu se do-
datnim osobinama kao $to su masa, spin, izospin itd. Posto je brzina konstantna, u klasi¢cnom
opisu trajektorije Cestica upadnog snopa su u asimptotskoj oblasti prave linije, a u kvantnom,
stanje upadnog snopa asimptotski je ravan talas. Metu na kojoj se snop rasejava opisujemo*
potencijalom V(7): to jest, razmatramo teoriju potencijalnog rasejanja. To u osnovi znaci da
pretpostavljamo da Cestica nema unutrasnju strukturu. Pretpostavicemo i da je potencijal
lokalizovan u oblasti dimenzija a tako da je

rh—>I£lo V() =0, VA =0 za r>a. (7.122)

N Messiah, Quantum Mechanics, North-Holland, 1967.

3 Cesta konfiguracija u eksperimentu je sudar dva snopa, ali zbog kovarijantnosti uvek mozemo da predemo u
referentni sistem u kome Cestice jednog snopa miruju.

4U kontekstu &injenice da se problem dva tela moze svesti na kretanje efektivne Gestice u spoljasnjem potenci-
jalu koji je jednak potencijalu interakcije.
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Slika 7.7: Rasejanje na
lokalizovanom potencijalu.

Pretpostavka o lokalizaciji interakcije znaci da su i posle sudara Cestice asimptotski slobodne:
stanja koja razmatramo su nevezana stanja Cestice. Primer ovakve interakcije je Coulomb-ova
interakcija, kod koje su klasi¢ne trajektorije Cestica sa energijom E > 0 hiperbole — krive sa dve
asimptote, ulaznom (in) i izlaznom (out).

Fluks snopa upadnih cestica je broj Cestica koje u jedinici viemena produ kroz jedini¢ni
poprecni presek, i to je velic¢ina u odnosu na koju se normiraju izmereni rezultati rasejanja.
Klasi¢no, imamo
_dNijn _ dNiy
~ dSdt  dsdl

Kvantno, fluks upadnog snopa je fluks verovatnoce (2.45). Diferencijalni presek rasejanja do
definiSe se kao broj Cestica koje se raseju u prostorni ugao dQ u jedinici vremena, podeljen
fluksom upadnog snopa i brojem centara rasejanja:

Jin Vo = pUo. (7.123)

1 dN,
do=—— 2 (7.124)
JinNec dt
U poslednjoj formuli je
dNout _ 2
i = Jourr°dQ (7.125)

jer je povrsina koja odgovara prostornom uglu dQ, dS = r?>dQ. Diferencijalni presek se za-
pravo racuna i meri u asimptotskoj oblasti, r — co. Po§to imamo jedan centar rasejanja — po-
tencijal V(7), dobijamo
do  jour r?
aQ jin

(7.126)

Ovaj izraz opisuje rasejanje u tri dimenzije: diferencijalni presek ima dimenzije povrSine. U
jednodimenzionim problemima imamo samo dva ugla rasejanja, 0 i , a diferencijalni presek
se svodi na koeficijente refleksije i transmisije (2.122).

Da bi se u kvantnoj mehanici odredio diferencijalni presek rasejanja (7.126) treba iden-
tifikovati upadni i izlazni snop, ¥, i Wous, i izraCunati odgovarajuce struje verovatnoce. U
klasi¢noj mehanici, Cestice upadnog snopa se krecu pravolinijski ali su im rastojanja izmedu
in-asimptota i centra potencijala razli¢ita: ova veli¢ina naziva se parametar sudara, p. Pa-
rametar sudara odreduje moment impulsa, L = muvyp; trajektorija Cestice odnosno ugao pod
kojim se rasejava odredeni su energijom E i momentom impulsa L. Razmotrimo, kao naj-
jednostavnije ali i najvaznije, klasi¢no rasejanje na centralnom potencijalu, V = V(r). Ako je
potencijal sferno simetric¢an, rasejanje ima aksijalnu simetriju sa osom koja je paralelna pravcu
upadnog snopa i prolazi kroz centar potencijala r = 0. Broj Cestica koje se u jedinici vremena
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raseju pod uglom 6 proporcionalan je povrsini kruznog prstena izmedu vrednosti parametara
sudara p i p + dp. Ako izraz napiSemo za elementarni sferni ugao dQ = sin6 d@ d¢, imamo
dp p |dp
— | =1 dQ. 7.127
d(cos0) sinf ‘ dao ( )

Iz poslednje jednacine vidi se eksplicitno kako je diferencijalni presek odreden jednacinom
trajektorije, koju smo za sferno-simetri¢ne potencijale nasli u prvoj glavi, (1.19):

dcr:pdpd(p:p‘ ‘Id(cos@)ldq):

L
do 2
—= Iy . (7.128)
dr 2 ( LZ )
ZlE-v-
m 2mr?
Oznacimo sa y integral
o L
2
¥ = f mr dr, (7.129)

Qo2 12
min _ E_ V_
m 2mr?

odnosno polovinu ugla izmedu upadne i izlazne asimptote: ugao rasejanja 0 je 0 = —2y.
Za rasejanje elektrona na Coulomb-ovom potencijalu jezgra, V(r) = —Ze?/r, ovaj integral se
moZe eksplicitno izracunati,

7 2
o0 P °
r muvgp
x= - = dr:arccos—z, (7.130)
T'min l_p_z_% 1+ Ze2
\/ r
muvgr mv(z)p
odnosno
_2€ gl (7.131)
p= muvj 3 )

Prema tome, diferencijalni presek za rasejanje na Coulomb-ovom potencijalu je, iz (7.127),

do  7%¢* 1
aQ 4m2v§ sin4g '

(7.132)

Jo$ jednostavnija je formula za ugao rasejanja za Cesticu koja se rasejava na krutoj sferi
poluprecnika a. Ukoliko je p > a, ugao rasejanja je 8 = 0. Za p < a, Cestica se rasejava tako da
je upadni ugao na normalu na sferu jednak odbojnom uglu: sa slike 7.8 vidimo da je

p<a

o>a

Slika 7.8: Rasejanje na krutoj
sferi.

0
p:asin)(:acosz, (7.133)
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pa se za diferencijalni presek dobija

o _ @ (7.134)

aQ 4’ '
Totalni presek rasejanja

o= f do (7.135)

daje efektivnu povrsinu na kojoj se snop rasejava. U slucaju krute sfere to je povr§ina popre¢nog
preseka sfere,
o=mna’, (7.136)

dok kod Ruherford-ovog rasejanja totalni presek divergira.

7.8 Green-ova funkcija za slobodnu €esticu

U kvantnoj mehanici postoje dva nacina da se pristupi problemu rasejanja. Mi ¢emo kao naj-
jednostavniji razmatrati stacionarni pristup: pretpostavicemo da je Cestica u stacionarnom
stanju (koje je zbir upadnog i izlaznog talasa) koje se dobija reSavanjem stacionarne Schro-
dinger-ove jednacine. Druga moguénost je da se verovatnoce prelaza iz pocetnog, in-stanja u
krajnja, out-stanja dobiju metodom vremenski zavisne perturbacije®.

Metod stacionarnog stanja podrazumeva da potencijal ne zavisi od vremena, $to izmedu
ostalog znaci da je rasejanje elasti¢no tj. da se odrZava energija. Hamiltonijan cestice je zbir
kineticke i potencijalne energije,

=2
H=Hy+v=L—+1v@, (7.137)
2m

gde je kinetiCka energija uzeta za neperturbovani hamiltonijan Hy u skladu sa uslovom da su
asimptotski talasi, upadni i rasejani, stanja slobodne Cestice. ReSenje stacionarne Schrédinger-
ove jednacine piSemo u obliku

YV=YintWVour, (7.138)

a stanje upadnog snopa ¥ ;, je ravan talas

Yin=yp¥ =e7, mug = hiko. (7.139)

Mada se za neke potencijale ukupna Schrodinger-ova jednacina
Hy = Evy, E>0 (7.140)

moZe resiti egzaktno, mi ¢emo je u ovom poglavlju reSavati priblizno. Za to je potrebno razviti
teoriju perturbacija za stanja kontinualnog spektra energije. Zboguslova (7.122) i izlazno stanje
Wour je uasimptotskoj oblasti stanje slobodne Cestice, mada ne nuzno ravan talas. Treba nagla-
siti da je ovo jedna od pretpostavki pod kojima radimo, jer i u klasi¢noj i u kvantnoj mehanici
moguce je da potencijal "zahvati" Cesticu tj. da ona iz stanja kontinualnog spektra prede u
vezano stanje: takve slucajeve ovde ne¢emo razmatrati. Jednacinu (7.140) reSavamo perturba-
tivno, pretpostavljajuéi da je ukupna energija pozitivna i da je kineticka energija cestice mnogo
veca od potencijalne,
n*k; \4

E=——>0, A~—<x1. (7.141)
2m | Hol

5Na pristupa¢nom nivou a sa mnogo vise datalja problemi rasejanja se razmatraju na primer u udzbenicima
P. Roman, Advanced Quantum Theory, Addison-Wesley, 1965. i A. Messiah, Quantum Mechanics, North-Holland
1967.
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Vrednost energije E je fiksirana, pa perturbativnim ra¢unom popravljamo samo talasnu funkciju
¥ koju kao i ranije razvijamo u red po malom parametru A,

=y +yVy@ 4 (7.142)

gde je w(© dato sa (7.139). Jednacina (7.140) moZe se prepisati u obliku

2m

2 v o _
Ay +kgy = 2 v =Uy, (7.143)

zbog jednostavnosti smo reskalirali potencijal, U = 2mV /h?. Razvijajuéi u red po stepenima A
dobijamo sistem jednacina:
Ay O + 2y @ =0

Ay D+ gy = Uy (7.144)
M@ + K2y® = gy '

Kao i kod perturbacije diskretnog spektra, sistem (7.144) se reSava iterativno. Sve jednacine su
istog oblika
A+k)y @ =7, (7.145)

gde je na desnoj strani "izvor"
JP@E =U@y" V@), (7.146)

J" je u svakoj iteraciji poznata funkcija koja se dobija resavanjem prethodne iteracije.

Posto je jednacina (7.145) linearna, jedan od metoda da se ona resi je metod Green-ove
funkcije. Intuitivno, metod se svodi na reSavanje analogne jednacine za tackasti izvor i primenu
principa superpozicije. Dakle, umesto (7.145) re$avamo jedna¢inu®

(A+ k) G(F,F)=-6(F -7 (7.147)

koja daje Green-ovu funkciju G(7,7’) za vremenski nezavisnu Schrodinger-ovu jednacinu za
slobodnu Cesticu. Kao $to je poznato iz matematicke fizike, svakoj linearnoj diferencijalnoj jed-
nacini mozZe se pridruziti odgovarajuca jednacina za Green-ovu funkciju. U slu¢aju vremenski
zavisne Schrodinger-ove jednacine ona glasi

0
(ih& —H) G, 67, t)=6(-76(t-1), (7.148)
i odgovarajuca Green-ova funkcije se, kao i kod drugih jednacina koje sadrZe vreme, naziva

propagator.
Resenje (7.147) koje zadovoljava potrebne grani¢ne uslove daje popravke y"” formulom

y"(F) = —fG(?,?’)](”’(F’) a7, (7.149)

Posto ne zavisi eksplicitno od koordinata, jednacina (7.147) se reSava razvojem u Fourier-ov
integral. Iz translacione invarijantnosti jednacine sledi

=1

1 o T
G, 7 =GF-7)= ch;(k) R B (7.150)

67nak minus, kao i bilo koji drugi konstantni faktor uz §-funkciju na desnoj strani je konvencija.
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Koristeci 1 .
o o ik-(F-7) 3
o(F-7)= (2n)3fel Ak, (7.151)
za Fourier-ove komponente G(k) dobijamo
A7) = 1
G(k) = m . (7.152)

Medutim kada ovaj izraz zamenimo u prostornu Green-ovu funkciju (7.150) dobijamo diver-
gentan integral koji ima singularitete u k? = kg , odnosno za vrednosti impulsa koja odgovaraju
svojstvenim stanjima neperturbovanog hamiltonijana slobodne cestice. Ovo nije neobic¢no:
sli¢énu situaciju smo imali kod prve popravke talasne funkcije diskretnog spektra (7.15), samo
§to je tamo singularnu tacku bilo jednostavno izbaciti iz sume. Divergenciju eksplicitno vidimo
kada integralimo u sfernim koordinatama:

/4

1

1 k-7
G = —— | 4 Bk = ekreost in g do
S emd) K-k (em? )

o0
J 1 kdk ( ikr —tkr) 1 f lkr
- - e —e
@2m2r kz—k(z) (271)2 rdrJ) k2-
0

Vrednost poslednjeg integrala odnosno nacin obilaska polova k = +kq i eliminacije singula-
riteta zapravo treba definisati, i kao §to ¢emo videti tu definiciju odreduju grani¢ni uslovi za
zadati problem. Integral se racuna primenom Jordan-ove leme, tako $to se integral po realnoj
osi dopuni integralom po gornjem polukrugu (beskona¢nog poluprec¢nika) i time zatvori kon-
tura integracije u kompleksnoj ravni: rezultat integrala se onda dobija primenom Cauchy-jeve
teoreme o reziduumu. Izbor gornjeg polukruga definisan je uslovima Jordan-ove leme, odnos-
no zahtevom da je u limesu |k| — oo integral po dopunskoj polukruznoj konturi nula. Ovde
je r >0, pa podintegralna funkcija po |k| eksponencijalno opada u gornjoj poluravni Im k > 0,
§to obezbeduje da integral po polukrugu tezi nuli.

Ako pretpostavimo da je pol k = ky pomeren u gornju a pol k = —ky u donju poluravan kao
na slici 7.9 imamo

Lk Lk
N\ ko —ko o
ko T (7 ko
Slika 7.9: Kontura kod koje je pol k = ko Slika 7.10: Kontura kod koje je pol k = ky
pomeren u gornju a pol k = —kp u donju pomeren u donju a pol k = —kp u gornju
poluravan. poluravan.
tkr lkr eikor
————dk=2mi , 7.153
f f k? — ki + ie 2ko ( )
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pa za Green-ovu funkciju dobijamo

1 eikol=7'l
G (F-7)= T (7.154)
Suprotan obilazak polova (slika 7.10) daje
1 e-ikolF=7
G_(?_?/):Ll_ﬁ y (7155)
n |F-T

a ako integral definisSemo kao Cauchy-jevu glavnu vrednost odnosno kao poluzbir doprinosa

oba pola, dobija se

.. 1 coskg|?F =7
G-t =——"—""T"F

= 7.156
4 |F-T/| ( )

Da bismo razumeli razliku izmedu dobijenih Green-ovih funkcija, izracunajmo, koristeci
G*, prvu popravku talasne funkcije ¢!, Pretpostavili smo ranije da je

Win=p® =e/fT, (7.157)

U prvom redu teorije perturbacija izlazno stanje odnosno rasejani talas je
) Lkl O e g3
= =—— | —UF ar. 7.158
Your =Y 4”f 7] )y (1) ( )

Zanimaju nas osobine ¥,,; u asimptotskoj oblasti. Posto je potencijal lokalizovan, U(7') # 0
samo u oblasti |F/| < a < r, podintegralna funkcija u (7.158) a samim tim i integral ¢e biti
razli¢iti od nule samo za male vrednosti r’. Zato sve funkcije moZemo da razvijemo u red po
parametru r’/r i zadrzimo vodece ¢lanove. Iz

P
I?—?'l:(r2+r'2—2?-7/)1/2:r(1_ 2 +"')’ (7.159)
r

dobijamo

. i N
D o 1 elk()re—lkOT 1 r.r/
y V(@ =-— +—

=1y 0 (0) 20y 33 ../
o= . ) UFhy> #)dr'. (7.160)

Zamenjuju¢i (7.157) dobijamo vode¢i ¢lan u poslednjem izrazu

ikr

WOut(?) = ——

- fe_,-;,.f’ UG ddr, (7.161)
/A

gde smo koristili odrzanje energije, k* = k7, i uveli
k=ko—, G=k-ko. (7.162)

. i . .
r

Formula (7.161) je trazeni rezultat koji opisuje rasejanje. Na velikim rastojanjima, ukupna
talasna funkcija u prvom redu teorije perturbacija data je sa

ikr

(@ =y Q@) + YV F) = Yin(® + Your () = R + S £0,¢). (7.163)

r

To znaci da se prirasejanju nalokalizovanom potencijalu upadni ravan talas rasejava kao izlazni
sferni talas (ne izotropan, nego deformisan funkcijom f) koji se iz centra potencijala $iri ka
beskonacnosti. Amplituda rasejanja f (0, @)

1 g
10,0 =1 [ UG 07 d' = -2 Uy, (7.164)
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ne zavisi od rastojanja r nego samo od pravca rasejanja k, odnosno od uglova 6 i ¢. Ako sa 0
oznacimo ugao rasejanja, odnosno usmerimo z-osu duz vektora ko, vazi

> = 0
q=|k—k0|=2ksin§. (7.165)

Sli¢no kao kod perturbacije diskretnog spektra, popravka talasne funkcije zavisi od matri¢nih
elemenata perturbacije
Uy i, = (kU ko), (7.166)

u svojstvenom bazisu neperturbovanog hamiltonijana tj. u bazisu ravnih talasa.
Izraz (7.144) je dobijen kori§¢enjem Green-ove funkcije G*. Da smo koristili funkciju G~
dobili bismo upadni sferni talas koji se iz beskona¢nosti sazima ka centru rasejanja: i to je,
razume se reSenje Schrodinger-ove jednacine, ali ne ono koje trazimo kada ho¢emo da odre-
dimo efikasni presek rasejanja. Tako se vidi da je izbor Green-ove funkcije odnosno nacina
obilaska polova zapravo fiksiran grani¢nim uslovima za zadati problem: na sli¢an nacin smo
fiksirali konstante u reSenju (2.115) u slu¢aju jednodimenzionog rasejanja.
Znacaj amplitude f (0, ¢) je u tome Sto daje diferencijalni presek rasejanja. Videli smo da je
diferencijalni presek izraz
Ao jourr*

- (7.167)
aQ Jin
izracunat u asimptotskoj oblasti, za veliko r. U naSem slucaju upadni fluks je
. Nko
Jin=——-. (7.168)
m
Zaizlazni fluks relevantna je njegova radijalna komponenta. Iz
0 ik 1 ikfelkr
Voutlr = EU/out:f(G;(P)elkr(T—ﬁ) ~ fr (7.169)
dobijamo
. hk|f1?> _ hko|f1?
]out|r:_7:77 ) (7.170)
pa je diferencijalni efikasni presek dat sa
do 9
— = . 7.171
70 Ifl ( )

Formula (7.164) za amplitudu rasejanja naziva se Born-ova aproksimacija. U ovoj aproksi-
maciji, amplituda rasejanja proporcionalna je Fourier-komponentama potencijala. Detaljni-
jom analizom uslova pod kojima se dobija, moZe da se pokaze da je Born-ova aproksimacija
primenljiva na slabe potencijale, V <« 2/ (ma®), i brze upadne snopove, V <« h%k/(ma). Pri-
menimo (7.164) na neke specijalne slu¢ajeve. Kada imamo spor upadni snop ka <« 1 koji se
rasejava na sferno-simetricnom potencijalu, za amplitudu rasejanja dobijamo

m
2 h?

f=- fe‘“WV(r) dr = —Zh—rff V() ridr. (7.172)
Koristili smo da, ako je ka =0, ondajei §-7 =0 tj. e 97 = 1: rasejanje je izotropno. Ako,
sa druge strane, imamo brz upadni snop, ka > 1, u podintegralnoj funkciji (7.172) ¢lan e a7
veoma brzo osciluje tj. ima talasnu duzinu koja je mnogo manja od karakteristicnog rastojanja
promena funkcije V(7). Zato je rezultat koji se dobija integracijom priblizno nula (pozitivni i
negativni doprinosi u integralu se potiru) svuda, osim u oblasti gde je -7 =0, tj. 8 = 0. Znaci:
brzi snopovi se rasejavaju unapred a ugaono Sirenje snopa je malo.
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Kao poslednji primer izracuna¢emo efikasni presek rasejanja u Coulomb-ovom potencijalu
u Born-ovoj aproksimaciji. Videli smo ve¢ da je za potencijal 1/r integral (7.164) divergentan:
dabismo ga "regularizovali", za elektrostaticki potencijal jezgra uze¢emo Yukawa-in potencijal,

2

Ze
Vi =-—e", (7.173)
r
ulimesu @ — 0. Amplituda rasejanja je
Zé [e o omzé | omzeé® 1
_mZe” (e —igi 3. 2mZe ) —ar ;. 2mZe
f= = [—r e d’r= g fsmqre alr——h2 Pt
0

U limesu @ — 0 za efikasni presek se dobija

(7.174)

odnosno, Rutherford-ova formula. Ovo potpuno poklapanje klasicnog i kvantnog rezultata je
posledica pretpostavki uvedenih Born-ovom aproksimacijom.

7.9 Metod parcijalnih talasa

Perturbativni pristup iz prethodnog poglavlja i izraz (7.164) za amplitudu rasejanja zasnivaju
se na razvoju talasne funkcije po ravnim talasima |k) koji su svojstvena stanja hamiltonijana
slobodne Cestice. Medutim ovaj hamiltonijan ima i drugi svojstveni bazis: zajednicki svojstveni
bazis energije i momenta impulsa, jer Hy je, osim na translacije, invarijantan i na rotacije. Up-
ravo ovaj drugi bazis se koristi za formulaciju i reSavanje problema rasejanja metodom parcijal-
nih talasa: parcijalni talasi su stanja koja imaju dobro definisane vrednosti energije i momenta
impulsa, |E, [, m). Metod parcijalnih talasa je komplementaran Born-ovoj aproksimaciji i pri-
menjuje na rasejanje sporih, odnosno snopova male energije.

Da bismo odredili svojstvena stanja slobodne cestice |E, [, m) vratiéemo se na reSavanje
radijalnog dela Schrodinger-ove jednacine u sferno-simetricnom potencijalu za kontinualni
spektar, E > 0. Jednacina (4.43) se reSava razdvajanjem promenljivih,

Y0.9) = ROV 6,00 = 2 ¥/ 0,0, (7.175)

gde radijalna funkcija u = ug ;(r) zavisi od energije E i momenta impulsa /. Smena (7.175)
daje radijalnu jednacinu

; (2mE l(l+1))
n _ u=0. (7.176)

K2 2
Ispitajmo prvo asimptotiku. U oblasti r — oo drugi ¢lan u zagradi je mali, pa jednacina ima
trigonometrijska resenja, e**" . Ukupno resenje Ry ; asimptotski je sferni talas,

+ikr

R~ & —, (7.177)

intenzitet impulsa k, E = h?k?/(2m), je kontinualan kvantni broj. Za [ = 0 tj. za s-talase ovo

reSenje je egzaktno
. . eiikr
Vigo=C"—. (7.178)
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Funkcije (7.178) divergiraju u koordinatnom pocetku: reSenje koje je u celom prostoru regu-
larno je njihova linearna kombinacija, stoje¢i talas,

sinkr
YE00=C (7.179)
Radijalna jednacina (7.176) se moze resiti egzaktno. Ako uvedemo promenljivu
§=kr (7.180)
jednacina postaje
Eu'+ (E -1+ D)u=0 (7.181)
i svodi se, smenom nepoznate funkcije u(¢) = /¢ v(£), na Bessel-ovu jednacinu
1
EV+EV + (& -vHv =0, v:l+5. (7.182)
ReSenja u(&) su sferne Bessel-ove funkcije
u(€) =¢ji&), &ny(s) (7.183)

Cije su najvaZnije osobine date u dodatku ove glave. Ukupno reSenje zove se parcijalni talas
Ryi(r) = ¢y jilkr) = by (kr) . (7.184)
Koeficijenti b; i ¢; u (7.184) se standardno normiraju na jedinicu, b% + cl2 =1, odnosno
c;=cosdy, b; =sindy, (7.185)

aveli¢ina §; naziva se fazni pomak. 1z jednakosti

. (kr)_sinkr " (kr)——COSkr
Jo kr 0  kr

(7.186)

vidimo da jy odgovara regularnom resenju (7.179). Analiziraju¢i ponasanje ostalih Bessel-ovih
funkcija u nuli,
r—0: jitkr) ~ (kr)t,  mylkr) ~ (kr) 7! (7.187)

vidi se da i za proizvoljne vrednosti /, j; odgovara regularnom reSenju a n; singularnom: re-
gularno resenje za slobodnu Cesticu dato je uslovom b; = 0 odnosno §; = 0. U asimptotskoj
oblasti r — co Bessel-ove funkcije svode se na trigonometrijske,

. 1 . In 1 I
r—oo: ]l(kr)~ﬁs1n(kr—?), nl(kr)~—ﬁ cos (kr—?) . (7.188)

Funkcije j; sunormirane na §-funkciju

o0

. . T
f]l(kr) jik'ry ridr = 2_k25(k_ K. (7.189)
0

Da sumiramo: opSte reSenje za slobodnu Cesticu energije E je

v =) aimK) R (r) Y (6,¢), (7.190)
IL,m

Ry je dato sa (7.184).
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U prisustvu spoljasnjeg potencijala parcijalni talasi su reSenja samo u asimptotskoj oblasti,
i posto nemamo uslove regularnosti u nuli, reSenje ima oba sabirka, j; i n;. Aliiu tom slucaju
reSenja su normirana na §-funkciju: naime, iz osobina Bessel-ovih funkcija vidi se da se za
kr > I(l+1), radijalna funkcija (7.184) ponasa kao

sin(kr — 5 )
Ul (1) 2 770 (7.191)

r kr

Za normiranje ove funkcije nije bitan njen tacan oblik u kona¢nom intervalu kr € (0,1( + 1))
jer je taj doprinos mali, pa vazi formula analogna sa (7.189),

* =" Sth—k
Ofuk,l(r)”k"l(r)dr_zkzé(k K. (7.192)

Da bismo bolje razumeli svojstveni bazis parcijalnih talasa, razvicemo po njemu ravan ta-
las: taj razvoj trebae nam kasnije. Posmatrajmo ravan talas usmeren duZ z-ose

Win=efoT = ik, (7.193)
Posto v, ne zavisi od ugla ¢, urazvoju (7.190) nemamo sabirke po svim sfernim harmonicima
nego samo po Ylo,

Win=Y ainRe1(r)P(cos0). (7.194)
!

Koeficijente a;;, moZemo da odredimo uporedivanjem (7.193) i (7.190) u tacki r = co. Iz
(7.191) dobijamo

sin(kr — 17” +01in)
kr

e* =Y arp P;(cosb). (7.195)
1

Formula za razvoj ravnog talasa po Legendre-ovim polinomima sa kojom treba da uporedimo
(7.195) data je u dodatku: u asimptotskoj oblasti ona daje

. . o) sin(kr — &)
e'k? = gikreost o 3 il o] 4 1) 27 py(cos), (7.196)
l:() kr
pa dobijamo
8,in=0,  apin=i'@I+1). (7.197)

Primenimo sada razvoj po parcijalnim talasima na talasnu funkciju koja se dobija raseja-
njem na potencijalu (7.163),

. eikr
V=Yint You =€+ — f(0,9). (7.198)

U najvaZnijem slucaju sferno-simetri¢nog potencijala V = V(r) rasejanje je aksijalno-simetri¢no
i amplituda ne zavisi od ugla ¢,
fO,9)=f0). (7.199)

Zbog toga je, kao malopre
¥ =) a; R (r)P;(cosb). (7.200)
!
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U asimptotskoj oblasti iz (7.191) imamo

sin(kr — 17” +d))

V=Yin+Wour =) a o P;(cosB) (7.201)
)
eiki‘ (_l')l ei61 e—ikr (—i)l e—i§1
= P ) — P 0),
R Prcost) ~ S Yoy teosd)
pri Cemu je
: ~eikr221+lp(cos9) e_ikrz(_l)l(ZHDP(cose) (7.202)
Vin = rog2ik ! ro4g 2ik ! ’ '
ikr
Vour~ — ). (7.203)

Izjednacavanjem ¢lanova uz upadni talas dobijaju se koeficijenti a;,
aj=i'@1+1)e™, (7.204)
tj. pri rasejanju parcijalni talasi se "fazno pomicu"; cesto se uz fazni pomak §; uvodi i veli¢ina

S; = %191 Uporedivanjem &lanova uz izlazni talas dobijamo amplitudu rasejanja,

fO) = %Z % (21+1)(S;—1) P;(cosB) = %2(21 +1) % sind; P;(cosb). (7.205)

Videli smo da amplituda rasejanja daje efikasni presek,

do

5= £ 02, (7.206)

Za rasejanje u sferno-simetricnom potencijalu, efikasni presek je odreden faznim pomacima
0, koji zavise od oblika potencijala V. Integracijom po uglovima, iz (7.205) dobija se totalni
presek rasejanja,

b/
a:f|f(9)|2d9=2nf|f(9)|2 sin6 do. (7.207)
0
Koristeci ortogonalnost Legendre-ovih polinoma (4.118) za totalni presek se dobija
4n . 2
U=201:ﬁ2(21+1)sm 8. (7.208)
1 1

Sabirci o; u poslednjem izrazu nazivaju se parcijalne Sirine rasejanja. Jedna od neposrednih

posledica izraza (7.205) i (7.208) je opticka teorema:”

47
k

Ova teorema je veoma znacajna i vaZi i opstijem slucaju.
Pribliznim ra¢unom u ¢&ije detalje ne¢emo ulaziti® moZe se dalje dobiti da je

o= Im £(0). (7.209)

tand; ~ —kfjf(kr) V(r)ridr. (7.210)
0

7Za njeno izvodenje treba iskoristiti relaciju P;(1) = 1.
8pogledati npr. S. Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics, Cambridge University Press, 2012.
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Ukoliko je impuls k mali, sferne Bessel-ove funkcije j;(kr) moZemo da aproksimiramo nji-
hovom vrednos$¢u u okolini nule

, I'2kr)!
Jilkr) = 2l (7.211)
pa se za fazne pomake dobija
221712 ®
tand; = —ﬁ k”“fvm r?*24r, (7.212)
' 0
odnosno
5, ~ kP, (7.213)

To znaci da pri malim energijama doprinos preseku rasejanja daju samo parcijalni talasi malih
ugaonih momenata, a najveci doprinos je og. Ovo je u skladu sa klasi¢cnom slikom rasejanja:
klasi¢no, vrednost momenta impulsa je L = likgp, a Cestice koje imaju velike vrednosti / od-
nosno velike parametre sudara p pri rasejanju ne skre¢u mnogo, te je njihov doprinos preseku
rasejanja zanemarljiv.

Izracunajmo, kao primer, parcijalnu Sirinu rasejanja o za rasejanje na krutoj sferi polupre¢nika
a. Potencijal je dat sa

oo, r<a
V() ={ . (7.214)
0, r>a

ReSenje radijalnog dela Schrodinger-ove ove jednacine je (7.184),

") 0, r<a (7.215)
ug (r) = .
kl cosd; ji(kr)—siné;n;(kr), r>a

i imamo grani¢ni uslov
ugi(a) =0. (7.216)

Ovaj grani¢ni uslov odreduje fazne pomake: zamenjujuci (7.216) u (7.215) dobijamo

Jitka)
tanéd; = . 7.217
ano; (k) ( )
Specijalno, za s-talase se dobija
6o =—ka (7.218)
pa je odgovarajuca parcijalna Sirina rasejanja data sa
, (sinka\?
og=4na . (7.219)
ka
Odavde vidimo da je za male vrednosti impulsa k totalni presek rasejanja
o~0g=4na’. (7.220)
MozZe se pokazati da za velike impulse vazi
lim o =2ma®. (7.221)

k—o0

Dobijeni presek rasejanja je nekoliko puta veci od klasi¢nog zbog efekata difrakcije talasa koji
opisuje kvantnu Cesticu.



220 GLAVA 7. FINALE: PRIBLIZNE METODE

> 10000~ ! E T ! T —
8 C ATLAS n
R e  Data 201142012 -
\v; r SM Higgs boson mH=1 26.8 GeV (fit) _|
t C R EEEEaEEE Bkg (4th order polynomial) 7
©  so0of— —
= B H—vyy -
4000— —
C Vs=7TeV JLdt: 480" ]
2000{— B
C Vs=8TeV _[Ldt =207 1" 7
e | ; : : | _
4 E E
o] 400~ —
ge] 300~ =
L 200E- + ; 3
[ 100~ + + =
] Ej L l ‘ ‘ 1 | + i + =
0 . —+ &
2 -100 + ¢ ! + ) i * ]
c
9 200 ; , ; , ;
w 100 110 120 130 140 150 160
m,, [GeV]

Slika 7.11: Presek rasejanja za Higgs-ov bozon, rezultati za kanal H — yy

7.10 Rezonance

Jedna od karakteristicnih pojava pri sudarima cestica je pojava dugoZivecih stanja ili kvazi-
diskretnih nivoa energije, takozvanih rezonanci®. Rezonance imaju specifi¢an oblik preseka
rasejanja o(E), karakteristican i za linije u spektrima atoma i molekula: lorencijan. Izve§¢éemo
odgovarajucu formulu za presek rasejanja, Breit-Wigner-ovu formulu (7.237), za rasejanje na
odbojnoj sferno-simetri¢noj potencijalnoj barijeri oblika d-funkcije, slede¢i u osnovi primer
dat u zbirci Galitski-og, Karnakov-a i Kogan-a.'? Preciznija izvodenja data npr. u udzbenicima
Landau-a ili Weinberg-a zahtevaju naprednije metode analitickog produzenja u primeni WKB
aproksimacije: mi se zato zadrzavamo na najednostavnijem modelu.
Polazimo od potencijala

Vir)=Wolr—-a) (7.222)

koji opisuje potencijalnu energiju relativne ¢estice u sudaru. Videli smo da za male vrednosti
kineticke energije dominantni doprinos preseku rasejanja daje parcijalna Sirina o, pa ¢emo
radijalnu Schrodinger-ovu jednacinu reSavati samo za s-stanja, [ = 0. Posto je potencijal oblika
0-funkcije, reSsavamo zapravo jednacinu za slobodnu ¢esticu u dve oblasti, 0 <r<air>a,
a odredivanje stacionarnih stanja se svodi se glatko spajanje reSenja u r = a. Stanja nultog
momenta impulsa, ¥g,,0 su

v —EYO—LM (7.223)
E,0,0 - o Vin r ) .
gde u(r) zadovoljava
W +kKu=abr-au (7.224)
pri ¢emu smo oznacili
2 2mE _2mV,
k° = 7 , a = 7 (7225)

9Rezultati preseka rasejanja za Higgs-ov bozon preuzeti su sa http:/ /www.atlasexperiment.org/HiggsResources/
10y, Galitski, B. Karnakov and V. Kogan, Exploring Quantum Mechanics, Oxford University Press, 2013.
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U obe oblasti, r < ai r > a, u(r) je linearna kombinacija ravnih talasa: pri tome, da bi bila
konacna, talasna funkcija za r < a se u koordinatnom pocetku ponasa kao u(r) ~ sinkr. Prema
tome, svojstvena stanja su oblika

A
— sinkr, r<a,
ur) ) r
r ] e o pikr  pmikr
(ezkr+160 _ e—lkr—l5o) = So _ . r>a.
r r r

Uslovi neprekidnosti u tacki a
u(a+e)—u(a—e)=0, u'la+e)—u'(a—€)=aula) (7.226)
daju
pika+idy _ ,—ika-id

A= el : ) (7.227)
sinka

S, = 200 _ y2ika aasinka+ kacoska+ikasinka
0o=2¢€ =

aasinka+kacoska—ikasinka

Razmatracemo slucaj jake veze i malih upadnih brzina, ka/aa <« 1. Za fazni pomak se u
tom slucaju dobija

ka .
~ sinka+— et .
S — e—zlkﬂ ada ~ e—21ku , 7.228
0 ‘ 7 ( )
sinka+ — e~k
aa

odnosno §y = —ka kao kod rasejanja na krutoj sferi, $to je zbog sli¢nosti potencijala i logi¢no.
Izuzetak u kome gornja aproksimacija ne vazi je oblast u kojoj su oba ¢lana u brojiocu (i ime-
niocu) mala i istog reda veliCine:

sinkamys <%, ka=nu+ (7.229)
1 XY= —, =nn . .
Y= a Y
Vrednosti ka = nm odgovaraju energijama stojecih talasa u beskona¢no dubokoj potencijal-
noj jami $irine a i nazivaju se rezonance. Razmotrimo detaljnije efikasni presek za vrednosti
energije u okolini rezonanci (7.229). IzraZena do prvog reda po y energija je
B h2k? B n?n?n? 2y

= om - 2md2 (1+E). (7.230)

Zavisnost faznog pomaka i parcijalne Sirine od energije moZemo da odredimo prateéi y u raz-
voju Sy, i koriste¢i vezu (7.230). Imamo

aasinka+ kacoska= (-1)" (aay + nn +7y); (7.231)

prva dva sabirka su istog reda veliCine, tre¢i moZemo da zanemarimo. IzraZena preko energije,
poslednja relacija se moZze zapisati kao

2

aasinka+ kacoska~=(-1)"aa >—— (E—Eny) (7.232)
henn
kada uvedemo
h2n?m? 2
Eno = —(1-—]. (7.233)
2ma aa
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Imaginarni deo u razlomku (7.228) je, sa istom tacnoscu,

2
ma- T’
kasinka= (-1)"nny=(-1)"aa .
(=1) r=0CD h2nm 2
gde je
2n’n’n® y  2n?n®n? nm
T="—— L T <.

ma® «aa ma? (aa)?

Ukupno, Sy je dato sa
_ 2ika E-E,o-T,/2

(7.234)

(7.235)

(7.236)

So )
E—Eno+T,/2
a parcijalni presek rasejanja o((E) u okolini n-te rezonance je opisan Breit-Wigner-ovom for-
mulom
1So—11° ma? Ffl
oo(E)=4n =

4k?  n?n? (E—Epo)?+T2/4°

(7.237)
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Dodatak

Bessel-ove funkcije

BESSEL-OVE FUNKCIJE su reSenja jednacine

x2y11+xyl+(x2_,V2)y:0’ veC. (7.238)
RAZVOJ U RED:
X\ X =nm" x\2m
= A i , - N. 7.239
Jv (2) n;Om!F(v+m+1) (2) v#one ( :

Za celobrojno n, J, i J—, nisu linearno nezavisne posto vazi
J-n(¥) = (=1)"Jn(x), (7.240)
NEUMANN-OVE FUNKCIJE su linearno nezavisno reSenje Besselove jednacine

Ny = SOV =T 0D im Ny (), (7.241)
SINVT v—n

SPECIJALNE VREDNOSTTI:

21

1 )
Jo(x) = — f eixcosf gg. (7.242)
271
0
FUNKCIJA GENERATRISA:
. 1 +00
ez = Y J(x0)z2" (7.243)
n=—oo
REKURENTNE RELACIJE:
2n ,

Jna1(X) + T (x) = Y J,(X), Tn—1(x) = Jus1(x) = 2T, (%) (7.244)

RAzvOJ U RED: Bessel-ove funkcije J,(x) imaju beskona¢no mnogo nula i svaka od njih li¢i na
trigonometrijske funkcije, sinus ili kosinus. Na primer, postoji analogon razvoja u Fourier-ov
red
fx) = Z ajsin(nmx) (7.245)
n

koji vazi za sve funkcije f(x) definisane na intervalu x € (0,1), f(0) =0, f(1) = 0. Ako se sa cpy
oznaci n-ta nula funkcije Jy (x),

Jv(eny) =0, (7.246)
vazi

fx)= Z anJy(CpyX), (7.247)

za funkcije definisane na intervalu x € (0,1), f(1) = 0. Koeficijenti se dobijaju inverznom for-

mulom
1

fxf(x)]v(cm,x) dx. (7.248)
0

ap =
(/Z(Cnv)

RELACIJE ORTOGONALNOSTI: Neka su ¢,y €5y dve razlicite nule funkcije J, (x). Vazi relacija

1
fx]v (CmvX)Jv(Cnvx) dx =0. (7.249)
0
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U kontinualnom limesu

T 1 1
fx]v(kx)]v(k'x)dx:%6(k—k’), v>—§. (7.250)
0
ASIMPTOTIKA:
xn
x—0: Jn(x) = EYL
(7.251)
x s a0 = iCOS(x—E—E)
T 2 4
ADICIONE FORMULE:
+00 +00
Yo I =1 Jux+y)= Y T k(). (7.252)
n=-oo k=—o00

Sferne Bessel-ove funkcije

SFERNE BESSEL-OVE FUNKCIJE se mogu dobiti iz reSenja Bessel-ove jednacine za specijalne
vrednosti parametra v = [ + % Uvodenjem smene y(x) = /x j(x) Bessel-ova jednacina postaje

x2j11+2le+(x2_l(l+1))j:0 (7253)

i njena reSenja su sferne Bessel-ove funkcije

. T T
=\ Ty, ) =4[ = N (). (7.254)

Sferne Bessel-ove funkcije se izrazavaju preko elementarnih funkcija:

(1 d ' sinx (1 d\! cosx
Ji(x)=(=x) (——) —, nx)=—-(-x) (——) . (7.255)
X dx X X dx X
SPECIJALNE VREDNOSTI:
. sinx COSX
Jo(x) = — no(x) =— . (7.256)
REKURENTNE RELACIJE: l
Jr () = — i) - J1(x). (7.257)
RELACIJE ORTOGONALNOSTI:
o0
f J10ex) j1 (K x) x2dx = % 5(k—K). (7.258)
0
ASIMPTOTIKA:
Y (0 ~ 2t N () @n! 1
B Y I T TRl ST T
X i7(x) ! sin (x lﬂ) n;(x) L cos (x ln)
— 00! ~— -—), x—— -—).
Ji X 2 ! X 2
POSEBNE FORMULE: -
etkreosd = " 21+ 1)i! ji(kr) Pj(cos®), (7.259)
1=0
aakosu 6, ¢i 6, ¢ polarni uglovi vektora 7 i k onda je
-, oo 1
e M=% 3 amil jikr) Y0, Y™ O, ¢). (7.260)
1=0m=-1



7.11. ZADACI 225

7.11 Zadaci

7.1 Odrediti numericko reSenje stacionarne Schrodinger-ove jednacine za jednodimenzioni
harmonijski oscilator za osnovno i prvo pobudeno stanje. Uporediti numericko reSenje sa ana-
litickim re§enjem. Sta je problem sa ovim na¢inom odredivanja reSenja?

7.2 Na cCesticu koja je slobodna izmedu beskonacnih zidova u x = 0i x = a deluje perturbacija
V' =V ako je x € (I,1 + d) a nula inace (pri tome je [ € (0, a — d) tako da se perturbacija moze
nalaziti bilo gde u jami). Odrediti popravke na energije i svojstvena stanja u prvom redu rac¢una
perturbacije.

7.3 Dve Cestice masa m; i m; krec¢u se duz x-ose. Sistem je opisan hamiltonijanom

p2 pZ
H= L + 1 _ a16(x1) — (Xz5()€2) + 15()61 — X2),
2my 2my

gde su a; (i = 1,2) poznati, pozitivni parametri. Uzimajuci da je A perturbacioni parametar
odrediti u prvom redu teorije perturbacije energiju osnovnog stanja.
7.4 Cestica mase m krece se u jednodimenzionom potencijalu

2nx

{ Vosin2ZX,  x € (0,a)
V(ix)=
00, x¢(0,a)

Ovde je Vp karakteristicna energija koja je mnogo manja od energije osnovnog stanja cestice
izmedu beskonac¢nih zidova postavljenih u x = 0i x = a. Odrediti prvu nenultu popravku svo-
jstvenih energija ovog sistema.

7.5 Cestica mase m se nalazi u dvodimenzionoj oblasti u kojoj je potencijalna energija data sa

A2 m?
Vix,y) = Té(x—%)é(y—%), x€(,a)Ay€(0,a)

00, x¢0,a)vy¢(0,a)

gde je A perturbacioni parametar. U prvom redu racuna perturbacije odrediti korekcije energije
osnovnog i prvog pobudenog nivoa.
7.6 Najednodimenzioni harmonijski oscilator

pz
Hy=—+ —mw?x?
2m 2

deluje perturbacija V = Ax.

a) Izracunati popravke energije n-tog nivoa u prvom i drugom redu teorije perturbacije.

b) Pokazati da se isti rezulat moZe dobiti i bez koriS¢enja teorije perturbacije, egzaktnim
reSavanjem svojstvenog problema ukupnog hamiltonijana H = Hy + V.

7.7 U blizini ravnoteZnog poloZaja x = 0 proizvoljnog potencijala kretanje sistema je opisano
harmonijskim oscilatorom mase m i frekvence w na koji deluje perturbacija

V = Ax® + Bx?,

Ovde su A i B konstante koje predstavljaju prve netrivijalne ¢lanov u Taylor-ovom razvoju po-
tencijalne energije oko ravnoteznog polozaja. Ovaj priblizan metod se zove aproksimacija an-
harmoniciteta.
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a) Nacdi pomeranje energije n-tog stanja u prvom i drugom redu teorije perturbacije.
b) Odrediti koeficijente w?, Ai B za Morse-ov potencijal, definisan u zadatku 1.21.

7.8 Na dvodimenzioni izotropni harmonijski oscilator mase m i sopstvene frekvence w deluje
perturbacija V = axy, gde je a konstanta.

a) Izracunati razdvajanje prvog pobudenog nivoa u prvom redu racuna perturbacije i odre-
diti odgovarajuca svojstvena stanja.

b) Nacirazdvajanje drugog pobudenog nivoa.

7.9 Odrediti prvu popravku osnovnog stanja elektrona u atomu vodonika u slabom elektric-
nom polju E. Na osnovu dobijenog rezultata, nac¢i drugu popravku osnovnog stanja.

7.10 Naelektisana Cestica mase m i naelektrisanja g nalazi se u polju ekraniranog potencijala.

2

q

, r<a
U(r) =

T
2
—L e Alr=a) > q

Ovde je A konstanta ekraniranja. Uzimajuéi da je ova konstanta mala odrediti korekciju energije
osnovnog stanja u prvom redu teorije perturbacije.

7.11 U modelu atoma vodonika opisanom u delu 4.3, jezgro se posmatra kao tackasti izvor
naelektrisanja. Ispitati u prvom redu teorije perturbacija pomeranje energija osnovnog stanja
atoma vodonika pretpostavljajuéi da je jezgro lopta poluprec¢nika b unutar koje je naelektrisa-
nje —Ze rasporedeno zapreminski ravnomerno.

7.12 Krutirotator momenta inercije I rotira u ravni koja je normalna na z-osu. Na njega deluje
perturbacija V = Asin(¢/2), gde je ¢ azimutalni ugao u cilindri¢nim koordinatama. Odrediti
promenu energije svojstvenih stanja krutog rotatora.

7.13 Uzimajucdi za probnu funkciju vy ,(x) = Ce % naci energiju osnovnog stanja za jednodi-
menzioni

a) harmonijski oscilator ¢ija je potencijalna energija U = mw?x?/2;
b) anharmonijski oscilator s potencijalnom energijom U = m?w3x*/ (61).
Ovde je C normalizaciona konstanta i a varijacioni parametar.

7.14 Odrediti energiju prvog pobudenog stanja harmonijskog oscilatora mase m i sopstvene
frekvencije w koristeéi probne funkcije

a) Yux)= Cxe %%,

~-Ex-2K, xe(-2b,-D)

b) - %x, xe(=b,b)
XxX) =
e ~-£x+2K, xe(b2b)
0, X ¢ (=2b,2b)

Ovde su a odnosno b varijacioni parametri dok su C i K normalizacione konstante. Uporediti
dobijene rezultate.
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7.15 Razmotriti jednodimenzionu ¢esticu mase m Cije kretanje je opisano hamiltonijanom
p?
H=—-p6(x)+ Blx|.
2~ PO(Y) Blx|

Ovde su p i B dve pozitivne konstante interakcije. U slu¢aju = 0 naci energiju osnovnog stanja
koriste¢i probne funkcije oblika v, = Ne"*¥!, gde je A varijacioni parametar. Potom, koriste¢i
istu familiju probnih funkcija, naéi energiju osnovnog stanja kada je § > 0 (uzeti da je  malo).
U kakvom su odnosu energije osnovnih stanja u ova dva slucaja?

7.16 Koristeci probne funkcije oblika yg(r) = Ce~P" naéi granicu za energiju osnovnog stanja
atoma vodonika.

7.17 Varijacionim metodom proceniti energije osnovnog stanja Cestice mase m ako se ona
nalazi u polju

a) harmonijskog oscilatora frekvencije w uzimajuéi probne funkcije oblika 1y, = Ne A*l;
b) privlacne delta funkcije U(x) = —pd (x) koristeéi probne funkcije v, = Ce %",
Uporediti dobijene procene sa tacnim reSenjima.

7.18 Hamiltonijan koji opisuje kretanje dva elektrona u atomu helijuma je

H

Uzimajuc¢i normirane probne funkcije

3 ¢
UJ((?I)?Z) = 36 0
ﬂao

(r1+72)
)

gde je { varijacioni parametar odrediti energiju osnovnog stanja, odnosno minimalnu vrednost
ocekivane vrednosti hamiltonijana.

7.19 Atom vodonika je u osnovnom stanju. U trenutku ¢ = 0 ukljuci se vremenski zavisno elek-
tricno polje
E() = Ege "7,

gde je T poznata konstanta. Smatrajuci ovo polje perturbacijom, odrediti verovatnoc¢u da se
posle vremena t atom nade u prvom pobudenom stanju. Kolika je ta verovatnoca kada je ¢t > 1?

7.20 Na jednodimenzionu Cesticu koja se nalazi u beskonac¢no dubokoj potencijalnoj jami
izmedu x = —a i x = a deluje vremenski zavisna perturbacija

Cx

2"
1+T_2

Vix, t)=-

Ovde su C i 7 konstante odgovaraju¢ih dimenzija. Odrediti verovatnocu prelaza iz osnovnog
stanja u trenutku ¢ = —co u n-to svojstveno stanju u trenutku ¢ = oo.

7.21 Harmonijski oscilator mase m, sopstvene frekvencije w i naelektrisanja e, nalazi se u ho-
mogenom elektricnom polju
E=Epe “'™

Kolika je verovatnoca da sistem koji se u ¢ = —co nalazi u k-tom svojstvenom stanju, u trenutku
t = oo bude u n-tom svojstvenom stanju?
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7.22 Pokazati da je u polju monohromatskog talasa (opisanog jednacinom (7.106)) odnos po-
tencijalnih energija Vp/Vg reda velicine p/(mc). Ovde su Vp energija magnetnog dipola, Vg
energija elektricnog dipola elektrona, p je impuls elektrona i m njegova masa.

7.23 Pokazati da je propagator konzervativnog sistema ¢iji hamiltonijan H ima diskretan spek-
tar, (H|n) = E,|n), gde su (F|n) = ¥, (7)) jednak
Gt ) = -0t - 1) Y In, t)(n, 1],

h n

odnosno . 4
G, 57,1) = _%e(r — )Y e wBl=Oy, Pyt (),
n

gde je O(r — t') Heaviside-ova "step"-funkcija.

7.24 Pokazati da je za konzervativni sistem moguce dobiti Green-ovu funkciju za stacionarnu
Schrédinger-ovu jednacinu iz vremenske Green-ove funkcije (propagatora).

7.25* Koristedi izraz dat u prethodnom zadatku i Kapteyn-ovu formulu

S Hy(w)Hy(v) 2" 1 2uvz-(u+v?)z%

Z P = e 1-22 y 0<Z< 1,
n=0 2 n. I_ZZ

pokazati da je Green-ova funkcija za jednodimenzioni harmonijski oscilator u parametarskoj
formi data izrazom (Mehler-ov kernel)

o
1 m 1 mow 2.2 a 2 2a
Gl y) = — da e—ﬁ((xﬂ/) th® £+(x—y)*cth® §) ]
(x:7) ﬁVZwﬂfﬁf vsha
0
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ESENJA

R

UVERTIRA: ISTORIJSKI UVOD

1.1 Poisson-ova zagrada definisana je kao

0A 0B 0B 0A

{Amm=i( ————— )

=\0q; Op; 0q; Op;

a) Polazedi od gornje definicije imamo da je

{A,Blpz =)

i=1

0q; Op; 0q; Op;

”(aA 0B OB 6A) (OB 0A O0A OB)
i=1

Ova osobina Poisson-ovih zagrada se naziva antisimetri¢nost.

b) Posto je izvod zbira jednak zbiru izvoda, imamo

{A+B,Clpz = — -
v Zl dq: op: 0q: op;

(OA OC 0B oC 0C 0A oC OB)

1 (6(A+B) oc ocC 6(A+B))

dq; 0p; 6‘71 Opi 0q; Op; 0q; Op;
={A, Clpz +1{A, Clpz.

¢) Opet polazimo od definicije Poisson-ove zagrade i koristimo ¢injenicu da je izvod kon-
stante nula:

0(aA) 0B 0B a(aA))_ 1 (6A 0B 0B 0A
i=1

n
{a A, Blpz = (—_‘_
2= 2\ Toar op oai op 04i Opi 0q; Op;

d) Ovu osobinu dokazujemo koriste¢i Leibniz-ovo pravilo za izvod proizvoda

dq; Op; 0q; Op;
( 0A 6C 0B 0C 0C 0A 0C 0B

{AB,Clpz =)
i=1
=2

i=1

1 (O(AB) oCc oacC O(AB))

aql apz a_qiapl 0q; 0pi a_qta_pt

231
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0q; Op; 0q; Op;

i=1 0q; Op; 0q; Op;
= B{A,C}pz + A{B, Clpz.

”(GA oc ocC GA) "(GB 0C 0C 0B

i=1

e) Razmotrimo najpre prvi sabirak na levoj strani jednakosti

=i\oq; opi 0q; op:
nn(g (0A OBYOoC o0C 0 (0A OB
j:li:l(a_on(a_ma_m)a_m_a_cna_m(ﬁ_chﬁm
J§(FAonac on on oc #a oo
;=1\0q;0q; Op; Op; 0q; 0qj0p; Opj O0p;0q; Op; dq;

i,j=1
0A 0°B 0C 0A 0°B 0C 0°A 0B aC

" (0A 0B 0B 0A
{{A, Blpz, Clpz = { ( ),C}
PZ

)—(A«—»B))

+6A 3’B ac+ 0°A 0B oC
0pi 0p;0q; dq; 0pi0p;0q; dq;)’

Ovde je uvedena oznaka —(A < B) koja znaci da se oduzima isti izraz u kome su A i B
medusobno zamenjeni, a u slede¢em koraku su svi ¢lanovi eksplicitno ispisani. Preostala
dva sabirka sa leve strane jednakosti koju treba da dokazemo dobijamo smenama (A —
B, B— C, C — Audrugom sabirkui A — C, B— A, C — B u tretem). Kad iste smene
uradimo i sa desne strane poslednje jednakosti i saberemo, dobi¢emo da pod sumom
imamo 24 ¢lana (12 sa znakom + i isto toliko sa znakom —) i da se oni medusobno potiru,
tako da je konacno:

{{A, Blpz, Clpz + {{B, C}pz, Alpz + {{C, Alpz, Blpz = 0.
Ova osobina Poisson-ove zagrade naziva se Jacobi-jev identitet.

1.2 Cestica koju razmatramo je slobodna, pa je njen lagranzijan
1
L= Em(jc2 + 7%+ 2%).

a) Generalisani impulsi su:

ioni se poklapaju sa obi¢nim impulsima.
b) Najpre vidimo da su komponente vektora momenta impulsa:
Ly=ypz—2py, Ly=2zpx—Xpz  Lz=Xpy—Ypx
TraZena Poisson-ova zagrada je:

{Lx, Ly}pz ={ypz— 2Py, 2Px — XPzlpz
={ypz 2pxtpz —{yPz xpztez —{2py, z2pstez +{zpy, Xxp2lvz.
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Prva i poslednja Poisson-ova zagrada daju nenulti doprinos, dok su druga i trec¢a jed-
nake nuli, $to ¢emo pokazati koriste¢i fundamentalne Poisson-ove zagrade koje u ovom
slucaju glase

{x, pxtrz ={y, pytrz =12, pzlpz =1,

dok su sve ostale Poisson-ove zagrade kanonskih promenljivih nula. Stoga se lako poka-
zuje da vazi

{yPz 2pxtrz = yipz z2pxtvz + py, z2pxiez
= J/(Z{pzx pxtpz+ pxipz, Z}PZ) + Pz (Z{y, pxirz + pxiy, Z}PZ)
= ~)YPx-

Sli¢nim postupkom se dobija {yp, xp;tpz = 0, {zpy, zpxtpz = 0ilzpy, xp.lpz = xpy, paje

{Lx,Lylpz =xpy —Yypx =Lz

1.3 Dabismo lak3e odredili sve traZene izvode u jednacinama kretanja napisacemo lagranzijan
u malo detaljnijem obliku:

1
L= Em(jc2 LR 42— e®(x, 2, 0) + o (Ax(x, 3,2, 0%+ Ay(x, 1,2, D)7+ Az (x,,2,1)2).
Cc

a) Jednajednacina kretanja je

d oL OL _
dtox o0x
dok se preostale dve dobijaju analogno diferenciranjem po y i z. Pogledajmo $ta daje
gornja jednacina.
L e
3% mx+ EAx(x,y, z, 1)
d oL . e[0Ay . O0A,. O0A,. an)
——= + - + + +
drox " c(axx ay ¥ 6z °T ot
oL aq>+e(an.+6Ay.+6Az.)
—=—e—+- X z|,
0x 0x c\ Ox 0x y 0x
§to daje

0y Ox

0z 0x

mi+e—+—

oD e%+f(y(an aAy)+Z_(an 6Az))=0.
0x ¢ o0t ¢

U ovoj jednacini prepoznajemo jacine elektricnog i magnetnog polja
y e . . , L. =
mx—eE,— —(sz—sz) =0=>mX=e|Ey+—-(UxB)y]|,
c c
a sama jednacina je x-projekcija standardne jednacine kretanja naelektrisane Cestice u

elektromagnetnom polju,

mr=eE+—VxB.

SIS

b) Pri gradijentnim transformacijama skalarni i vektorski potencijal prelaze u

ox

oD+ =, A— A-cgrad ,
ar gradx
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gde je y = x(x, ¥, z, t) proizvoljna funkcija. LagranZijan prelazi u

muv? oy e, -
L———e|®+=|+-(A- D
5 e( +6t)+c( cgrady)-v
ox . oy Ox. Ox.  Ox, dx
=L-eL—egrady-7=L—e| =+ 2+ 2y+——z|=L-e—2.
o, —eBradxTy e(at ox” " ayY T azy” “dr
Kao $to vidimo, pri gradijentnoj transformaciji lagranZijan se promeni za totalni izvod

funkcije ey po vremenu, a takva promena ne menja jednacine kretanja.

¢) Generalisani impuls koji odgovara nezavisnoj generalisanoj koordinati x je

L e
Px === =mx+—Ay.
ox c

Prema tome, komponente generalisanog impulsa nisu jednake m 7 ve¢ su:

p=mv+-A

S

1.4 Ako u Maxwell-ovim jednacina sa izvorima elektricno i magnetno polje napiSemo preko
elektromagnetnih potencijala dobijamo

di do 104 =4 t tA’—la do
iv|—gra Y =4np, rotro = 2o gra p

Pomocu identiteta divgrad® = (V- V)® = A® i rotrot A = graddivA — AA (ovde je A Laplace-ov
operator ili laplasijan) gornje jednacine postaju

10 . - A - .+ 10A| 4m_
-AD - —-—divA=4np, —AA+grad leA+—E =—7.
c c

cot 2 012

1.5 Iz prve i poslednje Maxwell-ove jednacine se dobija:

1d'E . C
= —divE, =—
p a7 ] a7

Stoga je
0

e ... 1o . - ¢ .
—+divj=——divE+—d
3 +divj 2 57 4V + 1, v

. 10E
rotB——-——1=0.
c ot

Prvi i poslednji sabirak se potiru jer izvodi po vremenu i po koordinatama komutiraju, a drugi
sabirak je 0, zbog identiteta divrot B = 0. Dakle, jednacina kontinuiteta naelektrisanja je sadr-
Zana u Maxwell-ovim jednacinama.

1.6 Skalarna talasna jednacina u tri dimenzije je

(1 0?

?ﬁ—A)f(x,y,z, t) =0.

a) U sfernim koordinatama laplasijan deluje na sledeci nacin

14 0 1 4 0 1 0?
(2 ) f(r,0,¢).

A ye» i .- ] o5 St 9_ 125in20 d@?
[6,9) (r2 or\" ar) " 72sin6 a6 > 69+r2sin296<ﬁ2
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Deo laplasijana koji sadrzi izvode po radijalnoj koordinati r naziva se radijalni deo. Sada
¢emo da pokazemo da se taj deo laplasijana moze napisati na jo§ dva razli¢ita nacina.
Najpre pogledajmo kako radijalni deo laplasijana deluje na funkciju f:

frzg ,0f %% 1( of 202f) 26f+02f
or Gr or? ror or?’

Sad ¢emo pokazati da i druga dva operatora delovanjem na funkciju daju isti rezultat:

10 10 2
ror” of\ +arr. 16( af) 20f o0°f
Lo +r—— +r=—|=="="+—.
rdr( N= (f ) ror ! rar ror or?
farr 102 LA 20f &f
ror? ror Orz'

¢ime smo dokazali da vazi:
Lo(22) (12 ) 12,
r2 0 or ror | ror2’

F(r, 1) = A lwt+lkr
r

Razmotrimo funkciju

Treba da pokaZemo da je ova funkcija reSenje trodimenzione talasne jednacine, odnosno

da vazi:
(ia—z—A)F(r =0
c2 0t? S

Posto funkcija F(r, t) zavisi od radijalne koordinate, laplasijan ¢emo napisati u sfernim
koordinatama. Ugaoni deo laplasijana kad deluje na F(r, £) daje 0 jer nemamo eksplicitne
0 i ¢ zavisnosti. Ako radijalni deo laplasijana napiSemo u tre¢em obliku iz prethodnog
dela zadatka, onda se talasna jednacina svodi na:

(1 ¢ 106° )F( 5=
== r,
2ar2 ror?
Data funkcija je zaista reSenje ove jednacine jer je:
2

1 0% A elwt+1kr w® A twt+lkr 1 0 TA elwtﬂkr kZéeiwtiikr

2o r 2 ' ror? r
pa se gornja jednacina svodi na

2
A
(—w—+k2

r

: twtilkr =0,
C

$to jeste zadovoljeno ako je w = kc.

1.7 Kad se mikrofon nalazi na rastojanju x od jednog zvucnika, onda je od drugog zvucnika

udaljen Vv x2 + d?. Fazna razlika talasa koji dolaze od zvucnika je

A(p=k(\/x2+d2—x):2%(\/362+d2—x).

Uslov za konstruktivnu interferenciju je A@yonst = 271 gde je n € N a to je ostvareno na rasto-
janjima

d2 _ n2/12

Xkonst = 2nA
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Destruktivna interferencija nastupa kad je A@gestr = (21 + 1) 7, a tad su rastojanja od zvucnika

do mikrofona
4d® - (2n+1)%1?

42n+ 1A

Xdestr =

1.8 Ako velicina A(x) ima statisticki karakter onda postoji raspodela verovatnoce p(x) pomocu
koje odredujemo njene ocekivane vrednosti. Ocekivana vrednost proizvoljne funkcije g(A) do-
bija se kao

b
(g(A))=fdxp(x)g(A(x)),

gde se integrali po svim moguc¢im vrednostima nezavisne promenljive x.

a) Kvadrat disperzije neke velicine jednak je srednjem kvadratnom odstupanju od srednje
vrednosti, (AA)? = ((A— (A)))2. Dalje imamo

b b
(AA)Z:fdxp(x) (A(x)—<A>)2=fdxp(x) (A2 -2(A)A+(A))
a a

b b b
:fdxp(x)A(x)z—2(A)/dxp(x)A(x)+(A)2fdxp(x)

~ J ~ v

(A 1
= (A%) = 2(A)? + (A)* = (A?) — (A)°.
Ovde je iskori$¢ena ¢injenica da je (A) broj pa se pri integraciji ponasa kao konstanta.

b) Ovo se lako pokazuje:

b
(AA)? = f dx &(2 (A(x) — (A))? = (AA)? = 0.
a =0 =0

1.9 Sistem se sastoji od Cetiri Cestice i na raspolaganju ima energiju E = 3¢. PoSto je sistem
izolovan nema razmene energije s okolinom, tako da se energija razmenjuje samo izmedu Ces-
tica koje Cine sistem. Da bismo nasli verovatnoce da pojedine Cestice imaju odredenu energiju
potrebno je da vidimo koja su sve stanja moguca i koliki je medu njima broj stanja s odredenom
energijom. Energija moZe da se raspodeli na sledece nacine:

e E=3e+0+0+0. Ova konfiguracija se mozZe ostvariti na Cetiri razli¢ita nacina (sva energija
na prvoj, drugoj, trecoj ili Cetvrtoj Cestici).

e E=2g+¢e+0+0. Postoji 4-3 = 12 stanja sa ovakvom raspodelom energije (energiju 2¢
ima jedna od Cetiri Cestice, a € jedna od preostale tri Cestice).

e E=¢+¢e+e+0. Ovaraspodela energije moze da se ostvari na Cetiri nac¢ina (energiju 0

ima prva, druga, treca ili Cetvrta Cestica).

Sad moZemo da izbrojimo kako je energija rasporedena medu cesticama. Energiju E = 0 imaju
tri Cestice u prvoj konfiguraciji, koja se realizuje na 4 nacina, dve Cestice u drugoj konfiguraciji,
koja moZe da nastupi na 12 razli¢itih nacina i jedna Cestica u trecoj konfiguraciji, a ona nastaje
na 4 nacina. Dakle, broj Cestica sa energijom E =0 je

Np—0=3-4+2-12+1-4=40.
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Slika 1.1: Raspodela energija u sistemu.

0

™
o
&
m
&

Na isti nacin prebrojavamo koliko ima Cestica s ostalim vrednostima energije:
Np—g=1-12+3-4=24,  Np-s,=1-12=12,  Ng_zz=1-4=4.

Ukupan broj konfiguracija ¢estica je N = Ng=¢ + Np=¢ + Ng=2¢ + NEg=3¢ = 80, pa su verovatnoce
za moguce energije
NEg=o Ng=¢ NE=2¢ NE=3¢

Pp—o = N =0.5, Pp== N =0.3, Pp=pe= N =0.15, Pg=3¢=

=0.05.

Nacrtamo li dobijenu raspodelu (slika 1.1) vidimo da ona izgleda kao eksponencijalna opada-
juca funkcija, $to odgovara Boltzmann-ovoj raspodeli.

1.10 Particiona funkcija je
3. B
Z=1) e %’ =8.05,
k=1

a verovatnoce pojedinacnih energija su:
Lo g 0.86 Lo mr 0.12 Lemt 0.02
=—e *T =0.86, =—e kT =0.12, = —e kT =(0.02.
pr== p2=7~ ps=-~

Srednja energija je

3
(By=Y Expi=6.72-10%%].
k=1

Disperziju ¢emo odrediti kao AE = \/(E?) — (E)2. Posto je
3
(E*)=) E:ipy=561-10""7%
k=1
imamo
AE=3.3-107%"J.
1.11 Wien-ov zakon odreduje frekvencu (talasnu duZinu) na kojoj Planck-ova raspodela

w? fiw

uw) = —5— ———
W=rs ePho 1

ima maksimum. Stoga ¢emo uvesti bezdimenzionu veli¢inu ¢ = ffiw preko koje je Planck-ova
raspodela izraZzena kao funkcija

53

meh2c3p ef -1

u(é) =
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Funkcija u(¢) ima maksimum u

ot

2068(3 = &) —
du—o M:():)ef(s_a_s:o:l_g:e

i T T (o2

Ova transcedentna jednacina moZe da se reSi numericki. Mathematica™ omogucava da se
nade reSenje pomoc¢u komande

FindRoot [Exp[-x] - 1 + x/3 == 0, {x, 3}]

To reSenje je {x -> 2.82144} i ono daje frekvencu na kojoj Planck-ova raspodela ima maksi-

mum:
2.82144 -k "
0==""——T=37-10"-T

i to je Wien-ov zakon pomeranja. Cesto se Wien-ov zakon formulise preko vrednosti talasne
duzine na kojoj je Planck-ova raspodela maksimalna i ona od temperature zavisi kao A = b/ T,
gde je b =2.9-1073K/m Wien-ova konstanta.

1.12 Energija koja u jedinici vremena pada na jedinicu povrsine planete jednaka je

r’n

En=L——,
n dnd?

gde je r poluprecnik planete. Samo 80% te energije se apsorbuje i temperatura planete raste
sve dok ona ne izraci istu koli¢inu energije u jedinici viemena kao $to je i apsorbuje. Tada vazi:

08L Trartm = 7= —28L  _a615K=—11.5°C
8L— =0T 4r°’n =1/ —— =261.5K=-11.5°C.
4d? 1670 d?

Planeta ima spektar crnog tela, pa talasnu duzinu na kojoj ona emituje najviSe zraCenja moze-
mo da nademo iz Wien-ovog zakona.

1.13 Energija koju izraci crno telo u opsegu talasnih duzina (w,w + dw) data je Planck-ovom
raspodelom

w? hw
u(w)dw = W m dw.
Posto je w = 27c/A onda je dw = —2mcdA/A? (ovaj znak — ukazuje da povecéanje frekvence

dovodi do smanjenja talasne duZine, pa za infinitezimalnu $irinu intervala nije vazan) tako da

imamo: 8 )
ww)do = u)yda = 222€ da.

A° exp (%) -1

Ovde je h = 2nh Planck-ova konstanta.

1.14 Planck-ov zakon upoznali smo u formi spektralne gustine energije u zavisnosti od frek-
vencije u(w) italasne duzine u(1). Ako spektralne gustine energije pomnoZimo sa ¢/ (47) dobi-
¢emo spektralnu gustinu energije koja je izracena u jedinici viemena sa jedinice povrSine crnog
tela d1. U ovom zadatku dati su podaci koji se odnose na spektralnu raspodelu po talasnim du-
zinama mikrotalasnog pozadinskog zracenja

2mhc? 1
dl =

2
d/ljehC/(ﬂ’kT):]_+2nhc dle hc

- - = =2.724K.
A5 ehc/(AkT) _ 1 A5dI /lkln(l + 2nhc2d/1)

ASdI
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1.15 Elektri¢no polje moZemo napisati u obliku

E= *0 Re((l +coswt) expi(%-?—wot))

Ey Re((l +coswt) (cos(lz- F—wot) +isin(k- ?—a)ot)))

N - 1 - 1 -
=E, (cos(k~?—w0t)+Ecos(lo?—(wo +w)t)+Ecos(k'?—(wo—w)t)).

Prema tome, na litijumsku ploc¢icu padaju fotoni ugaonih frekvenci w; = 0, w2 = Wy — W i W3 =
wo + w. Najvecu energiju imaju fotoni s najvecom ugaonom frekvencijom i oni ¢e dati fotone
sa najve¢om kinetickom energijom, koju odredujemo na osnovu Einstein-ove jednacine za fo-
toelektri¢ni efekat:

fiws = A+ Tmax = Tmax = iws — A=0.37¢€V.
1.16 Compton-ovo rasejanje opisano je u osnovnom tekstu u poglavlju 1.7.

a) Ako jednacinu (1.79) napisemo preko energije fotona pre E i posle E' rasejanja, lako
nalazimo koliko je E’:
n h h E

—=—+——(1-cosO)=>E = )
E' E mc? 1+ %(l—cose)

b) Zakon odrZanja energije za Compton-ovo rasejanje glasi
E+mc®=E +mc®+T,
gde je T kineticka energija elektrona iz ¢ega dalje sledi

E2
B E—F_ E i -z (1—cosb)

1+-L(1-cosh) 1+-E(1-cos6)’

¢) Iz zakona odrzanja impulsa imamo:
p=p'cosO+pecosp, 0=-p'sinh+ p,sineg.

Ovdesu p = E/cip’ = E'/ cimpuls fotona pre i posle rasejanja dok je p, impuls elektrona.
1z ove dve jednacine dalje imamo
! !

PeCOS( = — — —cosb, PesSing = —sin6.
c ¢ c

Kad podelimo drugu jednacinu s prvom, dobijamo

Esinf
(o0 = E'sinf 1+ 5 (-cos) Esin6
g(p_E—E’cosﬂ_}5_—’5‘3059 _E(1+#)(1—c038)’

1+-L; (1-cos @)
mc

iz Cega sledi traZena relacija

0
tgzz

1+ e
nc2 gP.
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1.17 Pri Compoton-ovom rasejanju za ugao 0 talasna duzina se smanji za iznos
ALl =Ac(1—-cosB).

Foton koji se dva puta raseje pod uglom 90° promeni svoju talasnu duzinu za
b2
Ady =2A¢ (1 — cos 5) =2Ac,
dok foton koji se tri puta rasejava pod uglom 60° menja talasnu duzinu za
Ty 3
Ads =3Ac (1 —Cos §) = z/lc.

1.18 Inicijalni snop sastoji se od a-Cestica koje s velike udaljenosti krecu ka meti (jezgru) brzi-
nom v s razli¢itim parametrima sudara b (udaljenosti izmedu pravca pocetne brzine i cen-
tra jezgra). Interakcija a-Cestice i jezgra je Coulomb-ova obojna sila, koja je centralna (tako
da je ocuvan moment impulsa) i konzervativna (zbog toga na velikim rastojanjima u inicijal-
nom i finalnom stanju a-Cestica ima isti intenzitet brzine). Trajektorija a-Cestice je hiperbola,
a njene karakteristike zavise samo od parametra sudara. Postavimo centar koordinatnog sis-
tema u jezgro i neka se x-osa poklapa s pravcem koji spaja jezgro sa tackom u kojoj je a-Cestica
najbliZe jezgru. PoloZaj a-Cestice opisatemo polarnim koordintama (r, ¢). 1z zakona odrZanja
momenta impulsa imamo

vb
L=mgr?¢p=const=mqub= ¢ = —-
r

Iz IT Newton-ovog zakona imamo:

-

- d > 1
F:d—fzdﬁdetz dszcosq)dtzAp:chosq)dtzQngfﬁcosqut.

Ovde smo iskoristili simetriju problema, da je trajektorija simetricna u odnosu na osu ¢ = 0.
Iz zakona odrZanja momenta impulsa sledi da je dt/r?> = dg/(vb), pa se gornji integral moze
svesti na integral po uglovima, gde je lako odrediti granice integracije. Oznac¢imo sa 8 ugao
skretanja a-cCestice, imamo da je

S druge strane, posto je trougao sastavljen od vektora inicijalnog impulsa pj, finalnog impulsa
pr i razlike impulsa Ap = pr — p; jednakokrak, sa uglom medu kracima 8, imamo da je:
0 Ap/2

. p .0
Sin—=——=Ap=2psin—.
2 p 2

Prema tome, vidimo da je ugao skretanja povezan s parametrom sudara na sledeéi nacin:

_QQ 1 Qe 1

vp tgg Mg v? tgg.

b

Posto Cestice iz prstena definisanog parametrima sudara b i b + db rasejavaju izmedu uglova 0
i 8 + d6 diferencijalni presek do za rasejanje u ugao 8 definise se kao

do  2nbdb b db_ QiQ 1 1 QQ 1 Qi 1

dO® 2nsinfdl sinf df  mgv? tgg Zsingcosg Mg V2 ZSinZg amz vt sin4g

Ovu formulu dokazacemo jo$ jednom, pri kraju ove knjige, koristeci formalizam kvantne me-
hanike.
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1.19 Po pretpostavci zadatka, gubitak energije pri jednom obilasku elektrona oko jezgra je
mnogo manji od kineticke energije elektrona, pa je i promena pre¢nika kruga po kome se krece
elektron mnogo manji od samog poluprecnika elektrona. Uze¢emo zato da se u toku jednog
obilaska elektron krec¢e po krugu poluprecnika r i onda vazi:

mv® e e?
—:—2 = = _
r r mr

Ovde su v brzina, m masa elektrona, e je elementarno naelektrisanje.

a) Kineticka energija elektrona je

mv? e

T=—-=—.
2 2r
Primenu energije u toku jednog perioda proceni¢emo na osnovu Larmor-ove formule

dE_ 2 %a?
dt 3 ¢3

2 e%a? 2 2 (Uz)z 2nr _ Anm o2 (v)3

= T=— - -
3 ¢3 3c3\r v 3 r

dE
= |AE|: E T
c

Ovde je uveden period orbite elektrona 7 = 2zr/v. Kao §to vidimo, odnos gubitka en-
ergije i kinetice energije elektrona je

|AE| 87 (1/)3

T 3\’

a to je zaista mala veli€ina, jer je po Bohr-ovom modelu v/c ~ @ = 1/137, tako da je

|AE]| -6
— =3.26-10 ".
T
b) Ukupna energija elektrona je
e? e e
E=T+U=—-—=-—,
2r r 2r

paje na osnovu Larmor-ove formule

d( eZJ_ 2@2(1)2)2:) d(l)_4 A
dr\ 2r) 3¢\ r dr\r) 3¢3r2 3¢3r2  3m2c3rt’

Dobijamo diferencijalnu jednacinu

Tf

rt
1dr 4et 9 4et 4et
——— == = rdr=————dt > frzdr:——fdt,
r2dt  3m2c3rt 3m2c3 3m?2c3
T

pa je kona¢no

m?c3
4et

Ovo je vrlo kratko vreme, tako da je atoma vodonika na osnovu planetarnog modela pri-

licno nestabilna Cestica.

(r?-r)=10""s.

Tf= i

1.20 Pretpostavimo da se Cestica krece po kruznoj orbiti tako da se centripetalna sila izjed-
nacava sa silom elasti¢nosti, pa je

2
v 2

m— =mo°r = v=or.
r
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Ako uzmemo u obzir pretpostavke Bohr-ovog modela o kvantovanju momenta impulsa, na
dozvoljenim orbitama ¢estice ima moment impulsa n#, pa je

nh nhw
2
L,=nh = mrpvp=nh = mor,=hh = ry,=\/—, vVp=rpw=\——.
mw m

Energija Cestice je zbir kineticke i potencijalne energije, dakle

1 , 1 ,, mnho mo? nh
E=T+U = Ey,=-mv,+ -mwr,=———+ ——— =nho.
2 2 2 m 2 mow
Isti rezultat se dobija i Sommerfeld-ovim pravilom kvantovanja, mada ¢emo videti da se en-

ergija harmonijskog oscilatora kvantuje na malo drugaciji nacin.

1.21 Sistem ima jedan stepen slobode, generalisani impuls konjugovan koordinati x je p = mx.
Za ovaj sistem, Sommerfeld-ovo pravilo kvantovanja moZemo da napisemo

Xy
2/ pdx =2nnh.

X1

Ovde su x; i x; povratne tacke u kojima se klasi¢na Cestica zaustavi. Faktor 2 dolazi otud $to se
u toku jednog perioda sistem kreée od x; do x; i nazad, pri ¢emu je u oba dela kretanja integral
jednak, pa se moZe videti kao dvostruka vrednost integrala na polovini puta. Koristeci zakon
odrZanja energije impuls moZe da se napise kao:

2
p _ - - -
%+D(6 2ax _ 9, ux):Ejp:\/zm(E_D(e 2ax _9p ax))’

pa je uslov kvantovanja

X
f \/Zm (E-D(e 2% —2¢~9%))dx = nnh.

Xl

Povratne tacke su koreni jednacine:
E-D(e %% -2¢7%) = 0.

Da bismo ih nasli zgodno je uvesti smenu y = exp(—ax), preko koje se gornja jednacina svodi
na kvadratnu jednacinu
€— y2 +2y=0.

Ovde je uveden bezdimenzioni parametar € = E/D. Dobijena kvadratna jednacina ima dva
reSenja y; 2 = 1+v'1+e€.Iuuslovu kvantovanja, u integralu uvodimo ista smena kao i u kvadrat-
noj jednacini x = —In(x)/a, i dobijamo:

N
v2mD d
n f e—y2+2y—y=nnh
a y

Y2

jer je dx = —dx/(ax). Ovaj integral ne spada u elementarne, ali moze da se nade reSenje (u
tablicama integrala, a i Mathematica™ moZe da pomogne) i ono ima vrlo jednostavan oblik:

v2mD

(1+ V=€) 7 = nuh.
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U ovoj jednacini vratimo oznake koje smo uveli ranije i izvr§imo elementarne matematicke
operacije da bismo dobili spektar

2D a*n? ,
E,=-D+ah\/|—n- n-.
m 2m

Broj n je diskretan, krece od 1, ali ima maksimalnu vrednost. Nju odredujemo iz uslova da
E, rastuéi niz. Naime, ako n poraste za 1, a to dovede do smanjenja energije, to ukazuje da
formula za energiju nije dobra. Vrednost n za koju je Ej, ekstremalno mozemo formalno dobiti
ako potrazimo dE;/dn = 0 §to daje

2D a’h? 2mD
aliy|—-2——n=0 > n<
m 2m ah

Dakle, kvatni broj n uzima vrednosti n = 1,2,..., inax < V2mD/(ah). Dobijeni rezultati ukazu-
ju da Morse-ov potencijal ima spektar koji je dominantno harminijski (drugi sabirak u izrazu
za E,) sa anharmonijskom komponentom (poslednji ¢lan u E;,).

1.22 Energija jonizacije litijuma je

72 E;
eff
2 )

n
gde su Zg efektivno naelektrisanje, E; = —13.6eV i n = 2 (jer se elektron nalazi na drugom
elektronskom nivou). Prema tome, traZeno efektivno naelektrisanje je

Zoff =2 E—126
eff = El_ 40

1.23 Energija jednog fotona je E; = hv. Svake sekunde t = 1s mikrotalasna pa¢ generiSe en-
ergiju E = Pt = NE; tako da je broj fotona koji nastaje:

N="1 _6.06-10%.
hv
1.24 Difrakcija elektrona ukazuje na njihovu talasnu prirodu. Eksperiment pokazuje da difrak-
cija elektrona ima puno sli¢nosti sa difrakcijom X-zraka, koja je opisana Bragg-ovim zakonom
nA = dsin6. Ovde je d rastojanje izmedu dve ravni kristalne reSetke, dok je 6 ugao izmedu
upadnog snopa i ravni kristalne resetke. Ako sa ¢ ozn¢imo ugao izmedu upadnog i snopa rase-
janih elektrona imamo da je 8 + ¢ + 0 = m. Uvedimo i pomo¢ni ugao a = 2¢ koji zadovoljava
a=mn/2-0 pajesinf = cosa pa se Bragg-ov zakon prepisuje kao

nl=2dsin@ = nl=2dcosa.

Sad je potrebno videti vezu rastojanja izmedu ravni reSetke d i meduatomskog rastojanja D
(videti sliku 1.2). Vidimo da je sina = d/D pa imamo

nA=2Dsinacosa = Dsin(2a) = Dsin.
Posto je prvi difrakcioni maksimum 7 = 1 na uglu ¢ = 50° za meduatomsko rastojanje D =
0.215nm talasna duZina elektrona je

_ Dsin¢

A =1.65-10""m.

Talasnu duzZinu moZemo da nademo i na osnovu Broglie-eve pretpostavke.
h
A‘ = — =
p Vv2mT

§to je jako dobro slaganje sa eksperimentalnim rezultatom.

=1.66-10"m,
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Slika 1.2: Rasejanje elektrona na
kristalnoj reSeci nikla.

1.25 Kao i u nerelativistickom sluc¢aju, Cesticu opisujemo ravnim talasom
P (F, 1) = Cel k70D
gde su talasni vektor k= p/h ifrekvencija w = E/h. Da bismo dobili relativistiCku disperzioni
relaciju E? = p%c? + m?c*, formiramo sledeéu jednac¢inu
62
—hzﬁ‘lf(?, ) = (=c*h*V? + m*c) W (7, 1).

Podelimo li gornju jednacinu sa 2c?> dobijamo Klein-Gordon-ovu jednacinu

10 _, .\ m?c?

c? ot? n?

Y (7, 1) =0.

Ova jednacina opisuje Cesticu spina 0.
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JEDNODIMENZIONI SISTEMI

2.1 Gustine verovatnoce za prva Cetiri stanja harmonijskog oscilatora data su na slici 2.1. To su
funkcije:

o1 =2,
W ©OF = @m)™2ag% e,
w217 = (4m) 2282~ 1)%e Y,
W3 ()% = (144m) 2283~ 36)2e 7Y

U osnovnom stanju gustina verovatnoce je normalna Gauss-ova raspodela. Sledece stanje za
n = 1 ima jednu nulu gustine verovatnoce i ona se nalazi u x = 0, odnosno u ravnoteZznom
poloZaju harmonijskog oscilatora. Svako sledece stanje, ima jednu nulu vise i vidimo sa se u
ravnoteZznom poloZaju naizmenic¢no pojavljuju lokalni maksimum i nula.

2.2 Hermite-ovi polinomi Hj({) zadovoljavaju relacije ortogonalnosti
(o8}
f AEH () Hy(©)e ™ = V2" nl6 .
—00

$to Ce biti dokazano u zadatku 2.5. Dobili smo da je talasna funkcija harmonijskog oscilatora

52

Wn('f) =A,Hp()e =.

Slika 2.1: Gustine verovatnoce za
prva Cetiri stanja, slika uz reSenje
zadatka 2.1.

245
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Uslov ortogonalnosti talasnih funkcija je

Kada je n = m imamo:
[vioas=1= [ H@m©ea=1 > avan=1,

pa su normalizacione konstante

1
Ap=———.
" vrV2" !
Dakle, normirane talasne funkcije su
(€)= ———Ha(e™ >
Y= VvTTV2" n! " '

Cesto talasnu funkciju prisemo preko koordinate x, koja je s bezdimenzionom koordinatom ¢&

povezana na sledec¢i nacin
mw h
E=y/—x > x=/ —¢.
h mw

Talasna funkcija koja zavisi od x je

maw _mw 2
Wn(X) :Ban(\/ 735)9 an*

gde je B, konstanta normiranja koju ¢emo sad odrediti. Po3to je

fu/i(x)dle:'fBlen(\/%x)H%ﬁ%x)e_?xzdx:1
2 _52 h _
=B, | Hu()Hp()e ™ dgy| — =1
J mw
2 n h
= Bpvm2"nly| — =1
mw

= By = {| = =
"V wh e

Prema tome, normirana talasna funkcija harmnijskog oscilatora koja zavisi od koordinate x je

(x) =y mo 14 (\/@x)e_'%u’“2
R N n ’

2.3 Nulti Hermite-ov polinom je Hy(x) = 1. To lako dobijamo

Ho(x)= (-1’ e =1,

2

Hy(x)=ez2e

NGNS

=1,
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d 0
Hy(x) = (Zx— E) 1=1.

Slede¢i Hermite-ov polinom je Hj (x) = 2x, Sto se zaista dobija:

d
Hi(x) = (—l)le’czae_x2 — _e¥(—2x)e " = 2x,

na osnovu druge formule:
x2
Hi(x)=ez (x— —) e

ili pomocu formule:
d
Hl(X) = (Zx— d_) 1=2x.
x
Sledeéi Hermite-ov polinom je H, (x) = 4x° — 2 jer je
2 2 dz 2 2 2 2 2
Hy(x) = (-1)%€e* We_x =e¥ 4x"-2)e " =4x"-2,

odnosno
X2 2
Hy(x)=ez (x— —) e
ili
H;(x)= (Zx—i)zl = (Zx—i)Zx—4x2—2
= dx) dx B |

Pomocu funkcije generatrise takode nalazimo Hermite-ove polinome. Tu koristimo razvoj eks-
ponencijalne funkcije u red. Posto su nam potrebna prva tri Hermiteova polinoma, onda nas
interesuje razvoj funkcije generatrise zakljuéno sa ¢lanom 2.

¥t = 1+(2xt—t2)+%(2xt—t2)2+---= 1+2xt+%(4x2—2) 2+

iz Cega se prepoznaju isti Hermite-ovi polinomi kao i u ranijim primerima.

2.4 Rekurentne relacije medu Hermite-ovim polinomima dokazuju se ili preko funkcije gener-
atrise ili neke od reprezentacija Hermite-ovih polinomea. Prvi identitet cemo dokazati koriste¢i
funkciju generatrise. Polazimo od definicije

2xt-F _ "
e =) Hp(x)—.
=0 n!
Posto u identitetu figuriSe izvod Hermite-ovog polinoma, njega lako moZemo da dobijemo

sa desne strane gornje jednakosti ako diferenciramo po x. Posto je generatrisa funkcija dve
promenljive, onda moramo da koristimo parcijalni izvod po x i dobijamo:

0 2t 0 & " 2xf— 2 © dHn(x) "
e =— ) Hp(x)— =>2te = —
0x 0x ,;O n(x) n! ,12:"0 dx n!

=203 Hyo =y W
n=0

n! n=1

dx n!

00 l.n+1 © JdH, (x tn
=Y 2H,(x) = n(0) 1
=0 n = dx n
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dHn(x) t"

:,Zan 1(x) — =Z

n=1

Ovde je iskoriSéeno da je u sumi d H, (x)/dxt"/n! prvi sabirak (za n = 0) jednak 0, jer je prvi
Hermite-ov polinom 1, pa je njegov izvod 0. Zato smo uzeli da suma ide od n = 1. Ostali pos-
tupci su jednostavna aritmetika. Izjednacavajuci koeficijente uz ¢" s leve i desne strane dobi-
jamo da je
dH,(x)
dx
Drugu rekurentnu relaciju dokazaéemo polazeci od reprezentacije Hermite-ovih polinoma:

=2nH,_ (x).

dn
Hp(x) = (—1)”ex2We—x .

Diferencirajudi gornji izraz po x dobijamo:
n ) dn+1

-x%| _ n x? d —x? n_x
e )—(—1) 2xe dx"e +(-1D"e PP

2
ex

Hy/(x) L d ( e dn
P -t —
dx =D ¢ ax"
§to mozemo da prepiSemo
Hy(x)
dx
Ako iskoristimo prethodni identitet imamo da je

=2xHp(x) — Hpy1(x)

Hyp1(x) = 2xHp (%) —2nHp—1 (%).
2.5 U prethodnom zadatku smo dokazali rekurentne veze:
Hpi1(x) = 2xHy(x) =2nH, 1 (x),  Hy(x) =2nH, 1(x).
a) Kombinujuéi ove dve jednakosti, dobijamo najpre
Hp11(x) = 2xHy (x) — Hy (x).
Diferenciranjem, ova jednakost postaje
H), ., (x) =2Hp(x) + 2xH,,(x) — H,,(x).
Ako u Hj,(x) = 2nHp_1(x) zamenimo n sa n + 1, prethodna jednakost postaje trazena
jednacina:
H)/(x) —2xH,,(x) +2nHy(x) =

b) Poslednju jednacinu moZemo da napiSemo u formi:
x% (g1 —x? —x% gt e d / —x?
e (Hyje™ —2xe™ Hy() +2nH, (1) =0 = e - (Hy (e ) +2nH (0 =0
x
Zamenimo li indeks n sa m dobijamo da vazi

exZ% (0™ )+ 2mHi (x) =

Ovu jednacinu pomnozimo da polinomom Hj(x), a prethodnu sa H,,(x) pa tako dobi-
jene jednacine oduzmemo:

(Hm(x) (H’ (x)e‘x) Ha() (H’ (x)e‘x) +2(n— m) Hy (x) Hyp () = 0,
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2(n-m)H,,(x)H,,,(x)e x =H (x)—(H’ (x)e xz)—H (x)—(H' (x)e ;‘2)
n m n l m m l n .

Primetimo da je

1,004 (H’ x) e‘xZ) -4 (Hn ) H (x)e_xz) _H (0H, (x)e ™"
dx m dx m n m

na osnovu cega je

2(n— m)Hy(x) Hp(x)e™ = dd

= ((Ha (0 Hyy (0~ Hn (O H, (™).

Poslenju jednacinu integralimo od —oo do oo, pa dobijamo

T P T d , N
2(n—m)an(x)Hm(x)e * dx = f E((Hn(x)Hm(x)—Hm(x)Hn(x))e | dx.
Desna strana jednaka je nula
r d / / —x?
Tnm = f —— ((Hn () iy (20) = Hyn () H ()€™ ) dx
I dx

= (Hp(x)Hy, (x) - Hrrz(JC)H,/1(JC))<3_’C2 ”

=0,
zbog dominantnog ponasanja funkcije exp (—x?) u +oco. Zato je i

o0

2(n—m) f H,(x)Hy,(x)e ™ dx=0,
—00
na osnovu ¢ega odmah zaklju¢ujemo da je za n # n:
[e.0]
f Hy(x)Hy(x)e™ dx=0.
—00

Sad treba da izracunamo koliko je

o0

I,= f Hy(x) Hy(x)e™ dx
—00
Podimo od onoga §to smo malopre dokazali
[e.°]
2
In-1n+1=0 = f e Hp1(x)Hys1(x)dx =0.

—00

Koristec¢i prvu rekurentnu relaciju, izrazimo H,; (x) i dobijamo
[e.0]

0= f e 2xH, |(x)H,(x)dx—2n f e H, 1(x)H,_,(x)dx.

—00
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U drugom sabirku prepoznajemo I,,_; pa moZemo da napiSemo da je

o0
2nl,_1 = f e‘x22an_1(x)Hn(x)dx.
—00
Setimo se da je
anr _.
Hy=(-1)"e" —e*.
n=(=1) PP
Zbog toga je integral s desne strane
ar-1 2 da" 2

—X
P e P e " dx.

o0
xZ
2nly,_1=—- | e" 2x

—0o0
Razmotrimo deo podintegralne funkcije:

-1

> d o dl

X —X X

e 2x——e =—0e e =—1/e
dxn-1 dx dxn1 dx

pa dalje imamo

[d(ped™t _oyar _ [ edn _padv _
2nIn—1=—f E(exzdxn_le xz) PPl x2dx+fexzﬁe xzdxne *dx.

—00 —00

Prvi integral s desne strane jednakosti racunamo koriste¢i metod parcijalne integracije:

R n-1 n
PI=—f i(eXZ d e—xZ)d_e—xzdx

dxn—l

—X —X
dxn+1 dx

x® -1 n+l

_ 2 a’ 2 2 42 d 52

—[e We e e dx"“e dx
-0
o0

.2

= f Hy 1 (xX)Hp1(x)e * dx:ln—l,n+1:0-

—00
U drugom integralu prepoznajemo:
DI = f(—1)”ex2—e_xze_xz(—l)"exz—e_xzdx:an(x)Hn(x)e_xzdx:In,
dx" dx"
—0o0 -0

pa dobijamo jednostavnu rekurentnu relaciju
I,=2nI,_1.
Odavde vidimo da je

In=2nl,-1=2n2(n-1)I,-,Rightarrowl, =2n2(n—1)...21y = 2" n!I.
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Potrebno je jo§ samo da odredimo vrednost interala I

[e.o] [e.0]
IO:fHO(x)HO(x)e_xzdxzfe_xzdx
—o0o —0o
jer je Hy(x) = 1. PotraZzimo koliko je Ié:
00 oo oo 00 oo 271
I=Iylp= f e_xzdxfe_yzdyzf fe_xz_yzdxdysze_pzpdpd(p
-0 —00 —00 —00 00
00 2n 1 )
_ _P2 __t _p2 [e.e] /4 _
fe pdpfd(p > el el
0

0

Ovde smo najpre dvostruki integral napisali preko cilindri¢nih koordinata a onda izvrsili
navedene integracije. Prema tome, imamo da je Iy = /7, pa je kona¢no

I,=2"n\Vx.

Relacije ortogonalnosti moZemo zapisati i u jedinstevnoj formi

f Hy () Hi(p)e™ dx = vVa2" nl6 um.

2.6 Svojstvena funkcija n-tog svojstvenog stanja je
Yn(@) = AnHp(©e "2,
gde je A, normalizacioni faktor odreden u zadatku 2.2.
a) PotraZimo li izvod svojstvene funkcije, dobijamo
V(&) = AnHp (e 2 = Ay Hy ()ge 2
= A2nHy, 1 Qe 12— 4, %Hm +nHy 1| e
=nApHy et "2 - %AanHe‘*“’z

A, 1 A,
1) -2
An—lwn 2 Aps1

=n

1//n+1(€)-

Ovde su iskori§cene rekurentne veze izmedu Hermite-ovih polinoma. Dalje je

Ap 2n-l(n-1! 1 Ap 211 (n+1)!
_ - - =V2(n+1),
An—1 21 p) N 21 n)

+1
yh(&) = \/gilfn—l(f) -/ nTU/nH(Cf)-

pa konac¢no dobijamo
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b) Zbog rekurentne veze Hermite-ovih polinoma imamo

EYn(&) = ApEHy(E)e s

1 v
= A, (zHrHl + an—l) e—52/2

1//n+1(€)+n Yn- 1),

2 An+1 An 1

1
Eyn() = @wn_l(é) + \/%wnﬂ(é).

2.7 Ocekivana vrednost kineticke energije jednaka je

paje onda

hdeWn(x)
(1) = fwn(x)(Zm ) ax.

Na prvi pogled, deluje da se ovaj zadatak svodi na izraCunavanje integrala. Medutim, stvari
se mogu uprostiti ako se koriste osobine talasnih funkcija, koje su posledice relacija izmedu
Hermite-ovih polinoma. Pri racunanju (T) najpre ¢emo izvrsiti parcijalnu integraciju

T d'(,Un(x) 2
—oo_f( dx )dx)'

dl/fn(x)
dx

hZ
(T) = Wn(X)

Prvi sabirak je 0, jer je vrednost talasne funkcije 1, (x) na krajevima intervala (u x = +o0) jed-
naka nula. Dakle, treba izracunati

<T>—h—2f( " (x)%d
= 2m_ v, (x X.

U prethodnom zadatku smo pokazali da je

, +1
v, = \/an—l(f) -1/ nTWnﬂ(f)-

Podsetimo se da je bezdimenzioni parametar ¢ = xvV mw/#, tako da je
S dé dcf S dx mo dx

dy,
”’ ) \/mw(fwn 10—/ wn+1(x))
Dalje je
Oomw In
(T) = (\/71/#1 1(x) = Wn+1(x))

n 1 i
—7‘”(2 f (wn_1<x))2dx+% f Wi (0)2dx —/n(n+ 1) f Yot (W ns1 (V) dx

paimamo



hw

2

)
n+—|.
2

Ovde je iskoris¢eno da talasne funkcije 1, (x) ¢ine ortonormiran bazis

f Yn(XDWYm(xX)dx =6 nm.

Na isti nac¢in, racuna se i oc¢ekivana vrednost (U),

o0 1 2 o
(U) = fwn(x)gmwzxzwn(mdx=m7wf(an(x))z-

Koristeci drugi identitet iz prethodnog zadatka 2.6, imamo da je

n n n+1
XYpu(x) = \/ P (\/;wn_1(x) +1/ TWnﬂ(x))

Pomoc¢u ovog identiteta nalazimo:

<U>—m—“’2]oi\/§ o+ 22 ()2d
R mo ZWH—lx 2 Yn+1(X X.

—00

Sliéno kao u prethodnom delu ovog zadatka, dobijamo da je

(U)—h—w( +1)
= > n 5

Sad lako odredujemo i o¢ekivanu vrednost energije

<E)—(T+U)—(T)+(U)—h—w( +1)+h—“’
- - 2 \"T2)T

1 1
n+—)=hw(n+—),
2 2
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§to je rezultat u skladu sa onim §to oCekujemo, jer je energija Cestice u stanju ¥, jednaka hiw(n+

1/2).

2.8 Svojstvena stanja harmonijskog oscilatora su 1, (x) dok su odgovarajuce svojstvene vred-

nosti E;, = hw(n+ 1/2). Evolucija stanja je

w0 =Y cpe HE iy, (x).
n=0

Koeficijenti ¢, se odreduju na osnovu pocetnog uslova. Stavimo u prethodnu jednacinu t =0 i

tada je
Yyx,t=0)= Z Cnp(X).
n=0

Koeficijenti ¢, mogu se dobiti kori§¢enjem uslova ortogonalnosti talasnih funkcija, mada ne-

kad se koeficijenti mogu odrediti jos lakse.

a) U naSem slucaju vidimo da je

C()=0, C1 =

Sl -
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Prema tome, u proizvoljnom trenutku ¢ talasna funkcija je
1

V2

_3i i _si
e 2%y (x) + —=e 2%y, (x).

y I =
y(x, 1) NG

Gustina verovatnoce je

lw(x, O1? =w(x, 0 w(x, 1)

1 s [ 56 1 3i ] 5i
=1w (x)2+£w €31 (x)e‘iwf—iw X (x)el'“’wlw (x)?
2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

1 2 p .
=5(w1(x) + (%) + 21 ()2 (x) sin(w?)).

Ovde je iskoris¢eno
) etwt _ e—twt
sinlwt) = ———,
21

§to je posledica dobro poznate Euler-ove jednakosti

e'*=cosa+isina.

b) Ocekivana vrednost koordinate (x) u stanju ¥ (x, t) je definisana izrazom

(e}

(O, = fl//(X. 0N xy(x, H)dx

1
=3 f (xwl(x)2 + xW2(X)? + 2x1 (X) o (x) sin(w 1)dx

:%fo1(x)2dx+%fsz(x)zdx+sin(wt)fxwl(x)wz(x)dx.

Ove integrale moZemo da izracunamo na razlic¢ite nacine. Prva dva integrala su jednaka
nuli, jer je podintegralna funkcija neparna funkcija, a integralimo u simetri¢cnom inter-
valu. Treéi integral moZzemo da odredimo neposredno, mada, lakSe je koristiti relacije
izmedu svojstvenih stanja harmonijskog oscilatora

[ h (1
xyy(x) = e (ﬁillo(x) +1//2(X)) )
paje treci integral

T T ln (1 [ n
fm/’l(x)Wz(X)dx:f %(EWO(X)+W2(X))U/2(X)CZX= P

Ovde smo koristili ortogonalnost svojstvenih funkcija harmonijskog oscilatora. Dakle,
ocekivana vrednost poloZaja Cestice je

1 no.
<x>u/(x,t)25 %sm(wt).
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2.9 Oznacimo sa M, Li T jedinicu mase, duZine i viemena. Preko njih izrazavamo dimenzije
odm,wikh
ml=M, [wl=T"'  [hl=ML*T "

S druge strane, dimenzije karakteristicne duZine, impulsa i energije su
[xo]=L  [pol=MLT™',  [El=ML*T™

Ako je xo = m®wPh¢, nepoznate konstante a, b i ¢ se mogu odrediti iz uslova da su dimenzija
leve i desne strane jednake. Stoga imamo:

L - Ma T—hMCLZCT—C
Izjednacavajudi stepene od L, M i T s leve i desne strane jednakosti imamo
1=2c, 0O=a+c, 0=b+c.

Resenje ovog sistema je a = —1/2, b=—-1/2, ¢ = 1/2, tako da dimenziona analiza daje

h
Xo=1/—.
mw
Na isti nacin se dobija da su

po = Vmho, E=ho.

Ovo je jednostavan postupak i mada on zanemaruje mnoge detalje, daje dobru procenu skale
na kojoj se odigrava fizika koju opisujemo.

2.10 Potencijalana energija za x < 0 je beskonac¢na, §to znaci da je reSenje Schrodinger-ove
jednacine u toj oblasti ¥ = 0, dok je za x > 0 potencijal kao kod harmonijskog oscilatora. Zbog
slicnosti sa harmonijskim oscilatorom, zadatak bismo mogli da radimo na sli¢can nacin kao $to
smo traZzili reSenje u slu¢aju harmonijskog oscilatora, ali moZemo problem da reSimo i jednos-
tavnije ako iskoristimo ono §to smo dobili za harmonijski oscilator. Naime, videli smo da su
svojstvene funkcije harmonijskog oscilatora

maw _mow 2
Wn(x) =By Hy (\/ 7-’6)5? n,

dok je spektar diskretan E;, = hiw(n+1/2). Hermite-ovi polinomi H;, koji se pojavljuju u reSenju
odreduju da li je svojstvena funkcija parna ili je neprana. ReSenja za n = 0,2,4,... su parna,
dok su resenja za n = 1,3,5... neparna. Da bismo dobili neprekidno resenje koje zadovoljava
Schrédinger-ovu jednacinu, potrebna su nam re§enja koja imaju osobinu da je vrednost talasne
funkcije u x = 0 nula. Takve su neparne funkcije. Stoga su reSenja u oblasti x > 0 funkcije

+ maw _mw 2
Y, (X) = Copr1 Hops1 7 *|e 2h

Ovde su C,,, konstante normiranja. Za njih vazi

oo 0o
maw mw 1 maw me
C22n+1fH22n+1 ( n x) e_Tdex =1= C§n+15 f H22n+1 (\/ 736) e_szdx =1
0 —00

nh
= C5,.12°"2n+ 1)/ —=1
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pa su talasne funkcije

0, x<0

Wn(x) = mw .2 .
4/ mw 1 / mw — S X
TR T 2niDl H2n+1 ( T.X') e 2", x>0

Odgovarajuce energije su

E,=hw

q
2n+—|,
2
gde je kvantni broj n=0,1,2,...

2.11 Stanje sistema u nekom trenutku ¢ je opisano slede¢om funkcijom:
X i
Yx, )= ) cpe 1y (x),
n=0

gde je za harmonijski oscilator E; = iw(n +1/2). 1z toga sledi da se stanje moZe napisati:

o —i(n+31)wt lr —inwt
Y(x,0)=) cpe Dy (x)=e 2" ) che Wn(X).
n=0 n=0

Ako pogledamo vremensku zavisnost ovog izraza od vremena ¢, vidimo da je prvi sabirak kon-
stantan, dok su ostali ¢lanovi u sumi periodi¢ne funkcije s periodom T, = 27/(nw), a to je
n puta krace od klasicnog perioda T = 2n/w. Dakle, ¢itava suma je periodi¢na s periodom
T =2n/w. Nakon perioda T, talasna funkcija se promeni na sledec¢i nacin

. 00 X i
Y(x, t+T)=e 220D N ¢ 070y (x) = e 29Ty (x, 1).
n=0
Gustina verovatnoce nakon vremena 7' se ne menja jer je

i

W (x, t+ 1)1 = e 2T 2| W(x, 0)1* = ¥ (x, 1) |°.

Norma faznog faktora exp(—iwT/2) je 1, jer je

Prema tome, nakon klasi¢nog perioda T talasna funkcija se promeni za fazni faktor, a gustina
verovatnoce se ne promeni.

2.12 Stanje Cestice u pocetnom trenutku mozZemo da napisemo preko bezdimenzionog para-

metra ¢ = xvmw/h:
WEr=0=A(1+&e Z.

a) Lako prepoznajemo da se gornja talasna funkcija linearna kombinacija osnovnog v (¢) i
prvog pobudenog stanja v (¢)

1 & 1 &
= 8_7 , = \/E 6_7 ,
Wo(S) r w1(8) 7 ¢
tako da je u poCetnom trenutku:

1

W, t=0)= AV (é) + A‘%_’\/z

w1(8).



257

Dalja evolucija ovog stanja je opisana jednacinom:
L 1 i
V1) = AVTYo)eT 4 AV ey @)

= AVmwoE)e 2 + A{‘/E%e‘i"“”wl(f),

jersu Eg = fiw/2 i E; = 3hiw/2. Ako napiSemo talasnu funkciju preko x ima¢emo:

3i _mw 2

i 1 i i
W(x, 1) = AVTe 3 o (x) + A{‘/ﬁﬁe_%wtwl (x) = A(e‘z“” + x4 /%e‘z‘”) e

b) U trenutku ¢ = T talasna funkcija je

i mo _si o
Yl t=1)= A(e_Z“’T+x\ / 7e‘3sz) o

Da bi se sistem vratio u isto pocetno stanje, potrebno je da bude

owT 3wT
—=2mm, — =2nym,
2 2

gde su n; i ny prirodni brojevi. Najkrace vreme kada su oba uslova ispunjena je

T=—
w

¢) Talasna funkcija u trenutku ¢ =7 je

_1i maw _3i _mw 2 _i mw _; _mo 2
‘I’(x,t:T):A(e 2”’T+x\/76 2“”)e ¥ = Ae 2“”(1+x\/76 ”‘”)e an X,

Da bismo dobili traZeni oblik stanja, potrebno je da bude

—iwT _

T
e -1=>wr=n>1=—.
w

Konstanta B je

in

B=Ae 19T = Ae™ 7 = —jA,

2.13 Ovo je prvi zadatak u kome imamo da se Cestica krece u dve dimenzije, pa ¢emo malo vise
paznje posvetiti ovakvoj vrsti problema. Schrédinger-ova jednacina je
n? 8> n? 8

—%@ - %G_yz + Emwzx2 +o¢mw2y2 y(x,y)=Ey(x,y).

Ovo je parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda. Prvi i treéi sabirak sa leve strane zavise
od koordinate x dok drugi i Cetvrti zavise od y. U takvim slu€ajevima kaZemo da je Schrédin-
ger-ova jednacina separabilna. Tad mozemo da razdvojimo promenljive i da reSenje potraZimo
u obliku proizvoda vy (x, y) = w(x)w(y). Kad ubacimo pretpostavljeno reSenje, Schrédinger-ova
jednacina postaje

2 dyx) 1, ., n* d*y(y)
vV L w(x)w(y)—w(x)% a7

2.2 _
2m  dx? +amo”y Yy (y) = Ey(x)y(y).
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Ovde smo iskoristili ¢injenicu da parcijalni izvod po x (odnosno y) ne deluje na funkciju koja
zavisi od y (odnosno x). Takode, kada deluje na funkciju jedne promeneljive, parcijalni izvod
postaje obican izvod. ReSavamo dalje jednacinu tako $to je podelimo sa y (x)w(y):

1 R d*yx) 1 22 1  dPy(y)

Ty@om dxz 2T Tygiem dy?

+ crma)zy2 =E.

Ako pazljivo pogledamo poslednju jednac¢inu, vide¢emo da prva dva sabirka sa leve strane za-
vise od koordinate x, tako da ¢ine neku funkciju od x, nazovimo je f(x). Sli¢no tome, preostala
dva sabirka sa leve strane jednacinu zavise samo od y pa ih moZemo zameniti sa funkcijom
g(y). Desna strana jednakosti je konstantna, pa je jednacina oblika

f(x)+g(y) = E =const.

Funkcije f(x) i g(y) su konstantne, §to lako vidimo iz sledeéeg rezonovanja. 1z prethodne jed-
nacine je f(x) = E— g(y). Izvod desne strane po x je nula, pa mora biti nula i izvod leve strane
po x. Ako je d f(x)/dx =0, onda je f(x) = const = Ey. Isto tako je g(y) = const = E,,. Pored toga,
vazi daje

Ex+E,=E.

Na ovu jednacinu vraticem se kasnije. Primetimo da smo dobili da se parcijalna diferencijalna
jednacina svodi na dve obi¢ne diferencijalne jednacine:

1 1 d*y)
w(x)2m dx?

1 1 d*yy)
y(y)2m dy?

1
f)=- +5ma)2x2=Ex, gy)=- +amw2y2=Ey.

One su sli¢ne pa ¢emo resiti prvu od njih, a reSenje druge ¢emo dobiti po analogiji. Prvu jed-
nacinu pomnoZzimo sa ¥ (x) i ona postaje
n? d’y(x) 1

St Emwzxzw(x) = Exy(x),

a to je dobro poznata jednacina, Schrodinger-ova jednacina za jednodimenzioni harmonijski
oscilator mase m i sopstvene frekvencije w. Svojstvene funkcije i svojstvene energije su nam
poznate. Dakle, gornja jednacina ima reSenje ako je energija kvantovana, pa je Ex = E;, =
hAw(ny+1/2), gde je ny =0,1,2,... kvantni broj koji prebrojava odgovarajuca svojstvena stanja.
Druga jednacina se svodi na

n* d*y(y)
2m  dy?

+ amwzyzw(y) = Eyw(y).

I ovo je Schrodinger-ova jednacina harmonijskog oscilatora u jednoj dimenziji, mase m i sop-
stvene frekvencije wy, = wv2a. Stoga je E), = Eny =hwv2a(ny+1/2) priemuje n, =0,1,2,...
Dakle, energija sistema je takode kvantovana i vazi:

! o 1
Enx,ny =E, +Ey =hw (Tlx + 5) +hwVv2a (ny + 5) .

Ako je @ = 1 energije su:

1
Engn, = hw (nx + 5) +hwvV?2

1 1 2
ny+5) :hw(nx+ny\/§+ +2\/_).
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i spektar je nedegenerisan, jer ne postoje dva razlicita prirodna broja ny i n, za koje je izraz
Ne+V2 ny jednak (jer je v/2 iracionalan broj i ne moZe da se napi$e u obliku razlomka). S druge
strane, kada je a = 2, spektar je degenerisan, jer je

Enn, =how

3
nx+2ny+§

a to znaci da postoje razli¢ita stanja s istom energijom (na primer, stanje sa kvantni brojevima
(ny=0,ny,=1)i(ny=2,n,=0) imaju istu energiju.

2.14 Potencijalnu energiju Cestice moZemo napisati

1 1
U= Emwz(x— a)2 + Emwz(x+ a)2 = mw?x* + mw?a®.

Prvi sabirak je kvadratican i dace harmonijski oscilator, a drugi ¢lan je konstantan, on ¢e samo
da promeni energiju za konstantan iznos. Schrodinger-ova jednacina za Cesticu je

KW d?
( Zmd 2+ma)2x + mw?a )1//(x) Ey(x).

Ako je prepiSemo na sledeéi nacin
d
ot mo*x )w(x) (E - mow*a®) y(x).

Ovde prepoznajemo harmonijski oscilator.Uvedimo nove oznake za masu M = m, frekvencija
Q = V2w i energiju € = E — mw?a?. Preko novih oznaka, prethodna jednacina se prepisuje

(h2 d?

+ IMQZ 2)1//(x) =ey(x)
2M dx? ’

a to je jednacina harmonijskog oscilatora. Osnovno stanje je

Vo= .| MQ exp( Msz) [ V2mw exp( \/imwxz)
0— — - - )
nh 2h h 2h

dok je energija osnovnog stanja

1 2 2
€)= EhQ = Ey— mw?a® = ?hw = Ey= 7hw+ mw?a®.

Ocekivana vrednost koordinate (x) u osnovnom stanju je

(x)= fu/(z)xdx:\/ \/i’;;wfexp(—@xz)xdxzo

jer je podintegralna funkcija antisimetri¢na.

2.15 Po uslovu zadatka v;(x) i w2(x) su reSenja vremenski nezavisne Schrédinger-ove jed-
nacine za energiju E. To znaci da je

2 72 2 72

“om o 5 UM | yi(x) = Eyi(x), T omox 75 UM | p2(x) = Eya(x).
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Treba da pokaZemo da je linearna kombinacija ovih reSenja takode reSenje Schrodinger-ove
jednacine. Linearna kombinacija reSenja je a1 (x) + axw2(x) gde su a; i a» neki kompleksni
brojevi. Pogledajmo koju jednacinu zadovoljava linearna kombinacija reSenja:

n? 0°
(——— + U(x)) (11 (2) + a2y (1) =

2m 0x?
2 a2 2 a2
=a (—%E+U(x))1//1(x)+az(—%ﬁ+U(x) W2 (x)

2 2
= (—%@ + U(x)) (@191 (xX) + a2y (x)) = a1 By (x) + a2 Eyra (%),

2 a2
> (—%@ + U(x)) (@191 (F) + a2w2(7) = E(a1y1 (F) + azpa (7)),

§to znaci da je a1 (x) + a2 (x) reSenje Schrodinger-ove jednacine za svojstvenu energiju E.

2.16 Diferencijalnu jednacinu

+— |E—--mw’r

d?u(r) Zm( 15, RI+D
dr? h? 2 2mr?

)u(r) =0

¢emo najpre prepisati u "bezdimenzionoj" formi. Uvedimo novu koordinatu

mw
h

d_[med & _mod
dr \ h dp’ dr2 h dp?

pa se jednacina nakon skraéivanja svodi na

ondaje

dZu(p) +(£_ 2 I(1+1)

dp? )u(p) =0

mo © p?
Ovu jednacinu ¢emo najpre resiti u asimptostkim oblastima kada r (a time i p) teZe ka nuli,
odnosno beskona¢nosti. Kada p — 0 dominantan ¢lan u velikoj zagradi je 1/p? pa se u blizini
nule jednacina svodi na
d’u(p) 1(1+1)
dp? | p? u

(p) =0.
Resenje trazimo u obliku u(p) = p® i dobijamo da je
a’—a=1(1+1) > =L a=1+1.

Prvo resenje smo odbacili jer je 7! divergentna funkcija kada p — 0. Dakle, za male p funkcija
u(p) se ponasa kao
u(p) = pl+l.

S druge strane, za p — +oo dominantan ¢lan u velikoj zagradi je p?, pa se polazna jednacina
svodina ,
d“u(p) p?

apz P up=0
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ResSenje ove jednacine trazimo u obliku u(p) = ehr’ gde je B konstanta koju ¢emo odrediti.
Posto je

A b0~ 2B pehe’ A (a+4f2 02 PP’ ~ 4p2p2eP”
dp =zppe™ dp? = p p )

jer je p > B. Dakle,
1
4p%=1=> B 2 B=-3

Resenje exp(p?/2) je divergentno pa smo to resenje odbacili. Prema tome za velike p talasna
funkcija treba da ima oblik

u(p)=e "2,
Potrazimo sad reSenje za bilo koje p. ReSenja koja smo nasli u asimptoskim oblastima sugerisu

da ga pretpostavimo u obliku:

u(p) = e_pZ/Zpl“v(p).

Ovde je v(p) analiticka funkcija koju ¢emo odrediti. Potrazimo jednacinu koju zadovoljava
funkcija v(p). Drugi izvod od funkcije u(p) je sad

W'(p) = e ' 12pt (U”(p) ¥ (2” +D —2p) V' (p)+ (“l D

. @1+3)+ p2) U(p)) ,

tako da v(p) zadovoljava diferencijalnu jednacinu

2(l+1)_

" / 2E _
v (p)+ 2p|v(p) + %—(21+3) v(p) =0.

Resenje ove jednacine traZimo u obliku razvoja u Taylor-ov red
S .k
v(p) = Z Cckp".
k=0

Pretpostavljeno reSenje svodi gornju jednacinu na

o0

Y crpf =o0.
k=0

Y cek(k-1p* 2+ @1+1) Y crkpF -2 erkpt +

2E
——(21+3)
k=0 k=0 k=0 mw

Prva dva sabirka u prvoj sumi su jednaki 0, isto kao $to je i prvi sabirak u drugoj sumi nula. Ako
to primetimo, a onda pomerimo indeks sumiranja za 2 u prve sve sume, imac¢emo

00 oo 1
Y crrak+2)(k+DpF+ @1+ 1) Y cpralhk+2)p" + 21+ 1)01;

k=0 k=0
-2y cpkpF+ (— -2l +3)) Y cpf =0,
k=0 mw k=0

$to se moze napisati kao

cal+ 1)l + Z Crao (K+2)(k+1)+ @21+ 1)(k+2))+cx (E—Zk—(ZH?))))pk =0.
P k=0 mw

Koeficijenti uz sve stepene od p su jednaki 0, jer je desna strana 0. Zato je

¢ =0, ck+2((k+2)(k+1)+(21+1)(k+2))+ck(;—i—2k—(2l+3)) =0.
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Prvi zakljucak sledi jer je 2/ + 1 # 0 (I je nenegativa ceo broj), a iz drugog dobijamo rekurentnu
relaciju

~ 2k+21+3-2£

T hr2kr DRI+ Dk E

Iz ¢; = 0 i rekurentne veze vidimo da su svi neparni koeficijenti ¢; = ¢3 = ¢5 = -+ = 2541 = 0.
Parni ¢lanovi nisu 0 i mogu se izraziti preko c;.

Ci+2

4k+21+3- 2
Cok
RCk+2)2k+1D)+2I+1)(k+2)

C2(k+1) =

Ova rekurentna relacija daje i asimptotsko ponasanje koeficijenata u razvoju za velike k jer je

4k 1

Cor = Cop~—,
2k-2k 2k T KT

C2(k+1) ~
paje
= 2% _ o L ook g
v(p) ~ ). cakp™ = ), o7 =€
k=0 k=0 ¢
a to je reSenje koje nismo hteli, jer to znaci da je
u(r) = e—p2/2pl+1ep2 N epz/z’

§to je divergentno reSenje koje ne zadovoljava grani¢ni uslov u p — co. Da bi se taj uslov is-
punio, potrebno je da se niz negde prekine, odnosno da postoji neko konacno k za koje je

2E
2k+21+3-—=0,
mw

)
n+=|,
2

gde smo uveli nov broj n koji prebrojava stanja energije i uzima vrednosti 0, 1,2, ...

§to znaci da je energija kvantovana

3
E,=hw|lk+1+=|=hw
—— 2

2.17 Ovde je dato reSenje vremenski zavisne Schrédinger-ove jednacine

2 2

2w t)—(—h——+U( ))\P( 9
M P T T omaxz . o0

Na osnovu poznatog reSenja, mozemo da nademo potencijal u kome se ¢estica nalazi. Naime,
posto je

,aC ( X h t) c h ( X2 t)
i—Cexp|——5—1i = exp|—-—5 —i——=t|,
ot~ P\ T2p2 T o2 omb? P\ T2p2 T omp2
i
o Ce ( x° i f t) xz_bze ( x* i f t)
—Cexp|-— - = xp|-— -i—=t],
ox2 P\ T2 T o2 o P T T o2

polazna jednacina postaje

c n? ( x> . h t) c ( x> . h t)( n* x* - 2+U( ))
——exp|-—5-i——=t|=Cexp|-——F5 —i—=t||-———F— x)|.
2mb2 P\ 212 " "2mb? P20 " om2 )\ "2m ™ b2

Kad pojednostavimo ovaj izraz dobijamo

2
U(x) = ——x°.
%) 2mb4x

Dakle, ovde se radi o harmonijskom oscilatoru.
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2.18 Talasna funkcija je normirana, $to znaci da je
[e.o]
f v () x)dx =1.
—o0

Stanje Cestice je opisano normiranom talasnom funkcijom (x) = f(x)e'%*, gde je f(x) realna
funkcija realne promenljive i ky konstanta.

a) Zatoje
o0

1:fe_ikoxf(x)eik"xf(x)dx= [f(x)zdx.

—00

Prema tome, traZeni integral ima vrednost 1.

b) Ocekivana vrednost impulsa Cestice je
o0
(p) f *()( 'hd) (x)d
= x)|—-ih— x)dx
p 4 dx L4
—00

=—ih f e~ k¥ () (ikoeikO"f(x) + eikox—dgicx) dx

df(x)
P dx.

= hiko f fx)%dx—ih f f(x)

Prvi integral je 1 zbog prethodnog dela zadatka, a drugi integral je 0. To moZe da se
pokaZe na slede¢i nacin:

—00

[ rodf@, _f1d o 1o o
_f fx) x dx—fzdxf(x) dx—zf(x) =0.

Iz prethodnog dela zadatka smo zaklju&ili da je integral f(x)? konagan, a da bi to bilo
moguce u +oo vrednost funkcije f (x)? mora biti nula. Prema tome, konaéno imamo da
je

(p) = hko

2.19 Uslov normiranja jednodimenzione talasne funkcije je

f |1//(x)|2dx =1.
Desna strana je bezdimenziona veli¢ina, pa vidimo da je dimenzija talasne funkcije
[w(0PL=1 = [y(x)]=L"2

U dve i tri dimenzije uslovi normiranja su

flw(x,y)lzdxdy= 1, flw(x,y,z)lzdxdydz= 1,

pa su dimenzije talasnih funkcija

1

(W, »l=L"", 32,

ly(x,y,2)| =L
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2.20 Vremenski zavisna jednodimenziona Schrédinger-ova jednacina je

2 72

0
ih—%Y(x,t)=|-——— + Y (x, ).
lhat (x,0) 57 92 Ux)|¥Y(x,1)

Treba da pokaZemo da se kao posledica ove jednacine moZze dobiti da je

i()‘(ﬂ
PTAUARREA

§to je zapravo drugi Newton-ov zakon. Pri tome su ocekivane vrednosti impulsa p i sile F =
—-dU(x)/dx:

T e T oUu
(P)Z—lh[‘y (x, ) —¥(x,0dx, <F>=—f‘1’ (x, ) —¥(x, Ddx.
0x 0x
—0o0 —0o0
Krenimo od leve strane drugog Newton-ovog zakona

oY (x,t
(x )dx

Ly —-in [
TAd dr . ’

x * 2
=—ihf (O\I’a(tx,t) O‘I’(x,t)_’_qj*(x,t)a ‘I’(x,t))dx

0x 0tox

o f(aw*(x, OV 0¥ (x,10¥(x, t))dx
- or 0x ox ot

U poslednjem koraku izvrsili smo parcijalnu integraciju u drugom integralu.

o0 2 o0 %
f‘P*(x,t)a Yo f (i(‘y*(x,naqf(x, t))_a\y (x, ) O‘I’(x,t))dx

0tox 0x ot 0x ot
—00
oW 0 Fow oW
*(x, t , T
RPPLLCE: gy | TV LT
ot | o dx ot
—00
o0
3 f@‘l’*(x,t)@‘l’(x,t)dx
B 0x ot ’
—00

jer je talasna funkacija na krajevima intervala definisanosti jednaka 0. U izrazu za vremenski
izvod ocekivane vrednosti impulsa pojavljuju se izvodi po vremenu talasne funkcije W (x, t) i
njoj konjugovane funkcije W* (x, ). Ti izvodi figuri$u i u vremenski zavisnoj Schrédinger-ovoj
jednacini, koja kad se konjuguje postaje:

2 72

—ihi‘l’*(x t)—(—h——+U(x))‘I/*(x 1)
ot " 2mox? T

Dalje imamo

d T "W (x, 1) . OV (x, 1)
—ip) = f ((———+U(x)‘lf (x,t))

} 2m  0x? ox
AN (_h_zw UMY t))) dx
o0x 2m  0x? ’ .
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prvii treci integral su zajedno jednaki 0. Naime,

]o(azw*(x, 0OV OV (1) Y, t))dx_ 7 (a\y (x, 1) 0% (x, t))
0x? 0x 0x 0x? 0x 0x 0x
0

o¥*(x,1) 0¥

T ax ox

§to se svelo na vrednosti podintegralne funkcije na granicama intervala integracije, a talasna
funkcija i njeni prvi izvodi tu su jednaki 0. Ostaju jo§ drugi i Cetvrti sabirak u podintegralnoj
funkciji

d Tl OW(x, 1) OW*(x,1)

%09)— f (‘I’ (x, HU(x) PP + % Ux)¥Y(x, t))dx
= ¥*x, 1) x, 0|7, f \P (x,t) O (x, 1) + P*(x, t)L\y(x 0ld
+f 0¥ (x, 1 x)‘}’(x,t))dx

f\lj ( ,t)_\lj(x)t))

Ono §to je preostalo prepoznajemo kao ocekivanu vrednost sile. Time se dobija da je

d
_ =(F),
T (p)=A(F)
$to je i trebalo dokazati. Inace ovo tvrdenje se naziva Ehrenfest-ova teorema.

2.21 Ako je y(x) reSenje vremenski nezavisne Schrédinger-ove jednacine onda je

n? 0%y (x)
2m  0x?

+Ux)y(x) = Ep(x).

Kompleksno konjugovanje ove jednacine pokazuje da i ¢ * (x) takode zadovoljava Schrodinger-
ovu jednacinu:
h2 521!/* (X)
2m 0x?

+U@y* (x) = Ey* ().

To je posledica U(x)* = U(x) i E* = E jer su potencijalna energija i energija realna funkcija i
realna konstanta. Kad saberemo ove dve jednacine, dobijamo da je

262

“omax W) +y" () + U@ @ (x) + " (1) = E(w(x) +y" (x)).

Dakle, v (x)+v* (x) = 2Re(w(x)) zadovoljava Schrédinger-ovu jednacinu, a to je realna funkcija.
Prema tome, uvek postoji realno re§enje vremenski nezavisne Schrédinger-ove jednacine. Mo-
Ze se pokazati da postoji jos jedna realna funkcija, i (w(x) —y*(x)) = 2Im(y(x)), koja zadovolja-
va Schrodinger-ovu jednacinu.
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2.22 Zajednodimenzionu talasnu funkciju fluks verovatnoce je

_h w2 OY ()
J:EIm(U/ (x) gx )
Posto su
% — oW (M + z\/ﬁgbl(x)), W (1) = /pe 9,
X 2p(x)
dobijamo

. h i) i p'(x) . n
— ip(x) ,ip(x) / - /
j —Im(\/p(x)e e (Zp(x) +ivpx)p (x))) p(xX)Pp'(x).

§to je fluks verovatnoce.

2.23 Verovatnoca da se jednodimenziona Cestica u trenutku ¢ nade unutar intervala (a, b) je:

b
Pun(t) = f dx¥* (x, )Y (x, 1).

Brzina promene ove velicine je

b

dp .

LlahE) f dx (—O\P CD g, 0+ w7 (, n T2 ”).
dr ot ot

Iz vremenski zavisne Schrodinger-ove jednacine i njoj konjugovanog izraza imamo

G‘P(x,t)_—z( n* 9 OV* (x,1) i( n* 9
or  h

—%a—-kU(x))\I’(x 1), T:E —EG_‘}‘U(JC))\P (x, 1),

paje

b
AP (1) in 0°¥*(x,1) i .
T =/dx (—%T‘I’(x, t) e 4 (x X ‘If(x, t)

a

LY )& Ly (y x\I’(xt))
om - D Tox '

2 2
fd 6‘1’ (x t)\y( X )+—fdx\1’ x, )0 Y(x,1t)
0x2

iR [ (0 (0¥ (D) _6‘1’*(x,tW)
B 2m dx(ax( 0x \I’(x,t)) e 0x

fdx( (‘I’ (x, )awg’”)_aq’ “”W)

_—9x  0x
* x=b
_ in (\P x, )O‘I’(x, t)_@‘{’ (x, t)\y( ,t))
0x 0x x=a
1 oY (x, t) ov* (x, 1)
=———(‘I’(,) ‘P(,))
m2i 0x
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jerje
0¥ (x, 1) ~ ovV* (x, 1)
0x 0x

0¥ (x, 1)

i(b,t) = El Y*(x, 1) Y(x t))
O E= m2i ’ ’

h .
=—1Im (‘P (x, 1)
x=b M

Ovde je iskoris¢eno
1
Imz=—(z-2"%).
2i( )
Ovu jednakost moZemo da pokaZzemo direktnije polazeéi od jednacine kontinuiteta, koja u

jednodimenzionom slucaju glasi

O0p(x, 1) N 0j(x, 1) _

0
ot 0x

Posto je
b
Pa,p) (1) =fdxp(x, f),
a

onda je

b b
APq,p) (1) _f Op(x, 1) f d9j(x, 1) . b . .
= dxTa = [dx == jx, 0, = ja,n-jb,0.

a a

Ova jednakost kaze da do promene verovatnoce nalazenja Cestice u kona¢nom intervalu (a, b)
dolazi ako postoji fluks verovatnoce na krajevima intervala.

2.24 Posto je

Y(x, 1) :fdkc(k)e"k(x‘”g”,
0

onda imamo da je

¥(x,t=0) :fdkc(k)e”"‘.
0

Ako u poslednjoj jednakosti uradimo smenu x — x — vg# dobijamo
[e.o]
W(x—vgt, 1=0)= f dkc(k)e™ ™% = W (x, 1),
0

¢ime smo dokazali tvrdenje zadatka.

2.25 O relativistickoj Cestici je bilo govora u zadatku 1.25. U tom zadatku smo nasli talasnu
jednacinu koja ima relativisticku disperzionu relaciju izmedu energije i impulsa

E*= p202 +m?ct,

Po de Broglie-evoj hipotezi je E = hiw i p = hk. Fazna i grupna brzina talasnog paketa su

0w OE 2pc? pc?
Vg=—m="—= — = —
870k op 2y/p2Z+mid E

Vf =

)

E
pl

RS

paje ocigledno

E pc?
vagz—p—zc2
p E
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2.26 Talasna funkcija Cestice je

Wix 1) 1 1 ( azké) ( (x —ia®ky)? )
X, 1) = —exp (- exp|-———=—|
vnva 1+_rlnhut2 2 2a%(1+ L)

Disperzije koordinate Ax i impulsa Ap su

x=1/(x2) =02 Ap=1/(p*)—(P?

gde se oCekivane vrednosti racunaju u stanju ¥ (x, £). Najpre ¢emo da nademo gustinu verovat-
noce:

1 x—iakg)? X+ ia*ky)?
W (x, W (x, 1) = ok ( ( - ,21 ( ; .
NLT \/1+ it mL 2a2(1+ %) 242 (1-44)
B 1
vma a4 t2 a2 1+ -3 4t2)

Ocekivana vrednost koordinate je

<x>:fdx‘1’*(x, HxV¥(x, 1)

dx

[e.0]
1 1
2 rexp _ﬁ
VAR Y 2 a*(1+ 4t)

_ ! ]" koht+a 1+ n e
VT m Y m?a*
—00

_ kot

)

jer je drugi integral 0 (podintegralna funkcija je antisimetri¢na). Na slican nacin ra¢unamo i
(x%):

(x?y = f dx¥* (x, ) x> (x, 1)
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U integralima koji se ovde pojavljuju najpre se uvede smena
n
yo—XTmt o dx
a\/1+m’Z2a4t2 a\/1+m’§2a4t2

Potom se pojavljuju integrali koji se svode na gama-funkcije. Pogledajmo najpre jedan poznat
integral, koji smo racunali u zadatku 2.5.

= dy=

[e.0] oo [e.o] 1
fe_yzdy=2fe_y2dy=ft_“ze_tdt=F(z)=\/ﬁ-
—00 0 0

Ovde smo najpre iskoristili ¢injenicu da je poditegralna funkcija parna, pa smo potom uveli
smenu ¢ = y2. Na sli¢an na¢in odredujemo i vrednost integrala

T T r 3\ 1.(3\ V&

267V’ :zf 2e7V'd :ftl/z ‘fdt:r(—):—r(—)z—”.
fye y=2|yeVdy e 173715753
—00 0 0

Sad je lako odrediti disperziju poloZaja

2 1 2 2
Ax = (@) t2+—a2(1+ n tz)—(@) =L i 7 p
m 2 m?a* m V2 m?a*

Ocekivane vrednosti impulsa (p) i kvadrata impulsa (p?) su

<p>=fdx\y*(x,z)(—ih‘”(x'”), <p2>=fdxw*(x,r)( th)_

0x 0x?

Odredimo najpre

oY, .. 1 1 a’ks (x—ia*ke)? | —x+ia?ko
—ih— =—i " exp|———|ex . T
dx vrva 14 ,ilnar 2 2a? (1+2%) ) a?(1+ %)
ihx+ a’hk
:z—iht\y(x't)’
a (1+W)
paimamo
koh
inx+ a’hko (x—%t)
(p)= - ldx

\/ﬁfﬂ““’” o @ (1+ 5 12)

lh ay\/1+ 4t2+ )+a2hk0 -y
\/_ f a*(1+ ’m) ¢ Y
—t+ a’hky _ a’hko (1+ iW 1)
a®(1+ }ZZZ) az(l+imha2 r)

= hky.
Ostalo je jo$ da odredimo (p?). Primetimo da je

%Y (x, 1) )

2\ _ _ 32 *
(p*) = h_fdx‘l’ (x,t)( 32
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0 o0
ov oV* (x, 1) 0¥ (x, ¢t
= —R*¥*(x +h2fdx (x, ) 0¥ (x, 1
0X |_oo 0x 0x
—00

Potrazimo
e_azkg exp | — (x—ia*ky)?®  (x+id’ko)?
oV*(x,0) 0¥ (x,0) 1 a1+ ) 22120 ) | v a2k x4 iaPk
- 2(1 5 4Rt g2(] _ JhL
0x 0x Vra 1+ 22 a?(1+ 41 a2 (1--115)

2
(2

m

exp|-——— )
2 ne_ g2 2 41.2
1 ( a(1+mza4t) X +a’k

242 h2e?
\/J_Ia 1+ 22;4 a4(1+ m2u4)
te je dalje
o0 koh ,\?
n? 1 (X—Wf)
(p?y = - = fdxexp S S A— (x2+a4kg)
VI (14 i) @(1+ 55 )
[ 2
n? 1 2 n? hikoy
s - -y 2, ™M 412
= Gd s 73 fdye ((ay\/1+m2a4t + = t) +a ko)
m-a* —oo
n? 1 h2k2t? h?t?
=— |7 a4k§+ 0 +ﬁ(a2+ )
Va1 + ’72;4 m? 2 m? a?
_ 32 2

paje konac¢no

1 h
Ap=1/h2|— kz)— hkg)?2 = —.
P \/ (2612 o (ko) \/Ea

Proizvod neodredenosti koordinate i impulsa je

n2r?

/)
AXAPZE 1+W

2.27 Zaslobodnu Cesticu evolucija stanja je odredena jednacinom (2.68):

o0
R L.
W(x, t):fc(k)e—l%tﬂkxdk
—00
U pocetnom trenutku je
o0
‘I’(x,t:O):fC(k)erxdk,
—00

pa je funkcija c(k) odredena inverznom Fourier-ovom transformacijom

C(k)zifw(x,tzo)e‘ikxdx
271_00
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I II

Uy

Slika 2.2: Slika uz zadatak 2.28. X

Kada cestica postane slobodna (uzecemo da je to trenutak ¢ = 0) njeno stanje je

Y(x,t=0) = % (@)3/4 \/Exexp (_@XZ) ,

vr\ h 2h
paje
1 V2 (mw\3i4 [ mo , .
c(k)—gc/ﬁ(?) _f xexp(—gx —zkx)dx.

Ovo je Poisson-ov integral, koji se reSava pomocu par trikova koji su dati u dodatku druge glave.
Tako je ovaj integral oblika (2.247) sa p = mw/(2h) i q = ik iz Cega sledi da je

C(k)_ix/f(@)ﬁ’»/‘l—ikh 2nh (_ nk? )__i(mwn)—3/4kex (_ hkz)
2nym\ h mo \| mo P\ 2me) h P\ " 2me )

Funkcija stanja u proizvoljnom trenutku ¢ je

o0

-3/4 nk® nk?
‘I’(x,t):f—i(m;m) kexp(—zmw—i%t+ikx) dk.

—00
Ovo je opet Poisson-ov integral (ovog puta se integrali po k) s tim da su sad
n (1 N 't) ,
=—|(—+it|, =-ix,
p 2m\w 9

te je kona¢no, nakon malog sredivanja:

h

1 (mw\34  V2x mw 5
Y(x,t)=— -
w0 =—=(") (1+im)3/26"p( 2n(L+itw)

VT

2.28 U ovom zadatku potencijalna energija

0, x<0
U(x) = .
Uy, x>0

je prekidna u tacki x = 0 i skok potencijalne energije je konacan. Uo¢avamo dve oblasti u ko-
jima je potencijalna energija neprekidna, to su oblast I za x < 0 i oblast II za x > 0 (videti sliku
2.2). U svakoj od njih moZemo da reS§imo Schrédinger-ovu jednacinu a potom na granici oblasti
spojimo reSenja uslovima da su neprekidna talasna funkcija i njen prvi izvod. Tako dobijamo
reSenje u Citavom prostoru.

U oblasti I potencijalna energija je U(x) = 0 pa je Schrodinger-ova jednacina

h2 1 hz 1 7 sz
—%1//1 (x) + Ux)y1(x) = Ey(x) = —%wl (x) = Ey1(x) > y; (x) = —?1//1(36)
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Koeficijent ispred ¥1(x) na desnoj strani poslednje diferencijalne jednacine je konstantan. Pos-
to je E >0, ondaje 2mE/h? = const. = kIZ, diferencijalna jednacina postaje

" 2
vy () = —kfyi(x)
i njeno reSenje je linearna kombinacija dva nezavisna reSenja
Y= Clelqu + Cze_lklx.

Ova dva resenja opisuju Cesticu koja se krece na desno y;; = C1e'%1*, odnosno na levo Y =
Coe~f1* To vidimo ako napi$emo ukupno redenje vremenski zavisne Schrodinger-ove jed-
nacine ili ako nademo gustine verovatnoce svakog od resenja:

- = m X
J WI

oy () h ; ; k|G k| Cy?
wl ):—Im(Cike_lklxcl(ikl)elklx) :L, j‘_:_M'
0x m m m
Dakle, prvo reSenje opisuje tok verovatnoée nadesno a drugo nalevo.
U drugoj oblasti je U(x) = Uy, pa je Schrédinger-ova jednacina
2

n " hz " " 2m(E - Uy)
_ﬂwﬂ (x) + Upyu(x) = Eyy(x) = —ﬁwn ) =(E-Unyulx) =y X)) =———735—

pz Yl

Ovde uvodimo pozitivnu konstantu kIZI = 2m(E — Up)/h?. Jednaéina ima isti oblik kao i u prvoj
oblasti
Y (x) = —kjyn(x).
Njeno reSenje je
WH — Cgeik[[x + C4e—ik[[x’
tako da i u oblasti IT imamo &estice koja se kre¢u nadesno Cze’®1* i nalevo Cye” 1%, samo je
njihov impuls #ky; drugaciji nego u prvoj oblasti fik;.

a) Kad se cestica krece s leva na desno, ona dolazi iz oblasti I, reflektuje se od barijere i trans-
mituje u oblast II. To znac¢i da u ovom slu¢aju u oblasti Il nemamo reSenje koje opisuje tok
verovatnoce nadesno. Njega ¢emo izgubiti ako uzmemo da je konstanta uz odgovarajuée
reSenje jednako 0. Tako je u ovom slucaju reSenje:

Ajethix 4 pyemthix x <
vx) =

Agelknr 4 A, e=HkIX x50

Na granici x = 0 neprekidni su talasna funkcija i njen prvi izvod

Y(x=0-)=y(x=04+) } - { Al + Ay = Aj
Y'(x=0-)=vy'(x=0+) ikiAy — kiAz = ik Az

Dobili smo sistem od dve jednacine sa tri nepoznate, $to nam je sasvim dovoljno da
odredimo koeficijent refleksije koji je definisan kao odnos intenziteta reflektovane i upad-
ne struje verovatnoce

T
|]u| M Al
m
Iz sistem dobijamo
A1+A2=A3 A1:%1+%I A3
AI_AZZ%A.’%} - AZ:%I—%‘ As
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U(x) |
I 11 I
‘ E
Uo

Slika 2.3: Slika uz zadatak .

2.29. 0 a

paje konacno
2
_(a—-kn?* (VE-VE-T,
(ki+kw? \VE+VE=-T,)

b) Ako cestica naleCe s desna, onda su reSenje koje opisuje upadnu i reflektovanu cesticu
nalazi u oblasti II. Prema tome, u ovom slucaju resenje je

Bre ™ 4 Byethix x <0
y(x)=

Bgelknx 4 B eikux x5
Granic¢ni uslovi su
kn
ki By

B3 +By=By By=3(1-
= K .
1+F] By

2
k
B3—By=-1.B> By=3%

Upadna &estica je ovog puta opisana talasnom funkcijom Bye™*¥1*, dok je reflektovana
Bse'*n*_ Koeficijent refleksije je

Tiky| B3| 2

N :%2:(161—/611)2: VE-VE-Tp
[ Jul —hkll,LlB“Z By (ki+kn? \VE+VE=-U,)

Ako uporedimo dobijeni rezultat za koeficijent refleksije R sa prethodnim delom zadat-
ka, vidimo da je on isti, §to je malo neocekivano, s obzirom na klasi¢nu intuiciju. Dobili
smo da se kvantna Cestica na isti nacin reflektuje kada nailazi uz stepenicu (deo a)) i kad
ide niz nju (deo b))!

2.29 U ovom slucaju

0, x<0
Ux)={ Uy, 0<x<a.
0, x>a

imamo tri oblasti (slika 2.3): oblastima I za x < 0, oblast Il za x € (0,a) i oblast Il za x > a. U
oblasti IiIII potencijalna energija je U(x) = 0, pa Schrodinger-ova jednacina glasi

h2 " " 2mE 2
—— Vv"=Ev > =— = k°w.
> Y v =y =V v
U oblasti IT Schrédinger-ova jednacina je
h? 2m(E - Up)

5 Uy =By =y = -y = Ky



274 RESENJA 2. JEDNODIMENZIONI SISTEMI

Ovde smo uveli dve konstante

,  2mE ,  2m(E-Up)
K== K=t

U oblastima I i IIl re§enje Schrodinger-ove jednacine je linearna kombinacija dva resenja e~ i

e~ik* {J oblasti Il resenje je linearna kombinacija ravnih talasa e/X* i e~?K*, Medutim, u ovom

slucaju je zgodno reSenje napisati kao linearnu kombinaciju sin(Kx) i cos(Kx). To se vidi jer je
Yy =B oKX 4 Bée:in = Bj(cos(kx) + i sin(kx)) + By (cos(kx) — i sin(kx))
= (B} + Bj) cos(Kx) + i (B} — Bj) sin(K x)
= By cos(Kx) + By sin(Kx).
Ovde je iskoris¢ena Euler-ova formula, a na kraju su uvedne nove konstante B; i B,. U oblasti II
je zgodno napisati reSeje na ovaj nacin, jer nam u toj oblasti nisu potrebni ravni talasi, a sinus i

kosinus imaju jednostavne vrednosti kad im je argument jednak nuli, o ¢e biti slu¢aj na jednoj
granici. Prema tome, reSenje Schrédinger-ove jednacine je

Aetkx 4 A, eikx x<0
Y (x) =1 Bycos(Kx)+ Bysin(Kx), 0<x<a.

C,e'** + Cretk~, x>a

Ovde smo pretpostavili da Cestica nalece s leva pa u oblasti III nemamo cesticu koja se krece
nadesno. ReSenje ima dve granice, u x = 0i x = a, pa uslovi neprekidnosti talasne funkcije i
njenog prvog izvoda u tim tackama daju Cetiri jednacine:
w(0-)=y(0+), w(a-)=vylat),
Y'(0-)=y'(0+), y'(a-)=v'(a+),
A1+ Az =B;, Bjcos(Ka)+ Bssin(Ka) = C;eike,
ikA; —ikA, =KB,, —-B1Ksin(Ka)+ ByKcos(Ka) = C,ike*?

koje moZemo napisati u matri¢noj formi

1 1 Ar) (1 0 By cos(Ka) sin(Ka) Bi) (1 C: oiKa

ik —ikJ\ A ) Lo K )\ B ) —sin(Ka) cos(Ka) J\ B, | ik |7'°
Koeficijent transmisije je odnos transmitovane i upadne struje verovatnoce. U nasem slucaju,
to je

hk|Ci|? 2

polid MR o
ul ~ BRAE " [A
m

Dakle, potrebno je naci odnos C;/A;. Sistem napisan u matri¢noj formi omogucava da se taj
odnos relativno lako odredi:

(A1 )_( 11 )‘1( 1 0 )( cos(Ka)  sin(Ka) )‘1( 1 )C iKa
A )ik —ik 0 K J| —Ksin(Ka) Kcos(Ka) ik | 1¢

Da bi se izraCunao ovaj proizvod zgodno je znati kako izgleda inverzna matrica 2 x 2 matrice:

(a b)_l_ 1 (d —b)
c d) ad-bc\ -c a |
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U(x) :
I I I
Uy ‘
E
Up - s
Slika 2.4: Slika uz zadatak X
2.30. '
0 L
Nakon izvr§enog matricnog mnoZenja, dobijamo
A1\ _( 2kKcos(Ka)—i(K*+k?)sin(Ka) | 1 ELEPY
A |~ i(K? - K?)sin(Ka) 2kK
iz ¢ega se vidi da je
2kKcos(Ka) - i(K*+k?)sin(Ka) . ik, C1 2kK _iKa
A= Ce™"=>—= - - e ,
2kK A7 2kKcos(Ka)—i(K?+ k?)sin(Ka)

pa konac¢no dobijamo

=I5

_ 4k*K*
" 4k2K2cos?(Ka) + (K2 + k2)2sin?(Ka)

Posto je u formulaciji zadatka data energija Cestice, prisetimo se kako k i K zavise od E i kon-
acno dobijamo

1

cos2(Ka) + & ,;51]22) sin?(K a)

T_

cosz( 2m(E Uo) u) ( /E U0+ / 0) sin ( 2m(E— Uo)a)

Jos treba da pronademo energije na kojima je barijera transparentna T = 1. Taj uslov daje

T=1 = 4k*K? = 4k*K? cos*(Ka) + (K + k*)?sin®*(Ka) = (K- k*)?sin®*(Ka) =0

Posto je K # k jedino reSenje ove jednacine je
: n? (nm\2
sin(Ka) =0 > Ka=nn = E:U0+—(—) .
2m\ a

gdejen=1,2,3...

2.30 I ovaj put imamo tri oblasti u kojima je potencijal konstantan

0, x<0
Ux)={U;, 0<x<L.
Uy, x>L

U oblasti], za x < 0je U(x) = 0, Schrodinger-ova jednacina je

n? 2mE
—o W =By =yl = - v =k,
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gde je k = V2mE/h?. ReSenje ove diferencijalne jednacine je linearna kombinacija ravnih ta-
lasa efki % j g=ik1x,

U oblasti II (0 < x < L) potencijalna energija je U(x) = U} i znamo da je U; > E. Tu je Schro-
dinger-ova jednacina

n B y 2mU-E)
——yp+tUiyu=Eyn = Yyyp=—1—>——Yu=xvyu.
2m h?

Ovde smo uveli oznaku x = \/2m(U; — E)/h2. ReSenje ove jednacine je linearna kombinacija
eksponencijalne rastuce e** i opadajuce e~ funkcije ili kosinusa ch(x x) i sinusa sh(x x) hiper-
boli¢nog. Posto €e sistem jednacina reSavati Mathematica™ odabrademo prvu mogunost.

I u poslednjoj oblasti III (x > L) potencijalna energija je U(x) = U, paje

i 2m(E - Uy)
—%U/{'H + Uz = Eym = Yy = Tz Y= ~kzym.

Uveli smo oznaku k, = \/m i vidimo da su reSenja elkex j g=ik2aX  prema tome,
talasna funkcija je
Arehi¥ 4 ppemihix x <0
W (x) =4 B1e"* + Bye ™%, 0<x<L.
CietkeX 4 Coe=the™ x> [

jer Cestica nalece s leva. Sad treba da ispiSemo grani¢ne uslove u x = 0i x = L da bismo odredili

A, |2

Ay

R=

Granicni uslovi ¢e dati Cetiri jednacine i to nije dovoljno da se odredi pet konstanti koje se
pojavljuju. Medutim, nama i ne treba svih pet konstanti, interesuje nas samo odnos A,/ A; =r.
Ako napiSemo granicne uslove, a onda svaku od jednacina podelimo sa A;, dobijamo

1+r=bi+by, biel+bre™l=¢ eikel

iky—ikir =xby —xbs, bixe’l—byxe L = ¢ ikyelL,

Ovde su pored oznake r uvedene i oznake by = By/A;, by = B2/ A; i ¢; = C1/A;. Sad imamo
sistem od Cetiri jednacine sa Cetiri nepoznate i sve je spremno da nastupi Mathematica™ sa
svojom komandom Solve:

Resenja =

Solve[l + r == bl + b2 &&
Ikl -1TIklr==\[Kappal bl - \[Kappal b2 &&
bl Exp[\[Kappal L] + b2 Exp[-\[Kappal L] == c1 Exp[I k2 L] &&
bl \[Kappa] Exp[\[Kappal L] - b2 \[Kappal Exp[-\[Kappa] L] ==
cl I k2 Expl[I k2 L], {r, b1, b2, ci}]

Rezultat koji da Mathematica™ moZemo dalje iskoristiti
A2krozAl = r /. Resenjal[[1]]
a potom

FullSimplify[A2krozA1]
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¢im dobijamo
Ay (ki —kp)xch(xL) — i(ki kp +x?)sh(k L)

Ay (ki + kp)x ch(xL) + i(—k1 kp +x2) sh(x L)’
Sad se lako dobija da je koeficijent refleksije

(ki — k2)*k* ch® (kL) + (ki k2 + k%)% sh® (kL)
" (ky + ko)2k2 ch?(k L) + (ki kp +x2)2sh?(x L)

2.31 U oblasti gde je potencijalna energija beskonacna, talasna funkcija je jednaka nuli. Zbog
neprekidnosti talasne funkcije u tactkama x = 0i x = a talasna funkcija je takode nula. U oblasti
x € (0, a) potencijalna energija je U(x) = 0 pa je Schrodinger-ova jednacina

hz "
—%1// (x) = Ey(x).

Uzmimo najpre da je E < 0. Onda je E = —|E| paje

m|E|
h2

" _ 2 _ 2
v(x) = ¥(x) =x"Y(x).

Resenje ove jednacine je
KX

1//()6) = A1 er + A267

Granicni uslovi ¢(04+) =01y (a—) = 0 daju
A1 +A=0, A"+ Are ™™ =0,
§to je ekvivalentno s jednom jednacinom
Ajsh(xa) =0.

Funkcija sinus hiperboli¢ni ima jednu nulu, kada je argument funkcije nula, a posto je xa # 0,
onda gornja jednacina ima samo jedno reSenje, a to je A; = 0. Onda je i A, = 0, pa u ovom
slu¢aju Schrodinger-ova jednacina ima samo trivijalno resenje v (x) = 0.

Sli¢no je i u drugom slucaju E = 0. Tada je Schrédinger-ova jednacina

‘12 1
—_ = 0’
2 v(x)

anjeno resenje je
Y =B1x+ By.

Granic¢ni uslovi odreduju integracione konstante
w(0+) =B, =0, w(a-) =Bya+ B, =0.

Ovaj sistem ima samo jedno reSenje B} = By = 0, tako da i u ovom sluc¢aju Schrédinger-ova jed-
nacina nema netrivijalna reSenja. Inace, ovo je primer opsteg rezultata koji kaze da je uvek E =
Umin, a ovde to nije zadovoljeno. Ovde smo videli koliko su grani¢ni uslovi vazni za reSavanje
Schrédinger-ove jednacine. Diferencijalna jednacina ima reSenja, ali grani¢ni uslovi odreduju
uzu familiju funkcija koja odreduje spektar. U ovom slucaju, ispostavilo se da medu reSenjima
diferencijalne jednacine ne postoje ona koja zadovoljavaju grani¢ne uslove.
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U E U - U

0 a b L 0 ab-a b L 0 a b

Slika 2.5: Slika uz zadatak 2.32. Barijera se najpre skalira tako da se njena Sirina promeni sa L
na b— aipotom se translira za vrednost a.

2.32 Kada se Cestica mase m nalazi slobodna izmedu beskona¢nih zidova u x =0i x = L njen
spektar je diskretan

h? (nmy2
En:%(T) , n=1,2,3...
i stanja su
™ 0, x¢(0,L)
x) = .
Yn Z5in(22%), xe(0,1)

Zelimo da odredimo spektar i svojstvene funkcije za potencijal u kome se zidovi nalaze u x = a
i x = b. Najpre ¢emo promeniti Sirinu barijere sa L na b — a $to predstavlja skaliranje a potom
se izvr§i translacija za a, tako da se zidoviiz x =0ix = b—a pomere u x = ai x = b. Pri tome se
talasne funkcije promene u

0, x ¢ (a,b)

(x) = ,
¥n ﬁsin(%;“)), x€(a,b)

dok je spektar dozvoljenih energija

h2
En= 2m (bn—na)z

Ako je a = —b potencijalna energija je simetricna, pa o¢ekujemo da dobijemo simetri¢ne i an-
tisimetri¢ne talasne funkcije. Nenulti deo talasnih funkcija u tom slucaju je

2
Yp(x) =1/ =—=sin

(nn(x+b))_ 1 . (nnx nn)
2b

Vidimo da je osnovno stanje (n = 1) parna funkcije v, = cos(x/(2b))/v'b, prvo pobudeno
stanje je neparna funkcija w» = sin(mx/b)/ Vb, sledeée stanje je parno...3to je u skladu sa teo-
remom o reSenjima Schrédinger-ove jednacine za simetri¢nu potencijalnu energiju.

2.33 Potencijalna energija U(x) = aUyd(x) ima jednu prekidnu tacku x = 0 (slika 2.6) pa ovde
imamo dve oblasti (I oblast u kojoj je x <011l oblast za x > 0) i u obe je U = 0 (jer je argument
delta funkcije razlic¢it od nule) pa je
’ 2
_Z W'=E I ,
2m1// v=v U4
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Slika 2.6: Slika uz zadatak X
2.33.

gde je k = V2mE/h?. ReSenje u svakoj oblasti je linearna kombinacija ravnih talasa

) Ae'k* + Bemikx  x <0
x) = ) ; .
v Celk* 4 D= x>0

Ovde smo pretpostavili da Cestica nailazi s leva, mada bi se isti rezultat dobio kad bi se uzelo
da nailazi s desna, jer je barijera simetricna. Na granici dve oblasti potencijalna energija ima
skok koji je beskonacan i tu moramo pazljivo da vidimo $ta se deSava sa prvim izvodom talasne
funkcije. Zato ¢emo Schrédinger-ovu jednacinu

hz "
—%w (x) + aUp6 (x)y(x) = Ey(x),

integraliti u simetricnom intervalu oko tacke prekida potencijalne energije, u ovom slucaju od
—edoe:

£ 2 £ £
[—f—mw"(x)dx+fané(x)l//(x)dx:wa(x)dx.
—& —& —&
Integrale na levoj strani jednakosti lako racunamo, a integral na desnoj strani moZemo da
procenimo na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti integralnog racuna:

£

+ aUyy (0) = 2Eew (%),

n
- %W (x)
gde je X € (—¢,€). Ako uzmemo grani¢nu vrednost prethodne jednacine € — 0 dobi¢emo

2maly
72

hZ
—%(u/’(m) —'(0-) +alpy(0) =0 = y'(0+)—y'(0-) = v (0).
Zajedno sa uslovom neprekidnosti talasne funkcije ova jednacina upotpunjava granicne uslove,
na osnovu kojih odredujemo koeficijente refleksije R = |B/ A|? i transmisije T = |C/ A|?.

2maUy

7 C.

A+B=C, ikC—(ikA—ikB) =

ReSavanjem gornjeg sistema dobijamo trazene odnose i na kraju je:

2 2772
. malU) 2 man

_ m~a”ty 2772

Ro| Ztwe | __Tew _ maly
- .malUy | m2a2U2 2 2772°
1+1 e 1+ e 0 2Eh* + ma UO

2

T 1 1 2ER?
- -maUy | — ma?Uz 24 malu?’
1+1 i 1+ k2h40 2En + ma U;
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‘ X
Slika 2.7: Slika uz zadatak E

2.34. l

Mozemo da proverimo ovaj rezultat tako $to ¢emo sabrati koeficijente refleksije i transmisije.
Posto je
R+T=1.

rezultat je vrlo verovatno tacan.

2.34 Ovaj zadatak je vrlo slican prethodnom. Razlika je u tome $to koeficijent ispred delta
funkcije u potencijalnoj energiji ima suprotan znak i sad treba da odredimo vezana stanja pa je
E < 0. Dakle, u oblastima Ii II (slika 2.7) Schrédinger-ova jednacina je

2
_%wu — —|E|Uf = w// — K2’(,U,

gde je konstanta x = \/2m|E|/h?. Re$enje ove jednacine je

0
) Ae** + B e ** x<0
Yx)= 0 )
e+ De ™ x>0

a konstante B i C su uzete da su jednake 0, da talasna funkcija ne bi divergirala u —oco i +o0
respektivno. Uslov neprekidnosti talasne funkcije u x = 0 glasi glasi A = D pa je talasna funkcija

w(x) = Ae M,

Jo§ jedan granicni uslov je prekidnost prvog izvoda. Postupajuci kao u prethodnom zadatku
dobijamo

n , , , 2mp
—%(W O0+) -y (0-)-py(0)=0 = ¥ (0+) -y (0-) = —71#(0)-
sto daje
2mp
-kD-xA=- A.
K2
Zajedno sa A = D, ovaj uslov daje
_2mp
2KkA = FA

Posto je A # 0 (jer bi inace reSenje bilo trivijalno) iz prethodne jednacine dobijamo dozvoljenu
vrednost energije:
2
c= P  [2mIEl_mp mp?
n? n? n? 2h?
Spektar je vrlo jednostavan, postoji samo jedna dozvoljena energija i jedno odgovarajuce stanje.
Da bismo ga nasli, treba da odredimo konstantu A a nju nalazimo iz uslova normiranja:

=> E=—|E|=-

o0 o0 (e, 0) 1
f lw(x)Pdx=1 = f |A|Ze’2"|x|dx:2|A|2fe’2”dx:2|A|2 Te*m
—2K
—00 —00 0

o0
1
=|AP”= = 1.
0 K
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Slika 2.8: Slika uz zadatak
2.35.

Ako izaberemo najjednostavniju moguénost da je A realno, dobijamo da je talasna funkcija

,(l/(x) — \/Ee—lel — %6_%|xl.

2.35 Da bismo opisali stanje ove Cestice uo¢imo tri oblasti. U oblasti I (x < 0) potencijalna
energija je U = oo, pa je tu w1 = 0. U delu prostora od x = 0 do x = a (oblast II) potencijalna
energija je U(x) = —U i tu je potencijalna energija minimalna. Zato je E > —U. Da bi Cestica
bila u vezanom stanju potrebno je da u oblasti III (za x > a) imamo eksponecijalno opadajuce
reSenje, a za to je neophodno da bude E < 0. Napi§imo i re§imo Schrédinger-ovu jednacinu u
oblastima I i III. U oblasti II je

h? ) 2m(E +U)
—%Wﬁ(x) —Uyn(x) = Eyn(x) = yy(x) = —k*yn(x), gdeje k*= —
dok je u tre¢oj oblasti
h? 2m|E|

_%%’Hm = ~Elym(x) = g0 = ym(x),  gdejex’ = —

Stoga je talasna funkcija

0» x<0
w(x) = { Acos(kx) + Bsin(kx), 0<x<a,
0
Ce ™+ &%, x>a

Izabrali smo da je D = 0 da talasna funkcija ne bi divergirala u x = co. Neprekidnost talasne
funkcije u x = 0 daje jos jedan uslov A= 0 pa je

0, x<0
W(x) =14 Bsin(kx), 0<x<a.
Ce™*, x>a

Talasna funkcija i njen prvi izvod neprekidni su u x = a $to daje jos§ dva uslova:
Bsin(ka) = Ce ™ %,  Bkcos(ka) = —Cxe .
Kada ih podelimo, dobijemo jednu jednacinu

x = —k ctg(ka).
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Slika 2.9: Grafici funkcija Y = ~XctgXi X2+ Y2 =r?za
nekoliko razli¢itih vrednosti r.

SIE]

Ova jednacina povezuje k i x (koje zavise od energije Cestice E, dubine jame U i njene $irine
a). Da bismo videli da li postoje resenja ove jednacine uvedimo najpre bezdimenzione veli¢ine
X =kaiY =«xa. Ako prethodnu jednacinu prepiSemo preko njih, imamo

Y =-XctgX.
S druge strane, koriste¢i definicije veli¢ina k i x imamo:

,  2ma*(E+U) , 2md*|E| _ 2ma*E
Y==w VT TE TTTr_

pa zakljuc¢ujemo da X i Y zadovoljavaju

2ma?u

2, y2_
X +Y"= W

Ovo je jednacina kruznice poluprecnika r = vV2ma?U/h?. Primetimo jo$ da su X i Y pozitivni
(jer su k i x pozitivne konstante), tako da se ovaj krug nalazi u prvom kvadrantu (X, Y) ravni.
Sad je potrebno pronadi tacke u kojima se seku funkcija Y = —X ctg X i kruznica X2 + Y? =
2ma*U/h?. Funkcija Y = —X ctg X je negativna za X < /2 i prvu nulu ima u X = n/2. Ako je
/2 < X < 7 funkcija Y = —X ctg X je u prvom kvadrantu i postojace tacka preseka te funkcije
i kruZznice samo ako je polupre¢nik kruznice r > n/2. Tada imamo bar jedno vezano stanje.
Njih ¢e biti viSe ako je poluprecnik kruznice veci (Sira jama ako je vece a ili dublja jama ukoliko
je vece U). Dakle, da bi se pojavila vezana stanja dovoljno je da imamo jedno veznao stanje i
potrebno je da bude

2vV2mU

§to znaci da je minimalna Sirina potencijalne jame za koju se pojavljuje vezano stanje
nh

2V2mU

Amin =

2.36 U oblasti gde je potencijalna energija beskonacna talasna funkcija je 0. Ostatak prostora
x >0 ¢emo da podelimo na dve oblasti koje su odvojene tactkom u kojoj postoji skok potenci-
jalne energije. To je u ovom slucaju x = a. U obe oblasti potencijalna energija je nula. Trazimo
vezana stanja, pa u +oo talasna funkcija treba da je 0, a to zahteva da je E < 0. Dakle, reSenje
Schrodinger-ove jednacine je

0; x<0
w(x) = Ash(xx) + Bch(xx), O<x<a.

0
Cexp(—1<x)+D’ exp(kx), x>a
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Slika 2.10: Slika uz zadatak
2.36.

Ovde je x = \/2m|E|/h?. Pos$to je w(x = 0+) = 0 imamo i da je B = 0, $to pojednostavljuje gornji
izraz

0, x<0

Y(x) =4 Ash(xx), O<x<a.

Cexp(—xx), x>a
Neprekidnost talasne funkcije i prekidnost talasne funkcije (zbog delta funkcije) u tacki x = a
daju:

2m

Ash(xa) = Cexp(—xa), —Cxexp(—xa) — Axch(xa) = —h—zaAsh(Ka).

Iz ovih jednacina dobija se transcedentna jednacina za x
h?x
th(ka) = ————,
2ma — h?x

iz koje je mogucée odrediti x (graficki ili numericki) a onda moZzemo da nademo i energiju koja
je
K2h?
E=-——,
2m
¢ime je odredeno ono §to treba da se nade u ovom zadatku. Kad odredimo x, moZemo napisati
i talasnu funkciju. Zbog grani¢nog uslova, talasna funkcija je

0, x<0
Y(x) =4 Ash(xx), O<x<a.
Ash(ka)exp(—x(x—a)), x>a
Uslov normiranja daje jednacinu za konstantu A

o0

a
fAzshz(Kx)dx+fAzshz(Ka)eXp(—ZK(x_“)): 1= Azz\/%’
0

a

¢ime je odredena i talasna funkcija.

2.37 Talasnu funkciju atoma azota posmatraéemo u tri oblasti gde je potencijalna energija deo
po deo konstantna:

oblastl: (=b,—a), U(x)=0,
oblastll: (—a,a), U(x)="U,,
oblast III : (a,b), U(x)=0.
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U(x)
Iom L om
Up
E
Slika 2.11: Slika uz zadatak .
2.37.
37 -b —-a 0 a b

Pri tome, znamo jo§ daje w(-b+0) =0iy(b—0) =0 jer jelevo od I i desno od III potencijalna
energija beskonacna. Kad re§imo Schrédinger-ovu jednacinu u svakoj oblasti imamo:

A sin(kx) + A cos(kx), oblastl
Y (x) =1 By sh(xx)+ By ch(xx), oblastII .
Cysin(kx) + Cocos(kx), oblastIII
Ovde su uvedene oznake:
- n? B n2
a) Granicni uslovi y(—b+0) =01 (b—0) =0 odreduju dve konstante:
w(-b+0)=0 = —A;sin(kb) + Ascos(kb) =0 = A, = A;tg(kb),

w(b—-0)=0 = Cysin(kb) + Cycos(kb) =0 = C, = —-Cytg(kb),

pa se talasna funkcija moZe napisati

Asink(x+b), oblast I
W (x) =1 Bysh(kx)+ Boch(xx), oblastIl .
Csink(x—-b), oblast IIT

gde su uvedene nove konstante: A= A;/cos(kb) islicno C = C;/ cos(kb). Granicni uslovi
neprekidnosti talasne funkcije i prvog izvoda talasne funkcije u x = +a daju:

—Asink(a—b) = —B;sh(xa) + Boch(xka), Akcosk(a—b)=x«(B;ch(xa)— B;sh(xa)),
Csink(a—b) = Bysh(xa) + Boch(xa), Ckcosk(a— b)=«x(B;ch(xa)+ Bysh(kxa)),

Saberimo i oduzmimo parove jednacina u prvoj i drugoj koloni:

2By ch(xka) = (C— A)sink(a—b), 2xBssh(xa)=k(C— A)cosk(a—Db),

2By sh(xa) = (A+C)sink(a—b), 2«xBjch(xa)=k(A+C)cosk(a—Db).
Na taj nacin smo sistem od cetiri jednacine sa Cetiri nepoznate razdvojili na dva sistema
po dve jednacine. U prvoj vrsti je sistem po nepoznatim veli¢inama B, i C — A, dok je u

drugoj vrsti sistem sa nepoznatim B i A+ C. Da bi jednacine iz druge vrste bile zadovo-
ljene potrebno je da bude By =0i C = — A. Tad se prva vrsta svodi na

By ch(xa) = —Asink(a—b), xBysh(xa) = —kAcosk(a—b).
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Deljenjem ovih dveju jednacina dobijamo uslov:
kth(ka) = kctgk(a—b).

Posto k ik zavise od E ovo je zapravo uslov za energiju.

VU —Eth(\/Zm(Uo —E)%) = \/Ectg(\/ﬁ%b).

Kad energija zadovoljava ovaj uslovi, reSenje je

Asink(b + x), oblast I
p(x) = { ASEL=D ch(xx), oblastIl .
Asink(b - x), oblast III

Konstantu A moZemo da odredimo iz uslova normiranja. Kao sto vidimo, dobijeno reseje
je simetri¢no. Ako, s druge strane, uzmemo da je prva vrsta zadovoljena treba da zahte-
vamo da je B, =01i C = Aitada druga vrsta postaje

B;sh(xa) = Asink(a—b), xBjch(xa) = kAcosk(a—b).

Podelimo ove dve jednacine i dobi¢emo

xcth(ka) = kctgk(a—b) = \/UO_ECth(\/WO_E)%):\/Ectg(\/Zrn_Ea;b)'

Uz ovaj uslov za energiju ide reSenje

Asink(b + x), oblast 1
w(x) = —A% sh(xx), oblastlIl ,
—Asink(b-x), oblast III

$to je antisimetri¢no reSenje.

Razmotrimo uslove za energiju kod simetri¢nog i antisimetritiog stanja. Neka su

AEB) = VU -Eth(V2mU-B)3),  fuB) = vUo=Ecth(V2mUo-E)3 ),

a->b
g(E)=VE ctg(\/ZmET) .
Tada je uslov za simetri¢na i antisimetri¢na stanja

LE)=8(E),  fas(E)=g(E).

Funkcije fs(E) i fas(E) su opadajuce, dok je g(E) rastuca (slika 2.12). Pri tome jo§ vazi
g(E) < fs(E) < fas(E). Ako sa E; oznacimo reSenje jednacine f;(E;) = g(E;) asa E» reSenje
fas(E2) = g(E»), zbog gornje produZene jednakosti imamo da je E; < E». Zato je osnovno
stanje simetri¢no a pobudeno stanje je antisimetri¢no.
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Jfas(E)

Ei E, E

Slika 2.12: Funkcije f;(E), fas(E) i g(E). 8(E)

2.38 Cestica mase m nalazi se u osnovnom stanju izmedu beskona¢no visokih zidova koji su
na rastojanju a tako da je njena funkcija stanja

v = {\/gsin(”—ax), x€(0,a)

0, x¢(0,a)

Kad se zid pomeri, potencijalna energija se promeni, pa se menjaju i svojstvene funkcije i spek-
tar. Cestica je i dalje izmedu beskona¢nih zidova ali oni su na rastojanju 2a, tako da su svo-
jstvene funkcije i spektar energija (videti zadatak 2.32):

1 s nnx 2.2
—=sin(&2), x€(0,2a) h
Ynlx) =1 Ve (22) ) n= nzn
0, x¢(0,2a) 8ma

Da bismo odredili evoluciju potrebno je pocetno stanje razviti po bazisu svojstvenih stanja
novog hamiltonijana:

Yx) =Y catn(X).
n=1

Pomnozimo gornju jednacinu sa ¥, (x) i prointegralimo dobijeni izraz po intervalu (0,2a), ko-
riste¢i ortogonalnost svojstvenih stanja, dobijamo:

2a

2a 2a
fw,t(x)w(x)dx:f Z Cn¥ (DY p(x)dx = Z cnfw}’;(x)wn(x)dx: Z cnbnk = Ck.
0 n=1 n=1 0 n=1

Prema tome, koeficijenti ¢, su

0
_\/E sin(g—l)”—ax s1n(g+l)%‘a
ey n ] - n T (zan#2)
a\ (3-1)% Z+1)% |,
V2 onm( 1 1
=———sin— |4 -
27 2 E—l §+1
\/E 4 . nm
=—— sin —
T nt-4 2
Zan=2je
a
1 . (nx 2 . (7 1
Cr = —s1n(—) —sm(—)dx:—
a a a 2
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Prema tome, koeficijenti su

V2 __ 4 _
}7 @y n=4k-3
24 T
cp=4{ T GED8 n=ak-1 , (kelN),
\/LZ’ n=2
0, n=2k+1)
pa je dalja evolucija opisana jednacinom:
1 i 4Y2 R 1 _jiak1?
X, 1) =—=wys(x)e 2ma" + _1(0e BmaZ
wix, 0 \/sz() - k; A r g Va1

- n2 72 (4k-3)2

gt

2.39 U zadatku 2.13 smo reSavali Schrédinger-ovu jednacinu za dvodimenzioni sistem, kakav
imamo i ovde. Videli smo da se Schrodinger-ova jednacina svodi na dve nezavisne jednacine
duz x- i y-ose, da je talasna funkcija proizvod reSenja jednodimenzionih Schrodinger-ovih jed-
nacina i da je energija zbir energija koje se dobijaju u 1D slu¢ajevima. Ovde imamo Cesticu
izmedu beskonacnih zidova i znamo da je odnos Sirine i duzine jame je 1 : 2. MoZemo da
uzmemo da je potencijalna energija

0, 0<x<a 0<y<2a
Ux) =

oo, van pravougaonika

ReSavanjem Schrodinger-ove jednacine dobija se:
2.2

[2 . (nemxy [2 | (nymy h? n2m?  h? nymw
= —sm( ) —sm( ), E =— +— .
Vnsn, a a 2a 2a T om a2 2m 4a?

Prema tome, energija stanja koje opisujemo kvantnim brojevima (ny, n) je

= ﬁ (4n2 + nz)
ety T gmaz YY)
Treba da nademo dva para (7, ny) koji imaju isti zbir 4n? + ni Osnovno stanje je (1,1) i ono je
nedegenerisano. Posto je slede¢i kvantni broj n,, = 2, dobijamo da je 4n2 + nf, > 17. Prvasledeca
mogucnost je 4- 2% +2° = 20 a posto jednacina 4 + 15, = 20 ima redenje 1y, = 4, nalazimo da je
energija prvog degenerisanog stanja

5h2m?

Ep=Ej4s=—.
’ o 2ma?

2.40 Ovde imamo dvodimenzioni sistem sa dva kvantna broja (ny, n,) Cije su talasne funkcije
i energije:

2 . (ngmxy . (MyTy W,
X, :—sm( )sm( ), E :—(n +n),
wnx;ny( y) a a a nxrny zmaz X y

pa su gustine verovatnoce

nan) sin® ( nyny) .

W, (X, P = isin‘z(
0ty az a



288 RESENJA 2. JEDNODIMENZIONI SISTEMI

Y1,1(x,y)

-2
"l

Slika 2.13: Funkcije
stanja Cestice izme-
du dva beskonacna
zida.

Kvantni brojevi ny i ny su prirodni brojevi. Osnovno stanje se dobija za ny = ny, = 1, nede-
generisano je i ima najmanju moguéu energiju Ey 1 = 7’7?/(ma?). Talasna funkcija i gustina
verovatnoce su

v11(x,y) = —sm(nax)sin(n—;/), Iy, (6 )P = — sin (nax)sm (nay)

Sledeci energetski nivo je degenerisan, dobija se za (ny, ny) = (1,2) = (2,1) i talasne funkcije i
gustine verovatnoce su

TX 21 X 27
Y12(x,y) = —Sln( p )Sln( ay), ly1,2(x, )1 ——sm2( . )sin2 (Ty)
(x,y) = —Sln(znx)sin(—ﬂy) | (x, )%= Sm2(2”x)sin2(”J’)
Y215y P ) Wealny - —=J.

Drugi pobudeni nivo je nedegenerisan (ny, n,) = (2,2) energije E» » = 4h*7°/ ma?) sa talasnom
funkcijom i gustinom verovatnoce

Y2.2(x,y) = —sm(zzx)sin(z%y), lya,2(x, )1 —ismz(me)sinz(zn—y),

a

Naredni nivo je degenerisan, ima energiju Ey 3 = F3 1 = 54%n?/(ma?) a talasn funkcije i gustine
verovatnoce su:

2 wxy . (3my 2 4 o (mx\ . ,(3my
Yi13(x,y) = —sm( p )sm(T), lyq,3(x, )l —;sm (7)sm - ]

3nx\ . (wy 237X . (Y
Ys31(x,y) = —sm( p )sm(;), lys,1(x, y)I s1n (7)sm (7)

Skice talasnih funkcija i gustina verovatnoce prikazane su na slikama 2.1312.14.

2.41 Na osnovu pretpostavki zadatka vazi da je

h2 hZ
—%%(x) + U@y (x) = Exyi(x), —%w}éﬂ (X) + U)W k41 (X) = B W1 (2).



289

ly1,1(x, »)1?

/ N By =22
. X LI~ Gna?

2 0 2
ly1,2(x, )| A [y21(x, y)l
» 5h2m?
2ma?
0 [W2,2(x, Y12 40
4 &
E —_ 47727'[2
VAR X 22~ "ma?
Slika 2.14: Gusti 2 0 2
1Ka .14 sustine ly1,3(x, )l w31 (x, ) .
verovatnoce za f ¢ - 2z o2
. e _ _5
Cesticu izmedu dva y ‘ X Ei3=Es1=2""%
beskonacna zida. T S

Pomnozimo prvu jednacinu sa ¥4 (x) i drugu sa ¥ (x) i oduzmimo prvu jednacinu od druge:
2
—5 e (VL Ve YY1 () = Br = EOVkn DY),

i zatim prointegralimo dobijenu jednacinu u intervalu (a, b):

b b
hZ
—%f(W'Iéﬂ(x)i//k(x)—wZ(x)wk+1(x))dx= (Ek+1—Ek)fwk+1(x)wk(x)dx.

Dodamo i oduzmemo pod integralom w’k 1 (x)w;c(x) pa ¢emo imati

b
h? d
-5 E(w’kﬂ(x)wk(x)—W'k(x)ll/kﬂ(x))dx: (Ek+1 —Ek)filfkﬂ(x)l//k(xmx,
paje
2 b b
—%(1//'k+1(x)u/k(x)—w}c(x)wkﬂ(x)) = (Ek+1_Ek)fWk+1(x)Wk(x)dX,
a

Prvi sabirak s leve strane je 0, jer su a i b nule funkcije ¥ (x). Funkcija v (x) nema drugih nula
na intervalu (a, b), pa ¢emo bez smanjenja opstosti pretpostaviti da je unutar intervala (a, b)
funkcija pozitivna ¢ (x) > 0. To onda znaci i da je w’k(a) >01i w’k(b) < 0. Pretpostavimo da
funkcija i, (x) naintervalu [a, b] nema nula, dakle ima uvek isti znak (recimo da je pozitivna).
Pogledajmo znak leve i desne strane gornje jednacine:

b
2
—(w’k(b)wkﬂ(b) -y (@ Wk+1(a)) = (Ex+1 - Ep) f Vi1 (0 Wi (x) dx.
2m —_— \—f_.la N N —

<0 >0 >0 >0 >0 >0 >0

$to je kontradiktorno, jer je leva strana negativna a desna pozitivna. Ako pretpostavimo da je

¥ k+1(x) naintervalu [a, b] negativno, onda je

b
2
(W',C(b)wicﬂ(b)—1//§C(a)1//k+1(6l)) = (Ek+1 —Ek)flllkﬂ(x)l//k(x) dx.
—_————  ——— ﬁ,_za Taiz)_z

2m
<0 <0 >0 <0
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U(x)

Slika 2.15: Slika uz zadatak
2.42.

Sad je leva strana pozitivna, a desna negativna, 3to je opet kontradiktorno. Zaklju¢ujemo da
postoji tacka c € (a, b) u kojoj je w41 (c) =0.

2.42 Podelimo pravac duz kog se kreCe Cestica na tri oblasti (slika 2.15): oblastIje x <0, u
oblasti II je barijera i u oblast III je deo iza barijere x > a. U obastima I i III ¢estica je slobodna,
pa su tu reSenja ravni talasi. U oblasti Il uzecemo reSenje koje se dobija WKB aproksimacijom.
Stoga je talasna funkcija

Aelkx  Be~ikx x<0
X X
1 ! ! 1 ! !
- [Ip(Xldx + [Ipxhldx
Y(x)= C_e¢ "0 +—L_e"0 , 0<x<a,
[p(x)] [p(x)]
Feikx + g e ikx x>a

Ovde je k = vV2mE/h? ako je E energija s kojom Cestica nalece na barijeru. Koeficijent F smo
uzeli da je 0 jer Cestica nalece s leva (po uslovu zadatka). Grani¢ni uslovi daju Cetiri jednacine:

A+B=—Ft_+ P _C vy D _pr_ peika
v/ p0) p(0) v pla) v pla)
. . \/p© V/p© cy/ ., D L
ikA—ikB = — g()c_i_ ;()D, _ rf(ll)e Y+#672Flkelka,

gde je
a
lfl (x)ld
=— x)|dx.
Y=511"p
0

Ovde smo pretpostavili da se amplituda malo menja pod barijerom. Gornje jednacine mozeno
napisati u matri¢noj formi:

3 1 1 1,7 1_r\7!
(A ):( 1 1 ) VPO  /pO V@ Vr@ ( 1 )Feik“
B ik —ik VPO /pO) _VP@ oy VP@ ik '
Iz Iz 7 7
Koeficijent transmisije je
FI?
T=|—
A

Zato nam treba odnos F/ A, a to se moZe dobiti iz gornje matri¢ne jednakosti:

F 2ihk+\/p(0)y/p(a) o-ika

A" inky/p©)(/pO) + \/p(@)chy + 72k — p(0)3/2\/p(a)) shy

Sad ¢emo uvesti nekoliko pretpostavki koje ¢e nam omoguciti da procenimo gornji odnos. Naj-
pre uzimamo da je p(a) = p(0), odnosno da se impuls (pa time i amplituda) malo menja, a to
je pretpostavka WKB aproksimacije. Potom, uzimamo da je barijera jako visoka ili §iroka. U
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oba slucaja, imali bismo da je D — 0 a onda uslov na granici x = a daje p(a) = —ik#h. U ovoj
aproksimaciji je e¥ > e (jer je barijera dugacka) pa je

1 1
chy = =¢?, shy= =¢e’.
Y 2 v 2
Uz sve ove pretpostavke, dobijamo da je

F .
——e Ve ika
A

)

paje konac¢no
T=e.

Ovu formulu prvi je izveo Gammow i ona omogucava da se proceni koeficijent transmisije i za
vrlo sloZene barijere.

2.43 Koeficijent transmisije u WKB aproksimaciji je

B
1
T=e?, Y= %flp(x)ldx, px)=v2mU(x) - E)

gde su a i B tacke u kojima se klasi¢na Cestica zaustavalja, tako da za njih vazi U(a) = U(B) =
E. Najpre ¢emo naci te tacke. Iz oblika potenicijalne energija, jasno je da se one nalaze u
intervalima (0, a) i (b, a + b). Tako su

a E
U—=E=>a=a—,
U

a 0
+b- E
an—'B:E = f=a+b-a—.
a Uo
Sad dalje racunamo
a b a+b—an‘0
/ +b-
yh:f Zm(Uog—E)dx+f\/2m(Uo—E)dx+ f \/Zm(UO%—E)dx.
E a b

41y

Prvi i poslednji integral su jednaki, u prvom uvedemo smenu y = Upx/a—E a u treCem z =
Up(a+ b—-x)/a— E, oba integrala se svode na

Uy—E
a 2a
PI=TI=V2m f y2 —dy=v2m— U, - E)*2.
J Uo 3Up

Drugi integral je vrlo jednostavan, jer mu je podintegralna funkcija konstantna:

b
DI= f va2mUy—-Edx=+2mUy—-E)(b-a),

paje konacno

v2m(Uy— E) (g 3 4aE +b)
n 3 30U ’
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tako da je koeficijent transmisije

( 2\/2m(U0—E)(a 4aE ))
T=exp|— - - +b]|.

f 33U,

Koeficijent refleksije je

R:1—T:1—exp(—2 2rm(to - F) (E—4aE+b)).

n 33U,

2.44 Komanda DEigensysten je relativno nova u okviru Mathematica™ programa. Ona omo-
gucava da se odreduju svojstvena stanja i odgovarajuce svojstvene vrednosti za diferencijalne
operatore, a to je upravo ono §to radimo resavajuéi Schrédinger-ovu jednacinu. Sintaksa ko-
mande DEigensystem je

DEigensystem[operator, nepoznata funkcija, oblast, n]

i kao rezultat ¢emo dobiti prvih n svojstvenih vrednosti i odgovarajuéa svojstvena stanja lin-
earnog diferencijalnog operatora operator u kome figuriSe nepoznata funkcija koja je de-
finisana u domenu oblast. Pogledajmo kako to izgleda u konkternim slucajevima.

a) Harmonijski oscilator je dobro poznat sistem ¢iju smo Schrédinger-ovu jednacinu prvu
resili. Uz pomo¢ komande DEigensystem prvih pet svojstvenih energija i stanja dobi-
jamo ako u Mathematica™ komandnoj liniji napiSemo

DEigensystem[- ([HBar]~2/(2 m)) Laplacian[ulx], {x}] +
(m \[Omegal~2)/2 x~2 ulx], ulx],

{x, -\[Infinityl, \[Infinityll}, 5,

Assumptions -> [HBar] > 0 && m > O && \[Omega] > 0]

§to kao rezultat daje

{{(\[Omega] \[HBar])/2, (3 \[Omegal \[HBarl)/2,
(5 \[Omegal] \[HBar])/2, (7 \[Omega] \[HBar])/2,
(9 \[Omegal \[HBarl)/2},
{E~(-((m x~2 \[Omegal)/(2 \[HBarl))),
2 E"(-((m x~2 \[Omegal)/(2 \[HBar]))) x Sqrt[(m \[Omegal)/\[HBar]],
E~(-((m x~2 \[Omegal)/(2 \[HBarl)))
(-2 + (4 m x*2 \[Omegal)/\[HBar]),
E~(-((m x~2 \[Omegal)/(2 \[HBarl)))
(-12 x Sqrt[(m \[Omegal)/\[HBar]] +
8 x~3 ((m \[Omegal)/\[HBar])~(3/2)),
E~(-((m x~2 \[Omegal)/(2 \[HBar])))
(12 + (16 m~2 x~4 \[Omegal~2)/\[HBar]~2
- (48 m x~2 \[Omegal)/\[HBar])}}

ato su dobro poznati rezultati za kvantni harmonijski oscilator. Dobijene talasne funkcije
nizu normirane. Ako Zelimo da dobijemo normirane talasne funkcije, treba da koristimo
i opciju Method->"Normalize".

b) Da bismo ucinili komande ¢itljivijim, jednu veliku komandu ¢emo zameniti sa nekoliko
manjih. Najpre ¢emo definisati operator i grani¢ne uslove
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Operator=-( \[HBar]~2/(2 m)) Laplacian[ulx], {x}];
GrUslovi=DirichletCondition[u[x] == 0, Truel;

Kad se izvrSe ove komande, skup svojstvenih vrednosti i svojstvene funkcije dobijamo sa

{SvEnergije, SvFunkcije} =
DEigensystem[{Operator, GrUslovil}, ulx], {x, a, b}, 5];

Svojstvene energije se dobijaju kad zatraZimo SvEnergije. U konkretnom slu¢aju Math-
ematica™ daje:

{(\[Pil~2 \[HBar]~2)/(2 (-a + b)~2 m),
(2 \[Pi]~2 \[HBar]~2)/((-a + b)~2 m),
(9 \[Pil~2 \[HBar]~2)/(2 (-a + b)"2 m),
(8 \[Pi]l~2 \[HBar]~2)/((-a + b)~2 m),
(25 \[Pi]l~2 \[HBar]~2)/(2 (-a + b)"2 m)}

dok se svojstvene funkcije dobijaju sa SvFunkcije

{Sin[(\[Pi] (-a + x))/(-a + b)],
Sin[(2 \[Pi] (-a + x))/(-a + b)],
Sin[(3 \[Pi] (-a + x))/(-a + D)],
Sin[(4 \[Pi] (-a + x))/(-a + b)],
Sin[(5 \[Pi] (-a + x))/(-a + b)1}

$to su poznati rezultati.

U ovom slucaju imamo dvodimenzioni sistem. Razmotri¢emo bezdimenzionu jednaci-
nu koja se dobija ako sve konstante koje se pojavljuju stavimo da su jednake 1. Operator
i grani¢ni uslovi su

Operator=-Laplacian[ulx, yl, {x, y}1;;
GrUslovi=DirichletCondition[ul[x, y] == 0, Truel;

Pomocéu komande

{SvEnergije, SvFunkcije} = DEigensystem[{Operator, GrUslovi},
ulx, yl, {x, y} \[Element] Trianglel], 5];

dobijamo skup svojstvenih energija i svojstvenih funkcija. Svojstvene energije su
{5 \[Pi]~2, 10 \[Pi]~2, 13 \[Pi]l~2, 17 \[Pi]~2, 20 \[Pi]~2}
a svojstvene funkcije su

{8in[2 \[Pi] x] Sin[\[Pi] y] + Sin[\[Pi] x] Sin[2 \[Pi] yI,
Sin[3 \[Pi] x] Sin[\[Pi] y] - Sin[\[Pi] x] Sin[3 \[Pi] y],
Sin[3 \[Pi] x] Sin[2 \[Pi] y] + Sin[2 \[Pi] x] Sin[3 \[Pi] yI,
Sin[4 \[Pi] x] Sin[\[Pi] y] + Sin[\[Pi] x] Sin[4 \[Pi] y],
Sin[4 \[Pi] x] Sin[2 \[Pi] y] - Sin[2 \[Pi] x] Sin[4 \[Pi] yl}
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Ovaj sistem nismo egzaktno resili, mada ovo reSenje moZe da ukaZe na ideju kako bi
se to ucinilo. Mada je DEigensystem korisna komanda, ona je jo$ uvek u fazi razvoja.
Trenutno, u verziji Mathematica™ 11.0 nije u stanju da nade reSenja za neke analiticki
reSive sisteme.
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3.1 Ako posmatramo realne funkcije na kona¢nom intervalu kao vektore prva stvar koju pri-
mecujemo je da odredeni integral

B
(f. 8 =ff(x)g(x)dx,

a

kao rezultat daje broj (skalar). Da bi ova operacija bila skarni proizvod, potrebno je da budu
zadovoljeni uslovi (3.25-3.27), §to ¢emo sad proveriti.

a) Nekasu f i g funkcije i a neki realan broj. Prva osobina skalarnog proizvoda je da vazi:

(f,ag)=al(f,g.

To se lako dokazuje za gornji skalarni proizvod, na osnovu osobina integrala. Naime

B B
(f,ag) =ff(x) (ag(x))dx=aff(x)g(x)dx=a(f,g),
a a

jer je a = const. Druga osobina je

fLeo=@n"

Krenimo od

*

B B B B
&N = fg(x)f(x)dx =fg(x)*f(x)*dx=fg(x)f(x)dX=/f(x)g(x)dx= f, 8.

Ovde smo iskoristili ¢injenicu da su f i g realne funkcije, pa ih kompleksno konjugo-
vanje ne menja, kao i komutativnost podintegralih funkcija. Tre¢a osobina skalarnog
proizvoda je zahtev

(f,/)=0; akoje(f,f)=0, ondaje f=0.

295
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Ovde je f = 0 nulta funkcija koja svaku tacku intervala preslikava u 0 (odnosno f(x) = 0).
Dakle, pogledajmo najpre $ta je

B
f, f) :/f(x)zdxzo.
a

=0

Akoje (f, f) =0ondajei f(x)? = 0 za svako x, paje f = 0. Dakle, samo jedna funkcija ima
nulti skalarni proizvod sa samom sobom, a to je nulta funkcija.

Schwartz-ova nejednakost glasi:

(.8 <(f.f)-(gg.

Preko skalarnog proizvoda koji smo ispitivali u prethodnom delu zadatka, ova nejed-

nakost glasi
2

p p p
ff(x)g(x)dx < ff(x)zdx . fg(x)zdx .
[e4 a a

Schwartz-ova nejednakost se dokazuje na osnovu osobina skalarnog proizvoda. Uzmimo
neki vektor f + ag, gde su f i g nenulti vektori i a broj koji ¢éemo kasnije odrediti. Na
osnovu trece osobine skalarnog proizvoda imamo:

(f+ag f+ag) =0 = (f,.f)+a(f,g) +alg f)+a*(g.g =0.
Uzmimo daje a=—(f, g)/(g, g). Tada poslednja jednakost postaje

(f,8?% (f.8?
-2y 2 >
D=2 e

Ako gornju nejednakost pomnozimo sa (g, g) za koji znamo da je pozitivan broj (tre¢a
osobina vektora) kona¢no dobijamo traZenu nejednakost:

(f, - (g8 =(f 8>

0

3.2 Neka su A i B neki operatori a y i y proizvoljni vektori. Adjungovani operator od A se
definiSe na sledeci nacin: za bilo koje v i y vazi da je

a)

(X, Ay) = (ATy, ).
Na osnovu definicije treba da pokazemo da je (AB)" = BT A", Podimo od
(X, ABy) = (x, ABY)) = (v, Ay") = (ATy, ") = (', By) = BTy, w) = BT ATy, ).
—— —~—
/(/// X/
S druge strane, ako AB posatramo kao jedan operator, onda je
(X, ABy) = (AB)'y, ).
Ove dve jednakosti pokazuju da za bilo koje vektore vazi da je
B'A'y,w) = ARy, v
iz ¢ega sledi operatorska jednakost

(AB) =BT AT,
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b) Za adjungovani operator od A vaZzi

AW = ATy, ) =w, AT =, \AL =By, p* =)y, n* =0 AHiy),
B

paje
(AHT = A.

Ovde smo koristili drugu osobinu skalarnog proizvoda (3.26).

3.3 Trazene osobine éemo pokazati na osnovu dve osobine koje su dokazane u prethodnom
zadatku.

a) Potrazimo adjungovani operator od A+ A':
A+ AN = AT+ (AhT = AT+ 4,
a to je isto §to i polazni operator, dakle, A+ A" je hermitski.
b) Adjungovanjem pocetnog operatora imamo
(AAT)T — (AT)TAT — AAT,
iz Cega sledi da je i ovo hermitski operator.
¢) Posto je komutator [A, AT] = AAT — AT A, imamo
(4, AT = (aAT - AT AT = (aa"T — (AT AT = aAT - ATA= (4,47,
paje [A, AT] antihermitski operator.
d) Posto su Ai B hermitski operatori, vaZi daje A" = Ai B = B. Onda imamo
[A,BI" =(AB-BA)' =B'A" - ATB' = BA- AB=—-(AB-BA)=-[A Bl
Komutator dva hermitska operatora je antihermitski operator.

3.4 Neka su |¢h;) i [¢2) svojstveni vektori operatora A kojima odgovaraju razlicite svojstvene
vrednosti a; i ay:

Alpr) = ailpr), Alpz) = az|pz).

a) Razmotrimo slededi izraz:

(P11Ad1) = (P11 Ad1) = ar(P1ld1)
N——
apldy)
= (1 ATIp1) = (P1 Alp1) = (P11 AP ™ = (@r(prlp1)* = a; (111

Ovde se koristi da je AT = A i osobine skalarnog proizvoda. Na osnovu produZene jed-
nakosti imamo
(a1 —ay){p1lp1) =0 = a; = ay,
——
#0
$to znaci da je svojstvena vrednost a; € R. PoSto je a; proizvoljna svojstvena vrednost
hermitskog operatora A, onda ovo tvrdenje vaZi za sve svojstvene vrednosti.
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b) Krenimo od

(p11Ad2) = (P11 Ad2) = ar{Pp1lp2)
= (1 ATI2) = (P1 Al2) = (P2l Ap1)* = (a1 (palp1))* = aj (p21dp1)”
= a1 {P1l¢o).

Ovde se koristi da je A hermitski operator, definicija adjungovanog operatora, prva os-
obina skalarnog proizvoda i osobina dokazana u prethodnom delu ovog zadatka da je
svojstvena vrednost hermitskog operatora realna. Dakle, imamo

(a1 — az){¢p1lp2) = 0.

Posto je a; # ap onda je

(P1l2) =0,

§to znaci da su svojstvena stanja koja odgovaraju razli¢itim svojstvenim vrednostima her-
mitskog operatora medusobno ortogonalna.

3.5 Ocekivana velicina hermitskog operatora u stanju |v) je

(A = WIAIY).

a) Posto je A hermitski operator, imamo

WlAy) = AT ly) = (W Aly) = (wlAy)*,
drugim rec¢ima, (A)y, € R.

b) Delovanje hermitskog operatora A na stanje |i) dobija se vektor koji ima komponentu
duz pravca |y) i na ortogonalni pravac, ¢iji éemo ort oznaciti sa |¢):

Aly) = aly) + pld).

Ovde su a i B projekcije vektora Aly) na pravce |y) i |¢) respektivno. MnoZenjem gornje
jednacine sa (¥| dobijamo

(WlAly) = alyly) +B(yip) = a.
1 0

Prema tome, prepoznajemo da je a = (A)|y). Sad treba jo$ naci cemu je jednako f. Iz
prve jednacine imamo

Blp) = Aly) — aly).

Adjungujemo ovu jednacinu i iskoristimo da je A hermitski operator

B (Pl = (ylA-alyl,

pa pomnoZzimo poslenje dve jednacine:
1817 = ((wlA- ay]) (Aly) — aly)) = (Wl A% 1Y) = 2a(A)y) +a® = (A%)y) — (A ).

Dakle, dobili smo da je = (A A)y). Time smo pokazali da vazi jednakost

Aly) = (A W) + (AA) 1y 1)
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3.6 Klasi¢nu veli¢inu xp, treba da zamenimo operatorom koji je hermitski a kad operatore
zamenimo opservablama, treba da dobijemo polaznu veli¢inu. U ovom zadatku ¢emo opera-
tore oznacavati sa kapicama ". PoSto X i p, ne komutiraju, onda xXp, i p,X nisu isti operatori.
TraZeni operator Ce biti linearna kombinacija ova dva,

Xpx— aXPx+ PPxX,

gde su a i f realni brojevi koje ¢emo odrediti. Na osnovu principa korespodencije (kad opera-
tore zamenimo varijablama, dobijemo klasi¢an rezultat) znamo da je

a+pf=1.
Operator treba da bude hermitski, pa je
aXpx+Ppxx=(aXpy+ ﬁﬁxfc)T =apxX+Pipy = a=p,

a to zajedno s prethodnom jednacinom daje

gdejesa{, } oznacen antikomutator.

3.7 Svojstvene vrednosti dobijamo iz karakteristicne jednacine det(A— AI) = 0 koja u ovom
slu¢aju daje:

-2 i 0
i “A 0 |=0=>@B-AMA%*-1D=0=>A;,=-1,1,=1,13=3.
0 0 3-1

Svojstveni vektor |e;) koji odgovara svojstvenoj vrednosti 1, = 1 dobijamo iz

. ibl =—-a
0 1 0 a a by =ia
A|€1>=/11|61>:> -i 0 0 b1 =— bl = —id1=—b1 = 0
C1 =
0 0 3 C1 C1 3c1=¢q
pa je vektor |e;) oblika
1
le)=ay| i
0
Konstantu a; odredujemo iz uslova
1
2 . : 2 1
(erley=1=aj(1 —i 0)-| i |=1>2ai=1=> aj=—,
0 V2

paje konacno
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Na isti nacin se nalaze i svojstveni vektori za svojstvene vrednosti A, =1i A3 =3 ionisu:

1 i 1 0
|92>=E((1)), |€3>=E((1))-

Sad éemo proveriti spektralnu dekompoziciju jedinice

3
Y lexy ekl =1.
k=1

Odredujemo

3

ler) ekl = ler){e1l +|e2){ea| + |e3){es|
k=1

Ovde smo racunali tenzorski proizvod vektora vrste sa vektorom kolonom. Da se podsetimo,
tenzorski proizvod dva vektora se nalazi na sledeci nacin:

b by b by
( a, dp as )® bg = ay bz ar bg as bz
bs b3 b3 b3

a) bl ay b1 as bl
= a) bg ay bz as bg
a) b3 ay bg as b3

Sli¢no je i

3
Y Axler)(erl = A1ler){erl + Azlez)(es] + Asles){es]
k=1

$to je polazna matrica.
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3.8 Proizvoljna 2 x 2 matrica moZe se napisati u obliku
a b
A= .
[ a)
a) Onda je karakteristi¢ni polinom za ovu matricu

p) =det(A-AD =] ¢ . A

=(a-AN)(d-A1)-bc=A*>-(a+d)A+ad- bc.

b
d-A2A

b) Kada se u karakteristicnu jednacinu na mesto argumenta uvrsti polazna matrica, dobi-
jamo:

p(A) = A’ —(a+d)A+ (ad - bc)l

a b a b a b 1 0
_(C d)(c d)—(a+d)(c d)+(ad—bc)(0 1)

_[ @+bc ab+bd \ ( a*+ad ab+bd ad—bc 0
"\ ac+cd bc+d? ac+cd ad+d? 0 ad - bc

(00
Lo o)
§to je trebalo da se dokaze.
¢) Videli smo daje

A2 —(a+d)A+ (ad-bc)[=0

U ovom izrazu prepoznajemo tr(A) = a+d idet(A) = ad — bc, paje

A% = Atr(A) — Idet(A).

3.9 Prvi vektor u bazisu {1, x, x°} je p; = 1. Njega je potrebno samo normirati i dobi¢emo prvi
ortonormiran vektor ej:
p1
e =—-.
|p1l
Posto je

1
1
;11 = (p1,p1) = Efdx= L,
-1
konacno je
e = 1.

Slede¢i vektor u naSem skupu je p» = x. Najpre treba od tog vektora da oduzmemo njegovu
projekciju na pravac prvog vektora

1
1
V2 = p2—(p2,e1)e =x—(x,1)1=x—(zfxdx)-1=x,
sl

a potom da dobijeni vektor normiramo

U2
e = —.
[vz]
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Posto je

’

1
1 1
2 2
vl =, 1n)==| xdx=-
[v2]” = (v2, v2) Zf 3
-1

dobijamo da je drugi ortonormirani vektor
e = X\/g.

Tre¢i bazisni vektor je ps3 = x?. Kad od njega oduzmemo projekcije na vektore e; i e, dobijamo

1 1
1 1 1
v3 = p3— (p3, e2)ea — (p3, e1)e; = x* — (Efxgx/gdx) V3x-— (Efxzdx) 1=x*- 3

-1 -1

Ovaj vektor ima normu

1 1\? 4
|U3|2=(V3.V3)=§f(x2——) dx=—,

-1
pa dobijamo da je tre¢i ortonormirani vektor

V5

e3 = —(3x*-1).
3 2( )

Tri polinoma koja smo dobili {1, V3x,V53Bx%-1)/2} poklapaju se, do na normalizaciju, sa Le-
gendre-ovim polinomima, koji se pojavljuju kao deo reSenja svojstvenog problema operatora
momenta impulsa, tako da ¢e o njima biti reci i kasnije u ovoj knjizi.

3.10 Operator koji deluje na sledeéi nacin U,y (x) = w(x + a) pomera koordinatu iz x u x + a
pa je to operator translacije za iznos a. Najpre éemo da odredimo adjungovani operator od U,,.
Po definiciji adjungovanog operatora je

(@, Uay) = f ¢ (Uay(x))dx = f Px) Y (x+a)dx = f Plx—a)* y(x)dx

= (Ul p) = f (U;<p(x))* w(x)dx.

Ovde smo u integralu izvr§ili smenu promenljive x — x — a. 1z

f(p(x—a)*t//(x)dx:f(U;(p(x))*z//(x)dx > f(¢(x—a)—U;¢(x))*w(x)dx:0

imamo da je
Ulpx) = p(x—a).

Sad moZmo da vidimo da je

Ul0,wx0=0vx+a)=yx+a-a) =yx),
odnosno U; U, = I, §to znati da je U, unitaran operator.
3.11 Ako je &£ hermitski operator, onda vazi da je

(Zu,v)=(u, Lv).
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a) Podimo od desne strane prethodne jednacine:
d( dv
(u,ﬁfv)—(u,d—( dx) 671/)
b
—[u(x)( d ( (x)
a

b
fu(x)—( (x)dv(x))dx+fu(x)q(x)v(x)dx

a a

))+6/(x)v(X))

d

b

d dv( ) 3 dv(x) |?
fu(x)—( (x) )dx—u(x)p(x) Tx a— x p(x) x
a a

Prvi ¢lan je nula, jer je u(a) = u(b) = 0. U preostalom integralu izvr§imo jo$ jednu parci-
jalnu integraciju da bismo dobili:

b
dv(x) 3 du(x) dv(x)
fu(x)—(() )x— P ()dxd
; d
fd_( ( ) ))U( )d

b
(4 du(x)
_fdx (p(x) P )v(x)dx.

a a

=~ v p(x) ”(X)

Prema tome, imamo

b b
(4 du(x)
(u, £v) —f Ix (p(x) P )v(x)dx+fu(x)q(x)v(x)dx

—fb(i( ()d”(x))+ (x) ()) x)d
= gz PO —; u(x)q(x) | v(x)dx
=(Zu,v),

§to znaci da je £ hermitski operator.

b) Posto je £ hermitski operator, njegova svojstvena jednacina glasi

d du
Lu=2u> P (p(x)a)+(7l,—q(x))u—

a to je Sturm-Liouville-ova jednacina, koja je stoga svojstveni problem hermitskog oper-
atora.

3.12 Funkcija ¢iji je argument matrica definisana je preko odgovarajuceg Taylor-ovog razvoja

oo (k)
iz K
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U nasem slu¢aju treba odrediti e?4%

nencijalne funkcije

pa ¢emo iskoristiti dobro poznati Taylor-ov razvoj ekspo-

o (7 k 00 k
ida _ y~ ((AQ) (za)
€ - Z k! Z
k=0 k=0
Ovde smo izdvojili operacije koje se odnose na matricu. Postoji nekoliko nacina da se izracuna
poslednji izraz. Jedan nacin je da se vidi kako izgleda nekoliko prvih stepena matrice A i ako tu

postoji odredeno pravilo da se ono iskoristi i gornji izraz pojednostavi. Konkretno,

0 1\(0 1 1 0
2= = — 3 _ A2, _ _ 4 34 a2
A _(1 0)(1 0)‘(0 1)—1’ A =A"A=TA=4A  A'=AA=A=1I..
Ovde primecujemo da je

AZnZL A2n+1:A' (nEIN),

paimamo
. 00 (l'a)Zn 00 (ia)2n+1
etAa — A2n+ A
Z @2n)! ,;0 @n+1)!

2n a2n+1

—Z( " on )'I+Zl( n" YN

n=0 n=0

2n+1

2n a2n+1

_1;0( n" on )'+lAn:0( n" Zni T

=Jcosa+iAsina.

Pri samom kraju je iskori¢en razvoj kosinusa i sinusa funkcije realne promenljive. poslednja
jednakost nam omogucava da prepoznamo trazene funkcije

f(a) =cosa, gla) =isina.

Cesto se ne moze tako lako odrediti pravilo po kome se ponasaju stepeni od matrice. Ipak,
postoji opsti recept kako se oni mogu izracunati. Za to je potrebno prisetiti se spektralnog
razvoja matrice. Ako je A neka matrica i ako su |i) svojstveni vektori (i = 1,2,...,n) kojima
odgovaraju svojstvene vrednosti A; onda je

n
A=) Ailidil.
i
Kvadrat od A je

(Zﬂl Il)(ll)(zl |]>(]|) Z AiAj |l><l|]><]| Zﬂl?liﬂil-
=1

i,j=1 5
ij

Ovde je iskoriScena osobina svojstvenih vektora da oni ¢ine ortonormirani bazis (i|j) = §;j. Na
isti nacin se pokazuje da je k-ti stepen matrice A

= 3" ARyl
i=1

Sad je moguce odrediti proizvoljnu funkciju matrice A. U Taylor-ov razvoj sad moZemo da
piSemo

(k) n (k)
f=3 1 ”me vy ! UA’“I)(I,
k! i=1k=0

k=0
f)
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tako da dobijamo slikovitu formulu

n n
f(ZMi)(il) =Y fFADIDI.
i i=1

Ovo je poznata Sylvester-ova formula. Da bismo je koristili, potrebno je resiti svojstveni prob-
lem matrice. Pogledajmo kako to izgleda na primeru koji smo ve¢ uradili. Karakteristi¢na jed-
nacina matrice A je

-1 1

det(A-AI) :’ 1 -2

’:/12—1:0 > A =-1A=1.

Odgovarajuci svojstveni vektori su

|1>—i( ! ) 12) =
-2 1) _

1)

Sl -

pa je polazna matrica

/2 -1/2 /2 1/2
A—/11|1)<1|+/12|2><2|—(—1)‘(_1/2 172 )+(1)'(1/2 1/2)'

Sad je

e

iAa _ —ia( /2 -1/2 )+ei“( 1/2 1/2)

cosa isina
-1/2 1/2 1/2 1/2

isina cosa

¢ime je ponovo dobijen isti rezultat.

3.13 Treba da nademo v'M, In(M) i sin(M) gde je

Posto imamo tri razlicite funkcije, izvrSicemo spektralno razlaganje matrice M i primeni¢emo
Sylvester-ovu formulu iz prethodnog zadatka

f(ZMi)(il) =) fADII
i i=1

ReSavanjem svojstvenog problema matrice M dobijamo da su njene svojstvene vrednosti 1; =
-3, A2 = —1, A3 =5, sa svojstvenim vektorima

0 1/v2 1/v2
|1>=(1), |2>=( 0 ) |3>=( 0 )
0 -1/V2 1/v2

Dakle, matrice M se razlaZze na sleded¢i nacin:
0 0O 1/2 0 -1/2 1/2 0 1/2
M=(-3)-10 1 0 |+(-1)- 0 0 0 +5 0O 0 O
0 0O -1/2 0 1/2 1/2 0 1/2

Pre nego $to nastavimo, zgodno je proveriti gornju jednacinu. To moZemo lako da uradimo
tako Sto ¢emo videti da li je desna strana zaista jednaka M, a ako je to tacno, dobra provera je i
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dali se same matrice iz gornje jednakosti sabirajuu I (jerje }_|i)(i| = I). Ako su oba kriterijuma
zadovoljena, a jesu, moZemo da predemo na sledeéi deo zadatka. Tako je

000 1/2 0 -1/2 1/2 0 1/2
vM=v=3-10 1 0 |+v=1-] o 0o o |+v5:] o o o
000

-1/2 0 1/2 1/2 0 1/2
Vo+i g V5o
2 2
=l 0 iv3 0
v5—i 0 V5+i
2 2
0 0O 1/2 0 -1/2 1/2 0 1/2
InM=In(-3)-] 0 1 0 |+In(-1)- 0 0 0 +In5- 0O 0 O
0 0O -1/2 0 1/2 1/2 0 1/2
1n52+in 0 In5—in
= 0 im+In3 0
In5-in 0 In5+in
2 2
0 0 O 1/2 0 -1/2 1/2 0 1/2
sinM=sin(-3)-] 0 1 0 |+sin(-1)- 0 0 0 +sin5- 0 0 O
0 0 O -1/2 0 1/2 1/2 0 1/2

sin5+sin1 0 sin5-sinl

sin5—sin1 0 sin5+sin1

2 2

= 0 —sin3 0 .
2

2

Ovde je odredena i vrednost od In(—1). Na osnovu Euler-ove formule imamo da je
~-1=¢" = In(-1) = in.
Onda se lako nalazi da je
In(-3)=In((-1)-3) =In(-1) +In3 =iz +1n3.
Ostatak racuna je pravolinijski.

3.14 Elemente ortonormiranog bazisa reprezentujemo kao trodimenzionalni apsolutni bazis
(to je izomorfizam, verna reprezentacija):

i) =) ()
-3

§to nam daje prvu kolonu matrice A. Preostale dve kolone matrice A dobijamo njenim delo-
vanjem na drugi i tre¢i bazisni vektor. Na kraju se dobija da je

21
A=]1 2 .
00

Onda je

a a2 ais 1
A|1>=2|1)+|2)$ apy dyp a3 0 =2

asy asy dass 0

S O =

~ O O
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ReSavanjem svojstvenog problema ove matrice dobijaju se svojstvene vrednosti 1; =1, 1, =31i
A3 =4, a odgovarajudi svojstveni vektori su

1 1 1 1 0
lopy=—7| -1 |, lvad=—0| 1 |, lvsd=[ 0
V2 0 V2 0 1

3.15 Evolucija sistema odredena je delovanjem evolucionog operatora na pocetno stanje
W (1) = UMDl (0) = e 5y (0)).
Posto je H hermitski operator, svojstveni vektori hamiltonijana
Hln) = Epln).

Cine bazis u prostoru stanja. Ako pocetno stanje napiSemo preko svojstvenih stanja hamiltoni-
jana

lw(0)) =) cnln),
n

lako odredujemo evoluciju. Naime,

e i My ) = e Y culny = Y cpe i my = Y cpe i ),

n n n

jerje

_th & 1 i k & 1 l k _LE t

e ntlp) = I;)E (—gHt) |ny = kgbg (—%Ent) |ny = e ntnl|ny.
ReSavanjem svojstvenog problema matrice H, dobijamo da su svojstvene vrednost
/11 = hw, /12 = Zhw, /13 = 3hw, /14 =4hw

dok su odgovarajuci svojstveni vektori

1 0 0 0
0 1 1 0 1 0
)= ’ 2)= ’ 3= — , 4) = —
=\, 2=| B=— == |
0 0 i ;
Koeficijenti ¢ su
cn = (nly(0)),
ili konkretno
c L c ! c 3-1 c 3-1
1—— = 2=, 3 _, 4= ——
2V3 2V3 2v6 2V6
U trenutku 7, stanje je
| 0 i ; 1 3—i ...lol| 3=i 0
lw(n) = _ _plwt e—Zla)t + e—31wt + 8_4“”[
v 2\/§ 0 2\/§ 0 4\/§ 1 4\/5 1
0 0 i —i

Talasna funkcija je periodi¢na funkcija od vremena. U prvom sabirku zavisnost e'“! = coswt +

isinwt ima period T} = 2n/w. Periodi preostalih sabiraka su 7> = n/w, T3 = 27/(Bw) i Ty =
7/ (2w). Najmanji zajednicki sadrzalac od {T1, T, T3, T4} je T tako da se sistem u pocetno stanje
vrac¢a nakon vremena 5

7

T .
w
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3.16 Matri¢nu reprezentaciju operatora moZemo da odredimo na dva nac¢ina. Prvi nacin je da
odredimo delovanje operatora na bazisne vektore. Na primer:

All)y =22all)(1]1) —6ial2) (1]1) +6iall) (2|1) +13al2) (2|1) = 22al|l) — 6ial2),

isto tako za bazisni vektor |2) i onda se racuna na isti nacin kao u prethodnim zadacima. Drugi
nacin je da izracunamo tenzorske proizvode

1 1 0

|1><1|=(0)®(1 o):(0 0), |2><1|=((1))®(1 0):((1) 8),

|1><2|:((1))®(0 1):((1) 8), |2><2|:((1))®(0 1):(8 (1))

pa su operatori

A= 22a 6ia _( 11b 8ib C= 9¢ -3ic
"\ —-6ia 13a )’ “\ -8ib -b )’ “\3ic ¢ )

a) Da bi opservabla bila kompatibilna sa A, treba da komutira sa A. Posto je
[A,B] =0, [A,C]:—75iac( (1) (1) ),

vidimo da B jesta a C nije kompatibilna sa A.

b) Merenjem opservable A kao rezultati se mogu dobiti svojstvene vrednosti matrice A.
ReSavanjem svojstvenog problem matrice A nalazimo da su svojstvene vrednosti a; =
10ai ay = 25a. Svojstveni vektori su

|a—10a>—i( 1) |a —25a>—i(2i)
! NAWINA 2 NARNA

Posto je rezultat merenja 10a onda je nakon merenja Cestica u stanju

) = 1 1
V=5 2i )
¢) ReSavanjem svojstvenog problema matrice B dobijamo svojstvene vrednosti i vektore

1 1 1 ( 2i
by=-5by=—| . |, b, =15b) = — .
===z 5y ) mish= ()

Kao 3to vidimo, svojstveni vektori matrica A i B su jednaki. Ako je sistem u svojstvenom
stanju od A, merenjem opservable B to stanje nece biti promenjeno. Zato Ai B jesu kom-
patibilne opservable. Posto je Cestica u svojstvenom stanju opservable B, kojoj odgovara
svojstvena vrednost —5b merenje B ¢e se dati rezultat —5b.

d) ResSenje svojstvenog problema matrice C je

e = 0) = 1 i
1 = = 3

) =10¢) =
NiT; ) lca )

il )
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Cestica je u stanju koje je linearna kombinacija ova dva stanja

i 1
ly) = {aly)len) + (c2lydlc2) = —=lc1) + —=lca).
L4 (4 (4 V2 V2
Merenjem opservable C dobiée se rezultat 0 ili 10c. Verovatnoce za dobijanje pojedi-
nacnih rezultata na osnovu Born-ovog postulata su:

2 2

ver(C,0) = 'é

1 1 1
= —=50%, ver(C,10c¢) = |—| =-==50%.
2= 7" (€100 ‘\/E 2 7

3.17 Svojstvena stanja hamiltonijana H zadovoljavaju

Hly1) = E1lyy), Hlyz) = Ex|ya).

a) U zadatku 3.4 pokazano je da su svojstvena stanja hermitskog operatora koja odgovaraju
razli¢itim svojstvenim vrednostima medusobno ortogonalna. Posto je H hermitski op-
erator Cijim svojstvenim stanjima |y1) i |y2) odgovaraju razliCite svojstvene vrednosti
E, # E», onda je

(Y1ly2) =0.

b) Reprezentujmo svojstvene vektore hamiltonijana kao apsolutni bazis:

|w1>=((1)), w/2>=((1’).

U tom bazisu, opservabla A se reprezentuje kao

1 0
Alyy) =y2) :>A( 0 )=( 1 ),

0 1
Alya) =|y1) 3A( 1 )2( 0 ),

0 1
A=
(1)
Svojstvena stanja operatora A nalazimo reSavanjem svojstvenog problema matrice A (a

to je ve¢ uradeno u zadatku 3.12). Da se podsetimo, dobijene su svojstvene vrednosti
A1 =-11A, =11iodgovarajuca svojstvena stanja su:

= 1) weneL(2)

¢) Pocetno stanje je napisano u svojstvenom bazisu hamitonjana

paje

1
W(t=0)) = — (1) + W),
[W( )), \/E(le) [w2))

paje u kasnijem trenutku ¢ funkcija stanja:

|W(1)) = (e‘%Elle) +e‘%52f|w2)).

Sl -
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Verovatnoca da se u trenutku ¢ sistem nade u poc¢etnom stanju je

ver (W (1) =¥ (r=0)) = K¥(r=0)[¥ ()
2

1 _i L
=‘5(<w1|+<w2|)(e By + e () )
1 i i 2
_ ‘_(e—hElt+e—hE2t)
2
(e—%Elt + e—%Egt) (e%Elt_i_ e%Ezt)
4

3 1+cos o (BEr— Bt
= =cos8" ———
2 2n

(E1—Ey)t
h

3.18 Merenjem energije dobijen je rezultat E,, tako da se posle tog merenja sistem nalazi u
stanju |v).

a) Ocekivana vrednost od (A) u stanju |v) je

(A) = (vIAlv) = ) _(vIn)(n|Alk){k|v)
n,k

Ovde smo iskoristili ¢injenicu da je pomocu svojstvenih vektora operatora A moguce ra-
zloziti jedinicu Y, |n){n| = I. Posto je Alk) = ai|k) i {n|k) = 6 5, dobijamo da je

(A=) KvinyPay.

Dok je sistem u stanju |v) verovatnoce da se dobije rezultat a,, je

ver a(am, |v)) = (vim)|*

b) Posle merenja opservable A dobijen je rezultat a,;,, tako da se sistem nalazi u stanju |m).
To je sad pocetno stanje i odredicemo kako ono dalje evoluira. Evolucija stanja odredena
je sa .
lw(0) =) cye 15 |y).
v

Konstante ¢, odredujemo iz pocetnog uslova
lw(t=0)=Imy=) c/v) = (V'Imy=cy.
4
Stoga je stanje u kasnijem trenutku dato sa

() = Y (vimye i |v).

Verovatnoca da se u trenutku ¢ merenjem opservable A dobije isti rezultat a,, jednak je:

) 2
1
Y [vimyPe nvt
v

ver a(am, ly(0)) = [(mly(0)]* =

3.19 Skalarni proizvod na Bohr-ovoj kompaktifikaciji realne ose je

\ >—limifL *(X)px)dx
vigr=lim o1 Lw ¢ ’
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Pogledamo Cemu je jednak skalarni proizvod ravnih talasa v, (x) = e'Px

L
1 L
[\pjy=lim — [ e"'Pi*e'Pi*dx.
<pl|p]> L—oo 2L f
L

Ako je p; = pj ovaj skalarni proizvod je

L
. 1 .
(Pilpi>—L11_{Ioloﬂfdx— lim1l=1,
°L

L—oo

dokjezap; # p;

L
DN T 1 —i(pi—pj)x
pilpp = Jim 57 [ 10
-L
_ lim i l (e—i(ni—pj)L_ei(Pi—Pj)L)
L—oo 2L (p;i — pj)
sin(p; —pi)L
_ lim (pi—pj) -0
L—co (pi—pj)L

jer je brojilac ogranicena funkija u limesu L — oco. Prema tome, vidimo da je
(pilpj) =bij.
3.20 Pokazacemo ove identitete koristedi razlicite reprezentacije 6 -funkcije.

a) Identitet

f o) f(x)dx = f(0),

je jedna od najvaznijih osobina §-funkcije koja se najcesce koristi. Ovo je zapravo defini-
ciona osobina §-funkcije, a da bismo razvili intuiciju o §-funkciji i videli kako se ona
uklapa u ono $to ve¢ znamo o integralima "dokazacemo" ovu jednakost pomocu najjed-
nostavnijeg limesa d-funkcije. Pokazimo da se 6-funkcija moze uzeti kao

0(x) =1limd(x,¢€),
e—0

gde je .
1 xe(-¢¢
swo={ 5 Tel 1]
Lako se proverava da je
0o €/2
fé‘(x,e)dx: f ldle,
—00 —€/2 ¢

kao i da je u limesu € — 0 funkcija 6 (x,€) svuda 0 izuzev u x = 0 gde je beskonacna. Zato
moZemo da piSemo da je

€l2

f5(x)f(x)dx: flir%&x,e)f(x)dx:limof6(x,€)f(x)dx:lirr6f %f(x)dx.

—€/2
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Neka je F'(x) = f(x). Tada je poslednji integral

fé(x)f(x)dx—llmf ldF(x)

—€/2

€2 F(e/2) - F(—€/2)
=lim
—e/2 €0 €

= hn(l)F'(—e/Z) =F'(0) = f(0).
€—

=lim — F (x)

e—0 €

To je prva stvar koju je trebalo dokazati. PotraZimo ¢emu je jednak integral

f 6(x—a)f(x)dx.

Uvedemo smenu x—a =y paje dx =dyiondaimamo

fau—mfqu:f6WUW+aMy=ﬂm

Inace, -funkcija nije prava funkcija. Ona je zapravo raspodela i jednacina
o0
f@uUWszﬂm
o0
je njena definicija. Iz te definicije sledi (kad uzmemo daje f(x) =1)
oo
f 0(x)dx=1.

U tom smislu je 6 (x — a) druga raspodela, §(—x) tre¢a, 6’ (x) Cetvrta... Raspodele se uvek
definisu delovanjem na funkciju i mogu se posmatrati kao uopstenje dualnog vektora.
U linearnoj algebri skalarni proizvod je definisan sa (u,v) = }; u; v; gde se sumira po
svim komponentama vektora. Drugi vektor u ovoj sumi je "obi¢an" vektor, kolona, a prvi
nazivamo dualani to je vrsta. U slu¢aju funkcija, uopStenje sume je integral pa je skalarni
proizvod

(f(x),g(x))=ff*(x)g(x)dx.

Ako je dualni vektor takav da delujuéi na funkciju daje slede¢i skalarni proizvod
(60, f(x)) = f(0)

onda smo definisali §-funkciju kao dualni vektor i to je kad se napise preko integrala
izraz kojeg smo ve¢ "dokazali" a zapravo je defincija veli¢ine koju nazivamo Dirac-ov
delta funkcija.

Osobina 6(—x) = 6(x) kaze da je 6-funkcija parna. Ako je posmatramo kao raspodelu,
onda je

(6(—x),f(x))=f6(—x)f(x)dx=—f6(x)f(—x)dx
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_ f 50 f(—x)dx = £0) = (50, f(0),

¢ime je traZena osobina dokazana. Drugi nacin da dokazemo parnost d-funkcije je da
posmatramo limese koji dovode do §-funkcije. Svi ¢lanovi niza koji dovode do §-funkcije
su parni, pa je i grani¢na vredost (§-funkcija) parna.

¢) Ispitajmo osobine raspodele &' (x):
(6'), f(x) = f 8 x) fx)dx=6x)f0)|5, - f 5(x) f'(x)dx=—f'(0).

Ovde je izvrSena parcijalna integracija i iskoris¢ena osobina ¢ (+c0) = 0.

d) Izvod 6-funkcije je neparna funkcija (to i nije ¢udno jer je izvod parne funkcije nepana
funkcija, ali ipak je to -funkcija pa treba biti oprezan i proveriti). Krenimo od

(6'(=x), f(0) = f 6’ (—x) f(x)dx

= f &' (xX) f(-x)dx

df(-x)
dx

50 f=)[° - f 5) dx

) 0o df(—x) ) 0o /
—_f o(x) ) dx—_f o) f(x)dx
=f0)=-(6'x), f(x) = (6" (), f(0),

tako da je
§'(-x) = -6'(x),

§to je traZena osobina.

e) Razmotrimo sledeci izraz i izvr§imo parcijalnu integraciju

[e )

(x8' (), () = f x6' (%) f(x)dx

= x6(0) |5, - f 8 (f(0) +xf'(x)) dx = —£(0)

=—=(6(x), f(x)

$to daje trazenu jednakost
x6'(x) = =6(x).

Ovde smo pretpostavili da je funkcija f(x) takva, da u beskonacnosti izraz x4 (x) f (x) ide
u nulu.
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f) Ispitajmo kako se ponaSa raspodela 6 (bx) za b > 0:

dx

(<5(bx),f(x))=fé(bx)f(x)dx:fa(y)f(%)7

1 17
_Eﬂm_afauvumx

1
=Ewmeu»

Ovde smo uveli smenu y = bx i videli na $ta se svodi integral. Isto ¢emo postupiti i u
slu¢aju b < 0, ali tu imamo jednu bitnu razliku: granice integracije se sad menjaju, pa
imamo

Ewa.r00)= [ sonfwdx= [ owf(3) T =~ [owr(3) T

—00

1 L[
_ _l_of(o) = _E_f d(x) f(x)dx

1
=—Ewwmjuu

Ove dve jednakosti mozemo napisati u jednoj jednacini:

o(x)
S(bx) =
|b|
$to je trebalo pokazati.
g) Heaviside-ova funkcija je definisana sledecom jednakos$¢u

1, x>a

H(x—a):{ 0, x<a

1z ove definicije vidimo da kako idemo duz x-ose njena vrednost je 0 a onda u jednoj tacki
x = a skocina 1, posle Cega se ne menja. Na$ zadatak je da pokaZemo da je

0'(x—a)=6x-a).

Razmotrimo sledecu funkciju
X
fx)= f 6(x'—a)dx'.
—o0

Ako je x < a podintegralna funkcija je 0, pa je i integral 0, odnosno f(x) = 0. S druge
strane, za x > 0 argument §-funkcije je postao 0 u granicama integracije, pa je odgo-
varajuéi integral 1. Zato je za x > a vrednost funkcije f(x) = 1. Ako uporedimo f(x) i
Heaviside-ovu 8-funkcije, vidimo da su one jednake, pa mozmo da napiSemo da je

O(x—a)= f S(x'—a)dx'.

Diferencirajudi ovaj izraz po x dobijamo traZeni izraz

0'x—a) =6 -a).
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h) Integral

C
f6(x—a)dx
b

¢e biti jednak 1 ako je argument §-funkcije jednak 0 unutar intervala po kome se integrali.
U suprotnom vrednost integrala je 0. Dakle, integral je 1 ako je b < a < ¢. Razmotrimo sad
proizvod dve Heaviside-ove funkcije 6(c — a)8(a — b). Ovaj izraz je proizvod dve jedinice
ako je ¢ > aia> b (inace je 0, jer je bar jedna od Heaviside-ovih funkcija 0), a to je ista
stvar kao i produzena jednakost koja je vazila kad je integral 6-funkcije 1. Prema tome,
ove dve funkcije su jednake, odnosno mozemo da piSemo da je

fé‘(x—a) dx=0(c—a)f(a-D).
b

3.21 Skalarni proizvod (x|w) definisan je za dato stanje |y) u svakoj tacki x, tako da je to za-
pravo neka funkcija. Ta funkcija se naziva funkcija stanja w(x) = (x|y). Iskoristimo definiciju
6-funkcije, tad moZemo da piSemo da je

<x|1//>=1//(x)=fdytS(x—y)u/(y).

Posto su stanja |x) normirana na d-funkciju onda je (x|y) = 6(x — y) pa iz gornje jednakosti
imamo da je

(xly) = f Ayl () = (] f dyly) v,

Ovde smo iskoristili da (x| ne zavisi od y pa se moze izvudi ispred integrala. U poslednjoj jed-
nakosti prepoznajemo da je

f dylyyyl=1

$to predstavlja razlaganje jedinice.

3.22 Dirac-ova d-funkcija moZe se posmatrati i kao generalisana funkcija. To znaci da se ona
dobija kao limes dvoparametarskih funkcija (jedan parametar je nezavisno promenljiva x a
drugi onaj po kome se traZi grani¢na vrednost). Razmotrimo tako dvoparametarsku funkciju

2

R
e o,

o(x,a) =

[0 AV

Pokazacemo da u limesu a — 0 ova funkcija za x # 0 postaje 0, u x = 0 teZi u beskonacno,
Sirina centralnog pika se smanjuje i integral po realnoj osi je 1. Funkcije 6 (x, @) su Gauss-ove
raspodele, normirane pa je za svako a

f 0(x,a)dx=1,

centrirane oko nule, sa disperzijom (koja odreduje $irinu raspodele) Ax = v/2a/2. Kada a — 0
Sirina raspodele na kojoj je funkcija nenulta ide u nulu, dok vrednost funkcije za x = 0 postaje
jako velika. Prema tome, pokazali smo da je

2

e

RN‘R

0(x) = lim
a—0 a\/7
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Uzmimo u razmatranje sad niz funkcija

Sut) = 2 (e
mTX

Ovaj niz funkcija takode daje §-funkciju

O(x) = hm 0,(x) = lim smnx.
n—oco X

Najpre ¢emo pokazati da je
[e.o]
I, = f 0n(x)dx=1.

Uocimodajeza x>0

y=c0

[e.0]
XY s . I _ sinnx
fe YVsinnxdy =sinnx —e Y =
—X y=0 X
0
Sad je mogucée I, napisati na drugaciji nacin
oo .
sinnx sin nx
In=f dx=2f fdxfdye Ysinnx.
X
e o

Najpre smo iskoristili parnost podintegralne funkcije, a potom smo iskoristili formulu koju smo
dokazali u prethodnom redu. Sad ¢emo promeniti redosled integracije

2 o0 o0 2 o0
=—|dy | dxe*Vsi :—fd I
ﬂf yf xe ~’sinnx - vI,(y)
0 0 0

gde smo uveli pomoéni integral (koji je podintegralna funkcija integrala po y).
I(y) = fdxe_xy sinnx

Ovaj integral ¢emo izraCunati parcijalnom integracijom. Neka je u = e ™ i dv =sinnxdx

COSnXx |x¥=o°

In(y) = *y

1 1
fdxye xy—cosnx———
n

SRS

o0

fe‘xy cosnxdx.
n
0

U preostalom integralu izvr§imo jo$ jednu parcijalnu integraciju pa ¢emo dobiti

¥ sinnx|*
n

1 2
. yfdxe *Ysinnx =E—%In(y),

paje

|—

I,(y) = ——.
" 1+y—z
n

Vratimo se na ceo integral, on se sad svodi na tabli¢ni
[e.0]
2 yiee 2 n
=— —arctg— ==-—~=1L
/1 T 2
0

J’ nlo
n?




317

Integral I, se moZe relativno jednostavno izracunati na drugaciji nacin i u tome ée nam pomoc¢i
0-funkcija. Naime, primetimo najpre da je

1
; 1 ; _; 2sinnx
femkxdk: : (emx_e zkx): ]
Inx nx
-1

Stoga je nas integral

o 0o 1 1/n 1 o] 1/n
In:fSlnnxdx:‘/‘dxlfeinkXdk: f dk/_fdxeik/x: f dk/é‘(kj):l-
X 2n 2n
% o0 21 -1/n —00 —1/n

Ovde smo upotrebili gornje zapaZanje, pa smo obrnuli redosled integracije i izvr§ili smenu
promenjive k' = nk, iskoristili smo Fourier transform §-funkcije

1T
6(k)=—fdxe’kx
27r7

a poslednji korak je bio trivijalan. Na koji god nacin da smo izrac¢unali integral I, vidimo da je
on uvek 1, tako da ¢e i u limesu kad n — oo takode biti 1. Dakle, ima¢emo da je

nll_r)l(;lo 0p(x)dx=1 > [5(x)dx=1.

—00

Sirinu intervala na kome je & ,(x) razli¢ito od 0 moZemo proceniti na /7 i to tezi ka 0 kako
n — oo. Vrednost funkcije je obrnuto srazmerna sa x pa je ona u unutar intervala Sirine 7/n
srazmerna sa 7, odnosno kad je n jako veliko i vrednost funkcije oko 0 je velika. Prema tome, i
ovaj niz funkcija u grani¢cnom sluc¢aju daje 6 (x).

3.23 Odredivanje vrednosti integrala kada u podintegralnoj funkciji imamo i §-funkciju je jed-
nostavan problem. Ako je tacka u kojoj je argument §-funkcije nula unutar granica integracije,
onda je vrednost integrala jednaka ostatku podintegralne funkcije u toj tacki. Ukoliko je ar-
gument 6-funkcije nije nula unutar intervala integracije, podintegralna funkcija je nula (zbog
6-funkcije) pa je i integral jednak 0. Da vidimo to na nekoliko jednostavnih primera

1
a) [ cos(&)d(x)dx=cos0=1,
21

e’

3
b) [(xl+e9)d(x+Ddx=|-1+e=1+1
-2

o0
© [sin’(mx)6Q2x+3)dx = %sin7 37” = —%,
0 ———
36(x+3)

9
D v

6(x—1)dx =0jer tacka x = 1 ne pripada intervalu integracije.
3.24 Komutator linearnih operatora A i B definiSe se kao nov linearni operator
[A,B] = AB - BA.

Zbog toga Sto operatori ne komutiraju, ova struktura je netrivijalna.
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a)

b)

c)

d
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Komutator je antisimetrican na zamenu redosleda operatora
[A,B] = —[B, Al.
To se lako dokazuje

[A,B]=AB—-BA=—-(BA-AB)=-[B,A].

Ako je jedan od operatora u komutatoru dat kao linearna kombinacija, onda je
[aA+bB,C] = alA,C]+ b[B,C].
Posto su a i b brojevi (koji komutiraju sa operatorima) onda je
[aA+bB,C]=(aA+bB)C—-C(aA+bB)=a(AC—-CA)+b(BC—-CB)=alAC]+b[B,C].
Na isti nac¢in moZe da se dokaZe i da je

[A,bB+cC] = b[A, B] +c[A,C].

Ukoliko je jedan od operatora dat kao proizvod, tada je
[A,BC]=[A,B]IC+ B[A,C], [AB,C] = A[B,C]+[A,CI]B.
Dokazacemo prvu jednakost:

[A,BCl=ABC—-BCA=ABC-BAC+BAC-BCA=(AB-BA)C+B(AC-CA)
=[A,B]IC+ B[A,C]

Jacobi-jev identitet je sledeca relacija
[A,[B,Cl1+[B,[C,All +[C,[A,B]] =0.
Pogledajmo ¢emu je jednak prvi sabirak:
[A,[B,Cl]=[A,BC—CB]=ABC—-BCA-ACB+CBA.
Analogno su
[B,[C,All=BCA-CAB—-BAC+ ACB, [C,[A,B]]=CAB—-ABC-CBA+BAC.

Kad saberemo ove jednacine, vidimo da se na desnoj strani svi ¢lanovi potiru, ¢ime je
dokazan Jacobi-jev identitet. Uocimo sli¢nost izmedu osobina komutatora i Poisson-
ovih zagrada (zadatak 1.1).

3.25 Heisenberg-ovu algebru €ine tri operatora {x, p, C} koji zadovoljavaju komutacione rela-

cije

a)

[x,pl =iC, [x,C1=0, [p,Cl=0.
Ako je S verna reprezentacija Heisenberg-ove algebre onda vaZi

[S(x), S(p)] =iS(C), [S(x), S(C)] =0, [S(p), S(O)] =0.



319

Proverimo ove komutacione relacije

0 ¢ 0y (0 0 O 0 0 0y (O i O
[S(x),S(p)I=|10 0 O]-|0 O i|—-fO O i[-]0 O O

0 0 0J) \0O 0 O 0 0 0J) \O 0 O

0 0 -1

=10 0 O

00 O

=1i5(0).

Istovetno se pokazuju i ostali komutatori

0 ¢ 0y (0 0 & 0 o0
[S(x),S(O)]=|0 0 Of-[0 0 O]- .
0 0 0J) \0O 0 O 0 0 0J)\O 0 O 0 00

(e}

(==}

O =~
S o
o ~
oS O
Il

S O
oS O
o O

0 0 0y (O 0 & 0 0 i 0 0O 0 0 0
[S(p),S(O)]=(0 0 i|-[0 O Of- 0 o]0 0 i|= .
0 0 0J) \O 0 O 0 0 0/ \0 0O 0 0 0

o
(=)
o
(=)

b) U prostoru diferencijalbilnih funkcija f(x, p, C), verna reprezentacija p treba da zadovol-
java
[p(x), p(p)] f(x,p,C) = ip(C)f(x,p,C),
[p(x), p(O)] f(x,p,C) =0,
[p(p), p(O)] flx,p,C) =0

Provera ovakve vrste relacija je lak3a ako se napiSe i funkcija na koju operatori deluju.
Posto je ta funkcija proizvoljna, na taj nacin se ne gubi niSta od opstosti

[o), p(p)] f = px)p(p) f - p(P)p(x) f

B ((3_1 6)( 1 f) ( 1 )(af_l Gf)

~"lax " 2Pac 2%5¢c) " \ap T 2%ac)\ax " 2Pac
52 2 f 52 2

YT W T S

0x0p 20C 2 0xdC 2" dCop aC?
2 1 1 &2 1 &2 1 &2

PR Y. WA O Wi A i
apax 20C 2" 0pdC 2 0Cox 4" 0C?
af

——%—ZP(C)f

[p(x), p(O)] f=p)pC)f - pOpx)f
(6 1 of 1 of
N (a‘a%)ac ac(a‘z %)
of 1 62f o°f 1 02f o
" 0x0C 2 6C2 0Cox 2 ac2
[0(p),p(O)] f=p(P)pC)f - p(O)pp) f
(o 1 of f 1 of
B (ap 2 ac)ac ac(ap 2 ac)
*f 1 0*f 9°f 1 9°f

4pdC 270C2 0Cap 2 aCc?
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3.26 Kao §to znamo, n-to sopstveno stanje Cestice izmedu beskonacnih zidova u koordinatnoj

reprezentaciji je
2 . nnx
(xln) =y p(x) =4/ —sin—.
a a

a) U impulsnoj reprezentaciji n-to svojstveno stanje je

(o0} o0 a
(klny =ynk) = (kl_[o dx|x){x|n) =_[O dx{k|x){x|n) =Ofdx\/%e_ikx\/§sin7,

jer je van intervala (0, a) talasna funkcija jednaka 0. Dalje je

a
1 5 ;s R s N
,‘Ijn(k): [dxe—zkx(eljx_e—z7x)
0

2iyma
a a
_ 21\}% (fdxei('gf-k)x_fdxe-i('g+k)x)
0 0
_ 1 ( SN 3 5P L S LV O “)
2ivma\"} -k 0 ik 0

1 l_einn—ika l_e—inn—ika
= +

2Vma -k 2tk
\/ﬁ (1_ (_l)ne—ika .\ 1— (_l)ne—ika)

:2\/5 nn—ka nr+ka

- om(l - (—1)”e‘”“’] n

22— k22
b) Gustina verovatnoce impulsa u osnovnom stanju je

1 B dma cos? ka
(12 — k2a2)2 - (12 — k2a2)2 2’

1 (0 = a1+ ¢7%) 1+ ¢7k)

dok je u prvom pobudenom stanju

4 : 16ma sin? ka
(4m? — k2a?)? (472 — k2a?)? 2"

1772 (K)* = an (1 - e‘”‘“) (1 _ ei’m)

¢) U koordinatnoj reprezentaciji operator impulsa je p = —i/i6/9x pa je oCekivana vrednost
impulsa
a 2 'h a
(P11 :fil’i‘ (X) (i (x)dx = —l—fsinE cos X dx = 0.
/ aJ a a

Ako racunamo u impulsnoj reprezentaciji, impuls je mutiplikativan operator p = fik te
imamo

o, _ © akdk k
(p>|l>: fwl(k)th](k)dk:hf (]'[2 2 a:o,

Zk2a?)? cos

jer integralimo u simetricnom intervalu neparnu funkciju. Kao §to vidimo, bez obzira
koju reprezentaciju koristimo, dobijamo isti rezultat.
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3.27 Da bismo dokazati Baker-Campbell-Hausdorff-ovu (BCH) formulu:

¢’ Be _A—B+[AB]+ [A[AB]]+ +l[A,[A,...[A,B]...]]+

nx
razmotriéemo operatorsku funkciju
F(x) = e Be ™
Kad stavimo da je x = 1 dobijamo naSu polaznu funkciju. Ova funkcija moZe da se razvije u
Taylor-ov red po nezavisnoj veli¢ini x
[e.°]

F(x)=) ;Fn

n=0

pri ¢emu su koeficijenti u razvoju operatori F,, = F'?(0) = F,,(A, B). Potrazimo izvod funkcije
F(x)

dF
d(x) = Ae*Be " — e Be ™ A= AF(x) - F(x) A= [A,F(x)].
X
Koristeci Taylor-ova razvoj, prethodna relacija postaje
=t = —[F,, Alx" = —F,1x"= —[A, F,1x",
Z _1)' n n;o I’l![ n ] n;o n! n+l1 ’;0 n![ n]

iz ¢ega sledi rekurentna relacija
Fni1 = [A, Fpl.

Da bismo dobili ¢lanove F;, iz ove relacije dovoljno nam je da znamo jedan ¢lan, a prvi lako
nalazimo Fy = F(x = 0) = B. Onda su

Fr=1[A Fl=1[AB], F,=[AR]=[A[ABl, ... Fu=[AlA...[AB]...]]
—_—
nx
Kad stavimo da je x = 1, izjednacavajuci funkciju i njen Taylor-ov razvoj dobijamo
1
eBe™ =B+ A, B]+ [A [A,Bll+--+—=[AIA,...[AB]...11+
nx

$to je i trebalo dokazati.
3.28 Razmotrimo operatorsku funkciju

Gx) = "B,
Izvod ove funkcije po promenljivoj x je

dG(x)

dx
— AexA exB + exABe—xA exA exB

— AexA exB + exABexB

— (A+ exABe—xA)eerxB
=(A+e*Be™*Gx)
Primenom Baker-Campbell-Hausdorff-ove formule, koriste¢i osobinu da je [A, [A, B]] = 0 ima-

mo daje
e* Be ™4 = B+ x[A, B).
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Prema tome, dobijamo da je
dG(x)
dx
Resenje ove diferencijalne jednacine je

=(A+ B+ x[A, B])G(x).

G(x) = p(ATB)x+5x*[A,B]
Kad stavimo da je x = 1, dobijamo
G(1) = efeB = p(A+B)+3[AB]
§to je i trebalo pokazati.

N

3.29 ‘Clock’ 71 ‘shift’ i matrice su n x n matrice definisane kao

1 0 0 ... 0 0 01 0 .. 0 0
0 g 0 0 0 0 0 1 . 0 0
10 0 g* . 0 0 . lo o o . 0 o
v: . ’ u: . .
0 0 0 . g"% o0 00 0 . 0 1
0 0 0 .. 0 g™t 1 0 0 0

gde je g =exp(2ni/n).

a) Relacija [, 7] = (g — 1) {1 ekvivalentna je sa

.:>

[, 0] = 4D — 0l =(q—1)00 = 4D =qd

Proveri¢emo poslednju relaciju tako §to éemo izracunati 219 i D1

01 0 .. 0 O (1L 0 0 .. 0 0

0 0 1 . 0 o|lfo g o . o0 0
. ]lo o o . 0 o|]|0o 0 4> . O 0
uv = .

0 0 0 0 1/f{o o o qg" 0

1 0 0 0 0 0 0 0 g"!

0 g O 0 0

0 0 g 0 0
o 0o o 0 o0

0 0 0 . 0 g™!

1 0 0 ... 0 0

0 1 0 0 0

0 0 ¢ 0 o0

0 0 0 0 0
=q

0 0 0 0 g"*?

gt o0 o0 0 0
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1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 g O 0 0 0 0 1 0 0
. |lo 0 ¢4? 0 0 0 0 0 0 0
vu=
0 0 0 qg"2 o 0 0 0 1
0 0 0 0 qg"'J\1 0 o 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0
[ o o 0 0
0 0 0 0 qg"?
gt o0 o 0 0

Dakle, ta¢na je jednakost

b = qoi.

b) Relacije ot = a7 'i ot = p71 znadi da su clock i shift matrice unitarne. Provericemo da

lisu 2174 i 97 jednaki jedini¢noj matrici. Zato éemo najpre adjungovati matrice i i 0.
Primetimo i da je

;27

q* — (617)* — e—i%” — q—l — qn—I.

Zato su

01 0 o o\l (0 o o 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

+ 10 0o o 0 0 01 0 0 0

u = =
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 o o\ (1 o o 0 0
0 g 0 0 0 0 g"' o 0 0

sto |00 q° 0 o | _|o o q"? 0 0
0 0 0 g% o 0 0 0 g> 0
0 0 0 0 g™t 0 0 0 0 g

Sad nije teSko proveriti da je
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¢) Izracunajmo kvadrat shift matrice

0 1
0 O

o o o ~ O
oSO o o o o

0
1

O -

—

oS O

0
0

RESENJA 3. INTERMECO: FORMALIZAM

0 0y (0O 1 O 0 O
0 0110 0 1 (U
0 010 0 O (]
0 1110 0 O 0 1
0 0oj\1 0 O 0

0 (U

1 0 O

0 0 O

0 0 O

0 0 O

Sad vidimo zasto se ova matrica zove shift. Ona pomera red jedinica duz dve dijagonale
na kojima su jedinice za jedno mesto. Kad se to uradi jo$ n — 2 puta donja dijagonala ¢e
se poklopiti sa glavnom dijagonalom i dobi¢emo jedini¢nu matricu. Clok matrica ima
samo dijagonalne ¢lanove, pa njen n-ti stepen mozmo odmah da racunamo

1
0
0

0
0

0 0o ... 0 0
q" 0 . 0 0
0 0 q—2n 0
0 0 .. 0 g™

a to je jedini¢na matrica jer je g = 1 pa su svi ¢lanovi na dijagonali jednaki 1. Dakle,

kona¢no imamo

a"=0"=1I

3.30 Moyal-ov ili x-proizvod definisan je sa

—

.h — —
flx,p)*g(x,p) = f(x, p)exp (%(axap - 0p6x)) g(x, p).

Strelica iznad izvoda pokazuje na $ta izvod deluje.

a) x-komutator funkcija xi p je

[X,plx =X*p—p*xXx

= xexp (?(6)66,[, —dpdx)) p—pexp (?(6)66,[, —a,,ax)) X.

Razmotrimo eksponencijalni operator koji se javlja u definiciji Moyal-ovog proizvoda.

Njegov Taylor-ov razvoj je

exp(;(axap —apax)) =1+ (?(axap —apax)) + 3 (?(axa,, —apax)) +...
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Posto taj operator deluje na x i p, koji su linearne funkcije u faznom prostoru, samo ¢e
prva dva ¢lana dati netrivijalan doprinos (visi ¢lanovi sadrze viSe izvode, a oni deluju na
linearnu funkciju tako $to daju 0). Zato je

—

.h —— —— .h ——
[x,p]*=x(l+(%(axap—apax)))p—p(1+(%(axap—apax)))x

N in ( ih)

=X _ X——

Prom\Pr o
=ih,

§to je trebalo dokazati. Ovde su x i p fazne koordinate, pa medusobno komutiraju, ali je

kao $to smo videli u ovom zadatku, njihov *- proizvod nekomutativan.

b) Posto nas interesuje rezultat do kvadrati¢nog ¢lana po 7, dovoljno je da u razvoju ekspo-
nenta u Moyal-ovom proizodu uzmemo samo prva dva sabirka.

S S
[, gls =f(1+ (%(axap—apax)))g—g(u (%(axap—apax)))ﬁ o)

ih(0f 95 _9/%8) . ih(980] I8}, o
2 \0xdp O0pox 0x0p Opox
= ih{f,g}p, + O1*).

=fg+ 5

¢) Fourirer transform funkcije f(x, p) definisane u faznom prostoru je

~ 1 . .
flg,n= Efdxdpe_”’xe”’yf(x, ),

dok je inverzna Fourier-ova transformacija

1 o
fup) =5 [ dadye e v fg, .

Sad ¢emo u izraz koji definiSe Moyal-ov proizvod f * g funkcije f i g napisati preko nji-

hovog Fourier transforma:

1
(2m)?

exp (%(a‘_xi} - é_,,a—;)) e emiPZ5(k, 2).

Fop)* gl p) = f dqdydkdze' ™ e f(q, )

Posto se koordinate x i p pojavljuju samo u faznim faktorima, izracunajmo kako ek-
sponecijalni diferencijalni operator deluje na njih.

N i == ==\
F: eque_lpyexp(g(axap_apax)) elkxe_lpz
. i X 1 (] —— —— n ik :
= eque_’py Z E (E(axap _apax)) el xe—lpz
n=0 "%
X (i " ik i
= /% PYy — (_((iq)(—iz) - (—iy)(ik))) elkxgmirz
n=o n\2
_ eiqxe_ipye%(qz—yk)eikxe—ipz'

Dakle, imao da je

1
(2m)?

(x,p) * g(x,p) = dgdydkdzf(qg, )eiqxe_ipye%(qz_yk)eikxe_ipz~(k,z).
p)*x g8, p qay q,y 8
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Uradimo sledece smene

!/ ! ! !/
i, k=9 _y, y=1+z’, z=L 7.

1= 2 2 2

jakobijan ove transfomracije je 1, paje dqdydkdz = dq'dy'dk'dz'. Nakon smene dobi-
jamo:

f(x’p)*g(x’p) (2 )Zqu dy dk dz/ iq’xe_ipy’
!

];(l + k',L +z’) eé(’“’y""’@g(i - k',ﬂ —z').
2 2 2 2

S druge strane, leva strana poslednje jednac¢nine se moZe napisati i preko Fourier-ovog
transforma

fxglx,p) = —qu dy'e iq'x g ’py’ff;é(q/,y'),

tako da prepoznajemo

frglqy= —fdkdzf +ky+z)ez(ky qz)g(q kX_Z)

Ova formula moZe da se iskoristi i kao nac¢in definisanja Moyal-ovog proizvoda.

3.31 Neka je 1((x) osnovno stanje Schrodinger-ove jednacine. Neodredenost potencijalne en-
ergije do na konstantu omoguéava nam da bez gubljenja opStosti izaberemo da je energija os-
novnog stanja Eyp = 0. Onda se Schrédinger-ova jednacina za osnovno stanje svodi na

hZ
——my/(’)’(x) + U1 (0)yo(x) =0,

tako da je potencijalna energija povezana sa talasnom funkcijom osnovnog stanja

2 M
Ul(x):h—%(X)_
2myo(x)

a) Sad éemo pokazati da je moguce faktorisati hamiltonijan preko kreacionog A" i anihila-
cionog A operatora

i nh d i hod
A=W - —p=Wx) - A=W (x)+ =W(x)+ —,
V2m p= V2 m dx \/2mp V2m dx
tako da je
H, = ATA.

Pretpostavimo da je to moguce i tad imamo

Hyy = AT Ay
( (m——llnﬁJ(MWMWuD+ h w%m)
vV2md v2m
= W(x)*p(x) + f W(x)y' (x) - iW’(x)u/(x) - iW(x)u/(x) - h—zw”(x)
v2m v2m vV2m 2m
=—E%Wm+wuf—llwhﬂwm
2m V2m
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Ovo ¢e biti leva strana Schrddinger-ove jednacine ako je

h
Uy (%) = W) - —W'(x).
' va2m
Ovo je Riccati-jeva diferencijalna jednacina. Ako je poznata potencijalna energija, odre-
divanje superpotencijala W (x) iz gornje jednacine je jednako komplikovan problem kao
i reSavanje Schrodinger-ove jednacine.

b) Uvodenje superpotencijala je ipak korisna stvar. Primetimo najpre da se za osnovno
stanje (Cija je energija Ey = 0) Schrodinger-ova jednacina u faktorisanoj formi svodi na

Hiypo=0= AT Ayy=0= Ayy=0

h
=>W +——Yy(x) =0
(X)wo(x) _meo(x)
RTVNEY

V2m wo(x)
Ovo je trazena veza izmedu superpotencijala i talasne funkcije osnovnog stanja. Posto je

to diferencijalna jednacina prvog reda, ako je poznat superpotencijal moze se odrediti i
osnovno stanje.

=>W(x)=-

Neka je
H, = AAT,

supersimetricni partner hamiltonijana H;. Oni zajedno ¢ine supersimetri¢ni hamiltonijan

(H 0
H_(O Hz)'

Anihilacioni i kreacioni operator definisu "fermionske" operatore

) wefp )

¢) Sad ¢emo odrediti komutacione i antikomutacione relacije unutar algebre koju ¢ine op-
eratori H, Q, i QF.

=" ) o3 " )= (aaralana o0
=" )l §)-l )" )= )=
ea=2(2 9% 9)-o
oa}=z[) )0 4o

e A [ R A [ G B

Ovakva struktura se naziva supersimetri¢na algebra.
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Sad ¢emo prodiskutovati odnos spektra hamiltonijana H; i njegovog supersimetri¢nog
partnera H,.

Hyy = AATy
= (W(x) A i) (W(x)w(x) - iw’(x))
vV2m dx v2m
= W(x)*p(x) - LW(x)w’(x) o W )y (x) + h W)y’ (x) — h—zw”(x)
v2m v2m v2m 2m
= —h—zu/’(x) +|W(x)?+ iW’(x))z//(x).
2m v2m

Dakle, H, je takode hamiltonijan, sa potencijalnom energijom

n
Up(x) = W(x)* + ——=W'(x).
vam
Da vidimo kakav je odnos spektara operatora H; i H,. Videli smo ranije da je energija
osnovnog stanja hamiltonijana H;: E(()D = 0. Ostala stanja imaju energiju koja je pozitivna
ivazidaje
1 D, 0
Hyl) =y

Isto tako i H, ima svoj spektar

2 2 2
Hay? = By

Sad je vreme da poveZemo ta dva spektra. Uocimo da je
1 (A7) = ATAATYD = AT oy ® = ATEL YD = EP (aTy?),

iy (Ap0) = A4 Ay = AH D = AEDy D = ED (ay ).
Dakle, svojstvene vrednosti hamiltonijana H; su E ,(12) (za stanja AW/%Z)) dok su svojstvene

vrednosti od H, su E,(ql) (odgovaraju im stanja Aw(nl)). Zbog toga spektri su isti, s jednom

razlikom. Za osnovno stanje prvog hamiltonijana vaZi da je Au/(lo) = 0. To bi znacilo da

reSenje svojstvenog problema od Hj u svom spektru nema resenje Au/(lo) (jer je to trivi-
jalno reSenje, talasna funkcija je nula) tako da spektar drugog hamiltonijana pocinje sa
prvim pobudenim stanjem prvog hamiltonijana (slika 3.1). Iz gornjih relacija vidimo da

je

LAy, P = ——apD (.

1
[-2) &) n
En En+1

I za kraj razmotrimo supersimetri¢ne partnere za harmonijski oscilator sopstvene frek-
vencije w i beskona¢no duboku potencijalnu jamu §irine a. Kad je Cestica mase m u
potencijalu harmonijskog oscilatora taj je

1 2 1 1
E=0, E?=E i )=

n+1’

1 1
U, = Emwzx2 - —hw.

Ovde smo dodali konstantan ¢lan potencijalnoj energiji da bi energija osnovnog stanja
bila Ey = 0. Osnovno stanje je

wo(x) = (n—)lM exp (—_wa) :
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o )
Ey E;
A
ED 7N E@
2 \_/ 1
At
EW E®
Slika 3.1: Spektri od H; i njemu supersimetri- E((,l) -
¢nog partnera Ho.
gp H H

Superpotencijal harmonijskog oscilatora je

W Yo) Rk dinyy _ mo
T VZmwoe®  vam dx V2

Potencijalna energija supersimetri¢nog partnera je

7} 1 1
U= W(x)?+ —W'(x) = Emwzx2 + Eha),

v2m

$to je potencijalna energija harmonijskog oscilatora koji je u odnosu na H; pomeren za
hw. Vidimo da je supersimetri¢ni partner harmonijskog oscilatora opet harmonijski os-
cilator. Ova osobina se naziva invarijntnost oblika potencijala. Kreacioni i anihilacioni
operatori su standardni operatori o kojima e biti reci u lekciji o harmonijskog oscilatora
na kraju trece glave.

Razmotrimo jos§ i ¢esticu izmedu beskonac¢nih zidova koji su u x = 01i x = a. Svojstvene

uj a a ’

inulainace. Spektar je E;, = K22 n?/(2ma?). Osnovno stanje je £y = W%/ (2ma®). Dabi
energija osnovnog stanja bila jednaka 0, razmotrimo potencijalnu energiju:

{ _Er e 0,a)

2ma?’

Uy =
oo, x¢(0,a)

Odgovarajuc¢i hamiltonijan ima osnovno stanje

()—ﬁ' =
Wo(x) = asma,

iz ¢ega nalazimo superpotencijal u oblasti x € (0, a)

PR N N P
T T VZmvo®  Vama ®a

Supersimetri¢ni partner ima potencijalnu energiju

Us(x) = W(x)? + LW'(x) =U;(x) +\/£hW'(x) = ﬁ 2z -1
2= Vom - m T 2ma? sinz"—ax '

Za ovu potencijalnu energiju (konstata se moze odbaciti), spektar je

22 (n+ 1)2
E,=— "7 p=123..

2ma?
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Kreacioni i anihilacioni operator su

¥ n n tx d n o (n nx d
Al=—— g— — A=———|—-ctg— - —|,

V2m dx)’ VvV2m\a a dx
pa je npr. osnovno stanje hamiltonijana H,
/2 nx d 2nx 2 X
(2) ( g———)sin—=—2 —sin®* =,
a dx a 3a a

u intervalu (0, a) i 0 van njega.

3.32 Vremenski zavisna Schrédinger-ova jednacina ima oblik
.. 0
zha\lf(x, HN=Ht¥(x,1).

Operator evolucije U(t, fp) prevodi stanje iz trenutka W (x, tp) u stanje u trenutku W (x, f)
Y(x, 1) =U(t, 1) ¥(x, to),

paje
0
iha_t Ul(t, 1) ¥ (x, o) = HOU(t, 1) ¥ (x, to).

Posto je pocCetno stanje proizvoljno, gornju jednakost moZemo da napiSemo kao jednacinu za
Ul(t, tp):

.. 0
lhEU(t’ to) = H(OU(, tp).

To je diferencijalna jednacina koju zadovoljava U(t, fy). Pocetni uslov koji zadovoljava U (¢, tp)
je trivijalan
Ul(tp, o) =1

jer je u pocetnom trenutku operator koji prevodi poetno stanje u trenutno stanje zapravo je-
dini¢ni operator.

Sad razmotrimo resenje. Ono zaista zadovoljava pocetni uslov U(ty, fp) = 1 jer su svi inte-
grali 0, poSto su gornja i donja granica jednake. Diferenciranjem reSenja iz formulacije zadatka
dobijamo

0

fdl’lH(tl)fdl'zH(tg)

0
U(l’ fy) = (1+—fdt1H(l’1)+ h)z

(h)3fdl'lH(tl)fdl’zH(l’z)[dl’g,H(tg)+ )

H(l’)fdtgH(l’z)[dl’gH(tg)+

ih (

1 1
_EH(I) (1+%%/dt1H(t1)+ h)zfdtlH(tl)fdtzH(lg)-i- )

1
= EH(UU(I’ 1p).

Prema tome U (¢, ) je reSenje vremenski zavisne Schrédinger-ove jednacine.
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3.33 Kreacioni i anihilacioni operator zadovoljavaju komutacionu relaciju
[a,a']=1.

To se lako pokazuje ako krenemo od definicije ovih operatora

1 1
_ . T_ .
a=—mwx+ip), a'=——(mwx—ip).
V2mhw ( p) 2mhw ( p)
Onda je
la,a'l = ;(mwx+ip),;(mwx—ip)
2mhw V2mhw
_ 1 2 2 . .
= ohe m-w” [x,x] —imw [x, pl +imw [p, x] + [p, p]
0 ih —in 0

a) Da bismo odredili komutator [a”, aT] pogleda¢emo ¢emu je jednak za nekoliko konkret-
nih vrednosti n. Tako se za n = 1 svodi na komutacionu relaciju anihilacionog i krea-
cionog operatora i tad je jednak 1. Zan =2 je

[az,cf] = a[a,aT] + [a,aT] a=a+a=2a,

za n =3 imamo
[ag’,aT] =a [az,aT] + [a, aT] a’=2a® + a® =3a’.
Na osnovu ovih nekoliko primera mozemo da pretpostavimo da je

a”,aT] =na".

Dokazimo ovu formulu principo matematicke indukcije. Za n =1 smo ve¢ dokazali is-
pravnost ove formule. Pretpostavimo da vazi za n i dokazimo da je tacna za n + 1.

a"“,a*] =a [a”,a*] + [a, aT] a"=anad" '+ad*=m+1)d", v
¢ime je dokazana pretpostavljena formula.

b) Ovaj zadatak se radi na isti nacin kao i prethodni i dobija se

T)n

=n(aH" L.

[a,(a

c) Zan=1je
la,N] = [a,a' al = a'la,a + [a,a"la=a,

kad je n =2 onda je
(a®,N] = ala, N] + [a,N]a = a* + a® = 2a°.
Dalje, za n = 3 dobijamo
[a®,N] = ala®, N + [a, N]a® = 2a® + a® = 3a®

pa se namece pretpostavka
[a", N]=na".
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Za n =1 smo vec videli da je tacna, sad proverimo daiz n = n+1.
(@™ N]=ala® N]+[a Nla" =ana" +a" ' =mn+1)a"'.v
Poslednju jednakost smo mogli da pokaZemo i koristeéi rezultat pod b). Naime,

(@, N1 =[a"Y a'al = a' [a", al +[a", aNa= (n+1)a".
—

0 (n+1)a”

3.34 Ocekivane vrednosti (x), (x?), (p), (p?) mogu se odrediti u koordinatnoj (ili impulsnoj
reprezentaciji) i tad se svode na integrale Hermite-ovih polinoma. Sad ¢emo videti da se po-
moéu operatore kreacije i anihilacije ovi izrazi mnogo lak$e ra¢unaju. Videli smo dasu ai a'

a=—L1 (mwx+ip), a'= L (mwx—ip).
2mhw V2mhw

Invertujemo ove relacije, odnosno napisimo % i p preko @i a':
N n At oA .. [mhow At A
X= (a +a), p=i (a —a).
2mw 2

(x) =(n|x|n)

Sad imamo da su

h A
= (n|la' + aln)
2mw

h AT A
=\ gl allmy +enlaim) )

2mw
Vvn+lln+1) Vvnln-1)

Vidimo da je ovaj rezultat 0. Posto su bra i ket isto stanje 7, a vidimo da @' podizZe ket stanje za
jedan, dok ga 4 smanjuje za jedan, nenulti doprinos ¢e davati kombinacije kreacionih i ani-
hilacionih operatora koji prevedu n u n, a to su proizvodi koji sadrze isti broj kreacionih i
anihilacionih operatora. Posto su koordinata i impuls linearni po kreacionih i anihilacionim
operatorima, onda ée doprinos imati samo parni stepeni od % i p. Odredimo (x?).

(x%) = (n|&*|n)

h
= ——(nl@"+a®In)
2mw
h 0 0
:M( ATy + (nlatalny + (niaa'ing + <nlaamy” )

h
=——(~2n+1).
2mw

Ovde je na samom kraju uoéeno da je N = a'a. Posto je N|n) = n|n) onda je (nla'aln) = n.
Sli¢no, vidimo da je

paje(nlaa’|ny = (n|N+1|n) = n+1.
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Ocekivane vrednosti {(p) i (p?), pouceni prethodnim iskustvima, moZemo da izratunamo
malo brze. Odmah vidimo da je

n
(py = (niplny =iy m2w<n|(a*—a)|n> =0,

(p* = (nlp?In)

dok je

n
=—m2“’<n|(a*—a)2|n>

n
= - (~¢niat aim) ~ nlaam)

mhw
= T(2n+ 1).

Disperzije su

n mhw
— S22y (N2 = — 2y _(py2 — 4 | 2
Ax (x2) —(x) \/ PY— 2n+1), Ap =\/{p?) —(p \/ 2 2n+1),

1
AxAp:h(n+5).

paje

Ovaj izraz je u skladu sa relacijama neodredenosti izmedu koordinate i impulsa, a najmanji je
kad je n =0, odnosno kad je sistem u osnovnom stanju.

3.35 Osnovno stanje harmonijskog oscilatora zadovoljava

al0y=0 = (\ /@xﬂ/ii)y/om = 0.
2h 2mw dx

Ova diferencijalna jednacina razdvaja promenljive

d mw
%S) - _$de = Inyolx) = _Z_;sz +InC = yo(x) = Ce™ ¥,

Konstantu C odredujemo iz uslova da je talasna funkcija normirana

/
(,:;;))14’

o0 o0 h
f |1//()(x)|2dx=l = szdxe_%ﬁ:l = C? n_:1 = C=
mw
—00 —00

pa je osnovno stanje
mw)1/4 *sz

wo(x):(% e 2n

Kreacioni operator podiZe broj stanja za jedan. Dakle, 7 to stanje dobijamo tako $to &' deluje
n puta na osnovno stanje |0):
|n) = Ca(@")"10).

Ovde je C,, konstanta normiranja. Primetimo daje |[n—1) = C;—; @hH 10 pa onda imamo

At A — Cn n Cn Cn Cn—l
Iny=Cpa@aH" Moy =—"-:a"n-1= Vnln) = vVn=1= C,=
! Cn—l Cn—l Cn—l " \/ﬁ
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Posto je C; = 1, zaklju¢ujemo daje C,, = 1/V/n!, paje

1
Iny = —(a")"0).

Vn!

Napisana u koordinatnoj reprezentaciji, ova jednacina postaje

mw)l/4 e_wxz
V! Cmhw)"'2 dx

B — 2h
nh

ili nakon neznatnog sredivanja

n
() = 1 (mw)1/4 /mwx hod o
Wnlx)= V2ipi \ nih n mow dx '
Ovde prepoznajemo (formule iz zadatka 2.3) Hermite-ove polinome
n
mo nod B o ( mwx)e_,%;xz
V'n mw dx —\WVon ’
pa dobijamo rezultat iz zadatka 2.2

() ( /@x)e—w
V2rp! \ h " h ’

3.36 U reprezentaciji svojstvenih stanja energije bazis je f = {|n), n € INg}. Bazisne elemente
reprezentujemo apsolutnim bazisom

u/n(x) =

10) =

R e R e
=
~
I

c o~ o
N
~
I

Operatori koordinate i impulsa su matrice beskona¢ne dimenzije, a njih dobijamo iz relacija u
kojima su koordinata i impuls napisani preko anihilacionog i kreacionog operatora

o (a'+a), ﬁ=i\/m;iw (at-a).

a) Pogledajmo kako izgledaju ove matrice. Odredimo kako % deuje na prvih nekoliko bazis-
nih vektora:

. At A h
210y = (a +a) 10y =1/ —— 1),
mw 2mw

o (a* + a) 1) = \/% (\/§|2> + |o>),

2) = Zzw (a*+a)|2> - \/%(\@BH\@I)).
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1z ovih jednacina prepoznajemo pravila koja odreduju kako izgleda matrica [x]

01 0 0

1 0 V2 0

[x]=1/=——]0 v2 0 V3
2mw

0 0 V3 o0

Ponavljajuéi postupak u slu¢aju operatora impulsa, dobijamo da je odgovaraju¢a matrica

0 —i 0 0

i 0 -iv2 0
[p] = mThw 0 iv2Z 0 -iV3

0 0 iV3 0

Kad ostavimo samo prvih 7 vrsta i kolona, dobijamo kona¢ne matrice. Odse¢ena matrica
koordinate je

01 0 0 0
1 0 V2 0 0

(5] = h o v2 0o V3 0
2mo g o y3 0 0

: . . n-1

0 0 0 0 Vvn-1 0

b) Vidimo da su nenulti elementi matrice [x,] neposredno ispod i iznad glavne dijagonale.
Zanemarujuci faktor ispred matrice, u Mathematica™ ova matrica se zadaje sa

x[i_, j_] Sqrt[(i + j + 1)/2] /; Abs[i - j] ==

x[i_, j_] 0 /; Abs[i - j] '=1

x[dimenzija_] :=

Table[x[i, jl, {i, 0, dimenzija - 1}, {j, O, dimenzija - 1}]

Sad je moguce dobiti matricu bilo koje dimenzije, npr. matrica koordinate dimenzije 9
dobija se sa

x[9]

Sad ¢emo videti Sta se deSava sa svojstvenim vrednostima kako raste dimenzija matrice.
Za n = 5 svojstvene vrednosti se dobijaju pomocu

Sort [N[Eigenvalues[x[5]]1]]
irezultati su:

{-2.85697, -1.35563, 0., 1.35563, 2.85697}
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Imamo pet svojstvenih vrednosti i rastojanje izmedu dve svojstvene vrednosti je oko 1.4.
Za n = 25 dobijamo da je skup svojstvenih vrednosti

{-8.7176, -7.65604, -6.76746, -5.96601, -5.21885, -4.50893, -3.8259,
-3.16278, -2.51447, -1.87706, -1.24731, -0.622462, 0., 0.622462,
1.24731, 1.87706, 2.51447, 3.16278, 3.8259, 4.50893, 5.21885, 5.96601,
6.76746, 7.65604, 8.7176}

Sad su svojstvene vrednosti viSe nego duplo gus¢e. Ovim vidimo §ta je trend sa pove-
¢anjem matrice, dobijamo sve vedéi interval svojstvenih vrednosti pri cemu se rastojanje
izmedu njih smanjuje.

3.37 Relacije koje odreduju kako anihilacioni i kreacioni operator deluju na svojstveno stanje
hamiltonijana |n) su

a'lmy=vn+1n+1), alny=vnln—-1).

Zadatak je da napiSemo ove relacije u koordinatnoj reprezentaciji i vidimo da se one svode na
rekurentne relacije izmedu Hermité-ovih polinoma. Najpre prva relacija. Nakon skraéivanja

1 d 1 mw mw 2 1 maw mo .2
— —h— | —H, [/ —=x| e F " =Vt ——Hyi1 |y — ) B
V2mhw (mwx dx)m "( n x)e 2 A sy ”“( n )¢

ili nakon uvodenja bezdimenzionog parametra ¢ = xvmw/h

d 2 52
(f— d_.f) Hn(f)e_% = Hp1(Qe 7z,

v
)

$

ili nakon diferenciranja i skracivanja sa e~z ikori$¢enjem identite H;, = 2nH,_, dobijamo
Hy11(8) =26 Hp($) —2nHy—1(S),

a to je rekurentna relacija izmedu Hermite-ovih polinoma (dokazana u zadataku 2.4).
Iz druge relacije se na slican nacin dobija najpre

2

d 2
(5 + d—f) Hy(©)e™ 7 =2nH, (e 7,

a onda iz toga sledi rekurentna relacija
H; = 2an_1 .

3.38 Oznaciéemo sa a' i akreacioni i anihilacioni operator u Schrédinger-ovoj slici. Ove oper-
atore u Heisenberg-ovoj slici moZemo da odredimo na osnovu jednacina koje odreduju evolu-
ciju ovih operatora:

da'(n

. da(r)
. At .
in T (a' (1), H(1)], in

TR [a(t), H(1)].

Ovde je H(#) hamiltonijan u Heisenberg-ovoj slici
. o 1
H(t)=hw|a (t)a(t)+z .

Diferencijalna jednacina za kreacioni operator je

dat(t)
dt

in = —hwa'(x),
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jerje

[at(), A =

a*(r),hw(a*(t)a(t) + %) - hw(&*(t)[d*(t),a(t)]) = —hwa' (1)

Dakle, diferencijalna jednacina ima resenje

da'(t . .
dt( ) _ iwa' (1) = a'(n) =a' e = a' e,

jer se u pocCetnom trenutku operatori u Schrodinger-ovoj i Heisenberg-ovoj slici podudaraju
a'(0) = a'. Naisti na¢in dobija se da je anihilacioni operator u Heisenberg-ovoj slici

ar) = ae” 't

Obratimo paznju da se hamiltonijan ne menja u toku vremena. Naime, dobijeni izrazi za a' (£)
i a(t) ukazuju da je

. 1 4 N | 1\ .
H(p) = hw(fz*(r)a(r) + E) = hw (a*e“”fae‘m n E) = hw (a*m 5) -

Operator koordinate i impulsa u Heisenberg-ovoj slici dobijamo iz veza sa kreacionim i anihi-
lacionim operatorima. Tako je

h 7} , )
N _ At N _ ~t iwt ~ —lwt
£ =1/5— (a (t)+a(t))—\/—2mw (a eV 4 ge )
= \/ i ((&T + d)coswt + i(dJr -a) sinwt)
2mw

. | P
= Xcoswt+—psinwt.
mo

gde su X i p operatori koordinate i impulsa u Schrédinger-ovoj slici. Polazeci od

h
plo) =i\ 5= (@' - am),

na istovetan nacin kao §to je dobijen operator koordinate dobija se da je operator impulsa har-
monijskog oscilatora u Heisenberg-ovoj slici

p(t)=pcoswt—Xmwsinwt.

Preostalo je jo$ da se odrede komutatori:

[X(f1), X(R)] =

1 1
Xcoswty + — psinwty, Xcoswir + —ﬁsinwtg]
mw mw
1 . . 1 .
=——coswt sinwt;(ihi)) + — sinwt cosw it (—ih)
mw mw

ih .
=——sinw(fH — 1)
maw

[x(11), p(82)] =

. L . oo
XCosSwiy +——psinwi, pcoswiy — mwxsmwiy
maw

=coswticoswity(ifi) —sinwt; sinwt (—ikh)

=ihcosw(ty, — t1).
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3.39 Da bismo izratunali e %' qe®?" jskoristicemo Baker—Campbell-Hausdorff-ovu formulu

(zadatak 3.27)

Ap,—A 1
e"Be™" = B+[A,B]+ (A 4Bl +...

i komutacionu relaciju anihilacionog i kreacionog operatora
[a,a"=1.

Ako uzmemo da je

A=-ad', B=a,

Baker—Campbell-Hausdorff-ova formula nam daje
0

A A
—aa' g,ad
e =

A iat oA HT s
ae a-ala',al+ la',la',all+...

-1 -1
Dakle, vidimo da se Baker-Campbell-Hausdorff-ova formula svodi na samo dva sabirka

—ad' 5 aal .
e ae" =a+a.
.. . " it .
PomnozZio sleva ovu jednacinu sa e** i dobicemo
At

. aat At R
ae®® =qe® +e% 4.

s it . . . . e
Posto je |a) = e** |0) koherentno stanje onda je ono svojstveni vektor anihilacionog operatora
sa svojstvenom vrednos$céu a

dla) = ala).

Sad éemo to da proverimo
R ~ aalt At it A t
alay = ae** |0) = (ae‘m +e%4 a) |0) = ae® |0) = a|a).

Ovde je iskoris¢eno da je @|0) = 0. Obratimo paZnju da 4 nije hermitski operator, pa mu ni
svojstvena vrednost nije realna a € C.

3.40 Koherentno stanje |z) je definisano kao
12) = %' |0).

a) U bazisu svojstvenih stanja hamiltonijana harmonijskog oscilatora koherentno stanje je
[e.°]
lz) =) calny.
n=0

Onda jednacina d|z) = z|z) postaje

o0 o0
ch aln)y :chnlm.
n=0 —~ n=0

Vvnln-1)

Suma sa leve strane zapravo ide od n = 1 (jer je n = 0 sabirak jednak nula) pa mozZemo da
pomerimo sumaciju n — n + 1 i dobijamo

(o0} (00}
Y cpavn+lin) =) zculn)
n=0 n=0



b)

c)

d
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iz ¢ega sledi rekurentna veza

ChiVn+1=zcy.

Niz koji zadovoljava gornju relaciju je

z
c Co-
n Tl! 0
Konstantu ¢y odredi¢emo iz uslova da je (z|z) = 1. To nam daje
0o 00 (Z*)n Zk ) 0o (|Z|2)n ) ) 2/
@y =leol Y Y. —=—=(nlk) =leol* Y === =lelel =1 = ¢g=e2,
n=0k=0 Vn! Vk!?’_/ =0 M
nk

Ovim smo pokazali da je
2?2 o

¥4
n=o Vn!

Da bismo odredili skalarni proizvod {z; | z») iskoristiéemo formu koherentnog stanja koju
smo nasli u prethodnom delu zadatka:

|z)=e |n).

zy
—(nlk)
n! vVk!

3
™
Ll 3
=

—|21|2/26—|22|2/2

18

(z1lz0) =€

<

0

S
Il

S

—_
(Sl
=x O

&

_ 1Pz -1zl

et
S

( IZ1|2+IZz|2—ZZI‘Zz)
=exp|- 5

Za koherentno stanje vazi (z|a@' = z*(z| paje

At A h N 2h
(zl(@"+a)lz) = (z +Z)=\/—Re(z),
m maw

h’;‘” cl@at-a =i h”;w (" - 2) = V2hmoIm(2).

h
2m

(B)12) = (2| X|2) =

S
Do
S

odnosno

(P12 ={zlplzy =i

Ocekivane vrednosti koordinate i impulsa nasli smo u prethodnom delu zadatka. Sad jos
treba odrediti oCekivane vrednosti kvadrata koordinate i impulsa.

(2212 = (2221 2)

h (zl@" + @)?|z)
2mw

n 12 * *
=—((2")°+z"z+2"z+1+2z)
mw
paje

7}
AX)? =@y — (D2 = — (22 +2"z2+2" 2+ 1+ 22— (2" + 2)%) = ——.
(AX)" = (X712 — (XD, Y ((z") ( )%) Y
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Kvadrat ocekivane vrednosti impulsa i odgovarajuca disperzija se racunaju na isti nacin i

dobija se
n
PNy = - r;w) ((z*)?-z*z-z*z2-1+22),
h n
(Ap)* = % (-2 +z*z+z2"z+1-zz+(z* - 2)%) = %

Dakle, proizvod disperzije koordinate i impulsa je

AxAp = h hmw_ﬁ
P=\ 2me 2 2

a to je najmanja moguca vrednost, kao $to tvrde relacije neodredenosti.

3.41 Ako znamo da je sistem u pocetnom trenutku ¢ = 0 u koherentnom stanju |a) to nam
omogucva da nademo njegovu dalju evoluciju

o0 .

1

la, ty =Y che 15 |ny.
n=0

Konstante ¢, smo odredili u zadatku 3.40 a) i dobili smo da je ¢, = exp(—|a|?/2)a”/Vn!, paje

o0 n .
—laf?/2 @ e~ iho(n+ )ty

la, 1) =e —
n=0V n!
[e)
. Y 1 . n
_ piwt/2 y—lal/2 (ae lwta)
n=0V n!
|a,e—iwr>
— e—twt/2|ae—twt>‘

Ovo pokazuje da vremenom koherentno stanje i dalje ostaje koherentno stanje (uz pojavu
neopservabilnog faznog faktora) pri ¢emu parametar zavisi od vremena a exp(—iwt). U kom-
pleksnoj ravni, stanje je u pocetnom trenutku reprezentovano kompleksnim brojem «, a kas-
nije taj kompleksan broj rotira sopstvenom frekvencijom harmonijskog oscilatora w u smeru
kazaljke na satu.

U prethodnom zadatku smo videli i da su ocekivana vrednost koordinate i impulsa pro-
porcionalni sa realnim odnosno imaginarnim delom kompleksnog broja koje odreduje koher-
entno stanje. Posto je evolucijom sistem i dalje u koherentnom stanju, onda mozemo da isko-
ristimo taj rezultat i dobijamo

R | 2h » R »
(a,p = %Re(ae Wh APy = V2EmoTIm(ae ).

Ocekivana vrednost koordinate i impulsa harmonijski osciluju s ugaonom frekvencijom w.
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TRODIMENZIONI SISTEMI

4.1 U tri dimenzije koordinate i impulsi zadovoljavaju slede¢e komutacione relacije
[x, px] = lh; [yy py] = lh, [Z! pZ] = lh

Svi ostali komutatori su jednaki 0 (razli¢ite komponente koordinata i impulsa komutiraju). To
mozemo da zapiSemo i u obliku

[xi,pjl = ihb;;.
Ovde je x1 = x, x2 = y i x3 = z i slicno za komponenete impulsa. Koriste¢i ove komutatore,
odredimo komutator dve komponente momenta impulsa npr. [Ly, Ly]

[Ly, Lyl =[ypz— 2Py, 2Px — XPz]
=ypz zpx] = ¥ypz xpz]l — [Zpyy zZpxl + [Zpyy xp,]
Drugi i tre¢i komutator su jednaki nuli, jer se u njima pojavljuju operatori koji medusobno
komutiraju. Odredimo prvi komutator
(YP2:2Px] = y[P2, 2px] + [V, 2P P2 = Y P2y 2l px + Y2 [Pz, px] = —ily px.
v n v
=1

Isti postupak primenjen na Cetvrti komutator daje [zpy, xp.] = ilixpy, pa je konatno
[Lx,Lyl = —ihypy+ihxpy=ih(xpy—ypx) = ihL,.

4.2 Komponete vektora I medusobno ne komutiraju, pa taj vektor ima neke osobine koje su
neocekivane za sve koji su svoju intuiciju razvili na vektorima ¢ije su komponente obi¢ni bro-
jevi. Jedna od njih je da vektorski proizvod L sa samim sobom nije nula (kao kod obi¢nih vek-
tora), ve¢ je srazmeran sa L. To se lako pokazuje:

é & &
LxL=|Ly L, L,
Ly Ly L,

= Ex (LyLz - LzLy) +éy (LzLx—LyLy) +EZ (LxLy - Lny)
— — .
(LyLel=thLy (L2 LA)=iRLy (Lo Lyl=iRL,
=ih(Lyéx+Lyéy+L.€;) = ihlL.

341
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4.3 Komponente momenta impulsa moZemo da napiSemo preko simbola Levi-Civita (ili ep-
silon simbola) L; = €;jxx; p;. Ovde koristimo Einstein-ovu sumacionu konvenciju da se ne pise
znak sumiranja i da se podrazumeva sumiranje po ponovljenim indeksima. Onda je

2
L*=LiL; = &;jkXjPk€ilnXi1Pn

Proizvod dva epsilon simbola moZe se napisati preko determinante Kronecker-ovih delti

6i1 Oim Oin
Eijk€imn=1| 0j1 Ojm Ojn |,
5kl 6km 5kn

iz Cega slede identiteti sa sumacijama ako se ponavljaju jedan, dva ili dva tri indeksa
€ijk€imn=0jmOkn—0jnbkm),  €ijk€ijn=20kn,  Eijk€ijk =6.
U izrazu za L? imamo sumaciju po jednom indeksu u epsilon simbolima, pa je

2
L" =& jk€iinXjpPkX1Pn
=(0j16kn—0jnbkD)XjPrXiPn
=016knXjPrX1Pn— 0 jnbri1XjPxX1Pn-
Ovaj izraz dalje transformiSemo tako §to menjamo mesta operatora u skladu sa komutacionim

relacijama. Cilj nam je da se jedan do drugog pojave indeksi koji su u Kronecker-ovoj delti.
Tako je prvi sabirak

. B
I=066knXj Px X1 Pn=-ixjpj+066xnXjXpxpn=—Iih(F-p)+7°p°,
——
[Pr,xi1]+x1 Pk

dok je drugi

II'==6jnbrixjpk X1 Pn
N——r
ih5ln+pnxl
=—ihxjpj=0inbriXjpn Pk Xi
——r
—ih6k1+xlpk
=—ih(F-p)+3ih(F-p)— (F-P)(F-P)
paje konacno
> =1 =7p° - (F-P)F- ) +ih(F-p).

4.4 Koristeci osnovne komutacione relacije [x;, p;] = ihd; j kao i da koordinate i impulsi me-
dusobno komutiraju, imamo

(Li, xj] = [€ikiXkP1, Xj] = €ik1 Xk [P1, Xj] = iRE jj X
——
~ihdy;
Sli¢no je i
(Li, pjl = [€ixiXkp, Pjl = €ikt [ Xk, Pjl p1 = ihE; ji .
——
indy;
Vidimo da su komutatori koordinate i impulsa sa momentom impulsa formalno sli¢ni. To je

zato $to su x; i p; vektorski operatori, a ovakva komutaciona relacija je op$ta osobina vektorskih
operatora.



343

4.5 Koristeéi osnovne osobine komutatora imamo

(L3 ¥1 = LalLy, 1 + (L, Y1 Ly
Posto je
[Ly, y] = iRk X = ih€123x3 = iNZ,
imamo da je
[L3,y] = ih(Lyz + zLy).
4.6 Komponente momenta impulsa zadovoljavaju komutacione relacije
[Li,Ljl=ihe;jrLg.

a) Komutator [L?, L;] moZemo izracunati na dva nac¢ina. MoZemo da uzmemo konkretan
izbor npr i = 1, paimamo
(L%, Lyl = (L5 + L3 + L5, L) = (L5, Lyl +1L5, L] + (L5, Ly]
0
= Ly [Ly; Lyl + [Ly; Lyl Ly +Lz[Lz Lyl +[Lz Lyl L,
—_—— —\— ——
—ihL, —ihL, inLy ihLy
= —ibLyt; —Thl Ly +ThL:Ly + ilLyE; =0.
Ako zamenimo x — y — z — x gornja relacija se svodi na [LZ,Ly] = 0. Ova osobine

se naziva ciklicnost i pomocu nje moZzmo da dobijemo i preostalu relaciju [LZ,LZ] =0.
Prethodna relacija moZe da de dokaZe na jos jedan nacin:

[L* Lj]1=[L;L;,Lj] = L;[L;, Lj] + [L;, Lj1L;
= igijkLiLk + igijkLkLi = igijk(LiLk + LiL;)
=0,

jer je izraz u zagradi simetriCan na zamenu i < k a €; j je antisimetriCan na takvu za-
menu. Naime, suma proizvoda simetricnog S;; = Si; i antisimetricnog A;; = —Ay; ten-
zora je nula. To se lako dokazuje

SikAix = Ski Aki = —SikAix = SikAixr=0.
—_——
i—k Sik —Aik

b) Polazeci od definicije operatora L+ = Ly + i L), imamo

(Lz, L]l =[Lz Ly+iLy]l =[Lz Lyl +i[L; Lyl =+h(Ly+iLy)==+hL:.
N—— ——

inLy —ihL,
Drugi komutator dobijamo iz
[Ly,L_]=[Lx+iLy,Ly—iLyl=—i[Ly,Lyl+i[Ly,Ly]=2RL,
ifiL ihL
ihL, —ihL,

c) Najpre izracunajmo

L.Ly=(Ly—iLy)(Ly+iLy)=L5+iLcLy— iLny+L§ = L§+L§+ i[Ly,Ly] = L§+L§—hLz,
——

inL,
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paje
[*= Li+L5 +L5 =L Ly + L3 +hL..

——
L_L,+hL,

Ako krenemo od L. L_ sli¢nim postupkom se moze dobitii da je

[=L,L +I2-hL,.

4.7 Komponente vektorskih operatora su operatori. PoSto operatori u op$tem sluc¢aju ne ko-
mutiraju, onda se formule za skalarni i vektorski proizvod vektorskih operatora razlikuju od
onih koje vaze za obi¢ne vektore, ¢ije komponete komutiraju. To smo videli na konkretnom
primeru u zadatku 4.2. Skalarni i vektorski proizvod vektorskih operatora su

A-B=A;B;, (AxB);=¢;jiA;B.
a) Skalarni proizvod vektorskih operatora nije komutativan
A-B=A;B;=[A;,Bil+B;A; =B-A+[A;,Bjl.

VaZzno je naglasiti da se u poslednjem komutatoru indeks i ponavlja, pa se po njemu
podrazumeva sumiranje.

b) Vektorski proizvod vektorskih operatora nije antikomutativan jer je

(AxB); =¢;xAjBy =€ jk([A}, Bel + Bk Aj) = =€k BrAj + € jk[Aj, Bi
=—(Bx A)j+¢;jklAj, Bil.

¢) Za mesoviti proizvod tri vektorska operatora pravilo je isto kao kod obi¢nih vektora
A-(BxC)=Ajg;jiBjCr =¢€;jxAiBjCr = (Ax B).Cr = (Ax B) - C.
d) Dvostruki vektorski proizvod se moZe napisati preko skalarnog proizvoda

(Ax(BxC))i=¢;jxAj(BxC)=¢€;jkAj€kimBiCm
=(6i16jm—06j10im)AjBICm
= 5ijjBiCm - AjB;C;
= 5jm([Aj»Bi] + Bl'Aj)Cm - AijCl'
=Bi(A-C)-(A-B)C; +[A},Bi]C;.
4.8 Posto kvadrat momenta impulsa komutira sa komponentama momenta impulsa, onda ko-

mutira i sa L+ koji su linearne kombinacije Ly i L. Zato je

[’L A=L [?A=alL,A,
aA

§to je prva jednakost koju je trebalo dokazati. Drugu dokazujemo polazeci od
LzLi = [Lz,Li] + LiLZ = ihLi + LiLZI

paje
L,LiA=(+hLy +LiL)A=(B+h)L,A.
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4.9 Potrazimo j-tu komponentu operatorske jednacine [L?, A].

[L?, Aj] = [L;iLi, Ajl = Li[L;, Ajl + [Li, Aj1L;
= ihé‘ijkLiAk + ihgijkAkLi
=ihe;jr([Li, Al + AgLi) + iheg; jAgLi
=2 €ijk€ikl A1+ ihEkijAkLi + ihEkijAkLi
J N _— -
—25]'1 2ih(1_4.><z)j

=2h*Aj+2ih(Ax L),

$to u vektorskoj formi mozemo prepisati na sledeé¢i nacin
(L%, Al = 2ih(Ax L—ihA).
4.10 Poznato je dasu Ai B vektorski operatori koji komutiraju izmedu sebe kao i sa momentom
impulsa
[A;,Bjl =0, [Ai, Lj] =0, [Bi, Lj]=0.
Pod ovim pretpostavkama, traZzeni komutator je jednak

[A-L,B-11=1[A;L;,B;Lj] = A;Bj[L;.L;] = ihe;jx A;BjLy = iR(Ax B) Ly = ih(A x B) - L.

4.11 Treba dokazati da je kvadrat momenta impulsa u sfernim koordinatama

1 o 0 1 é
2= 36 (055 * g )
sinf 06 sin 00 )  sin?0 0¢?
na dva razlic¢ita nacina.

a) Postoje L? = L_L, + L2 +HhL, a u sfernim koordinatama operatori sa desne strane jed-

nakosti su 5 5 5
L.=h J—’i"’(i—+' tB—), =—ih—.
+=he 30 ictg 30 i 39
pa dalje imamo da delujuci na probnu funkciju f(r,8, ) levai desna strana pocetne jed-
nakosti daju
_ 0 of . af of
20 _ 32 2 72
Lf—he“”( 6‘9+lctgl9—)e"/J %0 — +ictg _(,0) h_z_ %
2

of
=n —ict
M( ( 002 " 'sin?9 e
~ . of | . . - > . 0*f
—ctg@p}‘ﬁ 30 +%) +lctg0£}‘ﬁ + lCtha—(p2

Of R0
o 2L oo (oo Z)
%,_4

mg (sm@ +cos€ )

1 0 0 1
:—hz —_ 0 PSR
(sm@ 00 (sm 69) sin?6 0(,02)
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b) U zadatku 4.3 smo dokazali da je
L2 =F2p* — (F-P)(F- P) + ih(F- P).

U sfernim koordinatama su

~4
Il
~

Y

1 1
TR A RER L NE N

ro6 rsin()% '

Ondajei
P =r?
10(,0 1 o 0 1 82
=5 ) s 0 (70 s )
P r2or\" ar)  rZsing a0 \°" " 96) " r2sin20 0¢p2
d
ro 5= —inr 2
(F-p) i rar
paje
) 1 4 ) 1 & a( d
~h? — —hz(——( 0— ) —) ner— hr—
7 ar sn030 ""%30) t szeap?) T M et e T T ar

$to predstavlja trazenu formulu. Ovde je iskori§¢eno

o R I

4.12 U prethodnom zadatku smo videli da je
10(,0 1 0 0 1 0
2 2 2 .
=-h|\—|r—|+ — O—|+———|
p (r2 or (r ar) r2sinf 00 (sm 66) r2sin%0 6(p2)

1 0 o 1 0°
Pl 2 fano®), 1 E)
sin? 6 d¢p?

kaoi

pa je traZeni operator

Odredimo sad i komutator

3 _ 1o .10 5. . of ofy _ _.
[r,pr]f—J_rrprf+prrf—ilhrrarrf+lhrarr f=+in f+r6r 2f+r6r =Finf.

Ako se opredelimo za donji znak, onda je komutaciona relacija izmedu koordinate i njoj konju-
govanog impulsa uobicajena.
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4.13 Jednacina L,|l,I) = 0 u koordinatnoj reprezentaciji postaje

o[ O 0
n W(—+ j ot B—JY’ 0,¢) =0.
¢"\ag tict8l5, | Vi 0.9
Razdvajanje promenljivih i ¢injenica da je Yll (8,¢) = T;(0) F;(¢p) svojstvena funkcija operatora
L, omogucava da se odredi ¢ zavisnost koja je F;(¢) = e!’?/27 (videti jednacinu (4.26)). Zato
se jednacina po 6 svodi na

dao

0 0 1.
— +ict 0—)T(t9)—e’l"’:0 >
30 %750 ) 1 o

Dakle, diferencijalna jednacina koju zadovoljava funkcija 7;(0) je

AT, (0) 1,
—lctgfT;(0)| —=e'*? = 0.
( §u Ll V2

dT;0) dT;0) cos6db .
—lctgfT;(0)=0 = InT;(0) =11 0+InCy,
a0 ctg0T;(0) = 0 Sind = InT;(0) = lInsinf +InC;
paje
T1=Clsin16.

Konstantu C; odredujemo iz uslova normiranja

Y/ T
/d@sin@lmzz 1= c,zfsin”“ede: 1.
0 0

Oznacimo sa

T
I =fsin21+19d0.
0

ovaj integral moZemo da resimo parcijalnom integracijom u = sin®/ 0 i dv = sinfd# pa je

/A
7 21
I :—cosesin210| +21[sin21_1000329d0:21 Ly o—1)) = I, = Iry_o.
21 0 2 (Ip1—2— Ipp) 21= 5y fa-2
0 1-sin“ 0

Posto je Iy =2, onda je
@n!

ILy=2 .
Sy FS T
Sad vidimo da je
21+ D!
=y B
2-2nN
tako da je trazeni sferni harmonik
1 I+ ;
) _ ) il
Y, 6,9) = 7\ e sin‘0e''?.

Do ovog sfernog harmonika smo dosli relativno jednostavno, a ostale moZemo dobiti delova-
njem operatora

; 0 0
L_=he? (—£ + icth%),

na Yll (8, ) dovoljan broj puta.
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4.14 Posmatrac¢emo svojstvene vrednosti operatora L?/%? jer su uslovi za parametre @, f iy
isti. Dakle, treba da vidimo kad je

1 o(. 0 1 0°
- (E@ (SIHQ@) + ma_(pz)f(e»(p) = /lf(g,(P)

Kad se izra¢unaju izvodi koji deluju na f(0,¢) = cos®8sin® O exp(iy¢p) i skrati dobijena jed-
nacina imamo da vazi

(a(@-1) sin®6 — (a(B +2) + Bla +1))sin® O cos? O + B cos? 6 — y? cos? 0)=-1 cos®0sin®0.
Prvi slucaj koji dovodi do netrivijalnog reSenja je @ = 0. Tad se gornja jednacina svodi na
—pBsin® cos®O + B cos* 6 — y? cos* O = — A cos* Osin? 6,

$to je ekvivalentno sa
B?(1—sin’6) —y* = (B— A)sin®0,

a ova jednacina ima reSenja ako je
p=zv, A=B(pB+1).
Sledecdi slucaj je @ = 1. Tada mora da vazi
—(38+2)sin’0 + f?cos?6 —y* = —Asin’0
Ovo ce biti zadovoljena za svako 0 ako je
p=4y, A=B+D(B+2)

Drugih reSenja nema, §to se vidi ako se proba @ = 2. Tada je nemoguée nametnuti uslovna iy
tako da jednacina bude zadovoljena za bilo koju vrednost 8. Dakle, funkcije koja su svojstvene
od L? a imaju traZzeni oblik su

fa=0= sinf e*iP?, fa=1 = cosasin? 0e*iF?.
4.15 Veza Descartes-ovih (x, y, z) i cilindri¢nih (p, ¢, z) koordinata zadata je sa
X=pcose, y = psing, z=2z,

dok su inverzne relacije

p=1\/x*+y? (p:arctgﬁ, z=2z.

Operatori podizanja i spuStanja z-komponente momenta impulsa su L+ = Ly +iLy. Komo-
nente momenta impulsa u Descartes-ovim koordinatama su

. 0 0 . 0 0
Ly=yp;—zpy=—ih y£—z5 , Ly=2zpyx—xp;=—ih za_x£ )

Sad je potrebno ove izraze napisati u cilindri¢nim koordinatama. Najpre traZimo

0 0pd Od¢ 0 0 sing 0
— =——+——=Ccosp—— —,
0x 0x0p O0xO0gp op p Op
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0 dpa O(pa . 0 cosg 0

— (p_ .
oy dydp Oydp dp p Oy
Otud slede traZeni operatori

0 0 cosp 0 0 sing 0 0
Li=-ih psm(pa——zsmq)a——z p 6 — i zcosgo—p—z——(p—pcosq)&

——ih(ﬂ’(cos +isin )zi—(cos +isin )Ei_i(cos +ising) i)
,hew(ﬂzi_fi -i),
op poy dz

4.16 Rodrigues-ova formula daje Legendre-ove polinome

PI&)= 5 dgl((<f2 ).

Za |l = 0 dobijamo Legendre-ov polinom
Py(§) =1.

I sledeci Legendre-ov polinom je jednostavan:

1d o 1 .
Pi) = zdf(é —1)—225—5-

Kad je ! = 2 Rodrigues-ova formula postaje

Py = ((é2 ) =-— (8 -¢)=-(3¢-1).

Nlb—‘
Rl=
l\.)lr—l

8 dfz

Cetvrti Legendre-ov polinom je
3

48 dé&3

2

LAd” o5 o302 Lises_
P3(§) = 5 déz(f 287 +¢) = (567 -3¢).

DN | =

(€*-1%)=

Legendre-ovi polinomi su ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod

f AdxP;,(x)Py(x).

To moZze da se dokaze na osnovu Rodrigues-ove formule u opstem slucaju. Mi ¢emo ovde
proveriti da li je to tacno u konkretnom sluc¢aju za P; (¢) i P3(¢):

1 1
1 1 2 2
— (58 -38d :—f 56t -3E%)dé=5-=-3-2=0.v
[ 6566 -s30ds=3 [66t -3t =52 32
-1 -1
Legendre-ove polinome moZzemo dobiti u Mathematica™, komandom LegendreP [n,x] do-
bija se polinom P, (x).

4.17 Asocirane Legendre-ove funkcije P;"(x) dobijamo iz Legendrovih polinoma. Indeks m
uzima vrednosti m = —I[,—[+1,...1. Ako je m = 0 Legendre-ove funkcije su:

P"(x) = (-D)™(1 - xH"M2— 4 o,

dm
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Za m < 0 Legendre-ova funkcija se dobija iz P}" (x) za koje je m > 0 i jednaka je

(1= m)!
e 1 -

Py = ()"

Da vidimo kako to konkretno izgleda. Kada je I = 0, tada postoji samo jedna dozvoljena vred-
nost m =0 1iimamo
PY(x)=1.

Akoje Il =1, tad je m = —1,0,1 pa imamo tri funkcije. Najpre odredujemo Legendrove funkcije
za nenegativno m:

Pl(x)=-( —xz)”Z%Pz(x) =-V1-x2,

PY(x)=(1-x*)Py(x) = x,

Ostao je jos slucaj m = —1:
1 1
Pil(x) = (—1)15P11(x) = E‘/l — x2.

Kad je I = 2 najpre nalazimo:

d2
Pix)=Q —XZ)WPZ(X) =3(1-x%,

sledeca funkcija je

Py(x)=(-1)(1 - xz)l/Z%Pﬂx} =—3xV1-x2,

a potom

PY(x) = Py(x) = %(3x2— 1).

Zanegativne vrednosti m dobijamo
-1 1, 1 -
P, (x) = (—I)BP2 (x) = zx\/ 1—x4,

i konacno
P2(0) = —P2(x) = ~(1-#2)
2 24 % 8 '

U kontekstu upotrebe asociranih Legendre-ovih polinoma, ¢esto ¢emo kao argument koristiti

X = cosf, paje onda npr.
P{(cosf) = —V'1-cos?0 = —sind

isli¢no za ostale slucajeve. U Mathematica™ asocirana Legendre-ova funkcija P} (x) se dobija
komandom LegendreP[1,m,x].

4.18 Sferni harmoniciza [ = 1 u sfernim koordinatama su:

/3 ; /3 3 ;
YI_I(H,(p) = gsinee_"p, YIO(G,(p) = ECOSH, Yl1 @,9) =—1/ Qsinl%”p.

Veza Descartes-ovih i sfernih koordinata je

x =rsinfcos, y =rsinfsing, z=rcosf.
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1z ovih relacija moZemo da nademo kao izgledaju karakteristicne funkcije koje se pojavljuju u
sfernim harmonicima:

21 2 ;
X2+ : x+i
4 cosf = ¥ = Y

z
x2+y2 + 22 VX2 + y% + Z2 VX2 + y?

sinf =

pa imamo

3 x+iy 0 3 z
o ’ Y] (x,yyz): - —.
87 \/x2+y2+ 22 4m \/x2+y2 + 22

Kada je [ = 2 imamo pet sfernih harmonika:

15 . 15 .
Y2i2(0,(p) =1/ %sinzeeﬂ"p, YZiI(H,(p) =T/ Esine cosfe*'?,
0 5 2
Y, 0,9) = Ton (3cos”6-1).

koji su u Descartes-ovim koodinatama

15 (x+iy)? 15 z(x+iy)
V20,0) =\ oo Y 00,2 = F s,
2 09 3271 x% + y? + 22 2 ()2 =7 87 X% + y? + 2%

0 _['5 322
A=\ e ez )

4.19 U zadacima 4.11 i 4.12 videli smo odnos operatora ° i L? i dobili da je

10 0\ I?

) 2 2
:—h _—— — |+ —.
p r2 or (r 6r) r2

Y, p2) =7

Stoga se hamiltonijan moZe napisati na slede¢i nacin

+U(r).

E10(p0), I
or

2mr2 or 2mr?

Prvi i tre¢i sabirak zavise od r, dok je ugaona zavisnost sadrzana u drugom sabirku (kroz op-
erator L?). Razmotrimo najpre komutator [H, L?] On je jednak 0 jer L? komutira sa svakim
sabirkom ponaosob. Naime, diferenciranje i mnoZenje sa r (§to su operacije u prvom i trecem
sabirku) su nezavisne od izvoda po 0 i ¢, a drugi sabirak je srazmeran sa L? pa i on komutira sa
2. Dakle,

[H,L?]=0.

Sli¢no je i sa L,, komutira sa prvim i tre¢im sabirkom hamiltonijana iz istih razloga kao i I?
a sa drugim komutira jer je [L?,L,] = 0. To smo dokazali u zadatku 4.1, a moZe se lako videti
da to vazi i kad se pogleda kako izgledaju ovi operatori. Prema tome, hamiltonijan koji opisuje
kretanje Cestice sa sferno-simetricnom potencijalnom energijom komutira sa kvadratom mo-
menta L? i projekcijom momenta impulsa na z-osu L.

4.20 Talasnu funkciju mozemo da napiSemo u sfernim koordinatama

Y(r,0,¢) = K(rsinfcosg+irsinfsing +rcosf)e " =Kr (sin@ei‘p + cos@) e o,
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a) Uslov normiranja talasne funkcije omogucava da se odredi konstanta K

co T 21
f frzsinelw(r,e,(p)lzdrdﬁd(p: 1
000

§to daje
oo 7 27

Kzf fr sinf@e™2%" (1+2sinfcosOcosg)drdfde =1
0

Integral koji potice od drugog sabirka u zagradi je 0 (zbog integracije po uglu ¢), pa pre-

ostaje samo da se odredi
o0

K247'[f e dr=1,
0

§to se smenom x = 2ar svodi na gama-funkciju

anK?

o0 5
a
f e *dx=1=> K=

(2a)d ) 31

r(5)=4!
b) Ocekivane vrednosti (L2) i (L;) moZemo na¢i na dva na&ina: prvi je pravolinijski i pod-
razumeva da u podintegralnoj funkciji napiSemo operatore te izvr§imo naznacena dife-

renciranja i mnoZenja te na kraju izracunamo integral. Drugi nacin je dosta efikasniji i
zasnovan je na poznatim osobinama sfernih harmonika

L*Y"(0,¢) = R*1(1+ 1) Y™ (0, ),

T 27

ff Y (0,0 Y™ 0, 9)sin0d0dp = 8118 -

Najpre ¢emo ugaoni deo zavisnosti talasne funkcije napisati preko sfernih harmonika

ad® :
w(r0,p) =\ —re %" (sin(?e“p + cosH)
3

Sad lako nalazimo

N

T

/

0
b4

-/

0

T

(L?) = drd@der? sinBW*(r,H,(p)sz(r,H,(p)

T

o
drdfder? sing 2L 2 72‘”( V2yl + YIO*)L2 (—\/§Y11+Y1°)

=y
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21

v/
fdrr4 _Z“rffded(psmﬁ \/§Y11*+Y1°*)2h2 (—\/§Y11+Y1°)
00

8h25
9

(Za)Sffde(psmB(ZYl A CENA R R

2
=%2-(2+1):2h2.

Ovo je ocCekivan rezultat jer je ugaoni deo talasne funkcije linearna kombinacija sfernih
harmonika za koje je I = 1. Na isti na¢in odredujemo i o¢ekivanu vrednost od L,

N

T

(L;) drd0der?sin@y* (1,0, )Ly (1,0, )

Il
5 O—x
[\ O\

/1

4a° * *
drdfder? sinHTrze_z‘” (—\@Yll +Y, )LZ (—\/EYI1 + Ylo)

0\8 0\8

0

o'\.‘g o

727
4 5
:% drrie ®® ffd@d(pSlnH \/_Y1 +v, ) ( \/_Yl)
00
sha® 4 [ [ 2n
== Wffd@dwsme(zyf*yf—\/iyll*ylo)=—
00

¢) Da bismo odredili verovatnocu da se prilikom merenja opservable L, dobije rezultat 7,
potrebno je da posmatramo samo ugaoni deo talasne funkcije. Uofimo da u talasnoj
funkciji moZemo da razdvojimo r zavisnost od ugaone zavisnosti

v (r,0,0)=K,re” " Ky (sin@ei‘P + COSH) .
G ~

Y(0,9)

Svaki od ova dva dela je zasebno normiran i vazi da je
K= KTKQ,(p’

gde je K odredeno u a) delu ovog zadatka. Videli smo i da je

8n 4m
Y(6,9) =Kp,, (—\ / ?Yf +1/ ?YIO

Konstantu Kj,, odredujemo iz uslova

2m

T
ffd@d(psinelY(H,(p)IZ: 1,
00

paje

T 27

ffd@d(psme( \| = Yll* \/4HY1°*

—1:>47rK2 =

8n an
Yl Yl
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tako da je ugaoni deo talasne funkcije

Y0, = —— [~/ Z vt/ Zy0| = \/§Y1+\/TY0
»(P—\/E 3 1 3 1|7 31 31"

Pomocéu Born-ovog pravila nalazimo verovatnoéu da pri merenju opservable L, dobije

rezultat 7i:
2
Ver(LZ) h; W) = ‘ - \/;

4.21 Nadimo Taylor-ov razvoj talasne funkcije

2
_2
= —.

_a 1d"ye) ,
w(<p+a)—n;0n! do" a”.

Posto je

dy () dy(p) i
=—L )

dp ~ dp nV®

LZW((P) =—ih
Ako n puta primenimo operator sa leve i desne strane dobi¢emo da je

a"w(y) _

",
o1 s

Zato se formula za Taylor-ov razvoj moZze napisati

x 1 (ia\" i
vipta)=) — (E) Ly (@) = en“ =y (p).
sson\ h

Ova formula pokazuje da je operator L, generator rotacije oko z-ose.

4.22 Proveri¢emo Unsold-ovu teoremu najpre za L ljusku (I = 1). Izracunajmo

1
Y 0,0 =170, + 1YL 0,01 +1Y] 0,0
m=-1

3 3 3 3
= —sin%0 + — cos?0 + — sin’f = —.
8n 4 8m 47

Za l =2 imamo

2
Y YO, )7 = 1Y, 20, 0) 1 + 1Y, 10,0 + 1Y, 0,9)* +1Y5 0, p)1* + Y50, 9)*

m=-2
15 15 5
=2.——sin0+2- — sin?0 cos?6 + — (3cos?0 —1)°
32n 81 167

5 5
=— (3(1 —c0s®0)% +12cos*(1 - cos? ) + (3cos® O — 1)2) =—.
167 4

Time smo pokazali da za I =11/ = 2 vaZi Unséld-ova teorema (slucaj /[ = 0 je trivijalan). U
opstem slucaju ova teorema kaze da je

U 20+1
Y™, p)? = .
m;l| 0@ = —
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Uett (1)

Slika 4.1: Efektivna potencijalna energija E—
elektrona u atomu vodonika za razlicite
vrednosti [.

4.23 Efektivna potencijalna energija elektrona u atomu vodonika je (jednacine (4.47) ili (4.58))

Ze2 RAl(+1)
—_—t

Uegr(r) = - 2

Sastoji se od dva sabirka: potencijalne energije i centrifugalne barijere, koju smo imali i u
klasi¢nom slu¢aju. Da se podsetimo, tada je centrifugalna barijera bila L?/(2mr?) a to je isti
rezultat kao i u kvantnom slu¢aju jer je L? = #21(I +1). Za [ = 0 efektivna potencijalna energija
nema minimuma, rastucéa je funkcija i jednaka je samoj potencijalnoj energiji. Za ostale vred-
nosti [ efektivna potencijalna energija ima minimum koji se dobija iz

AU (r) 2l +1)
—| =0>rp=—"75—

0= 2
dar |, Zme
Kako [/ uzima vrednosti 1,2,3,...vidimo da se ry povecava, a za svako fiksno r porastom [ raste

i Uegr. Asimptotsko ponasSanje ur — 01ir — oo isto je za svako ! > 0. Nekoliko karakteristicnih
zavisnosti dato je na slici 4.1.

4.24 Cestica se nalazi u sferno-simetri¢nom potecijalu U(r). U tom slu¢aju resenja Schrodin-
ger-ove jednacine se mogu napisati u obliku proizvoda radijalne talasne funkcije R(r) i sfernog
harmonika Yl’" 6,

v(r,0,9) = R(NY/™ O, ¢).

Ovakva smena u Schrodinger-ovoj jednacini daje

— r — —_— —
2m\r2or\ or) h2%r?

n? > (10 (,0 12
(—ﬁmum)w:w:(— (——( ) )+U(r))1//=E1//.

3(_h2(1 6(26)_l(l+1)

e )+U(r))3(r)y,mw,<p):ER(r)Yl""(e,w)

r

or
Posto u ovoj jednacini viSe nemamo izvode po ugaonim koordinatama 6 i ¢, moZemo je skratiti
sa Y,"' (0, ¢) i tako dobijamo radijalnu jedn¢inu

R21(1+1)
W + U(r))R(r) = ER(r),

Ues (1)

h? 1 d d
L

—— — = 2= |R
2mr2dr dr) (r)+£

u kojoj prepoznajemo efektivnu potencijalnu energiju, koju je moguce jo$ pojednostaviti, ako
umesto nepoznate funkcije R(r) posmatramo u(r) = rR(r). Ta smena pojednostavljuje prvi
Clan

1
ut ur-u 2 ¢ = ou”
—_—

-

ar
—ur-uSu'r+u - S —
r2 r
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Slika 4.2: Sferna barijera opisana u zadatku
4.24.

RESENJA 4. TRODIMENZIONI SISTEMI

II

tako da je radijalni deo Schrédinger-ove jednacine za Cesticu u sferno-simetricnom potencijalu
po nepoznatoj funkciji u(r)

I dutn (B ) uer = B
2m dr? 2mr? - '

U ovom i nekoliko narednih zadataka reSavacemo ovu jednacinu u razli¢itim konfiguracijama
potencijalne energije.

a) Kad je potencijalna energija Cestice

0, r<a
U(r)={ .
oo, r>a

prostor moZemo podeliti (slika 4.2) na dve oblasti: I (r < a) u kojoj je U(r) = 0 i oblast
II (r > a) gde je potencijalna energija beskonacna, pa je tu talasna funkcija jednaka nuli
w1 = 0. U oblasti I radijalni deo Schrédinger-ove jednacine je

2 d?ui(r) R2I(L+1)
2m dr? 2mr?

ur(r) = Euy(r).

Ako trazimo reSenja za koja je [ = 0 ova jednacina se dodatno pojednostavljuje

w,n _ 2mME
uy (r)= —?ul(r).
Posto je minimum potencijalne energije Unin = 0 imamo da je E = 0 pa je konstanta
2mE/h? = k? > 0. Redenje ove jednacine je

2mE
h2

ur(r) = Asinkr + Bcoskr, k=

Prisetimo se da je radijalna funkcija R(r) = u(r)/r

Asinkr + Bcoskr
Ri(r) = .

Da ova funkcija ne bi divergirala u grani¢nom slu¢aju r — 0 potrebno je da izaberemo
da je B = 0 (jer je coskr/r — co za r — 0). Dakle, radijalno reSenje do na konstantu
normiranja je

Asinkr
Ri(r) = —
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Ovo redenje zadovoljava grani¢ni uslov R (r = a—) = 0 iz koga se dobija spektar

nu n2k?  h2m?n?
sin(ka):0:>kna:nn:>kn:73En: n—

2m  2ma?®’

a to je isti spektar kao kod Cestice izmedu beskona¢nih zidova. Preostalo je jo§ da odre-
dimo i konstantu normiranja A. Ona je deo ukupnog resenja Schrédinger-ove jednacine

sinkr 1

van .

N——
VA

yi(r)=A

Ovde je normalizacija radijalnog dela reSenja odvojena od ostatka talasne funkcije. Radi-
jalni deo zadovoljava uslov

fdrr2|R(r)|2=fdr|u(r)|2=1,
0 0

$to u nasem konkretnom slucaju daje

a
2nmur
2

a
nirr 1+ cos=—— a
fAzsinz—dr:Azf—“dr:Az—:l = A=1/—.
a 2 2
0

a
0

Prema tome, kona¢no moZemo da napiSemo reSenje Schrodinger-ove jednacine za Ces-
ticu u beskonac¢noj sferno-simetri¢noj jamiza [ =0

L_lgnitr  r<g

U/nOO(rye,(P) = { 2na’ a’ .
0, r>a

Kad je [ > 0, radijalni deo Schrédinger-ove jednacine u oblasti I je

I(I+1)
r2

uy' (r) = (—k2 + ur(r)

gde je k ista konstanta kao i u prethodnom delu zadatka. ReSenje ove jednacine, za
proizvoljno / se mogu napisati preko sferne Bessel-ove funkcije j;(x) i sferne Neumann-
ove funkcije n;(x):

ui(r) = Ar jj(kr) + Brn;(kr),

pri cemu su

1d )lsinx () xl( 1d )lcosx
== 1) ==X | =——— .
x

. _
jix)=x ( xdx

xdx X

Uslov da je u r — 0 talasna funkcija kona¢na ovde dovodi do toga da moramo uzeti da je
B =0. Zato je
Ry(r) = Aji(kr).

Granicni uslov R(a—) = 0 i u ovom slu¢aju odreduje spektar. Konstanta k ima diskretne
vrednosti i one se dobijaju kao reSenja jednacine

jitka) =0.
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Za svako [ Bessel-ova sferna funkcija j;(x) ima beskona¢no nula (kao §to i trigonometri-
jske funkcije imaju beskona¢no nula). One nisu tako jednostavno rasporedene kao u
slu¢aju [ = 0, ve¢ se nalaze numerickim re$avanjem gornje jednacine. Ako sa §,; oz-
nac¢imo n-tu nulu /-tog Bessel-ovog sfernog polinoma, onda je spektar energija

22
_h nl

E 1= y
" 2ma?

a stanja su

a

nim\t %, -

o, r>a

Ovde su A;;; konstante normiranja za koje takode ne postoji jednostavan analiticki izraz,
ali se mogu naci. Kao $to vidimo, stanje y,;,, je (21 + 1) puta degenerisano, jer energija
ne zavisi od kvatnog broja m.

4.25 Oblik potencijalne energije sugeriSe da Schrédinger-ovu jednacinu posmatramo u dve
oblasti, kada je r < a (oblast ) i r > a (oblast II).
Jednacina za radijalni deo talasne funkcije u(r) = R(r)r uoblastiI je

I(l+1
( 3 ) uy(r),

" 2mE
Uy (r)+( —U) up(r)=- Wz

dok je u oblasti II

" I(1+1)
up(r) + ) un(r)=—

m
2 uy (7).

Ovde trazimo energiju osnovnog stanja. Primetimo da centrifugalna barijera uvek doprinosi
ukupnoj energiji sa pozitivnim znakom. Po$to nas interesuje minimum energije, onda ¢emo

uzeti da je [ = 0. Tada se gornje jednacine svode na

I _ 2mE n,~_ 2mE
uy (r)=Uuy(r) ——?ul(r), up(r) ——Fun(r),
pri ¢emu vaze grani¢ni uslovi uj(r — 0) = 0, u(r — oo) = 0 kao i neprekidnost funkcije u(r) i
njenog prvog izvoda na granici. PaZzljivi Citalac ¢e primetiti da smo se sreli sa istim problemom,
kad smo u zadatku 2.35 traZili vezana stanja Cestice u potencijalnoj jami

oo, x<0
Ux)=4-U, 0<x<a.
0, x>a

Diferencijalne jednacine i grani¢ni uslovi za ¥ (x) su istovetne sa jednacinama i grani¢nim us-
lovima za funkciju u(r). Zato su i reSenja za svojstvene energije i funkcije ista. Dakle, ako
nastavimo da reSavamo gornje jednacine dobi¢emo da je uslov za pojavu vezanog stanja isti
kao u zadatku 2.35
2ma*U
72

iz Cega sledi da je minimalna dubina jame za koju se pojavljuju vezana stanja

T
= -,
2

w2 h?

Unmin=-—-
8ma?
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Primetimo da je reSavanje Schrodinger-ove jednacine sa sferno-simetricnom potencijalnom
energijom U(r) za [ = 0 ekvivalentno sa problemom jednodimenzionalne Schrodinger-ove jed-
nacine kod koje je potencijalna energija

{oo, x<0
Ux) = .
Ukx), x>0

4.26 Hamiltonijan dvodimenzionog harmonijskog oscilatora je

2 2 2 2
PxtpPy 1
H="2 y+—mw2(x2+y2):&+—mw2x2+—y+—mwzy2.
2 2m 2 2m 2

~ /. v

H(x) H(y)

2m

Ovaj hamiltonijan je separabilan — moZe se posmatrati kao dva odvojena sistema. Ukupna ta-
lasna funkcija je proizvod dve talasne funkcije a ukupna energija je zbir energija koje poticu od
hamiltonijana delova sistema. Ovde je svaki od delova sistema jednodimenzioni harmonijski
oscilator. Zato je spektar energije

Enn, = hw

1
ny + E)h(,l)

1
ny+§):hw(nx+ny+l),

gde su ny i ny prirodni brojevi ili 0. Svojstvene funkcije hamiltonijana su proizvodi reSenja
jednodimenzionih harmonijskih oscilatora

12 e
Vi 0) = e () e B, (22 1 (/52

Svojstveni problem dvodimenzionog harmonijskog oscilatora se moZe napisati i u bazisu svojs-
tvenih stanja jednodimenzionih hamilitonijana

Hiny)ny) = ho(ny + ny + Dlnygny),

Stanje |ny)|ny) je uredeni proizvod: prvi kvantni broj se odnosi na x zavisnost talasne funkcije a
drugi dolazi od y zavisnosti. Zapravo, ako svojstvena stanja jednodimenzionih problema pos-
matramo kao vektore onda je ovo tenzorski proizvod, a ako ih gledamo kao funkcije onda je ovo
stanje proizvod funkcija pri c¢emu je prva funkcija od x a druga zavisi od y. Ako uvedemo nov
kvantni broj n = ny + n, koji odreduje energiju imamo da je E,, = iw(n + 1). Kao i kod jednodi-
menzionog oscilatora i u dvodimenzionom slucaju spektar je ekvidistantan, ali ovde imamo jos
i degeneraciju. Nivo E,, moZe se realizovati na n + 1 razli¢it nacin (jer svaki sabirak moZe uzeti
jednu od vrednosti izmedu 0 i n+1). Zato svojstvena stanja hamiltonijana ne odreduju jednoz-
nacno svojstvene pravce. Da bismo ih nasli, treba nam jo$ bar jedan operator koji komutiora
sa H. Taj operator je L,. Lako se pokazuje da je

2 2
Pk y, 1 5, 1 5,
HL,]=|—+—+-mw°x"+-mw“y-,xpy—
[ z] 2 2 2 2 Y p}’ YPx

= L 2 _ L 2 _l 2 2 1 2 2
=5 [P x] py . [Py, ¥] Px 5o y[x ,px]+2mw x[y% pyl
—2ihpy —2ihp, 2ihix 2ihy

i ih . ) ) ,
= —prpy + Epypx —ihmo°yx+iimw xy

=0.
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Stanja dvodimenzionog harmonijskog oscilatora mozemo da opisemo kao zajednicke svojstve-
ne vektore od H i L, i neka je n povezan za svojstvenu vrednost kamiltonijana, a m sa z-kom-
ponentom momenta impulsa

H|n,m) =hw(n+1)|n, m), L,|n,m) = mh|n, m).

Sad ¢emo na konkretnim slu¢ajevima da vidimo vezu izmedu dva bazis, jednog koji je opisan
sa energijama jednodimenzionalnih oscilatora |ny)|ny) i drugog u kome su kvantni brojevi en-
ergija dvodimenzionog oscilatora i njegov moment impulsa |n, m).

Osnovno stanje se dobija kad je n = 0. Tada je ny + ny, = 0, $to ima samo jedno reSenje
ny = ny = 0. Talasna funkcija je

1/2 " 1/2 o
'l//|0>|0> = (@) e—'g—h(x2+y2) _ (m(,U) o 'gr 2
nh Th

Ova talasna funkcija je svojstvenaiza H iza L,. Ako hamiltonijan napiSemo u polarnim koor-

dinatama
He o n? (1 0 ( 3) 1 62)+1mwp
ror\ or) r2og?
vidimo da je
Hy\oy0y = hwwo)(0),
dok je

0 (,7;:;))1/2 -

L — _ih_ 2n = 0’
z¥1010) 3¢
§to znaci da je
10)]0) =100).

Za n = 1 energijski nivo je dvostruko degenerisan.

2 mlu mw .2
Vo = h xe~ ) < \/ —rCOS(pe e

2 mw _nw .2
Viom =/~ y O+ - \/ —rSIn(pe o

Ova stanja su svojstvena za H, sa svojstvenom vredno$éu 2hw, ali nisu svojstvena i za L,.
Znamo od ranije da su stanja e**% svojstvena od L sa svojstvenom vrednos$éu +7. Od stanja
koje imamo, lako moZemo da napravimo Zeljeni oblik ¢ zavisnosti, potrebno je samo da formi-
ramo linearne kombinacije:

+i 2 mw ip r;t;urz
1 =41/ ———re"e ,
Yinioy + ¥ 0y 1) i

i =1/ 2 MO remive T
Yinioy — W0y = s

koje su svojstvene funkcije i za L, sa svojstvenim vrednostima # i —# respektivno. Ove funkcije
¢e biti normirane ako ih podelimo sa v2. Gornja stanja mozemo da ozna¢imo preko svo-
jstvenih vrednosti Hi Lz, prvoje|11) adrugo |1 —1). Veza sa prvim bazisom je

11)10) +£|0)1) 1110y — i]0)|1)
,I)=———F—, 1,-1)=————.
11,1) 11,-1) 7z

V2
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4.27 Radijalna jednacina za funkciju u(r) = r R(r) atoma vodonika je (4.58)

n ( Ze? Rl(1+1) )
——u" (") + |- =—+ ———=—E|u(r) =0.
2Me r 2Mer?

a) Gornja jednacina moZze se prevesti u bezdimenzionalnu formu. Najpre je pomnoZimo sa

—h?/(2me)
2meZe? 1 1  2meE
u”r+( I+ + —— )ur=0.
(r) PR ( )r2 2 (r)
Posto je energija E < 0 uvedimo konstantu €
2meE 6)2
R _(2 ’

pajednacina postaje

2

d?u(r) €2 2meZe® 1 1
— ( () + - ;—l(l+l)ﬁ)u(r)=0.

Uvedimo novu promenljivu x = re. Izvodi po r i po x su povezani na sledeéi nacin
d dxd d d? , d?
—_— = =€ —_— =
dr drdx dx’ dr? dx?’
pa se diferencijalna jednacina po x svosi na:

W' (%) + (—1 J2meZe’ 1 I+ 1)i) u(x) =0
4 eh? x x2 o

b) Diferencijalna jednacina

,,(x)+( 1+2j+k+11 K-11
y 4 2 x 4 x2

)y(k) =0.

ima dve singularne tacke: u x = 0 regularnu i u x = oo iregularnu. Ispitujuci asimptotsko
ponasanje u okolini te dve tacke ispostavlja se da je reSenje jednacine oblika

y(x) = e_gx%f(x).

Sad ¢emo da vidimo kako se ponasa funkcija f(x). Da bismo dobili diferencijalnu jed-

nacinu po koju zadovoljava ta funkcija, potrebno je da nademo drugi izvod od y(x)

k? —1-2kx—2x+ x?
4x?

y’/=e—%x% (f"(x)+ 1_);Jrkf’(xwr f(x)).

Ubacimo pretpostavljeno reSenje i jednacina se znatno pojednostavi

_x kaf ., 1-x+k i _
e 2x (f (x)+—x f(x)+xf(x))—0,

paje
xf" )+ A -x+k)f(x)+jf(x)=0.

Ovo je asocirana Laguerre-ova jednacina i njeno reSenje su asocirani Laguerre-ovi poli-
nomi f(x) = L]j?(x). Dakle, resenje date diferencijalne jednacine je
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Poredeci diferencijalne jednacine za y(x) i u(x) vidimo da one imaju isti oblik i potrebno
je da bude zadovoljeno

2j+k+1  2meZe® k?
2 - eh?

-1
=1(l+1).
2 (I+1)

Iz druge jednacine sledi da je k =21 + 1, a onda i prva jednacina postaje

2MeZ e

+1+1=
] eh?

Posto su j il prirodni brojevi ili 0 (to znamo iz reSenja asocirane Laguerre-ove jednacine)
ondajen=j+[1+1€lN.

Setimo se kako je energija elektrona E povezana s parametrom €, a ovaj s prirodnim bro-
jem n
h2e? B meZ%et B Z%e% 1

= = -
8m, 2n2h? " 2ay n?

E=-

Time smo odredili spektar i dobili isti rezultat (4.73) kao kad je to izraCunato Frobenius-
ovom metodom. Preostalo je da nademo i radijalnu talasnu funkciju. ponovo poredimo
y(x)iu(x). Dobili smo da je k =21+ 1 a parametra j ureSenju za y(x) moZe da se napise
preko nil

j=n-1-1.
Zato je reSenje za u
20+1+1
2Z _zr (2Zr\ 2 54 [2Zr
u(x) = uler)=u|——r|=e "o Lo {7 —
nay nag nap

odnosno, radijalna funkcija R(r) = u(r)/r je

_zr (2Zr)! 2Zr
Rpi(r) = Cyre "o ( ) Liljll_l ( )
nay naoy

Normalizacione konstante odredujemo iz uslova
oo
fdrrzRil(r) =1,
0
§to daje
r 2 (2Zr |2 277 \\?
Czlfdrrze_zm (—) (LZHI1 ) (—)) =1
n nao ==\ nag
0
ili malo sredeno
37 2
2 (N —x 2142 (72141 _
Cnl(i) fdxe X (Ln—l—l(x)) =1.
0
Da bismo odredili ovaj integral koristicemo osobine asociranih Laguerre-ovih polinoma

[a+n+1)3
T(n+1)

’

fdxx“e’xLﬁ(x)Lfn(x)dx =0nm
0
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koja je neka vrsta ortogonalnosti i

n+1 2
xL4(x)=(a+2n+ 1)L (x) - mLZH(x) —(a+n)°Ly_,

21+2 21+1

pomocu koje éemo u podintegralnoj funkciji x svesti na x

ristiti relaciju ortogonalnosti. Vidimo da je

nakon ¢ega ¢emo isko-

n-1
x2 o =2nl2H () - mLﬁ’ff (x) - (n+ DL, (),

tako da je sad moguce izracunati integral

na0)3 T(n+l1+1)3

o2 (_ 22)3’2 (n—I1-1)!
n\ o2z T(n-1)

=1=Cu :( 2n((n+ D3

nag

te imamo da je kona¢no

22\ | (n—1-1! _z (22r\' L., (2Zr
Ry (r)=|— e " L Ziil—1-
nag 2n((n+DH3 nag) " nag
4.28 Radijalni delovi talasne funkcije R;,;(r) elektrona u atomu vodonika (formula (4.76) i pret-
hodni zadatak) su dati sa

27 3/2 (n—l—l)' _zr (277 l - 277
Rnl(r) =|— _—— e N4 L +
nap 2n((n+DNH3 nao n—I-1 _nao

gde su L (¢) asocirani Laguerre-ovi polinomi (4.74) koji su definisani preko Laguerre-ovih poli-

noma L ()

L,(x)=¢" P

(e *x™),

na sledeéi nacin .

d
Ly(x) = (—1)’“ﬁLn+k(x).

Konstruisa¢emo radijalne delove talasne funkcije za n = 1 i n = 2. Da bismo pojednostavili
oznake, najpre ¢emo uvesti parametar x, = 2Zr/nay. Ako je n =1, tada je I = 0. Stoga postoji
samo jedna radijalna funkcija

Ryp(r)=—

V2

1 27 3/2
(&) oo,
0

Da bismo odredili

Ll()——iL()
ol = dx 1,

treba nam d
Lix)=e*— (" x)=e* (e *x+e ) =1-x,
dx
tako da je
Bw=-La-y=1
O dx -

Prema tome, imamo da je



364 RESENJA 4. TRODIMENZIONI SISTEMI

Ako je n =2 tada / moZe biti 0 ili 1. Odredimo najpre Ry (r) za koji formula glasi

71312 o1
RZO(r):?T(a_O) e 7L (x2).
Nadimo
d2
Ly(x) = exﬁ(e_xxz) =x*—4x+2,
X
paje onda
d
Li(x) = ———la() =-2x+4,
te je
3/2 3/2
Rao( =2—[Z) e 2oy = [ Z) e Hh 2 ZE
208729512 { g, 279312 g, ap )
Zan=2il=1imamo
3/2
Ro1(r) = % (d_o) e_xQ/zszg(xz)-

Nalazimo najpre
3

d
L3(x) = exﬁ(e_xxg) =—x3+9x*>—18x+8,
i potom
3

Lg(JC) = —WLs(x) =6,

paje
R - 1 (Z)S/Ze_zzag Zr
217 o v lag ap’

Sad moZzemo da nacrtamo radijalne funkcije, kao i odgovarajuée radijalne gustine verovatnoce
Pni(r) = ranl(r)2 §to je prikazano na slici 4.3.

4.29 U atomskoj fizici pojavljuju se cetiri karakteristicne konstante dimenzije duZine, pa se
stoga mogu porediti, a sve su kombinacije fundamentalnih konstanti. Prva je Compton-ova
talasna duzina

Ac=—
mc

(jednacina (1.79)). To je karakteristicna promena talasne duZine y-kvanta koji se rasejava na
slobodnom elektronu, kao i talasna duzina ultrarelativistickih elektrona (de-Broglie-eva for-
mula). Sledeca konstanta koja se pojavila kod proucavanja atoma vodonika je Bohr-ov radijus
hZ
ap=—s
07 me?
koji predstavlja karakteristicno rastojanje na kojima se uocava promena talasne funkcije elek-
trona u atomu. Vidimo da je
Ac e? 1
—_— = =0=—,
ay hc 137
gde je a konstanta fine strukture. Karakteristicna talasna duzina svetlosti koja nastaje pri pro-
meni stanja elektrona u atomu je
¢ hc FHc ag ap 1
—:—:—2:— > — == —.
w AE &£ «a A 137

ao

A=
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Ry (r) n=11=0 —
n=21=0
n=21=1

’
R% (r)r?

(") n=11=0 —
n=21=0
n=21=1

Slika 4.3: Radijalne funkcije

R,;(r) i radijalne gustine

verovatnoce r’R2 (r) elek- \

trona u atomu vodonika za x
n=1lin=2.

Klasi¢ni polupre¢nik elektrona definisan je preko mc? = e?/r i iznosi

o2 &2 r 1

r=—s=-—=Aca >—=a=—.
mc2  hc Ac 137
Ac
Dakle, vidimo da postoje u atosmkoj fizici moZemo da uoc¢imo cetiri razlicite skale (razlikuju se
za po dva reda veli¢ine). Na najvecoj skali su talasne duZine prelaza medu atomskim nivoima,
dva reda veli¢ine je manji Bohr-ov radijus, pa nakon toga imamo Compton-ovu talasnu duZinu

i na kraju na najmanjoj skali imamo klasi¢ni poluprecnik elektrona.

4.30 Radijalna gustina verovatnoce predstavlja odnos verovatnoce nalaZenja Cestice u sfernoj
ljusciizmedu r i r + dr i debljine te ljuske dr
27

dOder?sin@R(r)?| Y0, @)
dver(r,r+dr)_of0f orsinfRrY, 70, ¢)l

dar dr

gde je R(r) reSenje radijalnog dela Schrédinger-ove jednacine. U osnovnom stanju n = 1 radi-
jalni deo talasne funkcije je

=r*R(r)?,

P
Ryo(r) = Croe =,
pa je radijalna gustina verovatnoce
_2r
p(r) = Cforze @,
Ova funkcija ima maksimum na rastojanju rpy,

d _2m
pr) =0 = 2rye %(1—r—m):0.
dr |, agp
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Ova jednacina ukazuje da p(r) ima tri ekstremne vrednostiur =0, r = ap i r = oco. U prvoj i
treéoj tacki gustina verovatnoce je minimalna, a maksimum je za ry, = ag, za Bohr-ov radijus.
U Bohr-ovom modelu to je poluprec¢nik prve Bohr-ove orbite.

4.31 Ocekivana vrednost (r) rastojanja elektrona od jezgra u n-tom svojstvenom stanju mak-
simalnog momenta impulsa (I = n— 1) moZe se izracunati na osnovu radijalne gustine verovat-
noce Ry, ;—1(r)

o0
(r :eri’n_l(r)rzdr,
0

dok je kvadrat disperzije
Ar® =(r?y —(n’.

Radijalna gustina verovatnoce je

_r (2r\*! 2r
Rn,n—l(l’) =Ce "o (—) L(Z)n_l (—) .
nay naop

Asocirani Laguerre-ovi polinomi L3" ! (x) su konstante. To vidimo jer je

2n-1

L) = Lop-1(x)

" dx2n-1
a Ly;—1(x) je polinom stepena 2n — 1, pa je njegov 2n — 1-vi izvod konstanta. Sad moZemo da
piSemo da je

o (2r !
Ryn-1(r)=Ce ™o (—) .
nayp

Najpre ¢emo na osnovu uslova normiranja odrediti konstantu C:

T o (27 |22 nag\3 T
sze_W (—) rzdrzlzcz(—) [e_ttzndt=1:C=
nag 2

i)
@nm!\nap)
Posto nam je poznata ¢itava radijalna gustina verovatnoce
R e (2)§_r(2r)"—1
o= —| e mo|— ,
mn-t Vvi2n)! \nagy nay

odredivanje ocekivanih vrednosti se svodi na racunanje integrala, odnosno na prepoznavanje
odgovarajucih gama-funkcija. Tako je

3R 2n-2

1 2 _2r (2r 3 n@n+1)

N=——\-- e o | — r’dr = ———ay,
@em!'\ nag nagp 2

kao i

4 T, 2n-2 2
<rz>:L(i) f ( 2r ) gl (n+1)(2n+1)a§,
em!'\ nag >

pa je disperzija
v2n+1
Ar =V =7 =,

Kako raste energija elektrona (odnosno kvantni broj n) povec¢ava se i Ar pa zakljuc¢ujemo da su
orbite bolje definisane za malo n.
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4.32 Postoje r’ = x>+ y> + z%, ondaje i
() = () + (P + (2D,
u bilo kom stanju.

a) Kad je elektron u osnovnom stanju, opisan je talasnom funkcijom

1
a3
Tag

Odredimo najpre (r?) u osnovnom stanju. Imamo da je

r

e %,

Yi00(1,0,0) =

oo T 2T oo T 27 1
2r
(rz)mo:f drd@d(przsinerzlwloo(r)lz=fffdrd0d(przsin9rzﬁe_% :Sag.
000 000 0

Posto je stanje sfernosimetri¢no 0o (r) onda je (x*)100 = (¥*)100 = (2%} 100, pa sledi
1
(x*)100 = (¥*)100 = {2100 = g(rz)loo = ag.

b) Talasna funkcija elektrona sad je

1 r

_ 0 _ r -5k 3
Y210(1,0,9) = Ro1 ()Y (0,¢) = %We 2404/ Ecos@.

Ovo stanje nije sfernosimetri¢no pa necemo mo¢i da oc¢ekivane vrednosti kvadrata Des-
cartes-ovih koordinata na isti nacin kao u prethodnom delu zadatka, nego ¢emo morati
da ih racunamo neposredno.

oo T 27 ) ) 3
r° -
<x2)210=f fdrd@d(przsinHrzsinzecosz(p——e w —cos? = 6a3.
24 a3 4w
000
Isto se dobija i za
co 21 ) ) 3
r _Ir
(y2>210=f[fdrd@d(przsin@rzsinzesinz(p——e ao—coszezsag,
24 ag 47
000

jer se podintegralne funkcije razlikuju samo po ¢ zavisnosti, a integrali po ¢ se ne raz-
likuju. Ostaje jos da se izracuna

oo T 27 ) 2 3
r- _r
(z%)210 =f fdrd9d<pr2 sin@r®cos’0——e @ — cos®0 = 18a3.
24 ag an
000
Sad nalazimo daje
(r®)210 = (x*)210 + <y2>210 +(2%)010 = 30613,

i to se slaZe sa rezultatom dobijenim u prethodnom delu zadatka za n = 2 kada je oceki-
vana vrednosta odredena direktno.
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4.33 Cilj ovog zadatka je da napiSemo Schrédinger-ovu jednacinu za atom vodonika
2 &2
Ay — 71// = Evy,

2Me

u parabolickim koordinatama (¢, 7, ¢) koje su definisane su sa

E=\/X2+y2+2%+z, n=\/x*+)y*>+2°—z, (p:arctanz,
x

i da re§simo dobijenu Schrédinger-ovu jednacinu.

a) Najpre ¢emo invertovati jednacine koje definiSu parabolicke koordinate. Vidimo da je

f+77_ 2 2 2 _6_17 _.y
T—\/x +y°+z5, Z—T, tg(p—;

Time smo koordinatu z izrazili preko parabolickih koordinata, preostale su jo$ x i y.
Kvadrirajuéi prvu i tre¢u jednacinu, uz koris¢enje druge, dobija se

P+yt=né, Y =xtge,

pasu
x=1/¢&ncosep, ¥ =1/¢énsine.

b) Dabismo napisali stacionarnu Schrédinger-ovu jednacinu za elektron u atomu vodonika
u parabolicke koordinate treba da nademo laplasijan u tim koordinatama. Krenemo li
da druge izvode Descartes-ovih koordinata izrazimo preko parabolickih dobi¢emo jako
dugacke izraze koje je tesko srediti. Zato ne¢emo raditi tako nego ¢emo iskoristiti for-
mulu za laplasijan u krivolinijskim ortogonalnim koordinatama (q1, g2, g3)

1 ( 0 (hzhg 0 )+ 0 (hghl 0 )+ 0 (h1h2 0 )),

A= — — — -
hihohs 66]1 an 66]3 hs3 06]3

hy oq

hy 0q>

gde su h; = |07/0q;| Lame-ovi koeficijenti. Kako je

F=1/éncospé,+,/¢{nsingeé, + 5_77752

dobijamo da su Lame-ovi koeficijenti za parabolicke koordinate

1 [$+n

T

—'1\/ﬁcos E+1\/ﬁsin é’+1é’ =

iistim postupkom za preostale dve koordinate.

1 [E+
hﬂ:E Tn’ h(p:\/?)

“&xnoe\voe)  exnon\Ton) T o

Lako se pokazuje da su parabolicke koordinate ortogonalne, odnosno da ortovi parabolickih
koordinata

he =

or
9

tako da je laplasijan

. 1 07 . 1 o7 . 1 or
e(f:—— en =

he OF n—h—n%, e(pzh—(p@,

Easl
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¢ine ortonormiran sistem, $to opravdava kori§¢enje gornje formule za laplasijan. Dakle,
Schrédinger-ova jednacina napisana u parabolickim koordinatama glasi

+ii( i)+ia_2) — ez —E
t+non\'on) " nog? v €+nw v

Y
§+n0g\"0¢

_Zme

U ovoj jednacini moZemo da razdvojimo promenljive. Ako primetimo da je ¢ koordinata
i u parabolickom i u sfernom koordinatnom sistemu (pa je i ¢ zavisnost u reSenju ista)
moZemo pretpostaviti reSenje oblika v (&,n,¢p) = X() Y (n)e'? Cime se jednacina svodi
na

n? ( 4 d (édX(f)) 4 dY(n))
dé

d
“ome mY(n)d—g +—X(f)d—n(77—

m? ;
- —X(@Y( ))e”""’
§+n dn DY

<n

2
e . .
———X(EOYme'? =EX )Y (me'?.
£ n n
PomnoZimo ovu jednacinusa ({+n)e” ime(x (&) Y (1)) irazdvojimo promenljive da bismo
dobili

2r% 1 d(EdX({))Jrhzmz e? 2r% 1 d(dY(n)) Pm? e

v 4 7 - +<vm=c.
me X© ac Cac ) ame 2 BT e vyman\"an ) 2men T2 TEN

Jednacine za X (¢) i Y (n) razlikuju samo po znaku konstante C, tako da je dovoljno resiti
jednu od njih, reSenje druge Ce se lako rekonstruisati. Uzmimo na primer jednacinu za
X (&) koja glasi

22 1 d dX(.f)) 2 m?  e?
= — — ———Eé=C,
e X(8) dé G a )" ¢

2me €& 2
$to ¢emo prepisati u obliku

d dX(é)) (1 m?  me (e2 ) meE )

— | —|--—- —+C|- X =0.

aé (5 dé 4 & 2n2\2 2h? ¢ X©)

Ako raspiSemo prvi ¢lan, dobi¢emo sabirke sa funkcijom x(¢) i njenim prvim i drugim
izvodom. Cilj nam je da ovu jednacinu napiSemo u formi neke poznate jednacine. Poku-
Sacemo da je svedemo na jednacinu iz zadatka 4.27 deo pod b), ¢ije reSenje smo nasli. Da
bismo ostali bez prvog izvoda nepoznate funkcije, razmotréemo novu nepoznatu funk-

ciju u(é) koja zadovoljava X (&) = u(£)E%, pri Cemu ¢emo izabrati a tako da nemamo prvi
izvod u jednacini. Posto je

d% (&d% (u(é)é“)) =& O +E A+ 200U (@) + aET T ud),

vidimo da nas izbor a¢ = —1/2 reSava neZeljenog ¢lana i onda je prvi ¢lan

d(. d(ue\ -,
feleie[ 7)) -veon

panasa jednacina, uz uvodenje oznake 2me E/h? = —(e/2)? i nakon deljenja sa /¢ postaje

1
1572 u(s),

2

d?u(é) 1(e\2 me (€ 1 m*-11
56 (5

a2 1) tae\ 2t Ty g—z)”@zo-



370

RESENJA 4. TRODIMENZIONI SISTEMI

Ova jednacina li¢i na poznatu nam jednacinu ali koeficijent u prvom sabiruku u zagradi
treba da bude —1/4. Da bismo transformisali jednacinu na trazeni oblik, reskaliracemo
nezavisno promenljivu x = ¢ 8. Onda gornja jednacina, nakon deljenja sa 52 postaje
d?u(x) ( 1( € )2 Me (62 ) 1 m?-11
— || t=S|=+C)| - ——=
dx? 4\2p 2h%\ 2 Bx 4 x?

Vidimo da izbor § = €/2 svodi jednacinu na Zeljeni oblik i on je

d?u(x) ( 1 me(e2 )1 m?-11

—— 4+ |-+ |+ C|—-

dx? 4 n?e\2

) u(x)=0.

< 2 ?) u(x) =0.
Poredeci sa jednacinom iz zadatka 4.27 b) vidimo da je
m=k, 2n1+m+1:&(e_2+c)
2 n2e\ 2
Ovde je n; prirodan broj ili 0. Na isti nacin re§avamo i jednacinu za Y (1), koja se od
jednacine koju smo resili razlikuje samo po znaku konstante C. Na kraju dobijamo da ¢e

se druga jednacina svesti na traZeni oblik ako je

2np+m+1  me (ez )
m=k, —_— =

2 n%\2
Saberemo li dve jednacine u kojima su uvedeni n; i n,, dobijamo

Mee?

h2e
Uvedimo nov broj n = n; + ny + m+ 1 koji je ocigledno prirodan i dobijamo da je uslov za
energiju

m+n+m+l=

2 (e\2 e’ 1
5 - 2m- e
2me \2 2ay n?
$to je poznat izraz za kvatovanje energije elektrona u atomu vodonika. Potrazimo sad i
talasne funkcije ¥ = X(&)Y ()e'™?. Funkciju X (¢) ¢emo prepoznati u nekoliko koraka,
kojim smo transformisali jednacine. Dobili smo da je reSenje za u(x)
u(x) = e_%me“L?1 (x).

Posto je x = € /2 reskalirana koordinata, pri Cemu je € = 1/(nap) onda je

u@=e o ( : )ZLTl (L)

2na 2nay
dok je
_& B
X(é‘):@:e 4nagy (L)le’nﬂ( 6 ).
\/E 2nag "\ 2nay
Analogno tome je
N \2 m( N
Y — 4na, ,
() =e o (Znao) Z(Znao)

pa je talasna funkcija

m .
Wnlnzm(f’n»q’) = Cﬂlnze_fn% (é-n) 2 LZ? ( 5 )LZ? ( ’ ) elm(p.

nay)™ " \2nay) "\2nay) 2n
Ovde su Cy, 5, normalizacione konstante. Za kraj, proverimo jo$ jedan poznat rezultat,
izraCunajmo degeneraciju energetskog nivoa E,. Kvantni broj n = ny + n, + m+ 1 moZe-
mo da realizujemo na n? nacina jer n; uzima n vredosti a za svako od njih n, mozemo da
izaberemo na n nacina. Prema tome, nivo E, je degenerisan n? puta.
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4.34 Posto je L, = —ihd/0¢, Schrédinger-ova jednacina za rotator u ravni je

2 g2
ndy)

21 dg? V).

a) Hamiltonijan je kvadrati¢an po L, pa su svojstvena stanja hamiltonijana ista kao i svojs-
tvena stanja z komponente momenta impulsa, a to su funkcije

1
(p) = —,
Vml® V2m
gde je m € Z. Svojstvene energije su
h® dzwm((p) 2 m?
M _F =E,.
21 dg? mym(@) = = =Em

Osnovni nivo (m = 0) je nedegenerisan, dok su ostali nivoi (m # 0) dvostruko degener-
isani.

b) Hamiltonijan je ovde zadat preko momenta impulsa. Da vidimo kako se menja moment
impulsa kad opisujemo Cesticu u elektromagnetnom polju. Metod minimalne zamene
podrazumeva

. . e
H— H-e®, p—p—-—
c
tako da se moment impulsa menja sa
. L (.l . e, -
L—»rx(p——A)=L——r><A.
c c
U naSem konkretnom slucaju, to se svodi na

1 e Br? 2
H=—|L,————
21 c 2

pa je vremenski nezavisna Schrédinger-ova jednacina

1( .8 eBr2\
ﬂ(_’h%_ET) w(p) = Ey (o).

Posto dodatni ¢lan u Schrédinger-ovoj jednacini ne zavisi od ¢, reSenje je isto kao kod
slobodnog rotatora v, (¢) a svojstvena energija je

1 eBr? 2
Em (mh— ) .

:Z 2c

Primetimo ovde da je spektar drugaciji od slucaja pod a) iako je talasna funkcija stanja
ista. Ova razlika potice od postojanja elektromagnetnog polja koje menja hamiltonijan
Cestice.

4.35 Hamiltonijan ¢estice u homogenom elektricnom polju je

H=2 _cE.7.
2m

a) Vremenski zavisna Schrodinger-ova jednacina Cestice u homogenom elektricnom polju
je
L0 i =)
lhaw(ﬂ )= (—%A —eE- r) w(7, ).
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b) Ovaj deo zadataka je zapravo demonstracija vaZenja Ehrennfest-ove teoreme na primeru
Cestice u elektricnom polju. Ehrenfest-ovu teoremu smo dokzali u zadatku 2.20, a na
isti nac¢in se dokazuje i ovo tvrdenje. Najpre se izracuna izvod po vremenu ocekivane
vrednosti poloZaja (7), pa se pod integralom iskoristi viemenski zavisna Schrodinger-ova
jednacina iz prethodnog dela zadatka i njena kompleksno-konjugovana jednacina, urade
se parcijalne integracije kao u zadatku 2.20 i dobice se

Potom se odredi izvod po vremenu o¢ekivane vrednosti impulsa
i(_')—i/dv (7,0 (=iaV)y (7, 1)
arP T a v DRI
0 t 0 t
- h(/dV W T g5 ,t)+fde (7, )V w(; ))

2
—h—A FOVY(F, 1) — eE-Fy* (F, )V (7, 1)

2
+h— ‘G (Au/(?,r))+ezp*(?,t)v(E-?w(?,t))).

av

Ovi ¢lanovi se potiru nakon parcijanih integracija po prostornim koordinatama. Dalje je

%(@ :fdv(—W+ eBy" (7, 0y (7, 1) + B- Py -0V (7, )
= eﬁf dvy* (F, Dy (7, 1) = eE,

paje na kraju

4.36 Da bismo dobili zadatu konfiguraciju elektricnog i magnetnog polja izabraéemo da su
skalarni i vektorski potencijal
®=-Ex, A=Bxé,.

Takav izbor zaista daje zadato polje:

i éx €, €
E:—grad(D—E:Eéx, B=rotA= % % a% = Bé,
0 Bx O
Hamiltonijan je
=t (7 eA’)2+ ®= ( ( B )2+ 2| _eE
=—|p-—- ed = ——Bx —eEx,
om p c px p)’ c P

paje vremenski nezavisna Schrédinger-ova jednacina
1 02 0 2 02
(% (—hz— + ( iha - ;Bx) —i? 3 2) - eEx) v(x.y.z2) =FEyw(x,y,z).

Ovde smo svojstvenu energiju oznacili sa It da bismo je razlikovali od jazv cine elektriZzv cnog
polja E. Hamiltonijan komutira sa operatorima p i p.. Zato su svojstvena stanja ovih opera-
tora istovremeno i svojstvena stanja hamiltonijana

¥(x,y,2) = F(x)e'®V e'k==
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Time smo odredili y i z zavisnost talasne funkcije. Ostalo je da nademo funkciju F(x). Jed-
nacinu koju ona zadovoljava dobi¢emo ako resenje koje trenutno imamo uvrstimo u Schrédin-
ger-ovu jednacinu, tako da dobijamo

1 2 62 e 2 212 ik ik,z ik ik, z
-h (hky——Bx) +h°k;|—eEx|F(x)e'™e'"* = EF (x)e'"Ve
2m 0x2 c

odnosno

1 2 dz 272
h (hky——Bx) +hk; | —eEx|F(x) =EF(x).
2m

Ovu jednacinu je moguce svesti na Schrodinger-ovu jednacinu harmonijskog oscilatora. Pre-
grupisavanjem ¢lanova ona postaje

+
“2m dx? 2m

h? d’°F(x) 1 (eBx mcE (IE k§h2+ﬁkyCE mc?E?

+ F(x).
2m B 282 ) (x)

Uvedimo novu nezavisno promenljivu

¢ eB i mcE - d eB d d? (eB) d?
= —X— — = _ R
c Y B dx ¢ dé 7 s c ) dé

preko koje se jednacina prepisuje

2 2 232 E 2172
—E—L;J R O I L e

2m ae? 2m B " 2B2 )F(é)'

Schrodinger-ova jednacina harmonijskog oscilatora mase M i sopstvene frekvencije Q je

nedtyE 1,
“oniae FaMOWO =ey©.

Za ovu jednacinu znamo kako izgledaju svojstvena stanja v (¢) i kakav je spektar energije €.
Poredecdi je sa jednacinom za F(¢), dobijamo

c\2 eB k2n* hkycE  mc?E?
M:m(—) , Q=—, e=E- + + .
eB mc 2m B 2B2

Posto je spektar harmonijskog oscilatora diskretan €, = fiw(n + 1/2), onda je

)

1) - k2n? s hkycE  mc?E?

eB (
ep=h—|n+-|= +
mc 2 2m B 2B2

tako da je energija Cestice

fieB 1

En,ky,kz = % (I’l+ E) +

k2h?  hkycE  mc?E?
2m B 2B%

Energija je odredena sa tri kvantna broja n, ky i k,. Prvi je diskretan n =0,1,2... dok su druga
dva kontinualna. Da bismo lakse razumeli ponasanje Cestice opisano ovim resenjem, zgodno
je uvesti nekoliko oznaka, koje se prirodno pojavljuju u ovom zadatku

E chk, mc*E 1 (hky )
vo=Cc—, Xo = + =—|—+w
B eB eB>2 Ql\lm
Uz malo truda lako se dobija da je energija
heB 1\ k2h®2 mv?
E =—|(n+= |+ 22—+ —L—eEx,.
whek: = e (n 2 2m 2 5o
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Posto su
eB
— ¢ =—(x~—x0),
c

eB e : .
Ynkyk, (%, ¥, 2) = AHp (\/ ity xo)) ez (o) gikyy gikez.
C

gde je A konstanta normiranja.

stanje Cestice je

4.37 Cestica se kre¢e u Oxy-ravni. Hamiltonijan koji odreduje kretanje cestice je

H:ﬁ(px_fo)ﬂ#(py—;Ay)z.

a) Ako izaberemo da je vektorski potencijal A= (=By,0,0), dobicemo da je magnetno polje
zaista usmereno duz z-ose

éx & é
B = i-| o 9 94 |_
B=rotA=| 3 3y oz = Be,
-By 0 O

Schrédinger-ova jednacina za ovaj sistem je

2

L((—ihi+53 )2_hza_) (x,7) = Ew(x, y)
2m ox ¢V ayZ‘”’y_w’y’

i njeno resenje ¢emo potraziti u obliku v (x,y) = e!**Y (y) (ravan talas X(x) = e!f* je
reSenje x zavisnosti gornje jednacine, jer se x koordinata pojavljuje samo kroz izvod).
Kad uvrstimo pretpostavljeno reSenje i diferenciramo po x, nakon toga mozemo da pode-

limo jednacinu sa e’** ¢ime dobijamo diferencijalnu jednaginu za napoznatu funkciju
Y(»)

1 e_\2 ,d° B

ato je Schrodinger-ova jednacina harmonijskog oscilatora, jer imamo drugi izvod i kvad-
rati¢an ¢lan po koordinati. Da bismo identifikovali parametre oscilatora, uveséemo novu
koordinatu

d> ( eB )2 d?

e
=hky+-B — = —,
C X c y = dyz d(2

¢
tako da je gornja jednacina zapravo
n? (eB\* d*> 1
(—— ( ) —+ —cz) Y()=EY (),
2m

¢ ) diZ T 2m

a to je harmonijski oscilator mase i ugaone frekvencije

c )2 eB
M=m (—) , Q=—.
eB mc
Kad znamo frekvenciju, poznata nam je i energija oscilatora:

1 B 1
En=h§2(n+—)=hi(n+—).
2 mc 2
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Energija ukazuje da se Cestica ponasa kao jednodimenzioni harmonijski oscilator, od-
nosno da osciluje u ravni normalnoj na polje frekvencijom Q. Pogledamo sad talasnu
funkciju. Prepoznajuci najpre { zavisnost, posredno preko nje se dobija i y zavisnost
talasne funkcije pa je

i eB Akyc\\ _es(, Nkyc)?
wn(x,y)=Ce’k’“an(\/E(y‘ elyg ))e 2“(}/ eB]

Posmatrajuéi ovu talasnu funkciju deluje kao da cestica osciluje ciklotronskom frekven-
cijom u pravcu y-ose, a da se duz x-ose krece slobodno. Ipak, to nije tako, jer je duz
x-ose generalisani impuls sastavljen od kinetickog impulsa i impulsa polja, dok duz y-
ose imamo samo kineticki impuls. Zato se duz x-ose Cestica ne kre¢e slobodno, mada je
resenje oblika e’** veé se ispostavlja da i tu osciluje.

U prethodnom delu zadatka smo dobili oscilator koji je duz dva pravca opisan razlicito,
mada je kretanje u tim pravcima isto. Sad ¢emo stvari posmatrati u "simetricnom gejdzu"
ukome je potencijal polja A = (—By/2, Bx/2,0). Ovaj izbor ée omoguéiti da fizicku situaciju
opiSemo simetricno. Najpre ¢emo proveriti da li ovaj potecijal opisuje isto polje. Lako
vidimo da je

éx éy éz
B=rotA=| 2 o o |_lps s _ps
=rotA= ax 1ay 3z | = -Bé; 5 é, = Be,
_sz EB.XZ 0

$to znaci da je izbor vektorskog potecijala dobar.
U simetri¢cnom gejdZu hamiltonijan je

1 ( eB )2+ 1 ( eBx)z
“om et 2c7 om\Pr " 2cY)

pa je vremenski nezavisna Schrédinger-ova jednacina

L(( h0+—B )2+(—ihi—§x)2) (x,y)=Ey(x,y)
2m 0x Y ay 2c VG Y =EYiny),

B eBx vy = eB
R “\ e

prevodi Schrodinger-ovu jednac¢inu u bezdimenzionu formu. Naime, pri ovoj transfom-
raciji izvodi se menjaju kao

Skaliranje

eB 6 @i
Ox ficd y hic oY

tako da Schrodinger-ova jednacina postaje

l((_i+ly)2+(—i—lX)2) (X Y)_ (X Y)
2\ oy 27 JYE eI

gde je
2mc

B heB
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e) Kompleksne koordinate éemo uvesti na sledeéi nacin
z=X+1iY, zF=X-1Y,

paje onda

Dalje je
0 6f6X+6f6Y of1 10Y 1(6 ,6)f

0z) Tox0z avoz oxz 2i0z 2\ax ‘av

Na isti nacin se nalazi kako se racuna parcijalni izvod po kompleksno konjugovanoj ko-
ordinati z* i kona¢no se dobija da su

0 1(6 ,6) 0 1(6+i)
0z 0X oY 0z* 2\0X 0Y

f) Izracunajmo najpre

0 0 0
Z,&]f—Z&f__(zf)

of .of 1( 0 0 )
N2 \5x "y ) 3 5% iy | XY
=(X+iY) (OX lay) X i (Xf+iYf)
1( of . of of . af)
=—|X iX—=+iY¥Y—
( ox oy Tax T ay
1 of . _of af af)
o X =+ iY== - Y ~f.
2(f+ ox P ox T Xy I Y ay )=
Na isti nacin se pokazuje da je komutator [z*,0,+] = —1. Pogledajmo $ta se dobija kad se

potrazi komutator [z,0.+] (istovetno bi se dobilo i za [z*,0,]):

f:

Z'az*
1(of af) 1( 0 6)
=(X+1iY) (_6X+ FT% X +i—|(Xf+iY[)

_L(0f . 9f of of

of of of Of)_
__(f+X6X+ Y0X+ XOY f- YOY =0.
Time smo pokazali da vaZe komutacione relacije
za —[* 9 =-1 zi]—z*i]—o
"0z |7 ezr] "0z |7 Toz]

g) Hamiltonijan iz d) dela zadatka mozemo da napiSemo preko kompleksnih koordinata i
njihovih izvoda

H=-|-i——i—+2 2
2 0z 0z* 4i

1( 0 .0 z—z*)2 l(i 0 z+z*)\?
2\0z* 0z 4

Pazljivim, pravolinijskim racunom moze se pokazati da je ovaj izraz jednak

0 9 1(zi+iz—z*i— 9 z*)+1zz*
4\70z 0z dz* 0z* 87
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Ako primetimo da su

9,
0z~

t+z—=1+z—, z =
0z 0z 0z*

Z

0z’
gonji izraz moZemo da napiSemo u obliku

1, 1 ( 0 z)(a z*) 1
+-zz"+=-=2|- +=|{=+—]+=.
8 2 0z* 4J\0z 4 2

*
4

o299 +1( 0_9
- T0z0z* 2 ZOZ 0z*

pa su kreacioni i anihilacioni operatori

0 z 0o z*
T=V2[- = =V2|—+=.
a \/_( 0z*+4)’ a \/_(Oz+4)

Komutator lako nalazimo

0 Lz
0z* 4

9,
0z’

1

4

. 0
<,

0z*

o g

Ovim smo pokazali da hamiltonijan u simetricnom gejdzu moze napisati u obliku

[ayaT]:2[2+z_»_
0z 4

1
H=a'a+=>
2

pa zato ima spektar harmonijskog oscilatora, kao i za gejdz izbor koji smo izvrsili u delu
pod a). Ipak, ovde su stanja drugacija (razlikuju se do na gejdz transformaciju, koja je
neopservabilna). Osnovno stanje moZemo da nademo iz uslova

(l|u/0> = Or

§to se svodi na diferencijalnu jednacinu

(6+z*) 0, > C_%
S - =Y, =CLe »
9z a2 Yo Yo

a to je reSenje Gauss-ovog tipa.
Razmotrimo operatore

b*zx/i(—a%+z—*), b:ﬁ(

¥4
1l

9 +
0z*

Lako se pokazuje da je njihov komutator [b, b'] = 1. Proverimo ¢emu je jednak komutator
asab

2(1 0 . 0 ]) 0
=2|-|=,z z,—||=0.
410z 0z*
———

1 -1
Sli¢no se pokazuje i da su ostali komutatori kreacionih a' ili anihilacionih a sa b ili b
jednaki nula.

0 z¢¥ 0 =z

bl =2 +—,—
[a, ] 0z 4 0z* 4

1
+_
4

Potrazimo sad kako izgleda operator L, napisan preko kreacionih i anihilacionih opera-
tora. Najpre vidimo da je napisan preko skaliranih koordinata X i Y
0 0 0 0
L,=-ih|lx—-y—|=-ih|X—-Y—].
= (xay yax) : ( oY ax)
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Ovaj operator se mozZe napisati i preko zi z*

L_h(z+z*(6_6)+z—z*(6+6))_h(za_z*6)
= 2 \0z az* 2 |6z dz*)) "oz az* )’
Ovaj izraz ima jednostavan oblik, ali éemo ga ipak malo transformisati, napisaéemo ga

preko kreacionih i anihilacionih operatora. Da bismo prepoznali koja kombinacija krea-
cionih i anihilacionih operatora se javlja u L, izracunajmo ¢emu je jednako

0 z\(0 =z* o z¥ 0 z
t oty —9of_ “HMM 2 2L d
a'a-b'b 2( 6z*+4)(6z+4) 2( 6z+4)(6z*+4)

1(0 a .0 a*)

=—|lz—+—2z-2z - z
2\ 0z 0z 0z* 0z*

e
_ZZGZ Gz’z Zaz Zaz* az*’z ZGZ*
——
1 1
—zi—z* 9
- Yoz 0z*

pavidimo da je
L,=h(a a-b'D).
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5.1 Pogledamo kako jednacina

4n
o F* = —j"
It )
izgleda ako uzmemo da je v = 0. Tada dobijamo
4 ; 4
9, F0 =20 o g0 =22 50,
c c

Ovaj izraz je kovarijantan i treba da vodimo racuna o tome koji indeks je gornji a koji je donji.
Spustanje/podizanje prostornog indeksa pravi jedan znak — ispred izraza, dok promena mesta
vremenskog indeksa ne dovodi do bilo kakve promene u izrazu. Zato je

0 0AY Q0AT 4D 104;
FY = = —

= _— = _E.,
0x; Oxg O0x; ¢ Ot !
paje leva strana polazne jednacine
o OFC  9F* 0F; .
0;F0=—= =— =divE.

axi ox; 0x;

Posto je nulta komponeta kvadrivektora u Gauss-ovom sistemu j° = cp, dobijamo da se Maxwell-
ove jednacine u kovarijantnoj formi za v = 0 svode na Gauss-ov zakon

4m -
0, F = —j% = divE =4mp. v
c

Sad ¢éemo da pokaZzemo da se za v = k dobija Ampere-ov zakon. Tada je

4 o4
Pk = 2L ik = 5y F% 4 9, ik = 2 jk
C C

Prvi sabirak s leve strane je
0k
c 0t ¢ or’
dok se drugi moze videti i na sledeéi nacin

0oF

__G_xi

; 0 0Ar 0A; 0 (0Ar 0A; 0B;
5 )-  - )
! Gxi - 0xk ax,- 0xl- 6xk El]k axi

0 (a4t ot
oxt Gx,» axk

379
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Poslednji korak se dobija na slede¢i nacin: posto je

0A,
Bj = gjmnm»
mnoZeci ovu jednacinu sa € ji; dobijamo
0A, 0A, O0A; O0A;
€jkiBj = Ejki€jmng = (5km5in—5im5kn)m “ o ox
pa Citavu jednacinu moZemo prepisati u obliku
1 0Ex 6Bj 47 N 0B;j 10E; A4n
c Ot ”kdxi c Ik ”kaxi c Ot c Ik

§to predstavlja k-tu komponentu jednacine (1.29).

5.2 Galilei-jeva grupa je grupa transformacija euklidskog prostora koja sadrzi rotacije R i trans-
lacije a. Pri delovanju Galileo-jeve grupe, vektor 7 se transformise u

F— 7 =RF+a
R,d

gde je R specijalna ortogonalna 3 x 3 matrica i d vektor translacije. Ova transformacija se moze
videti i preko delovanja 4 x 4 matrice na slede¢i nacin:

7Y (R a 7\ ( Rf+a
1) (o 1){1)" 1 '
Razmotrimo dve Galileo-eve transformacije i pogledajmo kako one deluju:
R2 (-iz Rl Zi] _ R2R1 Rzal + ag
0 1 0o 1) 0 1

Vidimo da je dobijena matrica oblika Galileo-eve transformacije, tako da one ¢ine grupu. Nova
transformacija predstavlja rotaciju opisanu matricom R, R; i translaciju za Ryd; + dp, a to je
nacin kako se kombinuju dve Galileo-eve transformacije, jer je

7 R R1F+ (31 -_— Rz(R1F+ (71) + ﬁz = R2R1?+R251 + ag.
Ry, a4 Ry, a,

5.3 Potencijalna energija je parna funkcija V(—x) = V(x). Ako na Schrédinger-ovoj jednacini
n* d?
_EW”’(") +V(xX)y(x) = Ey(x).
Pri prostornoj inverziji x — —x, talasna funkcija se menja ¥ (x) — ¥ (—x), prvi izvod postaje
d/dx — —d/dx, pa se drugi izvod ne menja d?/dx* — d?/dx?, kao ni potencijalna energija
V(x) = V(—x) = V(x) tako da Schrodinger-ova jednacina postaje
h? d?

—%WW(—X) + V(X)'(,U(—X) = EW(—X)

Ovo znaci da i funkcija w(—x) takode zadovoljava Schrédinger-ovu jednacinu, pa se ¥(x) i
¥ (—x) mogu razlikovati do na multiplikativni faktor

Y (—=x) = ay(x).
Ako izvr§imo prostornu inverziju gornje jednacine, dobicemo
Y(—(-x) =y =ay(-x)=a’y(x) = a’*=1 = a=+l.
——
ay (x)

Prema tome, multiplikativni faktor moZe da bude a = 1, $to znaci da je talasna funkcija w(—x) =
w(x) parna, ili je a = —1, au tom slucaju je ¢ (—x) = —w(x) talasna funkcija neparna.
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5.4 U impulsnoj reprezentaciji talasna funkcija na koju deluje operator parnosti je

ra 1 7 i 1 7 i
<|HI>::dex (plx) (x|T|y) = ]1dxe’W” (—x)=————-j1dxeﬂ” (20).
PRIV J Ji,—« T_;l’w \/Znh_oo v \/Znh_oo v

1 — 7 P
e h
V2nh

Da bismo dobili Fourirer-ovu transformaciju u poslednjem integralu je potrebno da zamenimo
p — —p paje kona¢no
(pilly) =g (p) =P (-p).

5.5 U jednacini (5.43) videli smo da je

b

Mm=-

=~b

I

Pogledamo kako parnost deluje na svojstveno stanje impulsa | ) a onda i na opsertaor impulsa
p. Posto je TI|F) = | — F) onda je

(PIITF) =(pl—T7) = (=pIF).
Adjungovanjem ove jednaéine (koriste¢i da je IT" = IT) dobijamo
(FIIp) = (Fl-p)y = TIpy=1-p).
Sad je lako videti kakav je odnos IT i operatora ﬁ:
AP =11p| - Py =11(-p)| - p) = —pIl| - p) = —pIp) = —p|p) = NI =-p.

Operator momenta impulsa je definisan preko vektorskog proizvoda operatora koordinate i
imulsa pa je
ML =17 x pO =7 x OpIl = (-F) x (=p) =7 x p = L.

Ovde smo iskoristili da je I1> = I. Ako pomnoZimo gornju relaciju sleva sa IT dobijamo

=~

M=1I1,

§to znaci da parnost komutira sa momentom impulsa. Moment impulsa je primer pseudo-
vektora (vektor koji komutira sa opsertorom parnosti). Posto je spin s forma momenta impulsa,
onda je i on pseudo-vektor pa komutira sa I1. Sli¢nio je i sa ukupnim momentom impulsa

J=L+5

5.6 Da bismo odredili kako se sferni harmonik Y, (6, ¢) transformise pri prostornoj inverziji
7 — —7 pogledajmo najpre kako se pri toj transformaciji menjaju uglovi. Lako se vidi da su
azimutalni i polarni ugao vektora —7

0—-mn-0, ©—@+m,
pa nakon prostorne inverzije sferni harmonik prelazi u
Y,"(0,¢) = N"P"(cos0)e'™® — Y™ (m - 0,¢+ 1) = N]"P" (cos (n — 0)) e' P+
= N;"P}" (- cos0) /™My glmm,
Parnost asociranih Legendre-ovih polinoma se nalazi iz njihove definicije (videti zadatak 4.17).

PosStojezam=0
m+l

P;"(x)=(—1)’"(1—x2)m’2i @** -1,

21 dxm+l
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vidimo da je
P"(=x) = (=D P (x).

Za m < 0imamo da je

(I-m)!

(I+m)!

Py"M(x) = (-n™ P (x),

tako da je parnost asociarane Legendre-ove funkcije ista za —m kao i m. To nas dovodi do
zakljucka da je u opStem slucaju
P (=x) = (=" P (x).

Dalje, posto je e!™™ = (—1)™ konaéno nalazimo

Y"(0,9) — N (=)™ P (cos0) ™7 (-1)™ = (-1)' Y0, ),

tako da parnost sfernog harmonika zavisi samo od kvantnog broja [. Ovo se moZe pokazati
na jo$ jedan relativno jednostavan nacin. Naime, sferni harmonik maksimalnog momenta im-
pulsa izgleda krajnje jednostavno Yll (8, ) = Nysin‘ 6 i pri inverziji prostora prelazi

T /3
v/©0,9) = 1Y/ ©0,¢) = ¥/ (3 - 6.9 +7) = Nysin' (5 -0) = (-1 Nysin' 6 = (-1 v/ 0, .

Ostali sferni harmonici imaju istu parnost, jer moment impulsa komutira sa I1. Tako je na
primer
MY/ ™0, ¢) =TL_Y/(0,¢) = T(Ly = iLy) Y/ 0, 9) = (L~ iL)T1Y/ (0, 9)
= (-D Ly —iL) Y]} 0,9) = (-1D'Y} 10, ).

Analogno bi se pokazalo da parnost ostalih sfernih harmonika Y;” ne zavisi od m i da je (-Dk

5.7 Kreacioni operator za harmonijski oscilator napisan preko operatora impulsa p i koordi-
nate x je
t 1 '
a = ———(—ip+mwx).

V2hmw

U prethodnim zadacima videli smo kako parnost deluje na operatore koordinate i impulsa
HXH:—X, HPH:—P;
paje onda

"

1
Ma' Tl = ——— (—ilpIl + mwIIxI) = — (—ip+mwx)=-a'.

1
2hmw V2hmew
Dakle, kreacioni operator i operator parnosti antikomutiraju
Ma' =—a'l.
Zbog toga dva susedna stanja imaju razlicite parnosti. Neka je 7, parnost stanja |n). Onda je

parnost stanja [n + 1):

Ma'|n) = - a'lny =- a'nalny=-npln+1)

1 1 1
vn+1 vn+1 vn+1

Odnosno, imamo da je 17,41 = —1,. PoSto je talasna funkcija osnovnog stanja parna, onda je
Mo = 1, tako da je parnost stanja |n) jednaka (—1)".

Mn+1)=
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5.8 U sistemu centra mase dve identi¢ne Cestice, relativni poloZaj je opisan operatorom

b
nll

7=

5 —

Delovanje operatora prostorne inverzije se svodi na

15%

—Mf=-F=F—-,

=~b
~

a to je operator izmene ove dve Cestice.

5.9 Odredimo kako U(a, ) deluje na operator koordinate x i impulsa p. Koriste¢i Baker—Cam-
pbell-Hausdorff-ovu formulu imamo

-1 _ iM_ —-iM _ . L. . 1. . .
U xU=¢e"xe —x+[zM,x]+z[zM,[zM,x]]+Q[ZM,[IM,[IM,x]]]#..

Prvi komutator je
[iM,x] = ila®x? + B?p?, x] = i B?[p?, x] = 2% Hp.

Drugi komutator nalazimo koristeéi prvi
[iM,[iM,x]] = i[a®*x* + B*p?,2f°hp] = —4a* B*h°x

Naredni komutator je do na konstantu isti kao prvi, tako da prepoznajemo nacin kako se dobi-
jaju ostali sabirci

1 1
U 'xU=x+2Bhp- 54&'2,32772)6— §8a2,64h3p +...
=(1- l(Za,Bh)2+...)x+ P (2aﬁh—l(2aﬁn)3+... p
2! a 3!
= xcos(2aph) + gpsin(Zaﬁh).
Na isti nacin nalazimo da je

U™ lpU = pcosRaph) + %xsin(Za,Bh)

Iz ove dve jednacine vidimo da ¢e U delovati kao parnost ako je 2a i = m a dimenzijaod a/f =
[pl/[x]. Ova dva zahteva imaju reSenje

5 M 2 7
a”=——, =
2h p 2hmw
tako da je
_Tmw 5 T,
- 2h 2hmw’

Stoga operator U moZemo napisati u obliku
U=e o H .

Ova repreprezentacija je dvozna¢na U? # I, iako je U unitaran operator.
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5.10 Pri translacijama za vektor 4 prostorne koordinate Cestica 7; se menjaju

-

ri—>7-=7i+ii

~ %

dok impuls ostaje nepromenjen p; — p; = p;. To se lako pokazuje jer je

paiz
o o2
Ox;. B Gx; ox; 0x;
e

i &, = €, (te analogno za ostale komponente) dobijamo invarijantnost impulsa pri translaciji.
Zbog toga je i kineticka energija pojedin¢nih Cestica invarijatna na translacije, a onda je i ukup-
na kineticka energija nepromenjena pri translacijama. I rastojanje izmedu dve Cestice se ne
menja pri translacijama |7; — x| — |F; — 7,.| = |7; — Fi| pa je i potencijalna energija invarijantna
na ovu transformaciju. Dakle, hamiltonijan je invarijantan na translacije. Zbog toga je ukupan
impuls sistema
B=Y p.
1

odrzana veli¢ina. To moZemo proveriti i tako §to éemo pokazati da je komutator [H, P] = 0. To
se relativno jednostavno pokazuje

22
. Pi B * 1, a2 o=
[H,Pl= |} ot D VirlIFi =i, )Py | =) 5— (B2, i1+ Y WViklI7i = Fel), ).
i cMi gk j i,j <M i#k,j

Prva suma je oCigledno nula, jer impulsi medusobno komutiraju. Izracunajmo drugi komuta-
tor. Ako je f(71,7,...,7,) probna funkcija onda imamo

Yo ViU =), Bil f= Y. WVi(Fi = 7D, inV;1 f,

i#k,j i#k,j
gde je
v 0 . N 0 . N 0 .
i = T—eéx+t—ey+—e;.
J axj * ayj Y azj z
Dalje je
Yo V(B =), Bil f=ih Y. VieURi = FD (Y ) =V (Vie (17 = FD )
i#k,j i#k,j
=ih ) Vip(T=FeDV; ) — (V; Vie (i = TeD) f
i#k,j

~ Vir (T =FV; )

—in Y (ViVie(7i = 7D f = (Vi Vie (7 = FD) f
i7k

=0,
tako da hamiltonijan zaista komutira sa ukupnim impulsom sistema.

5.11 Operator U(0) = exp(—i6L,/h) reprezentuje rotaciju oko y-ose za ugao 6. Da vidimo kako
ovaj operator deluje na opservable x, p, i H = p2/(2m) +V(r).
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a) Baker-Campbell-Hausdorff-ova formula primenjena na ovom slu¢aju daje
UxU' = e_%gLyxeiﬁeLy
i 1 i\ 1( i)
== 20y, x4+ 5 | =20 Ly, [Ly, 2]+ 55| = 20| [Ly, [Ly, Ly, x] +...

Posto su
[Ly,x] = [z2px— Xpz, X] = zlpy, x] = —iNz,

[Ly,z] = [2px — xXpz, 2l = —x[pz, 2] = ihx,
dalje nastavljamo i dobijamo
t 1o 13
UxU'=x-0z—-0x+—=60z+...
2 3!

:x(l—102+...)+z(9—163+...
2 3!

= xcosf + zsin#.
Ovde prepoznajemo rotaciju za ugao 6 oko y-ose.
b) Istovetnim postupkom koji smo primenili u prethodnom delu zadatka dobijamo

UszJr = p,cosl — pysinf.

¢) Ovde prepoznajemo da je opservabla na koju deluje rotacija sfernosimetrican hamiltoni-
jan. PoSto je

2
p
—+V(r),L,|=0
[Zm 7Ly ]
§to se lako dokazuje, onda ¢emo imati da je

2 2
U(p— + V(r)) ut=2_svw.
2m 2m

5.12 Primenom Baker-Campbell-Hausdorff-ove formule dobijamo

i

L= UN@LU@) = e 7 %Pi ;e %P

i 1( i)?
:Li_ﬁaj[pj,Li]+E(_ﬁ) arga;jlp [pj, Lill +...

Posto je [pj, Li]l = —ihg; j1P1, Znamo kako izgleda drugi sabirak, a vidimo i da su tre¢i kao i svi
ostali sabirci 0 jer se svode na komutatore dva impulsa. Prema tome, imamo da je

Li=Li—¢ijiajp;=(L-adx p)i,
§to je trebalo pokazati. Da bismo odredili komutator [L, L] prisetimo se 4.7 a) tako da je

[L,L'1=[L;, L] = [Li, L — &;jxa;pxl = —€;jkajLi, pl = i€ j€ix ajp) = 2iha- p.
——

2(51'1
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5.13 Odredimo najpre disperziju x-komponente momenta impulsa. Najpre ¢emo izracunati
ocekivanu vrednost Ly u stanju |/, m)

(Lx>|l,m) = <lr mle| l» m)

1
= E(l,m|L+ +L_|l,m)

- %(l,ml (h\/l(l+1) “mm+ DL m+ 1) +hVII+1) —m(m—1)|l,m—1>)
=0,
jerje(l,m|l',m'y = 0110 i,y - Zatim racunamo ocekivanu vrednost od Li.
(L2 1, my = (I, m|L%]1, m)

1

= Z(L m|(Ly +L_)(Ly + L)|1, m)
1

= (bmIL L+ L L.|Lm).

Ovde smo primetili da su (I, m|L2 |l,m) = (I, m|L*|l, m) = 0, jer se kvantni broj m u bra i ket-u
razlikuje za 2. Dobijeni izraz ¢emo najlakse odrediti ako se setimo da je (videti zadatak 4.6 c))
LiL_=I*~12+hL,  L_L,=I*-I%-hL,,
paimamo da je
2

2
Ovaj rezultat ¢emo proveriti tako §to ¢emo ga izracunati na jo§ jedan nacin. posto je L, hermit-
ski operator onda je

1 I
(L2 1m = 50 m|L* - 2], m)y = — (I(1+ 1) - m?).

(L2 1my = (L, mILL Li|l, my = ||v)1? = | Lyl 1, my |,
|v)
(vl v

Dakle, treba da odredimo normu vektora Ly|I, m) koji je

L\l m) :g(\/l(l+l)—m(m+1)|l,m+ 1)+ \/l(l+1)—m(m—1)|l,m—l))

te je
2

2
|Lyll, m)* = %(l(l+1)—m(m+1)+l(l+1)—m(m—1)) = ?(l(l+1)—m2).

Na isti nacin dobija se
2 hz 2
<Ly>|l,m) =0, <Ly>|l,m) = —2 (l(l+1)—m ),

1) — 2
ALX:ALyzh\/l(H#.

Ocekivana vrednost od L, se lako nalazi

tako da je

(Lz>|l,m) = <l) mlLZ”: m) = mhy
isli¢cno
(L2 my = (L, mIL2|1, m) = m*h?,

tako da je
AL, =0,

§to je ocekivan rezultat, posto je |/, m) svojstveno stanje operatora L.
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5.14 Koristeci rezultate prethodnog zadatka imamo
(AL = (ALY)? + (ALy)* + (ALy)* = B*(I(1+1) - m?).

Za fiksiranu vrednost [ ovaj izraz ¢e biti najmanji kad je m = +1/, odnosno za stanje minimalne
ili maksimalne projekcije momenta impulsa na z-osu. Dakle

(AL, = (AL 4y = 2L

min
5.15 Posto je svojstvena vrednost operatora L? jednaka 272, kvantni broj I je
RPI(I+1) =21 = [=1.

ResSenje I = —2 smo odbacili kao nefizicko (I = 0). Dimenzija potprostora [ =1 je dim V-, =
21 +1 =3 ijedan bazis u tom prostoru stanja je §(V;=) = {|1,1),]1,0),]|1,—1)}. To je standardan
bazis i u njemu je operator L, dijagonalan. Bazisna stanja su svojstvena za L? i L,. U ovom
zadatku treba da odredimo stanja koja su svojstvena za L? i L,. Stoga najpre treba da nademo
matricu koja reprezentuje operator L, u standardnom bazisu. Posto je L, = (L+ + L_)/2, najpre
¢emo odrediti kako se reprezentuju L. Na osnovu jednacine (5.98) nalazimo da je

Lyi1,1)=0,  Ly|1,0)=hv2[1,1),  Ly|1,-1)=hv2]1,0),

tako da je
0 V2 0
L.=hr| 0 0 V2
0 0 0

Operator spustanja z komponente momenta impulsa najlakSe nazimo ako se setimo daje L_ =
Li paje

0 0 O
L.=r| v2 0 0
0 v2 0
Dakle, matrica koja reprezentuje operator Ly je
010
nv2
Ly= T\/_ 1 01
010

ReSavanjem svojstvenog problema ove matrice dobijaju se svojstvene vrednosti Ay =7, 1, =0
i A3 = —h. To su mogudi rezultati merenja L, komponente momenta impulsa i oni su isti kao
kada se meri L,. Svojstveni vektori su

1 1 1 1 1 1
Loy==| v2 |, ILuO=—2| 0 |, |Lg,-y==| -v2
2 1 V2 1 2 1

Napisan preko sfernih harmonika, vektor kome odgovara svojstvena vrednost 7 je

vh+vey?+ vt _[3 =iy

2 87 /x2—+y2+z2'
Ovde su iskori$¢eni izrazi za sferne harmonike dobijeni u zadatku 4.17. Na istovetan nacin se
dobija da su

|Lx,h> =

Yl
|Ly,0) = =—1—

_Yl_l_ 3 —X
V2 Vian \/xZ+y2+22
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v\ -v2vP+yyt 3 —z-iy

2 ~Ven /212122

To su isti izrazi kao i kod sfernih harmonika duz z-ose ako se izvrsi smena x < —z.

|LJCv_h> =

5.16 Nakon merenja komponente L, dobijen je rezultat 7, tako da je nakon tog merenja stanje
Cestice

1

wy=| 0

0
Potom se meri L, komponenta. U prethodnom zadatku smo resili svojstveni problem od Lj.
Moguci rezultati merenja L, su njegove svojstvene vrednosti, a dobili smo da su one {#,0, —7}.
Da bismo dobili verovatnoce ovih rezultata, potrebno je pocetno stanje napisati kao linearnu
kombinaciju svojstvenih vektora od Ly

ly) = c11Lx, ) + colLx, 0) + c-1| Ly, —1).

Koristeci ortogonalnost svojstvenih stanja, nalazimo da su koeficijenti razvoja

1 1
a=(Lohlyy=2,  o={Lo0ly)=—z, 1= (Lo-hly)=7.

<=

Stoga su verovatnoce pojedinacnih rezultata
2_ 1 2_ 1 2_1
ver(Ly, ) =la1l” = 7 velxn0 =lol” =7, ver(Ly, —h) = |c11” = 7

5.17 Od ranije znamo da je

L1, m) = R?1(+ 1|1, m),
L,|l,m)=ham|l, m),

Lill,my=haVId+1)—mm+1)|l,m=1).
Da bismo videli kako operatori x. deluju na stanja, izracunaéemo zadate komutatore.
a) Koristec¢i zadatke 4.4 i 4.5 dobijamo da je

Lz, xel=[Lg,xtiyl=[Lgx]xi[Ls,yl=ihythx=xh(xtiy) = thxy,
[L+,x+] =[Ly+iLy,x+iyl=+i[Ly,yl+i[Ly,x]=Fhz+hz=0,
——r

——r
ihz —ihz

[Li,xg] = [Ly+iLy,xF iyl = FilLy,yl +i[Ly,x] = £hz+hz = +2hz,
ih
inz —ihz

(L%, %] = (LyLy + L2+ Rl xe] = [Ly, X+ Lo + [L2, X2 ] £ AL, X4]
=F2hzLy + Ly[Ly, x4] + [Ly, X)Ly + B2 xy
= F2hzLy + HL,xy + hxy L, + Xy
= F2hzL, + B[L,, x+] +2hxs L, + P xs
= F2hzL, +2hx, L, +2h%x,.

b) Komutatori iz prethodnog dela zadatka daju

L2x |11y = (L2 x )IL D + x4y L2)1, 1
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=20(—zLy + X Ly + Hx )L D+ 21U+ D x| D
=22 1x, |1, 1y + 2R x . |1, D) + B2 1L+ V) x| 1, 1)
=2+ 1)L +2)x: 11, D),

§to znacidaje x|/, [) svojstveni vektor operatora I%7a svojstvenu vrednost (/ +1). Slicno
tome imamo

Lzx L1y = [Lz, x4 1L, 1) + x4 Ll L, 1y = x| L D + Thxe |1 1y = R(E+ D x4 L D)

§to zna'v ci da je x.|l, ) svojstven i za operator L, i odgovarajuca svojstvena vrednost je
(I+1). Dakle,
[l+1,1+1)=Cx,|L, 1),

gde je C konstanta normalizacije. Drugim re€ima, operator x, vektor maksimalne pro-
jekcije momenta impulsa u svojstvenom potprostoru V; prevodi u vektor maksimalne
projekcije momenta impulsa u potprostoru Vi, ;.

¢) Stanje |/, m) se, do na normalizaciju, moZe dobiti ako na |0,0) najpre deluje ! puta oper-
ator x; a onda (I — m) puta operator L_

1L, m) = Cr, L™ x4 10,0).
5.18 Osobine a), b) i d) pokazacemo neposrednim racunom, dok éemo osobinu c) izvesti iz a)
ib).
a) Lako se pokazuje daje
0 1\(0 1 1 0
2 _ _ -
01_(1 0)(1 0)_(0 1)_1’
i isto tako 0'% = 0% =1

b) Proivod dve razlicite sigma matrice je se (do na +i) tre¢a sigma matrica. Da je to tako
proveravamo mnozenjem

s =[O DO =) _(i 0y _.1 0)_.
12711 oJli o) o -i) "lo =1/7 %

oo = [0 IO MY (=i 0y _ 1 0)_ .
2217 oJl1 o) \o i) "lo -1)” T 7®

Uzmemo li druge parove indeksa, dobi¢emo 0903 = —0302 = i01 1030, = —0103 = i0>.
Prema tome, sigma matrice antikomutiraju.

c¢) Formula
0i0j =5ijl+ iEiijk,

sadrZi sve $to smo pokazali u prethodna dva dela zadatka. Ako uzmemo da su indeksi isti
dobijamo jednu od tri formule iz dela pod a). Takojezanpr. i = j =1

0101 = 011 I+ieror=1,
1 0
dok se za razlic¢ite indekse dobija jedna od formula iz dela b). Uzmimo dajei=1ij=2
pa se formula svodi na
0102= 012 I+iep 0 =i03.
~—~ ——

0 O3
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Posto smo utvrdili da vazi prva formula iz ovog dela zadatka, moZemo je iskoristiti da
pokazemo i preostale dve. Tako je

[O’l‘,Uj] ZO’iO’]‘—O'jUiZgi]/[+Z'Eiijk—M—iEjikO'kZZiEiijk,
~—~—
—Eijk

{Ul',O'j}=O'i0'j+0'j0'i=5l’j1+igijk0k+5ji1+i£jik0k=25ij1.
~——
—Eijk

d) Determinanta bilo koje sigma matrice je —1.

—i

1 0 0

01
det01=‘ 0 -1

0
‘=—1, det02=' ;

1 0
=-1, deta3=' ‘=—1.
Krajnje jednostavno se uocava da su sigma matrice nultog traga tro; = 0. Iz ove dve
osobine sledi jo$ jedna zanimljiva karakteristika ovih matrica: zbir svojstvenih vrednosti
sigma matrica je nula a prozivod —1, iz ¢ega sledi da su svojstvene vrednosti —11i 1.

5.19 Matricaoy je

o7 =sinfcos 01 +sin@sin 0 —i +cos6 L 03 _{( cosf e”"¥sind
ne P11 o ?li o 0 -1/ |e'?sin@ —cosh )

Karakteristi¢na jednacina je

cos@—1 e ?sind

det(or=AD = e'?sind —cosh—A

’:0 = —cos’0+A%—sin’0=0=> A*°=1 > 1=+1.

Daljim reSavanjem svojstvenog problema dobija se da svojstvenoj vrednosti A; = —1 odgovara
stanje

e~ %sin Y
|Gl7l,_1>=( 02);
—C0s 3
dok je svojstveni vektor za A, = 1
e” % cos ¢
|aﬁ,1>:( N 2).
sin 3

5.20 Operator rotacije za ugao a oko ose 7i u spinskom prostoru je
o-on|-4an)-eof-Len
=exp|——aii-S|=exp|—=an-g]|.
P P12
a) Razvojem u Taylor-ov red eksponencijalne funkcije dobijamo
© 1 i k
v=§ L(-Lan )
o k'\ 2
Posto je
(ﬁ-&)z =nioinjoj= n,-nj(éij + iE,'jkO'k) =n;n; = i = 1,
vidimo da je zgodno razdvojiti sabirke sa parnim i neparnim stepenima u Taylor-ovom
razvoju jer su (7i-3)2k =1i (7i-5)%k*1 = 7i- 3. Tako se dalje dobija

_OOL_kEZk_'—"—»OO;_ kg2k+1
U_’CZ:O(ZIC)!( . (2) v ngb(Zk+1)!( D (2) :

$to se moZe napisati u traZzenoj formi

a ., .. 0
U=1Icos——in-osin—.
2 2
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b) Da bismo odredili vrednost traZenog izraza, moZemo da iskoristimo Baker-Campbell-
Hausdorff-ovu formulu, a moguée je i iskoristiti rezultat iz prethodnog dela zadatka tako

da imamo
1 a N a ayt
UoU —(ICOSE—U’Z o sin — )U(Icosz—m O'SIDZ)
a ., an a a
=(Icos——zn-051 —)a( cos—+m 0 sin — )
2 2 2

o za._._._._._._,.a a L2 .0
=0 COS E—z((n-a)a—a(n-a))smgcosg+(n-a) sin )

Izraz u zagradi u drugom sabirku je
(fi-3)G — 6(71-5):njajaié’i—aiéinjaj:njé'l-(6j,-+iejikak—é‘l-j—ieijkok)
:ﬁ—ZiEie,-jknjak—ﬁ:Zi&xﬁ,
paimamo da je
Lot o 2 @ .o a . Lo 2@ . . .2
UoU' =0 cos”—+2sin—cos—(0 x n) +sin“ — =0 cos” — +sina (0 x 1) +sin” —.
2 2 2 2 2 2
c) Rotacija za 27 je predstavljena matricom
Ule=2m)=1Icosm—ifi-Fsinwg=—1.

Dakle, rotacija za 2 nije jedini¢na transformacija. Tek za ¢ = 47 imamo da je U jedini¢na
matrica.

d) Ukoliko je osa rotacije usmerena oko 7i = €, onda je
a . .«
U=1cos——iozsin—.
2 2
Ako je ugao rotacije infinitezimalan onda je
.a
U=I-i—os3.
2
Razdvojimo li jedini¢nu matricu od ostatka, dobijamo da je infinitezimalna transforma-
cija opisanas
a

A=-i—o03.
503

5.21 Neutroni u snopu koji prolazi kroz homogeno magnetno polje B precesiraju oko polja.
Hamiltonijan koji opisuje interakciju spina sa magnetnim poljem je H = fi- B. Za neutron je

- - h
H=8nHNS= gnﬂNEU

gde su g, Ziromagnetni odnos za neutron i y nuklearni magneton (koji je 1836 puta manji od
Bohr-ovog magnetona). Prema tome, hamiltonijan je u naSem slucaju

h
H= gn/v‘NBEU&

Snop koji prolazi kroz polje evoluira delovanjem evolucionog operatora

. B
_lgnﬁ;N t

i _i Bt . . Bt e 0
Unt) = o HTT 6 ZgnuNng:COSM,_meOF( )
0 e 2

dok drugi snop, koji ne ose¢a magnetno polje evoluira trivijalno U, = I.
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a) Ako je pocetno spinsko stanje neutrona

veell)

onda ¢e deo snopa koji prolazi kroz magnetno polje nakon vremena ¢ biti u stanju

i 1) _ e85
(1) = U1 (Dly () =  nn® =( ): '
0 ol BN 0 0

Drugi smo ostaje nepromenjen
v, (1) =U20|wa(0) =1 ol = lol

Kada se snopovi spoje dobija se stanje

. B
14e i t)

0

gnln Bt . . guunBt
W/a(t)):|1[/£11)(t))+|u/;2)(t)): ( (1+COS > — +isin =5 )

0

Dakle, dolazi do interferencije jer je

Bt Bt
||1//a(t))|2=2+2cos%:4COSZM.
b) Za pocetno stanje
2l
Y NAUL

dobija se

lyp(0) =

. gninB ..
1 (1+e“ 2 t) 1 (1+cosg”“TW—lsmg””Tm

V2 \ 145851 )7 2 |1+ cos B2ENEL 4 jgin EalNBL )
I ovo stanje daje istu interferenciju jer je
1 Bt Bt
||1//b(l‘)>|2 = 5(2+2cos g"uTN) .2 = 4cos® SnUNDE

5.22 Nakon prolaska kroz prvi Stern-Gerlach-ov analizator elektroni u snopu se nalaze u svo-

jstvenom stanju projekcije spina na z-osu kojoj odgovara svojstvena vrednost 7i/2. Operator
projekcije spina na z-osu

. Rm(1 O

=573l )

je srazmeran sa g3 matricom i prema tome dijagonalan. Zato su svojstveni vektori od s,

1 0
(0)=|+>=|Tz>, (1)=|—>=|lz>,

sa svojstvenim vrednostima 7/2 i —#i/2 respektivno. Ove vektore ¢emo koristiti i kao bazis.
Dakle, nakon pre ulaska u drugi Stern-Gerlach-ov analizator elektroni u snopu su u stanju

) = ((1)) — 14y =12,
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a) Elektroni u snopu dolaze na Stern-Gerlach-ov analizator usmeren duZ z-ose. Oni su u
svojstvenom stanju operatora s, tako da ovo merenje ne menja stanje Cestica u snopu.

b) Prilikom merenja spina Stern-Gerlach-ovim analizatorom usmerenim duZ x-ose mogu
se dobiti svojstvene vrednosti operatora s,. Kako je

h

Sx = —-071.
2

Resavanjem svojstvenog problema matrice o; dobijamo da su svojstvene vrednosti1i —1
(tako da su svojstvene vrednosti od sy jednake 71/2 i —Fi/2), a svojstveni vektori su

|1x>=\%(i), |1x>=\%(_11).

Da bismo nasli verovatnoce pojavljivanja pojedina¢nih rezultata potrebno je da pocetno
stanje napiSemo kao linearnu kombinaciju svojstvenih vektora od s,. Lako nalazimo da
je

w=(o)= (1) * 75 L)) - 7512+ 751
o) valy2\l) vz\-1)) vz e
Na osnovu Born-ovog postulata odredujemo verovatnoce da pri merenju s, dobiju rezul-

tati
( B 2 | ( h 2 |
ver| Sy, — 25' ver| Sy, —— =

E.

2):'%2 ZH\L@

¢) Snop koji ima projekciju spina —7/2 na x-osu opisan je stanjem

|1x>=%(_11).

Ovo stanje je linearna kombinacija svojstvenih stanja operatora s,

o= (o) -5 (1) = 110 - 51 o>

Ako se na datom snopu izmeri projekcija spina na z-osu dobi¢emo jedan od dva moguéa
rezultata (71/2 i —h/2) sa verovatno¢ama

( h) 12 1 ( h) 1
ver|Sz;, —|=|1—x=| == ver(s,,——|=|—-——
“2) vzl 2 ) V2
Ovo je vrlo zanimljiv rezultat i posledica je €isto kvantnih efekata, pa zasluZzuje komen-
tar. Najpre smo merili spin u pravcu z ose i dobili projekciju 7i/2 pa smo merili projek-
ciju spina na x-osu i dobili —#/2. Kad na tom snopu merimo ponovo s, dobijamo da su
verovatnoce za oba moguca rezultata jednaka 1/2. Dakle, merenjem s, talasna funkcija je
kolapsirala u neko svojstveno stanje tog operatora, ¢ime je sistem izgubio osobine vezane
za s, koje je imao pre merenja. Ovo je posledica ¢injenice da se sy i s, ne mogu istovre-
meno odrediti (jer ne komutiraju).

2

5.23 Da bi operatori S, i S predstavljali reprezentaciju spina s, potrebno je da zadovoljavaju
sledece relacije

[S;,S:]l=+hSy,  [S.,S_1=2hS,,  S?=hs(s+1)1.
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Koriste¢i komutacionu relaciju izmedu kreacionog i anihilacionog operatora
la,a’] =1,

provericemo da li operatori definisani u formulaciji zadatka zaista zadovoljavaju ove relacije.
Najpre proveravamo

1/2 1/2

a'a 2 " a‘a
[Sz,S+]1 = h(s_aTa)yh\/z_S(l_z—s) al=h \/2_5 S—a (l,(l—Z—S) a
[ a-t-a 1/2
:—hz\/z_s aTa,(l—z—s) a

1/2

N
=—hm>V2s|1- az_sa) [a*a,a] —hn%V2s

+ 1/2
f a'a
aal|ll-—

2S

1/2 1/2

+
= —hm?V2s[1- — [a*,a]a:hZ\/Z_s(l—az—sd) a=S;. v

aTa)

Ovde smo u treéem redu iskoristili da je komutator a' a i funkcije od a'a jednak 0, §to je posled-
ica ¢injenice da a'a komutira sa sobom i sa bilo kojim svojim stepenom. Na isti na¢in se
pokazujeidaije [S;, S_] = —hS_. Sledeéi komutator je

ata\'? ata\V?

r LlTa 1/2 aTa 1/2
zare[[1- 24) a1 42)
2S 28
Fo\12 F (12 "
a'a a'a a'a
=2sh?|[1- — aaT(l——) —aT(l——)a
28 28 28
-’- 1/2 -l— 1/2 .‘. .'.
a'a a'a a'a' aa
=2sh%|1-=— (1+aTa)(1——) —ata+
2s 28 28
t t 1
a'a a'a' aa
=2sh%[|1-=— (1+aTa)—aTa+ )
28 2s
T ., T 1
a'a a'aa'a a'a'aa
=2sh?|1+a'a-—-—"—_qgta+ )
2s 28 28
T T T P
aa a(l+a'aa a'a'aa
_ogp21-4a_elrada, )
28 28 28
.‘.
a'a
=2sh? 1——) =21? (s—a*a) =2hS;. v
S

preostalo je jo§ da pokaZemo ¢emu je jednak S?. To moZe da se uradi na slede¢i nac¢in

$?=8,S_+S:-hS,
1/2 1/2

T T
= 2sh? l—az—sa) aaT(l—az—Sa) +h2(s—aTa)2—h(s—aTa)
aTa 1/2 de 1/2
= 2sh? (1——) (1+aTa) (1—— +h2(s—afa)(s—aTa)—h(s—afa)
28 28
T
a

=2sh? (1 — z_a) (1 + aTa) + % (s— aTa)(s— aTa) —hi(s— aTa)
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=h? (23+23aTa— ada-aaata+s?-2sata+a‘aata-s+ aTa)

=hs(s+ DI v

Vidimo da se ovde zaista radi o reprezentaciji spina s. U konkretnom sluc¢aju, ako uzmemo da
je s = 1/2 dobi¢emo da su operatori spina pola:

h 1/2 1/2
SZ:——haTa, S+=h(1—afa) a, S_:haT(l—aTa) .
2
5.24 Definisali smo
h
Jo=5 @l -aa),  J.=haja, ] =hda.
Posto je J+ = Jx + 1]y, operatori J i ], su jednaki
Jx = E(]+ +J]-)= z(ﬂla2 + (lzal), ]y = _z(]-# -J)= _?(QIQZ _azal)

a) Da bismo odredili algebru koju zadovoljavaju operatori Jy, Jy i J; nac¢icemo njihove ko-
mutatore. Tako je

U Tyl =

n in
E(“J{“Z + a;al),—?(a’{ag - a;al)

ih?

T t t T
__T[ (G2 + a,ay, a; az — a,a;
i g Pt P bt
=—T([alaz,alaz]—[alaz,a2a1]+[azal,alaz]—[azal,azaﬂ)
N———— N————
0 0
$32
L

= T[alabazal]

ih?
=— (ai[az, ajai] +a], agallaz)
i

2
R (i oot
= —(“1 (a2 (a2, a1] + [az, @) al) + (az lal,a1] + [al, al) al)az)
? 0 1 1 0
i 2

= %(aial — d;(lg)
=1ihL,.
Isto tako bi se pokazalo da vazi
Uy, J-l =ihJx, Uz Jxl = iR]y.
Operator J? ratunamo na slede¢i naéin:
S =T+ T
= %Z(W+ a{aza;al + a;ala‘{ag +W@

T T T T T T T T
+a,a1a,a) - a;a,a,a; — a,dxa, a + azazazaz)
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h?
T(Za a1a2a2+2a1a7{a;a2+aTalaIal a{ala;az—a;aga’{al+a$aga;az)
hZ
Z(z (1+N2)+2(1+N1)N2+N1—2N1N2+N2)
h? h?
Z(Z(N1+N2)+(N1+N2) )_—N(N+2)
N (N
=_ (—+1 h?
2 \2

Ovde se cesto koristi [N}, N2] = 0. Do istog izraza moze se do¢i i jednostavnije. Ako isko-
ristimo formulu 2 = J, J_ +]§ —hJ,ondaje

h? h? N (N
] hzalaza;ral +—(N1—N2)2——(N1—N2) = — (—+1)h2.
Py 2 2 |2
Ni(1+N>5)

b) Sjedne strane znamo da je
Pljymy=n*j(j+Dlj,my,  J|j,m)=hmlj,m).
S druge strane, imamo da je Ni|n;) = ny|ny) i Nalng) = np|np) pajei

Ninp)ny) = (N1 + No)Inp)ng) = (N11ni))ng) +n1) (N2 n2)) = nilng)|ng) + nalng)|ng)

= (n1 + n)Iny)ng).

Zbog toga je

2n1+n2(n1+n2
2 2

N (N
J2|n1>|n2>=h25(5+1)|n1>|n2>: 1] I ma).

Sli¢no se pokazuje i da je

n n
Jzln)nz) = E(aIal —ala)m)iny) = 5 (1 = m2)lm)nz).

Poslednje dve jednacine ukazuju da je stanje |n;, np) = |n;)|n2) reZenje zajednickog svo-
jstvenog problem kvadrata momenta impulsa J? i njegove projekcije na z-osu. Da bismo
stanje povezali sa uobicajenim oznakama kojim opisujemo stanja |j, m) koja su svo-
jstvena za J? i J, potrebno je da izjedna¢imo:

.+ n—np
] =, nmn-=—

2 2
Inverzne relacije koje daju n; i n, preko j i m se lako dobijaju
=j+m, np=j—m.

Sad lako mozemo da vidimo kako operator podizanja/spustanja deluje na |/, m)

Jill,m) = hal azln)|nz) = hal |m)) (az1n2)) = hiy/ny + 1y + 1) yizlnp — 1)
=/ + Dl + Dlnp = 1) = /G + m+ D (j - m)|j,m+1),

J-Il,m) = hayab|m)nz) = h(aIm)) (@}|n2)) = hy/mrlm = 1)y/ng + 1np + 1)
=hymny+ Dl = Ding+1) =1/ (j+ m)(j— m+ D] j,m-1),

$to su dobro poznate formule (5.98) i (5.99).
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Stanje |n;)|ny) dobija se iz osnovnog stanja delovanjem n; kreacionih operatora aJ{ iny

kreacionih operatora a;

1 1
vnilvno!

U prethodnom delu zadatka smo videli da je | j, m) = |n1)|n2) i nasli smo kako zavise n; i
ny od j i m. Stoga je

In1)lng) = -(a])" (a})"™|0).

1 . .
|j,m)= (@) ™ (a)’=0).

Vv (j+m)(j—m)!

5.25 Date bilinearne forme definisane su preko operatora kreacije i anihilacije, sto nam suge-
riSe da odredimo njihovo delovanje na |n;)|n,). Dobijeno stanje ¢emo prepisati preko kvantnih
brojeva j i m.

a)

b)

Delovanje operatora J. je ispitano u prethodnom zadatku. Dobili smo da je:

Jill,my=ny/(G+m+DG-m)lj,m+1),  J_llLmy=hy/(+m)(j-m+1D|j,m-1),

§to znaci da ovi operatori povecavaju/smanjuju kvantni broj m. Izra¢unajmo

Kill, m) = halallm)Inz) = iy/mimalm + Ding + 1) = /(j+ m)(j— m)l j + 1, m).

Ovde smo stanje | j, m) reprezentovali preko n; i ny pricemuje ny = j+miny, = j—m.
Dobili smo novo stanje koje je srazmerno sa vektorom |n; +1)| 1, +1) §to se moZe napisati
kao |j',m'y gde su

"—n1+1+n2+1—'+ m,_n1+1—(n2+1)_
2 ] 2

Istovetno se pokazuje da je

K_|l,m> :h\/ (]+m)(]_m)|]_1)m>y

pa vidimo da su K, operatori podizanja/spustanja kvatnog broja [. Na isti na¢in nalaz-
imo

Lljmy=h/(+m(+m+1)|j+1l,m+1),

kao i

Liljymy=hy/(j-m@G-m+D]|j+1,mF1).

Dakle, I, podize/spusta kvantne brojeve j i m, dok L. podigne/spusti j i spusti/podigne
m.

Ovi komutatori se racunaju sli¢no kao i komutatori u delu a) prethodnog zadatka. Tako
npr. imamo

[Ky,K_] = [haa},hayax) = h*(a] [a), a1 @) + (@], a1 ap) a)) = ~h?(al a1 + apa)) = —2hK,,
—_—— ——— v
—a — 1+a2a2

isli¢no tome
nox n? 2
(K;, K. ] = 7[a1a1 + azaz,alaz] = —(a a2 + “2“1) =h “1“2 hK,.

Lako se pokazuju i ostale komutacione relacije i one imaju isti oblik kao i za K-operatore.
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¢) Treba da pokaZemo da je

m,,j—m
By-—t P ),

. —=1J
h“zfj “om=—j / (j+m)!(j—m)!

stanje jedini¢ne norme
ByIByr =1
kao i da ima osobine

LIB,y)=hpIBy),  K-IB,y)=nhylB 1)

Oznaka ¢ je definisana preko normi kompleksnih brojeva i y i videCemo ¢emu je ona
jednaka. PokaZimo najpre prvu osobinu.
i i Z (ﬁ*)m’(Y*)]’—m’ﬁm,),]—m

S jZ0m=—j jmomi=jr /(" + mI (7 = mNI(j + m)!(j — m)!

B,YIB,Y) =

G',m'|j, m)
[ —

ji'9mm

1 ® j |ﬁ|2m|yl2j—2m

ch(f] Z

“0m—j (J+m)!(j —m)!

2j |ﬁ|2(m—])h,|2(2]—m)

1 >
_EJZ‘:OZ

= ml2j-m)!

__L g e 2ym (1 12\ 2j=m)
= e &y @i Az mig i P (7T)

L1 BITH A (25 ovm o @iem)
" ch¢ 5 @) mzzo m (181°) ™ (Ir1?)
1 & 1
Chf] 0(2 )'|,5|2]

1 (|ﬁ|2+m2)zf
chi & 2))! Iﬁl
— ) — & =—-ché=1V
" oht & O(z])'f g e

(11 + 1y[2)?

Ovde smo najpre iskoristili ortogonalnost stanja |/, m), potom smo pomerili sumu po m
za j, zatim smo iskoristili binomni razvoj

L 7]
(a+b)"= Y (m ap"m

m=0

ina kraju smo uveli oznaku ¢ = (| ,BI2 + Iylz)/l Bl. Preostale dve osobine se dokazuju sli¢no:

p > i iy -
I_1B,y) = I_|j, m)
Y h“26, Wl \/(j+m)!(j—m)! /

—m

B h1/2§] 1m=—j \/(]+m)'(]— m)!

_ o) Z ﬁmy]—m
h”zé, L i G+ m=2)(j —m)!

A(G+m(G+m-1)j-1,m-1)

|j_1)m_1>
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1 o jtl pryi-m+1
=h— 2 . . lj,m=1)
ch'’*¢ o mTj1 /(+m-DI(j—-m+1)!
J ﬁm+l},j—m
lj,
h1’2sz()mz_, VG+m)!(G—m)! !
=npIB,y) v
Jj ﬁmyj—m
hl/zsz()mz—] V+m)!(j—m)!

LSS Y el m
Chl/zfj:lm:—jﬂ Vj+m)l(j—m)!

S & pryim
ch'?¢ 5 i G+ m=DIG —m— 1)

J ,Bm’)fjH_m
_ 17,
hl’zszomz-]\/(ﬁm)!u—m)!

=hylB,y) vV

m)

K_1j, m)

K-1B,y) =

|j_1,m>

m)

d) Ocekivana vrednosti operatora J, u stanju |3,7) je

1 1
Ty = BylxlB,y) = E(ﬂ,Ylhlﬁ,Y) + 5(/3,YI]—|ﬁ,Y)-

Odredimo najpre ocekivanu vrednost J, u koherentnom stanju |8, y)

(ﬁ*)m’(,y*)j’—m’ﬁmyj—m
B,
b = ]ZE)mX;]]ZOm’:—] \/(] +m)(j = m)(j+m)(j—m)!

(],ml],m+1)\/(]+m+l)(]—m)
[ —
6jj’5m’,m+1
oo j—1 ('B*)m+1(,y*)j—m—lﬂmyj—m
> X R —
chf G+m!(-m-1)!

Jj=0m=~j

oo 2j-1 (|ﬁ|2)k_] (|,y|2)2j_l_k
chf 2 ) K2j—1-k)

Jj=0 k=0
= chf] 0|,6|21 1|ﬁ| 2j-1! = kl2j-1-k)!
h @ 1 2j-1 2j—1 ok J\2jo1-k
~P M ene 182" (i
=By chf]0|ﬁ|21 llm(z]_l)'kzb( k )(,3 )" (Iyl7)
2j-1

2)2j—1—k

(182" (17!

gy h & 1 1BI? + IyI?
|ﬂ| ch¢ sz—l)'( 1Bl )

_B1Bly 1
5B cng 5t

Slicno se pokazuje da je

U8y —hlﬁlﬁ th¢,
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paje
Uipy = —hlﬂlthé(% ;—) mmRe( ﬁ)thé
odnosno Uy — ) .
Uyhpyy = % = —hlﬁlthf(E - 2—) ﬁlﬁllm(%)thf,

Ocekivana vrednost z-komponente momenta impulsa je
5jj’6mm’
il ! s ’ . —_—
o j-1 oo ] (ﬁ*)m (Y*)] -m ﬁmyf‘mmmj',m'lj,m)

)PP

“om=—j jmomi—j /(G +m (G —mO(j+m)!(j—m)!

U8y =

chfl
N i
ch.sz()mz_j G+m)!(j-ml

Razmotrimo sumu )
Lo 1B yPUm

sipLiyh=ny Y

Tome; (G+ml(G-mY

Ovu sumu smo ve¢ izracunali (prilikom odredivanja normalizacije) i ona je

2 2
SUBI, IyD) = ché = ch%.

Ako potrazimo izvod gornje sume po || dobijamo

asUBLIyD _ & & 2mipPm ! yPumm

=L )

pa je suma koju imamo u izrazu za (/) jednaka

© L mIBPE U™ B1asABl, D
2 L (j +m)! 1" 2 0 ’
j=0m=—j J m) (] m) |ﬁ|

iz Cega sledi

2 2 2 2
hoIBl 0 IBPEIyE 1B+ ly
ché 2 3l 1Bl 2|l

Tpy = the.

5.26 Skalarni proizvod u prostoru funkcija koji obrazuju polinomi z* stepena 0 < k <2 je

2j+1 [ y(@*x(@)
T (1+|Z|2)2j+2

(wly) =

a) Razmotrimo skalarni proizvod dva polinoma ¢, (2) = Cjmz/ ™™ i ¢ (2) = Cjpy 2/ +m',

( | _2j+1
O lPm) = . f

Napisimo kompleksan broj u polarnoj formi z = pe’?. Tad je dz = pdpde, pa je gornji
integral

C]’fmcjm’(Z*)jerZjer’

1+ |Z|2)2j+2

2]+m+m +1

[dwei(m/_m)‘p =0.

—,_4
0

Porlpm) = 2G5, G f A
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Dakle, polinomi razli¢itog stepena su u odnosu na dati skalarni proizvod medusobno
ortogonalni. Potrebno je da odredimo konstante Cj, tako da budu i normirani, odnosno
da vazi (¢ mlem) = 1. Posto je

2]+2m+1
((Pm|(Pm>— |C]m| f P(l 2)2]+2fd(l’
integral po p se smenom x = p? svodi na beta-funkciju ¢ije vrednosti znamo

[ xl T(@rb)
B(a,b)—of 1+ 0%~ T@a+h)

Dakle, dalje imamo da je

j+m

(‘Pm|(l’m>—(2]+1)lcjm' fdx(1+ )2]+2

:(2]+1)|ij| B(j+m+1,j—-m+1)
CZJIG+rm+DI(j-m+1)

= 2j+DICjml 2
. i EmI = m)!
= @)+ DICml 5

tako da je

A @
NV G+m) G -m)”

Da bi ovo bila dobra reprezentacija rotacione grupe potrebno je bude ispunjeno (u ovom
zadatku radimo u sistemu jedinica u kome je 71 = 1):

]3(pm = m(ﬂm»

J-0m=v(G+m(-m+1)@nu_1,

Jepm =V ([ +m+1(j = m) @mq1.
U prethodnodnom delu zadatka smo dobili da je

PYm= @ ZItm,
(j+m)!(j—m)!
Prva osobina se lako proverava
_ d . (Zj)! j+m
J3m = (Zdz ])\/(j+m)!(j—m)! ‘

B @2 . Lo jrm_
_\/—(j+m)!(j—m)!(]+m Nz =mem. v

Sledeca osobina se proverava na slican nacin

_i 2j)! j+m
J-om =7 GrmlG—mt”
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o ‘
=y (2]): (j+m)z/tm1
(j+m)!(j—m)!

_\/ @2))! STime \/(j+m—1)!(j—m+l)!
- m—1

(j+m-D!(j—m)! 2j)

=V{i+m@G-m+D@m1.v

Trecu osobinu pokazujemo na sledeéi nacin:

d 20! ;
PR SO N

G+m)(j—m)!

_ 2! Y o jrmtl
_\/—(j+m)!(j—m)!( (j+m)+2j)z

_\/ 2))! = \/(j+m+1)!(j—m—1)!
- - m+1

(+m)l(j-m-1)! 2

=VG+m+D)(-mQmi1. v

¢) Da bismo dokazali da je /3 hermitski operator potrebno je pokazati da vaZzi jednakost
Jswly) = (w|Jsx). Videli smo da vektori |¢,,) ¢ine ortonormiran bazis (m =0,1,...,2j).
To znaci da se svaki vektor u prostoru stanja moZe napisati kao linearna kombinacija
bazisnih vektora

2j 2j
m=0 m=0

Operator J3 na vektor deluje na sledeéi nacin

2j 2]
B =73 Y. Xxml@m) =Y Xmmlon),

m=0 m=0
paje
2j 2j 2j 2j 2j
Jsyly) = Z Z <(Pm’|w;kn/m,7(m|(pm>: Z Z w;/m,Xmémm’ = Z mw:n)(m
m=0m'=0 m=0m'=0 m=0
S druge strane imamo da je
2j  2j 2j  2j 2j
(wllsy) = Z Z <(Pm’|1//:1rm7(m|(Pm>: Z Z w;nrmeamm’ = Z mw;*nXm’
m=0m'=0 m=0m'=0 m=0

tako da je J3 hermitski operator. Osobina J = J, se dokazuje na sli¢an nagin, koriste¢i
deo zadatka pod b). Treba pokazati daje (y|J_x) = (J+wl|y). Leva strana je

2j  2j

W0 =Y Y @mlwitm /G +m)G=m'+1) l9m_1)

m=0m'=0

2j 2j

S Y wnam G+ MG =+ D) S
0

m=0m'=

2j
> Whxma V(i +m+1(—m),
m=0
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dok je desna strana jednacine

2j 2j
Tywlpy =Y S Apmalyi VG +m+ DG — m)xm|@m)
m=0m'=0
2j  2j
=Y 2 v VG+m+D(G—mymOmirm

m=0m'=0

2]
=Y YhxmaV(i+m+D(j—-m),
m=0

¢ime smo pokazali trazene osobine.

5.27 Posto je operator ukupnog momenta impulsa

(indeks k prebrojava elektrone) vaZi da je, za svaku izmenu i-togi j-tog elektrona
[L,P;;]=0,

pa se L? i L, mogu dijagonalizovati istovremeno sa operatorom antisimetrizacije A. Posto je
cela ljuska popunjena, ugaoni deo talasne funkcije stanja svih elektrona |y) je Slater-ova de-
terminanta obrazovana vektorima |/, m) za sve m = —1,...,l. Ovo stanje je svojstveno stanje od
L, sa svojstvenom vrednosc¢u an:_ ;m=0. Medutim, u tom stanju je i svojstvena vrednost od
kvadrata momenta impulsa L? nula, $to se vidi iz sledeéeg. Imamo da je

[*=I2+hL,+L_Ly,
gde i za operatore podizanja i spus$tanja vazi

Lo=) (Lp-,  Li=) (Lp+.
k k

Pri delovanju na stanje |y) prva dva sabirka iz L? daju nulu jer je L.|y) = 0. Isto tako i treéi je 0
jer u svakom sabirku Slater-ove determinante postoji, za neko k, jedno od faktor-stanja |, [)
koje se anulira pri delovanju odgovarajuceg operatora podizanja (Li)+ |/, ) = 0 zbog Cega je
Lilyy=0takodajei

L?|y) =0.

5.28 Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti (ly, my, l», mz|j, mj, I, Iz) su brojevi koji se pojavljuju u
razvoju svojstvenih vektora operatora J2, J;, L i L3 preko svojstvenih stanja L3, L1, L3 i Ly,
pri Cemu je
J=1,+1L,.

Akosul; =1ily=1/2 ondaje (videti formulu (5.163))

. .1

J=5 I=3
Stanje maksimalnog momenta impulsa je jedinstveno i u jednom bazisu je |3/2,3/2,1,1/2) dok
jeudrugom|1,1,1/2,1/2). Posto je

33 .1 11 11133 .1
_r_)l)_ = 1’1)_7_ = 1)1:_)_ _v_)l)_ =1
2°2 2 2°2 2°212°2 2
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Delovanjem operatora J_ na stanje maksimalnog momenta impulsa u jednom bazisu dobijamo
33 .1 3 3\(3 3 33 1 31 1
]_’—,—,1,—>:h (_+_)(___+1)'_$__1)1r_>:h\/g‘_)_vly_>y
22 2 2 2J\2 2 22 2 2°2 2
dok je u drugom bazisu ovaj izraz jednak
111 1>—(] +J. )111 1>
y v2;2 - 1- 2— ’ v2;2
11
:h(\/(1+1)(1—1+1)‘1,1—1,—,—>
22
1 IV(1 1 11
o ESEVTERE
2 2)\2 2 22
1
2

11
=n 211,0,—, =
(\f‘ 2 2>+

31 1> \/? 1 1> \/T 1 1>
_)_rl’_ = o 1’0)_)_ + o lyl’_)__ »
22 2 3 22 3 2 2

dobijamo jos$ dva Clebsch-Gordan-ova koeficijenta

31 1 11 2 31 .1 1 1 1
_y_)ly_ 1,0,—,— = ) _)_»1’_ lrl)_)__ = o
2°2 2 22 3 2°2 2 2 2 3

Od stanja [1,0,1/2,1/2) i |1,1,1/2,—1/2) moze da se napravi jo$ jedno stanje koje ima m; =
mj + my =1/2. To stanjeima j = 1/2 i ortogonalno je na |3/2,1/2,1,1/2). Ako reci prevedemo u

formule imamo

11 1 11 1 1 2 1
—,—,1,—>:a 1,0,—,—>+,6 1,1,—,——>, a’+ B2 =1, a\/j+ﬁ\/i=0,
2°2 2 2 2 2 2 3 3

iz Cega se nalaze « i § (Ovde imamo slobodu da izaberemo znak + ispred jednog od dva stanja,
a konvencija je da ga biramo kod onog stanja koje ima pozitivno m.) tako da je

11 1> \/T 1 1> \/E 1 1>
_)_»1)_ = . 1)0:_)_ - . lyly_)__ )
‘2 2 2 3 2°2 3 2 2

pa su jos dva Clebsch-Gordan-ova koeficijenta

<1 1 1 1 l> 1 <1 1 1 1 1> 2
_)_)ly_ 1)0’_)_ = 5 _)_rl’_ 1’1,_1__ = - 5
2°2 2 22 3 22 2 2 2 3

Preostale Clebsch-Gordan-ove koeficijente nalazimo iz formule

]

pa iz jednakosti

<l1)_m1) 127_m2|j:_mj) ll) lZ) = (_l)ll+lz_j<lly my, lZ) m2|j! mj’ ll) 12)

Clebsch-Gordan-ove koeficijente Cesto nalazimo u tabelama (jedan primer je dat u tabeli 5.1).
U njima se ne piSu korenovi, tako da na primer —2/3 znaci da je vrednost odgovarajuceg Clebsch-
Gordan-ovog koeficijenta —v/2/3.
5.29 Hamiltonijan elektrona u atomu vodonika je

B pz Ze2

2m o’

dok su komponente Laplace-Runge-Lenz-ovog vektora

1 5 Xj
Ai= o Eijk(PiLi+ Lipj) = Ze" —.
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| 3/2

1x1/2 3/2 | 3/2] 1/2

[+l 4172 1 1/2 | 1/2
+1 | —1/2 | 1/3 | 2/3 | 3/2 | 1/2

0 1/2|2/3|-1/3]-1/2 | -1/2

0 -1/2 | 2/3 1/3 3/2
-1 | +1/2 | 1/3 | =2/3 | =3/2
-1 | -1/2 1

Tabela 5.1: Clebsch-Gordan-ovi koeficijentiza I} =1il, =1/2.

a) Komutator Laplace-Runge-Lenz-ovog vektora i hamiltonijana je

1 Zé? 1, Zé
[A;, H] = El]k(p]Lk"‘LkP])_ xz; pr——
2m r
_ Zé . . ezg Lo L _zé 2]
T om ijk|PjLk r om ijk |LkPj — p 2m , .

Ovde nismo pisali sve komutatori koji su jednaki 0. Prvi komutator je

1 Xj
pi,—| L =1ih— L,
7] r k r3 k

L 1]—
p] kyr -

jer su [Lg, r11=0i (pj, r = ihxj/rs. Drugi komutator se dobija na isti nacin

[L 1] L 1] MLy

| = | =1 2
kp] r k p] r kr3
dok je tre¢i komutator

[Fopivi| =i i+ [Tomi] pi= ih(”’é*%”"‘”f'xixj = f')’

FEa=
posto je
[l r=Teimgs - img (L]
=ihaixj(ﬁ)f—ih(6ijl—x;§])f,

iz ¢ega sledi operatorska jednakost

Dakle, mozemo primetiti da je trazeni komutator

[Ai,H]=—iﬁZ—eZ(EijkﬁLk+8i'kLkﬁ+P'l+1P — pi pj
2m r3 RSk TR T P r3
Ze Xj Xj
=—lﬁ2m (Ez]k ~3EklmX1Pm + £ijkEkimPmX1 73
1 1 XiXj XiXj
+Pi;+;l9: Pi—3 ~ 3 Pi
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2
—lh_((ézléjm 5”,15]1) xlpm+(5ll5]m 6lm6]l)pmxl 3

1 1 xlx] XiXj
+pj;+;pl Pi—=— 3 pj
. Zez Xj 1 Xj 1 1 x,x] XiXj
:—zh% SXiPj T oPitPiXizy Pz CtPiC TPt PiT g T3 Pj
=0.

b) TraZena osobina se pokazuje sasvim jednostavno
> - 1 2 Xi 2 1
L-A= LiAi = Li _fijk(ijk +Lkpj) —-Ze—|=—-Ze e,-jkxjpkxi— =0
2m r r
jer je proizvod simetri¢nog tenzora i e-simbola jednak 0.
¢) NapiSimo Laplace-Runge-Lenz-ov vektor na sledeé¢i nacin
X
Aj=B;—-Ze* =,
r

gde je B; = €ijk(pjLx + Lypj)/(2m). Ova veli¢ina se moZe napisati na dva nacina

1 1 1 i
B;i= o sz]k(n]Lkap;)— Ez]k(zp]Lk+[Lk pil) = Eijkijk__pi
N——r m
iherjipr
1 i 1
= Esi]’k([lﬂjik] +2Lkpj) = Pt EgijkLkpj-
nejrpr
Sad imamo
11 1 2
X X
A% = (Bi _7zé —’)(Bi _7ze —’) — B;B; - Zez(Bixi— + —x,-Bi) + 2% ST
r r r r r

Izracunajmo najpre prvi sabirak
BiBi = mi(&‘ijkLkPj + ihpi)(fimnmen - iﬁpi)
€ijk€imnLikpjpmLn —iN€;jkLxpjpi+ iN€imnPiPmLn + n? 2)

Ll
(@ mOkn— 8 nS k) LkpspmLn + 1 p7)
(

L 3 -3~

p2L2+(L p)2+h2 2)

= W(L%hz).

U sledece sabirku od A? pojavljuje se
1 1 1 1
B,~x,-;+;xl~B,~— (lhp,+£,]kLkp])x, + - x,(s,]kp]Lk—lhp,)
1 Xi  Xi 1 1
ih p,———p, +LEijipjXi = +—£l~jkx,~ijk
T m . y M >

Ly Ly
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1
:—(ih[pl,—' +2—L2)
r
Posto je
0x; or
Xi 0 X o 0x; | ox; . 5iir_xlTl 3r—r 1
i, —|=—ih——=—-ih— =— =—ih =-2ih-,
[pl ox; r r2 r2 2 r
imamo da je
11 2 1, s 2
Bixi—+-x;Bj=—|2— +2-L (L% + h?)
r r m
pa je kona¢no
2 2 2 2
2Ze 2 Ze
=2 - ZZL 2+ 2 4:—(”———)(L2+h2)+22 4
m mr m\2m r
H
$to je i trebalo pokazati.
5.30 Osnovne komutacione relacije SO(1,2) grupe su
[My, Mz] = —iMs, [Ma, M3] = i M, (M3, My] = i M.
a) Potrazimo komutator operatora M? sa M; (analogno je i sa M)
[M?, My] = [M} + Mj — M3, My] = [M3, My] - [M5, M]
= Ma[Mp, My + [Ma, My M — M3[M3, M| — [M3, M1 M3
=iMyMs3+ iMzM, — i M3 My — i Mo M3 = 0. v
Sli¢no tome je i
[M?, M3] = [M} + M3, Ms] = [M{, M3] + [M3, M3]
= M [My, M3] + [My, M3] My + M [Ma, M3] + [Ma, M3] Mo
= —iMle - ngMl + iMle + iMlMg =0. v
Dalje treba odrediti komutatore
[M3, M.] 1[M | My F M>] i[MM]_l[MM] — M+ M,
3y My = —=[M3, 1My + M| = — (M3, M| + — M3, Mp] = ——F—+——
V2 V2 V2 V2
_MEM
V2
ina kraju

1 . . i i
(M, M_] = E[ZMI =M, iMy + M) = E[MI;MZ] - E[MZ,Mﬂ =M. v

b) Generatori M; su hermitski M;" = M;, pa se lako polazuje da je

_ (iMy — Mp)" _—iMy—-M;
V2 V2

Da bismo dobili i drugu formulu, potrazimo

Mm! -M_. v

1 1
MMz = 2 (M F Mp) (iMy £ My) = 5(—M2 + M My F i Mo My — M3),
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c)
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paje
M.M_+M_M, = —M? - M2,

odnosno
2 2 2 2 2
M*=M{+M;-M;=-M,M_—-M_M, - Msj.

Koriste¢i prethodni zadatak imamo da je
— l VY _ _1 2 2
M+M_—2( My — M5 +i[My, Ms]) = 2(M + M3 + Ms),

ili
_l_ 2 a2 __l 2 2 _
M_M+—2( My — M5 —i[My, Mp]) = 2(M + Mz — M3).

d) Videli smo da M? komutira sa svim generatorima grupe SO(1,2), pa je on Casimir-ov

operator. Ireducibilne reprezentacije oznacava¢emo svojstvenim vrednostima Casimir-
ovog operatora i jo$ jednog generatora. Biramo da je to M3, tako da reSavamo zajednicki
svojstveni problem od M? i M3. Neka su | X, a) svojstevni vektori koji su svojstveni za M?
iMs

M?*|X,a)=X|X,a), Msl|X,a)=alX,a).

Razmotrimo vektor X, |X, a). On je svojstveni vektor od M3 $to vidimo iz

M3M, | X, a) = (M3, M,]+ M, M3)|X,a) = (M, + My M3)|X, a)
=M,|X,a)+aM|X,a)=(a+1)M,|X, a)

i odgovarajuca svojstvena vrednost je a + 1. Isto tako, moZe se pokazati da je i M_|X, a)
svojstveni vektor za operator M3 sa svojstvenom vredno$cu a—1. Ovo je isto kao u slucaju
SO(3) grupe. Posto M, komutiraju sa M?, onda je

M?M.|X,a) = Ms M?|X,ay = XM+ |X, a)

§to znacidaje | X,a+ 1) ~ M.|X, a). Potrazimo koji uslov treba da bude zadovoljen da bi
| X, a + 1) bila stanja pozitivhe norme. Norma ovih stanja je

X+a’+a
2

1
(X,ax11X,a+1) = (X, al(-Ms)Mz| X, @) = (X, alM* + M5 + M3| X, a) = :
i ona Ce biti pozitivna ako je
X+ala+1)>0.

Ovi uslovi su bitno razlicit od uslova koji se dobijaju u sluc¢aju SO(3) grupe (jednacine
(5.88) i (5.90)) i zbog te razlike ireducibilne reprezentacije SO(1,2) se razlikuju od odgo-
varajutih reprezentacija rotacione grupe. Videli smo da se delovanjem operatora M.
kvantni broj a povec¢ava i smanjuje za 1. Zato se dozvoljene vrednosti od a medusobno
razlikuju za jedan. Ali, za razliku od rotacione grupe, ovde je ogranicenje na svojstvene
vrednosti od M? i M3 drugacije, pa su moguéi sledeéi slu¢ajevi:

— Kontinualni niz stanja:

* ako uzmemo da je
X>0, a=0,£1,£2,...

Ova reprezentacija nije ograniCena ni sa jedne strane i obelezava se sa C?(.
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* se dobija i za:
1 1

3 5
X>-, a=t—,+—,+—,...
4 22 2
dobijamo jo$ jednu neogranicenu reprezentaciju koju ¢emo oznaciti sa C)l(/ 2,
— Diskretan niz stanja:

+ ako je
X=k(l1-k)
gdeje k=1/2,1,3/2,...1
a=kk+1,k+2,...
dobijamo reprezentaciju koja je ograni¢ena odozdo DZ.
+ ukoliko je

X=k(1-k)
gdeje k=1/2,1,3/2,... ali sada uzmemo da je

a=—-k,—(k+1),-(k+2),...
dobijamo reprezentaciju koja je ogranic¢ena odozgo D, .

e) U ovom delu zadatka treba da odredimo ireducibilnu reprezentaciju za koju je X = k(k —
1) =0. Za k > 0 ova jednacina ima samo jedno reSenje k = 1. U prethodnom delu zadatka
smo videli da za diskretan niz stanja postoje dve reprezentacije, opredelicemo se za onu
kod koje su stanja ogranicena odozdo, tako da je a = 1,2,3,... Dakle, bazisni vektori ove
reprezentacije su | X = 0, a) i njih ¢emo reprezentovani beskona¢nim kolonama tako da
je

|X=0,a=1)=

EER

0 0
1 0
,  I1x=0a=2=(0], |x=0a=3)=|1
0 0

oS O o+~

Operator M3 je dijagonalan u ovom bazisu. 1z M3|X,a) = a|X, a) dobijamo da je prva

kolona matrice M3 vektor | X =0,a =1),drugaje2|X =0,a=2)...paje

1 0 0 O
0 2 0 O

Ms;=[0 0 3 0
0O 0 0 4

Na osnovu razmnatranja iz prethodnog dela zadatka lako se pokazuje da je

X+ala+1)
M,|X,a)= #lX,a+ 1).

U naSem slucaju je X = 0, pa imamo

ala+1
M+|0,a):\/ ( > )IO,a+1>,




tako da su
M,10,1) =10,2), M,|0,2) = v/3]0,3),

pa je u ovoj reprezentaciji

0 0
1 0
0 V3
M+ =
0 0
0 0
Matricu M_ nalazimo iz
0
0
0
M =-M=-
0
0

M,10,3) =
0 0
0 0
0 0
V6 0
0 V10
1 0
0 V3
0 0
0 0
0 0

RESENJA 5. SIMETRIJE

v610,4), M,|0,4)=+/1010,5),...
0

0

0

0

0

0 0
0 0
V6 0
0 V10
0 0

Matrice koje reprezentuju generatore M; i M, dobijamo iz

1 1
My =——M;+ M), My =—-—(M; - M),
\/z + \/5 +
§to daje
0 1 0 0 0o -
-1 0 V3 0 0o
il0 —-v3 o0 Ve 0
M, =— B
V2o o -v6 0 VIO
0 0 0 -vi0o o
i
01 0 0 0
1 0 V3 0 0
1o v3 0 V6 o0
My =——
V2o o v6 0 VIO
0 0 0 Vi0o 0

Da bismo proverili da li je ova reprezentacija dobra, proveriéemo neke relacije koje treba
da zadovoljavaju ove matrice. Pokazimo da u ovoj reprezentaciji komutatori izmedu gen-
eratora ispravno reprezentuju osnovne komutacione relacije

(M, Mp] = My M, — M My
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V3

1
+-10
2

=)

= —ng. \/

3

=—i|0 O

Sli¢no tome je

(M3, M3] = My M3 — M3 M>

V3 0
0 V6

0
0

_ L
V2
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0 2 0 0 0 1 0 0
1 0 3vV3 0 2 0 2v3 0
:—% 0 23 0 4v6 . +L\/'_ 0 33 0 3V6
20 0 4V6 4 20 0 3v6 0
0 1 0 0
-1 0 V3 0
=z£ 0 —vV3 0 V6 “.|=iMy, vV
0 0 -v6 0

a tako se proverava i da je [M3, M;] = i M,. Jo§ treba videti cemu je jednak Casimir-ov
operator:

2 2 2 2
M? = M? + M2 - M?

-1 0 V3 0 - 1 0 V3 0
0 -4 0 18 . 0 4 0 V18
=—%\/§ —90‘-.+%\/§0 9 0
0 V18 0 -16 0 VI8 0 16
1 0 0 0
0 4 0 0
—-fo 0o 9 o =0, v
0 0 0 16

$to i oCekujemo jer sva stanja u ovoj reprezentaciji imaju svojstvenu vrednost Casimir-
ovog operatora 0.

5.31 Za SO(1,3) grupu komutacione relacije su
[(Map, Mys1 = 1(MayMps —Nas Mpy — 1 gy Mas + 15 May),

a metrika je n4p = diag(—1,1,1,1). Na$ zadatak je da pokazemo da su C = MaﬁM“ﬁ iC=
€apysM @B \Y® Casimir-ovi operatori, §to zna&i da komutiraju sa svim generatorima Mgg. Po-
trazimo najpre komutator

[C, Mys] = [MgpM™F, Mys]
= [Map, MysIM®P + My IM®P, My5)
= [Map, MysIM®P + M*P My, Mys)
= i(NayMps — Nas Mpy — 1 py Mas + 1 ps May) M*P
+iM*P (ayMps — a5 Mpy =1 gy Mas + 15 May)
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= i(MpsMyP — Mgy MsP — Mys M®y + Moy M®5
+ My P Mgs — MsP Mg, — M%), Mys + M5 May)
= i(~MpsMP + Mgy MP 5 — MosM®, + Moy M5
— MP Mps + MP s Mgy, — M%y Mys + M®5Mgy) =0. v
Ovde smo primenili komutacionu relaciju Lorentz-ove grupe, pa smo iskoristili antisimetri¢-

nost generatora na zamenu indeksa My3 = —Mp, i na kraju dobili da se sabirci medusobno
potiru. Pre nego Sto proverimo drugi komutator, definisacemo dualni generator

. 1
Maﬁ = Efaﬁngyé.
Pomocu ovog operatora drugi Casimir-ov operator je jednak
C=2MP M.

Pre nego $to odredimo komutator [M, p» Mys] potrazimo dualni generator od dulanog genera-

tora
1 _ 1 1

af = _gaﬁyéMY(s =~ Eafyd €y6yv M,uv = __(Maﬁ - Mﬁa) = _Maﬁ;
2 4 2

=2

~2(0457-840%)

§to je polazni generator (do na znak). Ovde smo koristili identitet za kontrakciju dva epsilon-
simbola u 1+3-dimenzije. Dakle, imamo da je Myp = —eaﬁyglfﬂ 9/2. Sad ¢emo da odredimo
komutator

(Mg, Mys] = %Eaﬁuv[Mpry(?]
= é%ﬁ’“’ My Mys — s Mvy —Nvy Mys + 1vs Myuy)
= é(faﬁvavé —€qps Myy +Eapy! Myus — €aps’ Muy)
= i(€apy’ Myvs —€aps’ Mvy)
= _é(gaﬁyvgvdpoMpU — €aps" Evypa MP?)

i
= _E(na(SnﬁpnyU +Ny6NapNpo +1Mp5MNypNac

—NasTNgoNyp ~NysNac o —MpsTyoNap
~NayNppNse —NsyTappo —NpyTpsTac
+NayNpoTsp + NoyNaot po +1pyNsoNap) MP°
= ‘%(naéMﬁy + MysMap +1psMya = Nas Myp — TTysMga — 15 May
= NayMps = NysMap —1py Msa +NayMsp + TysMpa + 1 py Mas)
= i(nayMgs — a5 Mpy =1 gy Mas +1p5 May).-

Ovaj komutator pokazuje da se M, p pri Lorentz-ovim transformacijama menja kao tenzor ran-
ga dva. Ovaj rezultat nam je zgodna priprema da odredimo trazeni komutator:

[C, Mys] = [2M°P Myp, Mys)
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= 2[Myp, Mys) MP + 2M*F [Myp, My5)

=2i(MayMps —Nas Mpy —1pyMas + 16 May) M®P
+2i M®P 1)y Mps — a5 Mpy — 1 py Mas + 1 s May)

= 2i(Mps M} — My Mb — Mo M + Moy M

+ MyP Mgs — MsP Mgy, — M%)y Mys + M5 May)

= 2i(~Mps M} + Mgy M8 — Mo M + Moy M

— MP Mps + MP 5 Mgy, — My Mys + M®5 May) =0. v

5.32 Postoje Cetiri razlic¢ita delta-bariona i oni ¢ine izospinski kvadruplet. Delovi talasne funk-
cije u izospinskom prostoru delta-bariona su:

ATy =13/2,3/2),  |A*)=13/2,1/2), |AT)=13/2,-1/2), |AT)=13/2,-3/2).
Tri piona €ine triplet, s izospinskim delovima talasnih funkcija
7D =LY, 1S =1L,0, |77 =(1,-1).
Videli smo da su nukleoni izospinski dublet
|py =11/2,1/2), ) =11/2,-1/2).

Svi delta-barioni se dominantno raspadaju na pion i nukleon. Zbog zakona odrzanja naelek-
trisanja, A** se raspadana 7™ i p. Zato mozemo da napisemo da je

IATT) =17 p).

Dalje, A" barion se raspada kroz dva kanala

At —=a%+p, AT =t +n.
Da bismo nasli relativne Sirine raspada delovac¢emo s operatorom spustanja tre¢e komponente
izospina I_ na jednacinu |[A**) = |71*)|p) (koja je ekvivalentna sa jednainom o jedinstvenosti
stanja maksimalnog izospina [3/2,3/2) = |1,1)|1/2,1/2)).

LA™Y =L(x*)p)) = 1-13/2,3/2) = 1_(]11,1)|1/2,1/2))
= (-1, 1)[1/2,1/2) +|1,1)(I-|1/2,1/2))
= /313/2,1/2) = v2[1,0)(1/2,1/2) +11,1)[1/2,-1/2)

2 1
=13/2,1/2) = \/i|1,o>|1/2,1/2> +—I1,1)[1/2,-1/2)
3 V3

=AYy = \Emonm + \%m*nm,

iz Cega sledi da je relativna Sirina raspada

2
T —70+p) \/E _,

T(AY —-7at+n) \/1
3

Da bismo videli kako se raspada A° treba da razmotrimo stanje |3/2,—1/2), a njega dobijamo
kad na |3/2,1/2) delujemo operatorom I_. Koriste¢i izraz za |3/2,1/2) lako dobijamo

I1_13/2,1/2) =2|3/2,-1/2)
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2 1
=1 \/j 1,0011/2,1/2) + —|1,1)|1/2,-1/2
( 3| ] ) \/§| ) ))
= \/?I (11,0y[1/2 1/2))+LI (11,1y[1/2,-1/2))
- 3 - ’ ) \/E_; - 4 4

2 1
= \/;(\/E|1,—1>|1/2,1/2> +11,0)11/2,-1/2)) + %\/Ell,O)ll/Z,—l/Z)

2 2
=—|1,-1)[1/2,1/2) +2\/;|1,0)|1/2,—1/2),

V3
ili u drugim oznakama
1A% = ) p) + \/§|n0>|n>
V3 3 ’
pa je relativna irina raspada A° bariona
2
A~ +p) \/> 1

T —n0+n) \f 2
Za A~ postoji samo jedan kanal raspada
A" —7m +n,

tako da tu nemamo relativnu $irinu raspada.
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VARIJACIJE: KOVARIJANTNOST

6.1 Jednacina (6.27) kaze da se Galilei-jeva transformacija svodi na

; 2
_ i _mv
h(mvx 7 t]

‘“Ill(x/, t,) =e \II(x} t);
gde je
X=x-vt, =t
Iz ove dve jednacine sledi da je
x=x+vt, t=T7,

$to zapravo opisuje ¢injenicu da se kretanje sistema S’ u odnosu na S brzinom v vidi kao kre-
tanje sistema S u odnosu na S’ brzinom —v. Pomocu ovih jednacina imamo da je

L ! ! mv2
\P'(x’, t') — e—ﬁ(mv(x +vth)-"3

! _ i romv?
t]\I’(x'+ vt th=e h(mvx+ 2 t)\P(x'—i-vt’,t'),

ili ako se obri$u znakovi prim sa x" i t’ dobijamo (6.28).
6.2 Videli smo da je Galilei-jeva transformacija data sa

2
L (mvx+%t]

Yix,t)=e " WV (x+ vt, 1).
a) Ako primetimo da je
X1 a" x 1 i \" it
— _ n — _ nf_ — pr VP
‘I’(x+vt,t)—n;0n!(vt) axn‘I’(x,t)—n;Om(vt) (hp) W(x, 1) =ei’"P¥(x, 1),

Galilei-jeva transformacija postaje

’ —i(mvx+'”—”2t) Lyt
Yix,t)=e " 2 ) enVtP Y (x, 1).
Kad iskoristimo Zassenhaus-ovu formulu
A,B _ ,A+B+3[AB]

e e =e

417
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koja vazi kad Ai B komutiraju sa [A, B] (videti zadatak 3.28) dobijamo

i mv? i i
e—ﬁ(m”“T onvtp — g7

3
<
&
+
3
<
-~
|
<
S
S

2
11 muv
)+§h—2[mvx+ 5 t,vtp]

_ e—é(myx+%t—vtp)+%hi2mv2t[x,p]
—i(mvx+ my t—vtp)+W
=e
- e—é(mvx—vtp)
tako da su trazeni koeficijenti
mv vt
oad=—-—— = —.

n’ h

Dakle, Galileo-jeva transformacija se moze prikazati preko delovanja operatora U na
sledec¢i nacin
¥(x, ) =UWVY(x,0),

gde je '
Uv) = e%(—mvxﬂ;tp) )

b) Poslednju formulu prepisujemo u traZenom obliku
Uv) = e—% (mx—tp) v’

pa je generator busta
B=mx—-tp.

TraZeni komutatori se lako nalaze:
[B,x] = [mx—tp, x] = —t[p, x] = ilt,
[B,p]l = [mx—tp,pl = mlx, p] =ilim.
6.3 U Heisenberg-ovoj slici Galilei-jeve transformacije
Upi(v) = e VB
zadovoljavaju sledece jednacine
UﬁleUH=xH—vt, U;pHUH=pH—mv.

pretpostavimo da je reSenje oblika By (v) = axy+Bpg, gde su a i § konstante koje treba odred-
iti. Koriste¢i Baker-Campbell-Hausdorff-ovu formulu imamo da je

i _L
U;IIXHUH —eh v(axH+/5pH)xHe avaxy+Pfpw)
i
=X+ pvlaxy + BpH, XH]

i
=xg+—-vBlpy,xgl =xg+ P,
o
—ih

tako da je f = —t. Naisti nacin dobijamo i da je

U;IIPHUH =pH—Qav,
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paje a = m. Time dobijamo da je operator Galilei-jeve transformacije u Heisneberg-ovoj slici
UH(U) — e—%v(mxy—tpy)_

Dobijeni operator busta je isti kao i u prethodnom zadatku, $to je ocekivan rezultat. Ovde
smo ga samo dobili na drugaciji na¢in. Vratimo se na Schrodinger-ovu sliku da bismo videti
kako operator busta deluje na talasnu funkciju. U koordinatnoj reprezentaciji talasna funkcija
je (x|¥ (1)) = W(x,1), dok je bustovana talasna funkcija [¥'(£)) = U(v)|¥(f)) u koordinatnoj
reprezentaciji

i

(x|U) W (1)) = (x|]e” n/IM>=IP) 1@ (p)y,

Sli¢no kao u prethodnom zadatku dobijamo da je

_im®, i
—e h 2 "e h

e—%v(mx—tp) mvxe%vtp
Prvi eksponent je obi¢na funkcija, dok drugi i tre¢i imaju u sebi operatore koordinate i impulsa.
Posto koordinata deluje multiplikativno na stanje |x) a impuls je generator translacije, imamo

daje

. . 2 2 ]
i mv my< i

. . . . . 2 .
svimx—tp) _ (x|e"n "z e—%mvxe%vtp — e—% 3 e—gmvx<x|e%vtp — e—%%te—%mw%x_i_ vl

(x|e”

pa konacno dobijamo

i mv?

i i i mv? i
X' (1)) = (x| U P (1)) =e 1 2 Le nMVX x4 pt|W(1)y =e 7 2 Le MV (x + vt ).

I ovaj rezultat je poznat iz prethodnog zadatka.

6.4 Komutator izmedu komponenti kinematickog impulsa
e
Hi=pi-—4

¢emo odrediti delovanjem na proizvoljnu funkciju f

(I, ;] f =TI f = TG TG f

- (—mi—fAi)(—ih%—gAjf)—(—i ﬁ—%Aj)(—mai CAif

0x; ¢ X;i ¢

2

+h? o i
ax,-axj

_iné (aAf _ %)
axi Oxj

ax]'

§to se moZe napisati i u obliku operatorske jednakosti

0A; 0A;
[Hi,n,-lzihe( ! ——’),

E Oxl- ax]'
ili jo§ kompaktinje
.. e
(IT;, 1] = lhzfijkBk



420 RESENJA 6. VARIJACIJE: KOVARIJANTNOST

jerje 0A
Bszklma_xrln’
paje
dA,, 0A,, 0A; 0A;
€ijkBk =€ijk€klm6_xl = (6i161m_6im6jl) 0x; - 0x; B axj’

tako da se i kompaktnija forma svodi na dobijeni rezultat.
6.5 Gustina verovatnoce za Cesticu u elektromagnetnom polju je ista kao i kad polja nema
p(F, 1) =YY" (7, )Y (7, ).
Pri gejdz transformaciji talasna funkcija se mnozi faznim faktorom
W(F, ) —P'(F 0= e i ATIWE, 1),
gde je x (7, t) proizvoljna, realna funkcija. Konjugovanjem gornjeg izraza dobijamo kako izgleda
gejdz transformacija od ¥*:

i

W' (7, 1) = en XTOWH (7, 1),
Na osnovu gornjih izraza, vidimo da se pri gejdz transformaciji gustina verovatnoce ne menja
p(F,0) = p'(F,0) =W (7, )W/, 1) = eh XTOW* 7, e XMW, 1) = W (7, )W F, 1) = p(F, 1).
Malo je viSe truda potrebno da bi se pokazalo da se ni fluks verovatnoce
in e -
JFE D =—-= "7 OVY(F, ) - (V" (7, )Y (7, 1) - —AF, V" (7, )Y (7, 1)
2m mc
ne menja pri gejdZ transformacijama. Prisetimo se da se vektorski potencijal transformise
A, t)— A'(F, 0= AF, 1) - cgrad x (7, 1)
i odredimo pravilo transformacije od VW
i i [ i
VY - V¥ =V (e‘ﬁe’f”’”‘l'(?, t)) = - eVx(F, 0)e AT (7 1)+ e" 1 XD (VW (F, 1)

Ako primetimo i da se fluks verovatnoce moZe napisati

._h . e - .

J=—Im¥Y'V¥)-—AY" Y,

m mc
racun se dosta pojednostavljuje. Pogledajmo $ta se dobija gejdZ transformacijom izraza ¥* V¥
* i _i i i
YIVY = enAWre N —ﬁe(vx)\y +VV¥|= —Ee(Vx)‘P*‘I’ +P*VY,
paje
1
Im (¥ V¥') = — 2 e(VOW W +Im(¥* V).

Sto se tite drugog sabirka u izrazu za fveé smo videli da je VW' = ¥*¥, pa je

AW = (A-cgrady) ¥* .
Prema time, imamo da je

7 = % (—%e(V}()‘I’*‘P + Im(‘P*V‘I’)) —-—(A-c(Vp) vy

mc

:W+7+£MW:7,

¢ime je pokazano da je i j invarijantno na gejdz transformacije.
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FINALE: PRIBLIZNE METODE

7.1 Stacionarnu Schrédinger-ovu jednacinu za harmonijski oscilator napisa¢emo u bezdimen-
zionoj formi (2.11).

2E
1////"'(%_62)1//:(1

Da bismo u §to vecoj meri pratili analiticko reSenje dobijeno u drugoj glavi, koristicemo bezdi-
menzionu oznaku koja je tamo uvedena u jednacini (2.15) A = 2E/(fiw) — 1, pomocu koje se
bezdimenziona jednacina moze prepisati u obliku

v+ (A+1-E)y=0.

Videli smo da ova jednacina ima reSenja za A = 0,1,2,3... Pokusajmo da nademo numericko
reSenje gornje jednacine za A = 0. Ta pretpostavka je u ovom sluc¢aju opravdana poznavan-
jem analitickog reSenja. U programu Mathematica™ numericko reSenje se moze nac¢i pomocu
komande

Numerikal =
NDSolve[{y’’[x] + (1 - x~2) y[x] == 0,
y[0] == 1, y’>[0] == 0}, y[x], {x, -10, 10}, MaxSteps -> 10000]

Kao $to vidimo, najpre su zadati diferencijalna jednacina i pocetni uslovi, zatim je navedena
nepoznata funkcija, interval u kome se ona trazi i maksimalan broj koraka u kojima se generise
rezultat. Dobijeno reSenje mozemo i nacrtati komandom

Plot[Evaluatel[y[x] /. Numerikall, {x, -10, 10},
PlotRange -> {-0.5, 1.5}]

§to daje

421
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-0.5L

Da smo prikazali reSenje na intervalu {x, -5, 5} ovo resenje bi izgledalo kao analiticko i
mogli bismo da kazemo da smo odredili svojstvenu energiju i svojstveno stanje. Ipak, na slici
vidimo da smo dobili talasnu funkciju koja je divergentna, a to je ono §to ne Zelimo. PonaSanje
talasne funkcije za veliko x je posledica numerickih nepreciznosti, tako da ovo ipak moZemo
da prihvatimo kao zadovoljavajuce resenje. Medutim, ako pretpostavimo da je svojstvena en-
ergija malo manja, tako da je i A neznatno veéa, npr. A = 10~/ numericko resenje ove jednacine
se dobija sa

Numerika2 =
NDSolve[{y’’[x] + (1 + 10~{-7} - x~2) y[x] == 0,
y[0] == 1, y’[0] == 0}, y[x], {x, -10, 10}, MaxSteps -> 10000]

Ispostavlja se da se ovo resenje neznatno razlikuje od prvog. To vidimo kad nacrtamo drugo
reSenje, slike su gotovo identi¢ne i razlika se ne vidi okom. Sad se prirodno postavlja pitanje
da li je svojstvena energija E = iw/2 koja odgovara vrednosti A = 0 ili je E = 1.0000001%w/2 Sto
odgovara A = 10~'2 Na osnovu analititkog reSenja znamo da je tacan odgovor E = hw/2. Ali
kako to videti na osnovu numerickog resenja? Odgovor lezi u pokusaju da nademo numericko
reSenje za A = —10~7 §to odgovara malo manjoj vrednosti od ta¢ne.

Numerika3 =
NDSolve[{y’’[x] + (1 - 10~{-7} - x°2) y[x] == 0,
y[0] == 1, y’[0] == 0}, y[x], {x, -10, 10}, MaxSteps -> 10000]

Nacrtamo li ovo reSenje dobijamo bitno razli¢itu sliku

151




423

U intervalu x € (-5,5) i ovo reSenje li¢i na analiticko ali posle toga divergira, i to na drugu
stranu od prvog i drugog. Upravo ta promena znaka ukazuje da smo "prosli" pokraj svojstvene
energije. Poku$ajmo da razumemo zasto se to deSava. Razmotrimo harmonijski oscilator u
nekom stanju. Podsetimo se kako smo dobili spektar i svojstvene energije. Trazili smo reSenja
u obliku v = e 2¥ a,&". U rekurentnim relacijama za indekse a,, dobili smo da je resenje
divergentno ako red nije konacan polinom. Da bi E bila svojstvena energija, potrebno je da A
ima odredenu vrednost za koju je neki od koeficijenata u razvoju 0. Onda su i svi ostali iza njega
nulti. To bismo mogli da vidimo na slede¢i nacin:

walx) = e—lez(

ay+ax+-+ap1x" 1+ a, x"+an+1a”+1+~~)
—~— ——
0 0

Kad reSavamo jednacinu za A + € gde je € <« 1 svi €lanovi ¢lanovi se od reSenja za A razlikuju
infinitezimalno, ali oni koji su bili 0, sad postaju nenulti

— -
Yrre(x) =e " /2(a0+ ax+-+ap 13"+ a, X"+ ayattt +)
~—€ ~—€
i reSenje je divergentno pri ¢emu je limy_. 1o ¥2+¢ = —00. Znak ove beskonacnosti zavisi od

znaka e. S druge strane, kad je parametar A — € i odgovarajuéa talasna funkcija postaje

Yae=e "

g+ ax+-+an 1 ¥+ ap, X"+ ap attt +)

—~ ——

~+€ ~+€
paje limy— 00 ¥2—¢ = +00. To objadnjava razliku u ponasanju numerickog reSenja za veliko x
kad se malo promeni parametar A, odnosno kad od svojstvene energije odemo malo na jednu
ili drugu stranu.

Da bismo odredili prvo pobudeno stanje, treba menjati i grani¢ne uslove. Prvo pobudeno
stanje je neparna funkcija, pa je vrednost talasne funkcije 0 za x = 0. Za drugi grani¢ni uslov
uzecemo da je izvod talasne funkcije u x = 0 jednak npr. 1. Kad ne bismo znali svojstvenu
vrednost energije, dobili bismo da se promena ponas$anja u x — +oo desava u taski A = 2. Tako
je reSenje jednacine

Numerika4 =
NDSolve[{y’’[x] + (3 - x"2) y[x] == 0, y[0] == 0, y’[0] == 1},
y[x], {x, -10, 10}, MaxSteps -> 10000]

funkcija

-10 -5 5 10
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Ako malo poveé¢amo A dobiéemo skoro isto numericko reSenje dok se za malo manju vrednost
dobija

Numerikab =
NDSolve[{y’’[x] + (3 - 10~{-7} - x~2) y[x] == 0, y[0] ==
y’[0] == 1}, y[x], {x, -10, 10}, MaxSteps -> 10000]

koje izgleda ovako

-4L

To nam daje za pravo da zaklju¢imo da ¢e se za A = 2 dobiti svojstvena vrednost energije i ona
jejednaka E = 3fiw/2.

U ovom zadatku trazili smo numericka resenja sistema koji nam je dobro poznat. Upoznali
smo probleme koji se pojavljuju u ovom metodu, ali smo nasli i princip koji nam omoguéava
da u kotinualnom skupu mogucih svojstvenih vrednosti nademo one brojeve za koje Schro-
dinger-ova jednacina ima reSenje sa konacnom normom, iako dobijeno reSenje nema kona¢nu
normu.

7.2 Neperturbisani hamiltonijan je slobodna €estica izmedu beskonac¢nih zidova na rastojanju
d. Taj sistem je proucen u ovom udzbeniku (videti formule (2.133) i (2.134)). Svojstvene en-
ergije i svojstvena stanja su:

h2m2n? 2 . nux
EY=—— O(x)=1/=sin—-.
n 2ma?’ Yn a a

i kao §to vidimo, spektar je nedegenerisan. Perturbacija je

po Vo xetiva
o, xedl+ad)’

Prva popravka energije Ej, je

l+d
nrx d W nnd nn2l+d
EW =(n|V'Iny = f Z Vosin? === = V= — - sin cos ( ),
a a a nm a a
l
dok je prva popravka n-tog svojstvenog stanja
(n|V'| k)

(1)(x) c 1// ( 1 _
(X)), Cok = o o)
Zm Y B



. . .
Brojilac izraza za c, ; je

I+d

2 nax knx
(n|V'|k)y = f —Vpsin——sin —dx
a a a

+d
:_f (- k)nxd —Efcosmdx
a a

l

Vo a  (n-kmx|td a  (n+kmx|td
:—( sin - sin )
(n-kn a I (n+kn a I
2V0 1 (n—k)n(d+21) . (n=-kynd
( sin
n-— k 2a 2a
1 (n+knr(d+2l) . (n+k)nd)
- cos sin ,
n+k 2a 2a
aimenilac je
nm?
0) 0) _ 2
B B = g R

Izraz za cﬁll,i je relativno glomazan, pa je takav i izraz za prvu korekciju n-tog stanja:

4Voma? (n-k)nd+2)) (n-k)nd
(1) 0 .

(x) = Z \/; P k2)2 ((n + k) cos 2 sin 2
k;én

(n+knd+2l) . (n+k)ndy . knx
—(n-k)cos 52 sin )sm .

2a a

7.3 Osnovni hamiltonijan
pi I

p
Ho= = —a;8(x1) + —— — @26 (x)
2m1 27}12
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je separabilan, odnosno moze se videti kao zbir dva nezavisna hamiltonijana koji opisuju dve

nezavisne Cestice. Interakcija ove dve Cestice

U= /15()61 — X2)

napravi ¢itav hamiltonijan neseparabilnim. To znatno oteZava reSavanje svojstvenog problema

hamiltonijana, pa ¢emo interakciju tretirati kao perturbaciju.

Osnovni hamiltonijan opisuje dve nezavisne cestice u potencijalu delta-funkcije koja se
nalazi u koordinatnom pocetku. Problem jedne Cestice u potencijalu delta-funkcije resen je
u zadatku 2.34. Na osnovu tog reSenja nalazimo da je svojstvena funkcija neperturbisanog

hamiltonijana koja odgovara osnovnom stanju

Vi a1mz a2 e—*(mlal|xl|+m2062|x2|

y (x1, x2) = W

i da je energija osnovnog stanja
2 2
E(O) _ miay + maas,
0o - 212 '
Prva popravka na energiju osnovnog stanja je

ESV = (yolUlyo)
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/dxlfdxsz(xl;xz)}Lé(xl X2)Wo(x1, X2)

_2 f dx1lyo(xy, x1) 2

o
nmia1nys _1 +
-1 n dxje (myay+myas)| x|

—00

oo
:2Am1a1m26¥2fdxle—hiz(mlaﬁmgag)xl

4
0
mpaimyaa 1
=21 5
n miay + moas

Prema tome, energija osnovnog stanja dve Cestice u prvom redu racua perturbacije je

2 2
mas+ma miames 1
1 2422

Ey=E +E\" =~
0 B 0 2h2 K2 ma;+moay

7.4 Ovde ¢emo uzetu daje

{ Vo smz’”, x€(0,a)
Vix)=
0, x¢(0,a)

perturbacija. Osnovni hamiltonijan je ¢estica izmedu beskonac¢nih zidova, pa je prva popravka
energije n-tog stanja

a
2 27X nnx
E,(}) =(n|V|n) = fsm—sm2 —dx
a a
0
2V [ 1—cos2Mmx  5n
= sin dx
a 2 a
0
a
Vo C2nx 1, 2n(1l+mn)x 1 , 2n(1-n)x
=— sin— ——-sin——— - —sin—— |dx =0
a a 2 a 2 a

0

Prva popravka je nula. Stoga treba da pogledamo slede¢u popravku, a ona je jednaka

Eilz) _ io\‘ |<n|V|k>|2
& B
k#n

Integral u brojiocu odredujemo sli¢no kao i u prethodnom slucaju jer je podintegralna funkcija
ponovo proizvod sinusnih funkcija (ovaj put ima ih tri):

a
2 27X knx
(n|V]k) = O—fsm sin dx
a a a
0
a
Vof(, (n-2+knx . (n-2-knx
— | | sin —sin
2a a
0
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. (n+2+knx (n+2—k)nx)
—sin +sin dx
a

a

2V (1-(=1"F 1 (—1)””“)
- (n-k2-4 (n+k?-4)
Primetimo da za sve prirodne brojeve n i k vazi da je (-1)"% = (~1)"*¥ pa je popravka energije
n-tog svojstvenog stanja
@ _ 128VZ ma? 5 n?k? (1- (—1)”"6)2
! n2mt n*=k? ((n- k)2 —4)* ((n+ k)2 —4)*

k#n
7.5 Neperturbisani hamiltonijan je dvodimenziona cestica izmedu beskonacnih zidova (za-
datak 2.40). Stanja su odredena sa dva kvantna broja ny i n,:

Wi, (63) = —sl

nxnx) . (”y”y) ©) 2., .2
sin , E =———(n,+n).
( a a MMy Zmaz( xt1y)

Osnovno stanje 11,1 je nedegenerisano, dok je prvo pobudeno stanje degenerisano, jer stanja
W12 i W21 imaju istu energiju. Prvu popravku na osnovno stanje odredujemo sli¢no kao i u
prethodnim zadacima

a a
EN =1,11vI1,1) = ff dxdyy)” (x, )V (x, )y (x,9)
00

Fr XY . o (YY) AR2H? a a
Ofofdxdy—sm (a )sm (7) p- G(x—z)é(y—g)
3

ma2
Dakle, energija osnovnog stanja u prvom redu racuna perturbacije je
© o 5D ‘n
Ei1=E;+E;=010+31)
) 1,17 L1 a2

Prvo pobudeno stanje je dvostruko degenerisano. Oznacimo sa |a) = |1,2) i |b) = |2,1) dva
stanja koja razapinju potprostor prvog pobudenog stanja. Da bismo odredili prvu popravku
prvog pobudenog stanja, potrebno je da odredimo matri¢ne elemente perturbacije u bazisu
{lay, by}, a oni se svode na Integrale koji se zbog delta funkcije lako racunaju:
3AR%n?

ma?

(alVia)=(1,2|V|1,2) =

(alVlb) =<1,2|V12,1) = (b|V|a) =
(bIVIb) =(2,11V|2,1) =

Prve popravka energije prvog pobudenig stanja su svojstvene vrednosti matrice

317’12;'[2 0
ma ,
0 0

a to su u ovom sluéaju, lako je videti, 3Ai?7%/(ma?) i 0. Prema tome, usled prisustva per-
turbacije degeneracija prvog pobudenog nivao se gubi i pojavljuju se dva stanja sa razli¢itim

energijama:
hZ 2 5h2n2
E;,= +31 Ep=——.
T ma? (2 ) b oma?
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7.6 Popravke energije najlakse je odrediti u bazisu svojstvenih stanja energije {|n)|n € INg}.
Vide¢emo da je sistem zadat u zadatku egzaktno re§iv, pa ¢emo svojstvene energije sistema
uporediti sa rezultatima koje dobijemo racunajuéi perturbacije.

a) Prva popravka n-tog energetskog nivoa E O = hw(n+1/2) je nula, §to se lako vidi:

E = (nlVin) = MnlVIn) = A4 h (nl(a+ahiny =0.
2mw

Druga popravka je
ey KnIVIK)?
n
P2 E](CO)
k#n

U ovom slu¢aju imamo da je

(n|V1k) = A{nlx|k)

=1

(nl(a+a)lk)
2maw

| n
=) — (\/E(sn,k_l +VE+ 16,1,,”1).
2mw

Brojilac u izrazu za E? bice razli¢it od nule samo za k = n + 1, pa imamo da je

E® = 2 h

(n+1 n)) A2
2mw

“ho  ho) 2me?

Vidimo da se svi nivi pomeraju za isti iznos. Perturbovani sistem ima svojstvene energije
12

C2mw?”

1
En=EY+E +E? = hw (n + >

b) Ukupni hamiltonijan je

2 2
1 1 2
H=H0+V:p—+—mw2x2+)tx=p—+—mw2(x2+—x)
2m 2 2m 2

mw?
2 2 2
1 A A
= p—+—mw2(x+—) -

2m 2 mw? 2mw?

Uvedimo novu koordinatu ¢ = x+ A/ (mw?) i napis§imo Schrédinger-ovu jednaéinu za ovaj

sistem
2

hZ d2 1 9.2
(_ﬁd_ﬁz+5mw ¢ )W(€)= (E+2mw2)w(a'

Ovo je jednac¢ina harmonijskog ocilatora mase m i frekvencije w i ima reSenja kad je
]

n+—1,
2

/12
 2maw?’

A2
2mw?

E+ =hw

tako da su energijski nivoi
1
E,=how (n + —)
2

$to je istovetno rezultatu dobijenim u prethodnom delu zadatka.
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7.7 Jednodimenzioni harmonijski osciltor ima nedegenerisan spektar, pa se prve dve popravke
odreduju na osnovu formula koje smo koristili u prethodnih nekoliko zadataka.

a) Svojstvene energije neperturbisanog hamiltonijana su E\" = iw(n + 1/2). Prve popravke
su

E = (n|VIn) = A(n|x’|n) + B(n|x*|n)
3/2 h 2
= A(—) (nl(a+a"’ny+B (—) (nl(a+ah*in)
2mw 2mw
Prvi sabirak je 0 jer sadrZi neparan broj kreacionih i anihilacionih operatora koji stanje
|n) prevode u razlicito stanje. Drugi sabirak nije nula samo za one ¢lanove koji imaju isti
broj kreacionih i anihilacionih operatora, a takvih je (3) =6,paje

T t toaaat Tt toa T

(nl(a+af)4|n):(n|(aaa a' +aataa’ +a'aaad +aa’ata+a'aata+a aTaa)ln)

=m+1)n+2)+r+1)?+nn+D+m+Dn+n’+nn-1)
=32n%+2n+1)

Ovde smo koristili (3.220) i (3.221). Dakle, prva popravka n-tog svojstvenog stanja je

2
ED =3B (— @n*+2n+1).

2mw )
Druga popravka se nalazi na sli¢an nacin. Najpre primetimo da ¢e matricni elementi
(n|V|k) biti razli¢iti od nule samo za k = n—4,n-3,...,n+4. Dalje uo¢avamo da je u
svakom matri¢nom elementu imamo samo jedan ¢lan nenulti ¢lan (ili od x3 ili od x*).
Izracunajmo matri¢ne elemente koji ¢e dati doprinos drugoj popravci

ho\? no\?
(anIn—4>:B(—) <n|x4|n—4):B(—) (n|(aH?n -4

2maw 2mw

[\

:3(2 )\/n(n Dn-2)(n-3),
no\32 3/2
<nIVIn—3>=A(—) <n|x3|n—3>=A(—) (nl(a"®n-3)
2mw 2mw
no\32
f 2
(nlVin-2) = %) (nlx*|In-2)
f 2
=B %) (nl(aa’a’a’ +a'aa’a’ + a'a'aa’ + ata’a' a)\n—-2)
2
=B _ZZw) ((n+1)\/n(n—1)+n\/n(n—1)

+(n—1)\/n(n—1)+(n—2)\/n(n—1))
)(Zn Dvnn-1),
3/2

2B

A

(nVin-1)=A ( ) (nlx |ln—1)

( ) (nl(cm a' +a'aat+a' aTa)In—l)
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i 3/2 h 3/2
:A(— ((n+1)\/ﬁ+n\/ﬁ+(n—1)\/ﬁ):3A(—) nvn,
2mw 2mw
h 3/2
(n|V|n+1)—A(— (n|x®|n+1)
2mw
h 3/2
:A(— (nl(aaa*+aa*a+aTaa)|n+1)
2mw
A 3/2 7] 3/2
:A(— ((n+2)\/ﬁ+(n+1)\/ﬁ+n\/ﬁ)=3A(—) (n+1Vn,
2mw 2mw
o\,
(n|Vin+2)=18B —) (n|x*|n+2)
2maw
i) 2 2
=B —) (—) (nl(aaaaf+aaaTa+aaTaa+aTaaa)|n+2)
2mw 2mow
=B %) ((n+3)\/(n+1)(n+2)+(n+2)\/(n+1)(n+2
+(n+1)\/(n+1)(n+2)+n\/(n+1)(n+2))
B( ) 2n+3)vVn+1)(n+2),
3/2
(n|Vin+3) = ( ) <n|x3|n+3>:A(—) (n|a®|n+3)
2mw
n
(—) Vin+D)(n+2)(n+3),
2mw
h 2
(n|Vin+4) = ( ) (n|x*\n+4) = (—) (nla*|n+4)
2mw

i
:B(—) Vn+1)(n+2)(n+3)(n+4).
2mw

Pomocu ovih rezultata nalazimo da je druga popravka n-tog nivao u aproksimaciji an-

harmoniciteta jednaka
) 2 ? 2 2 ° 3 2
E7=-A 21n“+12n+2)—-B°——(30n" +35n“ +38n+12|.
n 8m3w* ( ) 8mw> ( )

b) Morse-ov potencijal je odreden sa dva parametra D i a:
U(x) = D (e 2% - 2e™ %),
Razvojem u Taylor-ove red, zaklju¢no sa ¢etvrtim stepenom, dobijamo da je
Ux) = -D+Da’*x*-Da’x> + %Da‘lx4

pa su traZeni koeficijenti

2Da? 7
w* = , C=-Da’, D=—Da*
m 12
7.8 Osnovni hamiltonijan je
2 2
1 X
Hy = Pr | e+ B + —mw?y?

2m 2 2m
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Spektar ovog hamiltonijana je

B, = ho(ng+ny+1),

dok su svojstvena stanja |ny, ny) = |ny)|ny). Osnovno stanje |0,0) je nedegenerisano, dok je
prvo pobudeno stanje dvostruko degenerisano Eioé = E(()Oi =2hw.

a) Nekasu|a)=11,0) =1)|0)i|b) =0,1) =|0)|1) stanja koja odgovaraju prvom pobudenom
nivou. Matri¢ni elementi perturbacije u prvom redu su

Vaa =(alV]a) =(1,0laxy|1,0) = a(l|x|1)¢0|y|0) = 0,

7}
Vap =<alVIb) =(1,0laxy|0,1) = a(1|x|0){0|y|1) = a —,
2mw

. 17}
Vpa ={alVIby =(blV]|a)" = a——,
2mw

Vp = (bIV|b) =(0,1|axy|0,1) = a(0|x|0)(1]|y|1) = 0.

U bazisu {|a), |b)} perturbacija se reprezentuje matricom

i
( hoa ﬁ)
me 0

Prve popravke na energiju su svojstvene vrednosti ove matrice i njih dobijamo iz odgo-
varajuce karakteristicne jednacine (koja se naziva sekularna jednacina):

EV  ha ha \? ha
ha 27?10)’ =0 > (E(l))z—(—) =0 > EE_I) =+ —-.
sme  E 2mo = 2mo

Prema tome, svojstvene vrednosti ukupnog hamiltonijana su

ha ha
E_=2hw———, E, =2hw+——.
2maw 2mw

Svojstvena stanja ukupnog hamiltonijana nalazimo tako $to ¢emo odrediti svopjstvene
vektore matrice perturbacije. Naime, bilo koja linearna kombinacija vektora |a) i |b) je
svojstveni vektor neperturbisanog hamiltonijana, jer je stanje degenerisano. Samo su
neki vektori svojstveni od perturbacije, tako da su onda ti isti vektori svojstveni i za Citav
hamiltonijan. Oznacimo sa |-) = a_|a) + b_|b) svojstveni vektor matrice perturbacije

kojoj odgovara svojstvena vrednost A_ = —fia/ (2mw). Dalje imamo
0 ﬁn—“w) (a_) ha (a_) 1 ( 1 ) 1
= =>b_-=-a-=>|-)=— =—((a)—1b))
(Z’jn—“w AVE 2mw \b- V2 \-1) " 2

1
3|—>=E(|1,0>—|O,1>).

Kad potrazimo svojstveni vektor matrice perturbacije koji odgovara svojstvenoj vrednosti
A+ = ha/(2mw) dobi¢emo da je to

1 1
— b)) = —

Ovaj vektor je svojstven za ¢itav hamiltonijan, a odgovarajuca svojstvena vrednost je E =
2hw +hia/ Cmw).

|+) = (11,0) +10,1)).
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b) Drugi pobudeni nivo je trostruko degenerisan Eg)()) = Eioi = E(()(B = 3hw. Vektori koja raza-
pinju potprostor ovog nivoa su |a) = 12,0), |b) =11,1) i |c) =0, 2). Prva popravka energije
se dobija iz sekularne jednacine koja je u ovom slucaju

Vaa— E(D Vab Vac
Vba Vpp — EV Vpe |=0.
Vea Ven Vee — E(l)

Matri¢ni elementi u ovoj jednacini se odreduju analogno kao i u prethodnom delu za-
datka. Lako se vidi da je

Vaa = Vbb =Vee=Vaca=Vea =0,
ha

Vab=Vba= Ve =Vea=V2——
2mw

Uvedimo oznaku A = fia/ (mw). Tad sekularna jednacina daje

_r@m A
]i \/2(1) 2 @0)3 (1) 42
7 —i 72(1):0:—(15 ) +EVPA =0
0 4 _E

N

ha ha

= EV=-A=-—— E"=0, El'=A=—,

maw maw

§to znaci da se pod delovanjem perturbacije drugi nivo cepa na tri ekvidistantna nivoa,
pri ¢emu je jedan nivo (srednji) isti kao energija sistema bez perturbacije.

7.9 Usled postojanja slabog elektri¢nog polja, koje ¢emo usmeriti duZ z-ose, elektron u atomu
vodonika ose¢a dodanu interakciju opisano potencijalnom energijom

V =—ef-E=—eEz=—eErcos0.

Ovu interakciju ¢emo smatrati perturbacijom na osnovni hamiltonijan

) 2

e
m=r_2.
2m r

Ovaj hamiltonijan smo detaljno proucili i znamo da je osnovno stanje 1//(10) nedegerisano i da
je odgovarajuca energija Eio) = —e?/(2ap). Prvu popravku mozemo da odredimo pomoéu for-
mule (7.10) ali tu nailazimo na probleme sli¢ne onima koji se pojavljuju kad odredujemo drugu
popravku energije osnovnog stanja, §to je prikazano u osnovnom tekstu. Zato ¢emo ovde pos-
tupiti malo drugacije. Napisatemo jednacinu koju zadovoljava prva popravka osnovnog stanja
w(ll) i nadi reSenje te jednacine. Iz opstih razmatranja na pocetku sedme glave dobijeno je da

prva popravka stanja zadovoljava jednacinu (7.8). U naSem konkretnom slucaju to daje
e
(-5 S| wt! - ercosou? = By + By
2m r
Ovde je y'” = 77124532 exp (~r/ a) osnovno stanje neperturbisanog hamiltonijana. Jednaci-
na se pojednostavljuje ako primetimo da je zbog integracije po 6

T 27

(e, 0)
1 _z2r
Eil) :<w§°)|V|w§0)>=—eE—fffrcost9e % r?sin@drdfde = 0.
na
000

S w



433

Dakle, jednacina postaje

( h2(16(26)+ 1 a(,00)+ 1 02) e2+e2)(1) eErcosd -
——|s=|r=lt5>—=(sin= |+ ———— |- —+— =———e¢ @,
2m\r2or\ dr) r2sinf o0 0] r2sin?00¢*) r 2ag ¥ rad

0

ReSenje ove nehomogene diferencijalne jednacine traZzimo u obliku

1//51) = f(r)e_% cosf

gde je f(r) analiticka funkcija koja je jednaka 0 za r — 0. Kad ubacimo pretpostavljeno resenje,
dobijamo da f(r) zadovoljava jednacinu
2 Ecos0

1! % ! _i ! _E —__=
f(r)+rf(r) aof(r) rzf(r)— odg

r.

3
Ta,

Potrazimo reSenje u obliku reda koji pocinje od prvog stepena (jer je f(r =0) =0)
[e.]
fr= Z cpr™.
n=1

Onda je

y 3 2 & s 2 Ecos0
Z n(n-— I)Cnrn72 +2 Z ncnr”*Z_ = Z (n- 1)cn_1rn*2 _ Z Cnrn—z ___c
n=2

n=2 aop p=2 n=2 eaop /nag

Ovde smo u drugoj i Cetvrtoj sumi izdvojili ¢lan za n = 1 i ispostavilo se da se oni potiru. Izjed-
0, r1irk gdeje k =2 dobijamo

r.

nacavajuci koeficijente uz r

1
202——Cl=0,
ap
4 2 E
——Cc+10c3=—— ,
ao €ao  /ra3
0
2 1
Ch+y1=———-Cp nz=3
apn+3

Ako uzmemo da je c¢3 = 0, onda suisvi cg=3 = 0, dok su

E 1 _ aoE 1

" 2 3 T 3
NET Vna

Time smo odredili prvu korekciju osnovnog stanja, ona je

C2

E 1 1 _r
W(11) == (aor+ Erz) e @ cosf.

e 3
Tay,

Prema tome, talasna funkcija sa prvom popravkom je

E r?
v = wgo) (1 - (aor s cosB).

Druga popravka energije moZe da se odredi preko prve popravke stanja (videti jednacinu (7.17)):

oo T
2
1 _2r 9
E? :(w(lo)lvlw(ll)> =—fff—(a0r4+5r5)e a coszﬁsiHBdrdBd(p:—ZagEZ.
000
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7.10 Ako je potencijalna energija U = —g?/r, poznato nam je reSenje Schrédinger-ove jed-
nacine. U ovom primeru potencijal je takav samo unutar sfere polupre¢nika Bohr-ovog radi-
jusa, dok je van sfere ekraniran. Da bismo mogli da primenimo teoriju perturbacije, uze¢emo
da je potencijalna energija osnovnog hamiltonijana Coulomb-ova, a onda je perturbacija za-

pravo jednaka
0, r<day
V(r)= 2

L(1-eMr=a), 1> g

Osnovno stanje je nedegenerisano i prva popravka energije je

oo 7 27 1 2
_2r
EY =P Iviy?) = f f —e u L (1= W) 2singdrdody
na, r
a 0 0
4 2 [e.0] oo
_2 (=
:is,(fre “r)rdr—e“"fre (“<)+'1)rdr).
ao ayp do

Oba integrala su istog oblika i reSavaju se parcijalnom integracijom

r 1
+aa
fre‘”dr =— 0 paan,
a
ap
paje konacno
2 2 )
a _ 4_q2 1+ % ao 9 Aay 1+ (ao +A ao e_(ﬂ%).{.,‘{)ao _ qz 8+3A(lo )
1 = 3 2 5 = —
a; (%) (a% +/1) 2+ Aagp)

7.11 Ako je naelektrisanje Ze rasporedeno unutar sfere polupre¢nika b onda elektri¢no polje
u prostoru nalazimo na osnovu Gauss-ove teoreme koja u CGS sistemu ima oblik

#E-d§=4nff pdv,
S

. {%rér, r<b

i koja daje
E=
%Er, r>b

Ako uzmemo da je potencijal u beskonac¢nosti jednak 0, dobijamo da je jednak

VA 2
©- 2—5(3—%), r<b
Ze r>b

r

pa je potencijalna energija loptastog naelektrisanja

U(r)={ —22—22(3—2—2), r<b

2
——Zf, r>b

Porededi ovaj izraz sa potencijalnom energijom tackastog naelektrisanja, vidimo da je pertur-
bacija prisutna samo unutar lopte poluprecnika b i jednaka je

V(r)—Zez(l 3,z )

- ro2b 2p3)
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Prva popravka osnovnog stanja je

b m
(1) <w(0)|vwll)>_ ZLff
00

r 2b 2b3

T a3 2
2r
fe‘a? (_ -+ r_) r? sinfdrdOde
nag o

Da bismo sproveli integraciju po r treba da razmotrimo integrale u kojima je podintegralna
funkcija proizvod eksponencijalne e~*" i stepene funkcije r”. Za takve integrale postoji jed-
nostavna rekurentna veza koja se dobija parcijalnom integracijom:

b bn+le—wb n+1
I :/e_‘”r"“dr:— e I.
0

Posto je
1-(1+a)e

L=
a?

)

moZemo odrediti integral koji se pojavljuje u izrazu za E%D

3 2 32 2
5O Ze? 2b° +3ag(aij—b”—e “ (ag+ b)*)
1 - ag 2b3 )
Posto je jezgro jako malo, ay > b, ovaj rezultat se moze napisati i u jednostavnijem, a opet

dovoljno tatnom obliku. Ako uvedemo malu veli¢inu ¢ = b/ ay i razvijemo gornji izraz u Taylor-
ov red oko 0, dobi¢emo da je prvi nenulti ¢lan kvadrati¢an po ¢ i da je

EV = ze z_bj
ap Sag

Do istog rezultata mogli smo da dodemo zantno jednostavnije. Uzmimo aproksimaciju b < ap

na samom pocetku, tako da je exp(—r/ap) = 1 za sve r < b. Ovo zapaZanje upro$¢ava integrale

i dovodi do istog pribliZnog rezultata

2 b 2

a _4Ze 3 1 Ze* 2b
El :—3 r +—3r d _——.
a, 2b 2b agp 5610

7.12 Schrodinger-ova jednacina krutog rotatora momenta inercije I je

2 g2

_Zd_(pzw((p) = Ey(y).

Talasna funkcija je periodi¢na v (¢) = ¥ (¢ + 27). Uz taj uslov, reSavanjem Schrodinger-ove jed-
nacine se nalaze svojstvene funkcije i odgovarajuce energije

1 img n*m?
= —--12e , E = ,
Ym ((P) \/ﬁ m 2]
Kao §to vidimo, osnovno stanje Ey = 0 je nedegenerisano, dok su ostale energije E;,; dvostruko
degenerisane (stanja koja razapinju potprostor iste energije su ¥, i w_;;). Na kruti rotator
deluje perturbacija V = Asin(¢/2). Popravka energije osnovnog stanja je

meZ.

T 2n
L AT . 21
EY = ol Viwe) = Afwo (@)sin Lyo(p)de = —fsmfdw =—
) 2 27 J 2 b4
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Da bismo odredili pomeranje m-tog pobudenog nivao Ej, treba da nademo nule pripadajuce
sekularne jednacine. Matri¢ni elementi perturbacije V su:

21

22
WmlVIym) = Afwfn((p) sin%u/m((p)d(p =—,
0

A 7 elt —e it 21
|V L I R .
WomlViym) 2n0fe i Y T rten? o)
(WmlVI )=« Viym)™ =— 2
VmlVIW=m) = Yml¥1¥m n(16m2-1)’

2n

21
W_mlVIY_m) = Aflllfm((p) Sin%w_m((p)d(p = 7

Sekularna jednacina daje

2A _ () 21 2

m zlj 2751(16}712(1)1) 0= g0 = 21 (1 . ) _2A16m°-1=1
_ n *16m? - 2_

1(16m2-1) E 16m 1 T 16m 1

Dakle, ova perturbacija pomera osnovni nivo i cepa degenerisane nivoe.

7.13 Familija funkcija ¢, (x) = C e %* nema nule na realnoj osiizato moze da opisuje osnovno
stanje nekogjednodimenzionog sistema. Poznato nam je da je to osnovno stanje harmonijskog
oscilatora, tako da o¢ekujemo egzaktan rezultat za energiju pod a) i priblizan pod b).

a) Razmotrimo funkciju energije od varijacionog parametra a kada je hamiltonijan har-
monijski oscilator

o0
ICI2 [ dxe (—h—zd—+ mwzxz)e ax*

_walHlya) (wa|—+ mo*x®\y, > J 2m dx?
“ B oo
<wa|wa> <wa|wa> |C|2 f dxe—Zax2

0 2 2
[ dxe 2% (—zh—m(4a2x2 —2a)+ %mwzxz)

o0
f dxe—2ax*
-0

U brojiocu i imeniocu imamo Poisson-ove integrale (videti jednacine (2.246), (2.247) i
(2.248)) pa je

n_4h?a®+m*o?

243 8m ha mw?
E, = _1a, me
k3 2m 8a
2a

Da bismo nasli minimum ove funkcije treba nam njen prvi izvod

dE, 1? mw2—03a Lme
da 2m 8a? 2

Gornji integrali su izracunati pod pretpostavkom da je a > 0 (inace bi divergirali), tako da
je jedino reSenje a = mw/(2h) pa je procenjena energija osnovnog stanja
hiw

EO = Ea:% = 7
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Varijacioni metod nam omogucéava da u familiji funkcija na koje se ograni¢avamo nade-
mo onu koja daje najniZu energiju za dato stanje. Mi smo u ovom slu¢aju unutar famil-
ije funkcija imali i funkciju osnovnog stanja pa smo dobili tacan rezultat za energiju os-
novnog stanja.

b) Sli¢no kao u prethodnom sluc¢aju imamo:
_ walHlya) _ <waI2m + 0 3 )
=
Walwa) W’aW’a)
2,3
m6;1u 4)

oo p
I dxe-2a% (__ 2.2
—00

(e 9}
[ dxe-2ax’

—00

T m2ax? (_ 1% g 2
2 [dxe =¥ (—m(4a x% —2a) + Lo Gh *x )
0

® 2
2 [dxe—2ax
0

oo
;a Ofdte—r(h;a e i at1/2 " 2'71;10;2 ta/z)
) 17 172
1 —t 4
V2a Ofd 4
h’a n?
_F(%) B Wa (%) + ?_4haZ (%)

r(z)
_nfa mfe’
“2m ' 32na
Mada je zadatak slican kao prethodni, ovde smo radili malo drugacije. Najpre smo pri-
metili da su integrali u brojiocu i imeniocu parni pa smo ih smenom ¢ = 2ax? sveli na
gama-funkcije. Minimum funkcije E, se dobija za a = mw/(2h) i on iznosi

E=-lhw.
8

Ovim smo nasli procenu energije osnovnog stanja anharmonijskog oscilatora. Posto je
prava energija osnovnog stanja manja od dobijene vrednosti, moZemo zakljuciti da an-
harmonijski oscilator ima manju energiju osnovnog stanja od harmonijskog oscilatora
koji je razmotren u delu pod a).

7.14 Obe probne funkcije su neparne i u beskonacnosti imaju vrednost 0. Posto su neparne,
ortogonalne su na osnovno stanje, tako da opisuju neko stanje koje nije osnovno.

a) Odredimo kako energija zavisi od varijacionog parametra a:

ood —ax?(_ h* d* 2.2 ax?
 WalHlva __{o xxe ( gzt mw X )xe
"= =

(Wa“,”a) 7 dxxge_gaxz

—00

U prvom sabirku brojioca zgodno je da izvr§imo parcijanu integraciju i onda brojilac
postaje:

n i d —ax? 2 2 i 4 —2ax?
(WaIH|1/’a>=%fdx(a(xe )) + mo fdxx e
0
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b)
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hz o0 o0
— 2 _ 2
= —fdxe 2ax (1—4ax2+4a2x4)+mw2fdxe 2ax o4
m
0 0

1 (2 T mew?

__ 1 —fdte_‘(t_1/2—2t1’2+t3/2)+—fdte_tt”2
Vv2a 27710 2a

1 (hz 3\/ﬁ+mw23\/ﬁ)

V2a\2m 4 2a 4 )

Imenilac lako nalazimo

0

1 1w
2 2 -2ax? ,
Walya) Ofdxx e = _\/2__261_2

paje

3K 3mw?
=—a-+

2m 8a

Ova funkcija ima minimum za a = mw/(2h) i on je jednak

Eq

E _ 3hw
a=722 = 2 -

Ovo je jednako energiji prvog pobudenog stanja harmonijskog oscilatora. Opet smo do-
bili ta¢an rezultat jer smo koristili probne funkcije medu kojima je i prava funkcija stanja.
Varijacioni metod nam garantuje da ¢emo dobiti energiju koja nije niZa od stvarne en-
ergije. U ovom zadatku smo trazili energiju prvog pobudenog stanja, ali znamo da pos-
toji i stanje niZe energije, osnovno stanje. Kako je varijacioni metod znao da traZimo
energiju prvog pobudenog stanja? Odgovor je u nacinu izbora probnih funkcija. One u
ovom zadatku imaju jedan ¢vor, za razliku od osnovnog stanja koje nema ¢vorove. Ako se
ograni¢imo na funkcije sa jednim ¢vorom, najniZza moguca energija koju moze da nam
davarijacioni metod je 3fiw/2. Dakle, i sad je skup moguéih energija je ograni¢en odozdo
kao kod osnovnog stanja. Kad bismo traZili energiju drugog pobudenog stanja, probne
funkcije bi morale da imaju dva ¢vora.

Za zadatu familiju funkcija energija zavisi od varijacionog parametra b na sledeci nacin:

B = (WplHlyp)
(Wplyp)

Odredimo najpre imenilac, jer je to jednostavnije

-b b 2b
2 2 2 4
Imenilac=(1,l/b|u/b)=K2 f dx(2+%) +K2fdx%+K2fdx(2—%) =§K2b.
—2b -b b

Brojilac se sastoji od dva sabirka, ocekivane vrednosti kineticke i potencijalne energije.
Ocekivanu vrednost kineticke energije u stanju 1, mozZemo da odredimo na dva nacina.
U prvom nacinu racunamo

hz 2b
WalTlya =5 [ whwydx.
-2b
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Primetimo da je

0, x<-2b

-K, —2b<x<-b
v,0=4 £ -b<x<b }

-%, b<x<2b

0, x>2m

K K K K
= —30(x+2b) +259(x+ b) —2;9()6— b) + ZG(x—Zb),

gde je 0(x — a) Heaviside-ova teta funkcija. Njen izvod je Dirac-ova delta funkcija (6’ (x —
a)=6(x—a)), paje

"= K X DL YMEPASIE. You
Y (x) = b6(x+2b)+2b5(x+b) 2b6(x b)+b6(x 2b).

Sad je lako videti da je
2n?

WalTlya) = KZ%.

Drugi nacin da se izraCuna ocekivana vrednost kineticke energije je da se izvr3i parcijalna
integracija, tako da je

w7 ) w2 7K h? K? , 21°

TIya) = — L (0)2dx=— | —dx=-—-—4b=K?"—.

WalTlya me(%(x)) Tom ] YT om e mb
-2b -2b

Preostaje jo$ da se odredi ocekivana vrednost potencijalne energije, §to je pravolinijski
racun

-b b 2b
1 1 2 4 2
(Wblimwzleww:Eszwz (f dxx? (2+%) +[dx% +fdxx2 (2—%) )
2b b

-b
11
= = K?mo?b°.
15
Prema tome, imamo da je
3 B® 11
Ep==—— + —mw?*b*.
b= mb? " 20

Prvi izvod ove funkcije je

dEj o, .f30 | h
—=-3——+—mw’b=0=>b=/——,
ab - mp? 10777 PEVT o

tako da je procena energije prvog pobudenog stanja

33
Ebz {/%\/% = \/%hw

Broj v/3.3 =1.8166 je za nekih 20% veci od 1.5 pa je tolika i greSka ove procene energije.
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7.15 Razmotrimo najpre hamiltonijan

2

p
H=—-0p0(x).
2 po(x)

i odredimo oéekivanu vrednost hamiltonijana za familiju probnih funkcija v, = Ne ¥,

hz (0] o0
(WalHlyy) = “om f dxy ()Y (x)—p f dxy(x)0(x)y(x)
- h—z ]de (v’ (x))2 -p fdeze_z’”x|6(x)
Zm_ A K

n T
= %Zfdez/lze_ZM—pN2
0

hZ
= EANZ —pNZ.

Ovde smo u prvom integralu izvr§ili parcijalnu integraciju i iskoristili parnost podintegralne
funkcije. Dalje odredujemo

walyr) = f dx (Wa(x))z = zfdeze—zMx\ = 2N2fdxe_2’lx =
—00 0 0
tako da je
H n?
E, = SyalHlyn = )2_ pA.

Walya)  2m
Ova funkcija ima minimum za A = pm/#? i on iznosi
2

__p’m

Eastp ==%p2

Dobijeni izraz je tacna vrednost energije vezanog stanja u polju delta funkcije (videti zadatak
2.34). Sad razmatramo hamiltonijan sa dodatnom interakcijom

p?
H=—-pbx)+ .
5 PO Plx|
Za datu familiju probnih funkcija 9, o€ekivana vrednost energije E, se od prethodnog slucaja
razlikuje samo za jedan ¢lan

WAl(BlxDlya)

Wl —%fdeze_Z/uxﬁlxl=2/1,3‘/dxe_2“x=ﬁ
AP J J

21°

Prema tome, sad treba da nademo minimum funkcije

o, B
Ey=—A2—pA+——.
A Zm/1 p/1+2/1

Uslov E), = 0 daje jednacinu koja je ekvivalentna kubnoj po nepoznatoj varijabli A

., B

m P
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i nju ¢emo resiti perturbativno, koristeci se reSenjem prethodnog dela zadatka i ¢injenicom da
je B mali parametar. Kada je 8 = 0 videli smo da je A = pm/Hh?. Ako je f malo, onda o¢ekujemo
da ¢e reSenje biti oblika
pm
A= 73 +Kp.
gde je K konstanta koju ¢emo sad odrediti. Uvrstimo ovo reSenje u jednacinu za A i potrazimo
izraz koji je linearan po malom parametru g:
h? nt h?
m'B 3 =02 K—f- ——f=0=>K=
2fEekpy om0 Em

n? (p

= +Kﬁ)

202m’

Odredivsi K nasli smo da je E; minimalno za

1= pm h?

n 2p2m'6'

Odgovarajuca energija do ¢lana linearnog po £ je

Epp i J_Z(_ﬂ_zﬁ) o[ ) é(_ Zﬂ)‘l
hz+2pzmﬁ 2m\ n?2  2p%m h? 2pm 2\ 2 20%2m
n (p*m®  pm N p*m B n 2)
_%( Rz 02 mﬁ) 2 2p h §_+O(ﬁ
m  h?
= th +—,B+o(,6)

Ovaj rezultat nam ukazuje da dodatna interakcija pomera energiju osnovnog stanja ka ve¢im
vrednostima.

7.16 Ocekivana vrednost energije je funkcija varijacionog parametra 3

_(yplHlyp)
(wplyp)
Hamiltonijan koji opisuje kretanje elektrona je
A 2
2m r  2m r’

Posto su probne talasne funkcije zadate u sfernim koordinatama, onda ¢emo i laplasijan napi-
sati u sfernim koordinatama. PoSto probna talasna funkcija ne zavisi od uglova, nenulti dopri-
nos Ce dati samo radijalni deo laplasijana. Stoga je brojilac u izrazu za Eg jednak

T

oo 7 2
e (1 0 0 2
(wplHlyp) :ff r*sinfC%e ﬁ’( _(_26_( a—))—%)e_ﬁrdrde(p
000

— (lr(e,) —r(2)) - e—zr(Z))
4 2B
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) Znﬁcz (h_z‘e_z)

am 2B}
Ovde je najpre izvrSena integracija po uglovima i izracunato je delovanje laplasijana, zatim je
uvedena smena 23r = t ¢ime su se integrali sveli na gama funkcije. Imenilac od Eg je

oo T 21 o)
1
WfﬁW/ﬁ):f frzsmeC2 2P drdode = anC?*— T ft e ’dt—nCZFF(Ei) nCZE,
000

pa konacno imamo da je
" . s
Eg=—p("—e€"p.
p 2m b p
Minimalna vrednost ove funkcije se dobija za f koje je reSenje jednacine

dEg h? ) e’m
d—ﬁ:03aﬁ—€ 20:>,B:F.

Ta minimalna vrednost iznosi .

B _e'm
B=<4 " " 2n2
a to je dobro poznata energija osnovnog stanja elektrona u atomu vodonika.
7.17 U ovom zadatku koristimo familiju koja dovode do ta¢nog rezultata za potencijal delta
funkcije kod harmonijskog oscilatora i obrnuto. Zelimo da vidimo koji rezultat ¢e biti tacniji.

a) Zavisnost energije od varijacionog parametra A racunamo na standardan nacin

walHyy  Wal(f  Emo?e v
(walya) Wl :

Familiju funkcija v, (x) = e~**! imali smo u zadatku 7.15 ali za drugatiju potencijalnu
energiju. Ipak, o¢ekivane vrednosti kineticke energije u brojiocu i imenilac su isti, pa
¢emo te rezultate iskoristiti. Preostaje samo jo$ da se nade

o0
1 mw?N?
(W/llgmw X2y = —mw f dxN%e 2Mxl 2 = ma)Zszdxe_z’”x2 =
0

Dakle, imamo da je
1 a N2 4 mo’N® 2 2
EFZmMV a5, me”
NTz 2m 4%

Minimum ove funkcije se dobija za A = (mw/(v2h))"/? i jednak je

E NG
A=\/22 :

Porede¢i ovaj rezultat sa tatnim dobijamo da je veéi od njega v'2 puta.

b) Ovog puta probne funkcije su iste kao u zadatku 7.13. IskoristiCemo delove koje smo
tamo izracunali da bismo odredili

WalHlwa) _ (1//a|(2p—m—5(X))|1//a> _ zh—m -6 —h_za , 2a
Walva) Walya) \/g 2m 7

a=
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Minimum ove funkcije je

mp*  mp?2

nh T 2h

Posto je 2/ = 0.64 varijacioni metod daje manju greSku u ovom slucaju nego $to je to u
primeru razmotrenom u delu zadatka pod a).

E _ 2m2p? = -

nht

7.18 Probne talasne funkcije
3

. ¢
Ye(F,72) = —36 a
nay
su normirane, pa je o¢ekivana vrednost hamiltonijana H koji opisuje kretanje elektrona u sta-
nju Y jednaka

(r1+r2)

2 2 2 2 2
p1 Py 2e° 2e e
Er = HIy = (Wl = + =2 - 224
¢ = WelHIO) <W(’V|2m 2m  n o |?1—r2||(>

=Ty + Toly) + (el Vi + Valwo) + e[ Vizlwe).

Najpre ¢emo da odredimo ocekivanu vrednost ukupne kineticke energije:

ror h? 1 0 0 n21 0 K]
(1//(|T1+T2|1//()=fdr1fdr2(4n)2r12r§1//(( ( 2 )____( 2 ))U/(
0

2m r2 an\'tor )] 2mr2aor,\'%or

16h2 7

¢ fdrlfdrge a N+ m(r r2 +r1 o — ¢ rlzrzz)
mao agp
16h2 7 ol ARPCA e

( fdrl 3 2a0 r — i fdrlrle 2a0r1
mao 4 may
h2(4 2 h2(2

- 2 2"
mao 4 mag

Ovde je najpre uzeto u obzir da probna talasna funkcija ne zavisi od uglova, a potom su izvr§ene
integracije po r» i r;. Ocekivanu vrednost dela potencijalne energije koja opisuje interakciju
elektrona sa jezgrom rac¢unamo na sli¢an nacin:

(2@ 2e

_r_l__)W(

el Vi-+ Valy) = [ dn f dram? ity :
2
0

32e2(6

= - fdrlfdrge aw "D (1 p2 4 p2r)

32%¢° 2 8e?(3 2L
= ( [drl (r1a1+r1()e Ya = Cfdrl(r1a1+r1{)e 'l
_ 8@2(3 4e2(§

a; 2(2 ap

Preostalo je jos da se odredi o¢ekivana vrednost od V12, koja se racuna malo drugacije u odnosu
na prethodne. Ovde Ce se pojaviti i ugaona zavisnost.

2

= . e
(1,1/(|V12|1//(>=f673r1f6?7r2wc|F —
RS R?

Y

7ol



444 RESENJA 7. FINALE: PRIBLIZNE METODE
2(6 fdrl f dr.e (r'+r2) 1
171 —Tal

RS

Najpre ¢emo da integralimo po 7, pri ¢emu je 7| konstanta. Koordinatni sistem biramo tako da
je 71 usmereno duz z-ose. Tada je

) Ly ( ) Pi(cost), ri<r

2

~

S 5., oo
_ 1
Iré; —Tal - Z( ) Pi(cosB), r1>r2

Ovde je P; Legendre-ov polinom, a 6, je ugao izmedu vektora 7; = r; €; i F». Stoga imamo da je
integral po 7, jednak
—2% (r1+712) 1
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Integracija po ¢, je trivijialna i dalje 2z. U integralu po 0, izvr§imo smenu cosf;, = x, ¢ime on
postaje

i 1 1

fd@zPl(coseg)sint%:f Pl(x)dx:f Pj(x)Py(x)dx =20.
-1 -1

0

Ovde smo se prisetili da je Py(x) = 1 i da su Legendre-ovi polinomi ortonormirani (4.33). Ovo
sad znacajno pojednostavljuje integral I, koji je

l
o] 1|
[e) ¢ ==, n<r
—2—=(r+r; T(V)
12:§ fdrze i 2)r22 2 \ T2
1=0

I 471'5()1
1
rl(rl)’ rn>r
F L r<r
4 ) 1 2
=2 (r1+r; T
:4nfdrze a (47212 8
0 7_1’ r1>r2

TraZena ocekivana vrednost je

(WelVizlyy) =

1
4e24“6 Ly L on<n
1 1‘2 r2
dr1r14n drge |
nao o =12

Integral po r» podelimo na dva intervala: od 0 do r; i od r; do co. U prvom je r, < r1, dok je u
drugom ry > r;. Zato gornji izraz postaje

16 2{6 oo 1 r [e,¢]
e _ZL _ZL _zi
WelViglyey = ; fdrlrlze a1 r—fdrge aor2r22+ drye “m'r,
0 1
0 0
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Prvi integral u velikoj zagradi izracunavamo tako $to dva puta parcijalno integralimo, dok je za
drugi dovoljno da to uradimo jednom ¢ime dobijamo

[e.0]
1625 ot [ao [ a; 2L r G2 +2a00T +20%r7
Vi = dririe "« | =% -e

—2Lp aplag +2(r1))
+e w2

402

16 2(6 1

e 2L e
— i 2 2—=r1 2 2 4->—r
a5 [ r14c3( ofe ® ' (a0r1 +.a0(r1)€ “ 1)

16e2c6 1 5ap _5e%

ag 43 32(2 8ay

Integrali se ovde reSavaju smenama: svode se na gama-funkcije ¢iji su argumenti prirodni bro-
jevi. Ako sumiramo sve rezultate dobijamo

e S 5L o, 27e
Er=——0 ==+ c—moc s

Ova funkcija ima minimalnu vrednost za { = 27may/ (1642) jednaku:

B B 272 me4_ 272 @2
=ZE2 T 7162 m2 162 ap

Posto je E{{ = —e?/(2ap) = —13.6 eV, za energiju osnovnog stanja elektrona u atomu helijuma se
dobija

EHe = _77.5¢V,
a to se dosta dobro slaze sa izmerenih —78.9eV. Do slicnog rezultata se moze doci ako ovaj
problem reSavamo rac¢unom teorije perturbacije. Osnovni hamiltonijan su dva nezavisna atoma
vodonika u polju jezgra naelektrisanja 2e. Osnovno stanje je nedegenerisano, odgovarajuca en-
ergija je E; = —4¢e?/ay dok je talasna funkcija

. 1(2) nm
(F1,721100,100) = —|—| e = @ .
T \Ady
Interakciju dva elektrona Vj, uzimamo kao perturbaciju i racunamo prvu popravku energije,
§to se svodi na integral koji smo odredili u ovom zadatku, te dobijamo isti rezultat.

7.19 Potencijalna energija naelektrisane Cestice koja se nalazi u elektricnom polju koje ne za-
visi od koordinate je U = —gE - 7, gde su g naelektrisanje ¢estice i E vektor elektri¢nog polja.
Ako koordinatni sistem fiksiramo tako da je polje usmereno duz z-ose, potencijalna energija
elektrona je

V(t) = ezEge ",

Ovaj €lan tretiramo kao perturbaciju. Osnovni hamiltonijan opisuje elektron u atomu vodonika
i svojstvena stanja i energije su nam dobro poznate. Da bismo nasli verovatnoéu da elektron
za vreme f prede iz osnovnog stanja u prvo pobudeno, najpre cemo odrediti amplitude prelaza
C1100)—|21my () iz stanja |100) u jedno od stanja |21m), ¢ija je norma traZena verovatnoca (videti
formulu (7.83))

ver(Ey — Ep, 1) = ‘ Z CllOO)—»lZlm)(t)

m=-1
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Amplitude verovatnoce su
t
_ ! iwzmloot'V /d /
Cl100)—[21m) = 7 e ’ 21m,100(t)dt .
0

Ovde je

E,-E; (1 1 3E; 3¢°
W21m,100 = =|-E-E|-=——=——=w
' h 4 no Ah  8hal

Matri¢ni element perturbacije je

Vo1m,100 = 21mler cos@Eoe_§|100)
= eEoe_%(ZlmerOSHIIOO)

oo b4 21

:eEoe‘ffr39R10(r)R21(r)drfd9fd<psin9cos9ylm(9,cp)
0 0 0

1
van
2 -~ 1 1 r

T
t a _r V3
=eEoe_?fr3 e w —e 24 drfdGsinGcosH(Zn&O )— cos0
S a? Ve a J " an

11 T
_3r
:eEoe_g—4 1) [e4e 2a0 r
a
0
25

28
= eEoe_?[ do—aom
35v2
Koraci sprovedeni ovde su ocigledni, najpre je integraljeno po uglu ¢, potom po 6 i na kraju
po r. Na osnovu dobijenog rezultata vidimo da je za m # 0 matricni element jednak 0. Jedina
moguénost da matri¢ni element bude nenulti je za m = 0, tako da elektron koji iz osnovnog
stanja prelazi u prvo pobudeno ide u stanje |210) i verovatnoca da se to desi u vremenu ¢ je

2
ver(Ey — By, 1) = |C|1oo>—»|210>|

1 215

_ L 272 2
=z —3106 Eya,

15 ,2 2 ,2
_27e Egag
- 310 p2

2t _t
215 ezEga(z) e T —2e Tcoswt+1

~ 210 2 1
3 n (1)2+T—2

Za jako velike je t > 7 pa gornja vervatnoca postaje

215 ezE(z)ag 72
ver(E; — E», t) = — .
(Ex 21) 310 K2 20241

7.20 U trenutku t = —oo Cestica je osnovnom stanju. Svojstvena stanja Cestice izmedu zidova
koji suu —a i a nasli smo u zadatku 2.32. Osnovno stanje je

Y1(x) = Lsin(ﬂ+z).

va 2a 2
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Verovatnoca da se Cestica u trenutku ¢ = co nalazi u n-tom svojstvenom stanju

nmwx nm
()

1 .
X) = ——=SIn
Va0 2a 2

va

nalazimo na osnovu formule

ver(E, — Ep) = 72

fdte'

Ovde su

dok je

Vi (8) = (nV(x, DI1)

Cx
=(n|- t2|1>
nnx nwy . (AX T
= 2/dx sin —+—)xsm(—+—)
1+t 2 2a 2
nwy . (NTX N7m
= 5 —fdxxcos(—)sm(—+—)
1+f_2a 2a 2a 2
nwX nm  nmy . (NAX AT IR
S [dx fsn (22 I 1T _ g (R, 2 _ )
1+t_ 2a 2  2a 2a 2 2a

_ C 8na(1+(—1)”)
1+£_i m2(n%-1)2

Integral koji se pojavljuje u izrazu za verovatnoéu

o0
. 8Cna(l +(-1)" giom!
fdte’“nlfvm(t)— "2“(2 = ))fd
(n
—0o0

odredujemo koristeci Jordan-ovu lemu. Konturu integracije zatvaramo polukruznicom polu-
precnika R — oo koja se nalazi u poluravni Im ¢ > 0. Podintegralna funkcija ima jedan izolovan
singularitet u t = i1, paje

]Odtei“'nltv () = 8Cna(l + (= 1)")(2 )Rese"“’nlf_16Cna(1+(—1)") e~ @mT
" 2( 2_ ) l’:l"[1+£_i n’(nZ_l)Z T

)

pa je traZena verovatnoca jednaka

256C2n2a%(1 + (-1)™)?

—an]T
m2h2(n? —1)472

ver(Ey — E,) =

Ako je n neparno, ovaj izraz je 0. To znaci da Cestica pod delovanjem perturbacije V (x, t) iz
osnovnog stanja moZze da prede samo u neko od stanja Cija je talasna funkcija parna.
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7.21 Potencijalna energija Cestice je

2
1 _2
H= L + —mw’x® - qEpxe 2.
2m 2
Prva dva sabirka su osnovni hamiltonijan, dok poslednji ¢lan tretiramo kao perturbaciju V().
U t = —oo Cestica se nalazi u k-tom svojstvenom stanju. Verovatnoca se se u trenutku ¢ = co

nade u n-tom svojstvenom stanju je

2

o0
- f elnty (D dt

—00

1
ver(Ep — Ep) = h_

Sli¢no kao u prethodna dva zadatka, nalazimo da je

E,—-E
1 k=w(n—k).

Wpk =

Koristeci bazis svojstvenih stanja energije harmonijskog oscilatora dobijamo

2 2 | n
Vok = qEoe” 2 (nlx|k) = gEpe” 72 2mw<n|(a+a*)|k>

2

2 | h
=qEpe - 2]’)’1_(1)(\/ k—16n,k_1+vk+15nyk+1).

Dakle, sistem moZe da prede u stanje k — 1 ili k+ 1 i odgovarajuci matri¢ni elementi su

_2 n
Viks1)k = qEoe ?\| —— Vk=*1.
2mw

o0
feiw(kﬂ)ktv(kil)k(f)df

—00

Odgovarajuce verovatnoce su

2

1
ver(Ex — Ek+1) = 7

2

o0
1 tiwt - h
=— e Epe 2\ ——Vk+1dt
h2 [ 9= 2mw
—00
k+1 T 2
* 2 2 -Ltiwt
= E e 2 dt
2hqu 0 f
—0o0
ktl 5 5 5 o2
= Etome 2
thwq 0

U poslednjem koraku, integral smo izracunali koriste¢i Poisson-ovu formulu (2.246).

7.22 Proceni¢emo odnos potencijalne energije dipola u magnetnom i elekticnom polju. U
magnetnom polju potencijalna energija je

e
Vg ~uB~—rpB,
B~ H me p
dok je u elektricnom polju potencijalna energija dipola

Ve ~dE =erE,
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gde je r karakteristi¢no rastojanje jezgro-elektron. Odnos ove dve veli¢ine je

VB 14 B
Ve mcE
Posto su
- 10A 2Apw R - -
E:__Ez e nwt—-k-7), B=rotA=-2Apkx€sin(wt—k-7)
c

imamo da je

Ova procena opravdava primenu dipolne aproksimacije.

7.23 Razmatramo konzervativan sistem ¢iji hamiltonijan H ima diskretan spektar
Hln) = Exln).

Evolicija proizvoljnog stanja data izmedu trenutaka ¢’ i ¢ odredena je delovanjem evolucionog
operatora

i

[y () = e Ty (1)),

Stanje u trenutku ¢ je

lw() =) an(®)n),

gde su koeficijenti a,(#) = (n|ly(?)). Schrédinger-ova jednacina daje da koeficijenti zadovolja-
vaju diferencijalnu jednacinu

9

0 B .
ih——ly(0) = Hiy (1)) = ;’hat

ap(t)|ny = Zun(t)En|n> = (lhi _En) an(t)=0
4 a1

Ovo je diferencijalna jednacina prvog reda. Odgovarajuca Green-ova funkcija G, (t, t') je defin-
isana kao reSenje jednacine

(ihg —En) G,(t,th=6t—-1).
ot

Lako proveravamo da je
i ; )
Gn(t» t,) = —%Q(t— t,)e_ﬁE”([_t)

odgovarajuc¢a Green-ova funkcija, jer je

.0 i(..0 _iE (=t
(zhE—En)Gn(t,r’)=—E(zha—E,,)0(r—t’)e nEn(t=0)

j a i ’
== (ih— —En)H(t— the nFnt=t)

h ot
zg(t_t,)e—;En<t_t')W+W
=6(t—1). v

Razmotrimo sad Green-ovu funkciju hamiltonijana.

(ihg - H) Gt th=6(t—-1).
ot
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Ako uvedemo oznaku |n, t) = exp (—iE, t/F)|n) iiskoristimo princip superpozicije reSenje pos-
lednje jednacine moZzemo da potrazimo u obliku

G(t, ) =—=0(t— )Y In, t5(n, £,
h 0
I zaista imamo da je

.. 0 n_ (.. 0 o /
(lhdt H)G(t,t)— h(lhat H)B(t t);ln,t>(n,t|

=6(t—-1)) In, t)n, | +60(t—1)) %m, 0 (n,t|
n n

—LEuIn,1)
i
+=0(t-1t)) Hin,t)(n,t|
Enln,t)
i i
5-1)Y In, m”’”W*W

n n n

N —

1

=6(t—-1). v
Kad pomnozimo jednacinu koja definiSe Green-ovu funkciju hamiltonijana sleva sa (7| i sdesna
s |7y dobi¢emo
—»-6 INE N -a > ol ) Nerz =
(7| lha —H|G(t, )|F)y=06(t—t)FIF)=> lﬁE—H GF, 67,t)=06(t-t)6(FT—-T7),
gde je
G(F, 67, 1) =(FIG(t, T
=—20(t—1) Y (FIn, )(n, 17
h 7
=== 0= )Y ey Py )
n
§to je i trebalo pokazati.

7.24 Green-ova funkcija stacionarne Schrédinger-ove jednacine G(7, 7', E) je definisana jed-
nacinom
(E-H)G(,7,E)=6(F-T),
gde je
h2
H=——A+V({).
2m

U prethodnom zadatku smo proucavali Green-ovu funkciju vremenski zavisne Schrédinger-
ove jednacine G(t, t'). Napisali smo je u nekoliko razlicitih oblika, a lako se moZe pokazati da je
moZemo napisati i u formi

i

Gt 1) = —%H(t— e~ #HE=1) — —%B(t— Ut - 1),

gde je U evolucioni operator. Vidimo da je G(t,t') zapravo funkcija jedne promenljive ¢ — t'.
Vratimo se na G(7, 7, E) = (F|G(E)|7'). Ovde smo uveli operator G(E) koji zadovoljava

(E-H)G(E)=I1=>G(E)=(E-H)™!



451

Taj operator je zapravo Fourriere-ov transform od G(t — t').
e E-H1 |

E-H

G(E) = f dte%E‘G(nz—%fdte(t)e%EfU(t):—%fdte%(E‘H”z—
0 0

U donjoj granici dobijamo Zeljeni rezultat (E — H)™!, ali imamo i ¢lan na gornjoj granici (kad
t — 00). Da bismo njega ucinili jednakim 0, moZemo postupiti na dva nacina: hamiltonijan
zamenimo sa H — H — ie ili energiju promenimo sa E — E + ie gde je € > 0 a na kraju stavimo
da e — 0. Bilo koji od ova dva izbora daje

. i (E+ie—H)t
lim —————=0.
t—oo E+ie—H
Dakle, Green-ova funkcija stacionarne Schrodinger-ove jednacine je

GG\ 7, E) = (FIGE)T) = —+ f d10(1)ehELFIG ()7 >———fdtethG(* 1),

¢ime smo pokazali traZenu vezu izmedu Green-ovih funkcija. Ponekad se Green-ova funkcija
za vremenski nezavisnu Schrodinger-ovu jednacinu definise preko jednacine.

HG(7,7)=6(F -7,
Ona se dobija iz G(7, 7', E) tako $to stavimo da je E = 0 i promenimo znak.

7.25 Zajednodimezioni harmonijski oscilator Green-ova funkcija je

ma mw (.2, .2 ma maw . 1
G(F, 7" dry’ \/ e g, (,/—x)H (,/— )e‘”"“’”z)
f onm\ wh ¢ "V h "WV Y

Ovaj izraz ¢emo pojednostaviti, Koriste¢i Kapteyn-ovu formulu

S Hy(w)Hy(v) n 1 M
Z o Z° = e 1= ) 0<z<l.
n=0 2"n! 1—Z2

—iwt mw mw
z=e ", U=\ % VEN T Y

[e.o]
oL i maw W42 1 2uvz()-Wl+v?)z(0)?
G, = 3\ o [ dre™ 3 M V20
h nh 3 \/1-— Z(t)2

Ovaj izraz mozemo dodatno pojednostaviti ako uvedemo nov parametar a = iwt, ondaje z(t) =
@
paje

o0
uv u2+U2 cha
G(F, 7) = ,/ f gt che
V2sha
0
1 [ m fd 1 2uv(ch® % —sh*4) — (u? + v?) (ch® & +sh? %)
=—/ a exp
h 260”770 Vsha 4sh§ch§
o0
_l [ m fd(l 1 e—%((x-%—y)zthz%+(x—y)zcth2%]
n 2wh vsha ’
0

§to je i trebalo da se pokaZe.

Uzeéemo najpre da su

paje




