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Opsti oblik diferencijalne jednacine n—tog reda:
F(t,y,y',...,y"™)=0 (1)
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Opsti oblik diferencijalne jednacine n—tog reda:
F(t,y,y',...,y"™)=0 (1)

Normalni oblik diferencijalne jednacine n—tog reda:
y(n):f(t7y7.y/?"‘7.y(n_1))' (2)
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Opsti oblik diferencijalne jednacine n—tog reda:
F(t,y,y',...,y"™)=0 (1)

Normalni oblik diferencijalne jednacine n—tog reda:

y(n):f(t7y7.y/)“‘7.y(n_1))‘ (2)
Pretpostavljamo da je funkcija f definisana u oblasti
n+1
G g Rt,y,y’,...,y"—‘ .
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Opsti oblik diferencijalne jednacine n—tog reda:
F(t,y,y',...,y"™)=0 (1)

Normalni oblik diferencijalne jednacine n—tog reda:

y(n):f(t7y7.y/)"‘7.y(n_1))' (2)
Pretpostavljamo da je funkcija f definisana u oblasti
n+1
G C Rtyy et

Definicija

Funkcija y = ¢(t), t € I (I je interval u R) je rjeSenje
diferencijalne jednacine (2) ako je

(1) ¢ € C"(I);

(2) (vt e D)(t, (1), @'(1), - -, " I(D)) € G;

(3) (vt e H)(w(”) = f(t, ¢( ) (), -, eI ()).
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Kosijev zadatak za diferencijalnu jednacinu n-tog reda:
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Kosijev zadatak za diferencijalnu jednacinu n-tog reda:

Naci riedenje y = o(t) jednadine y() = f(t,y,y’,...,y("=1).
koje zadovoljava uslov

@(t()) = Yo, Qpl(t()) = y(;a s <:O(n_‘])(lb) = y(?717 gdje je

(to, Yo, ¥, y§ Y e G.
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Kosijev zadatak za diferencijalnu jednacinu n-tog reda:

Naci riedenje y = o(t) jednadine y() = f(t,y,y’,...,y("=1).
koje zadovoljava uslov

@(tO) =)o, Qpl(t()) = y(;a s <:O(n_‘])(lb) = y(?717 gdje je

(to, Yo, ¥, y§ Y e G.

Uslov

p(to) = Yo, ¢/ (to) = ¥g,-- ¢ (o) = g~ (3)
naziva se Kosijev (ili péetnim) uslovima.
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Kosijev zadatak za diferencijalnu jednacinu n-tog reda:

Naci riedenje y = o(t) jednadine y() = f(t,y,y’,...,y("=1).
koje zadovoljava uslov

90(1‘0) =)o, Qpl(t()) = y(;a s <:O(H_‘])(ILO) = y(;’717 gdje je

(to, Yo, ¥, y§ Y e G.

Uslov

p(to) = Yo, ¢/ (to) = ¥g,-- ¢ (o) = g~ (3)
naziva se Kosijev (ili péetnim) uslovima.

Kosijev zadatak (2), (3): naci rieSenje diferencijalne jednacine
(2) koje zadovoljava pocCetne uslove (3).

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine viseg reda



Na primjer, za n = 2 imamo Kosijev zadatak
y” = f(t7y7y/)v

y() = ¥o0,¥'(bo) = ¥4
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Na primjer, za n = 2 imamo KosSijev zadatak
y” = f(t’yvy/)v

y() = ¥o0,¥'(bo) = ¥4

Dakle, trazimo onu krivu koja prolazi kroz tacku (fy, yo) a pravac
njene tangente u toj tacki je yc].
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Na primjer, za n = 2 imamo KosSijev zadatak
y” = f(t’yvy/)v

y() = ¥o0,¥'(bo) = ¥4

Dakle, trazimo onu krivu koja prolazi kroz tacku (fy, yo) a pravac
njene tangente u toj tacki je y(}.

Kosijev zadatak (2)-(3) ima rjeSenje ako postoji okolina O(fy)
tacke t, takva da postoji rijeSenje jednacine (2) koje zadovoljava
pocetni uslov (3) definisan u toj okolini.
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Na primjer, za n = 2 imamo KosSijev zadatak
y” = f(t’yvy/)v

y() = ¥o0,¥'(bo) = ¥4

Dakle, trazimo onu krivu koja prolazi kroz tacku (fy, yo) a pravac
njene tangente u toj tacki je yg.

Kosijev zadatak (2)-(3) ima rjeSenje ako postoji okolina O(fy)
tacke t, takva da postoji rijeSenje jednacine (2) koje zadovoljava
pocetni uslov (3) definisan u toj okolini.

RjeSenje je jedinstveno ako postoji okolina O(f) tacke f; takva
da se sva rjeSenja jednacine (2) definisana u toj okolini, koja
zadovoljavaju uslov (3), poklapaju.
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@ Oblast D C G nazivamo oblasS¢u egzistencije i
jedinstvenosti rieSenja jednacine (2), ako za proizvoljnu
tacku (fo, Yo, ¥g,---»,¥§ ') € D, Kosijev zadatak (2)-(3), ima
jedinstveno rjesenje.
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@ Oblast D C G nazivamo oblasS¢u egzistencije i
jedinstvenosti rieSenja jednacine (2), ako za proizvoljnu
tacku (fo, Yo, ¥g,---»,¥§ ') € D, Kosijev zadatak (2)-(3), ima
jedinstveno rjesenje.

@ RjesSenje y = ¢(t), t € I jednacine (2) nazivamo
partikularnim (singularnim) ako KoSijev zadatak (2),
(to, ©(f), ¢’ (to), ..., " '(t)), za svako ty € Tima (nema)
jedinstveno rjesenje.
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@ Oblast D C G nazivamo oblasS¢u egzistencije i
jedinstvenosti rieSenja jednacine (2), ako za proizvoljnu
tacku (fo, Yo, ¥g,---»,¥§ ') € D, Kosijev zadatak (2)-(3), ima
jedinstveno rjesenje.

@ RjesSenje y = ¢(t), t € I jednacine (2) nazivamo
partikularnim (singularnim) ako KoSijev zadatak (2),
(to, ©(f), ¢’ (to), ..., " '(t)), za svako ty € Tima (nema)
jedinstveno rjesenje.

@ Grafik rjeSenja nazivamo integralnom krivom
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Teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rieSenja jednacine (2)

Peanova teorema

Ako je funkcija f neprekidna u oblasti G i ako
(to, Yo, ¥, -, ¥§ ") € G, tada zadatak (2),(3) ima rjeSenje.
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Teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rieSenja jednacine (2)

Peanova teorema

Ako je funkcija f neprekidna u oblasti G i ako
(to, Yo, ¥, -, ¥§ ") € G, tada zadatak (2),(3) ima rjeSenje.

(T2) Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rieSenja

Neka je f € C(G) 8(,) € C(G),i=0,1,...n—1i

(to, Yo, ¥g,---¥§~ ') € G. Tada Kosijev zadatak (2),(3) ima
jedinstveno rjeSenje.
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Pikarova teorema

Neka su ispunjeni sljedeéi uslovi:
1. fe C(G);
2. 3K>0Y(t,y,y,...,y"""")) eG,Vie{0,...,n—1} vazi

aym| ="

’8f

3. (to.Yo. Y3, ¥§ ') €G.
Tada Kosijev zadatak (2), (3) ima jedinstveno rjeSenje.
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Specijalni slu¢aj jednacine (2) je linearna jednacina n-tog
reda:
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Specijalni slu¢aj jednacine (2) je linearna jednacina n-tog
reda:

Yy 4 ai()y" D 4 a4 (DY + an(t)y = b(t),  (4)

gdje su funkcije ai(t), ..., an(t), b(t) neprekidne na nekom
intervalu 1.
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Specijalni slu¢aj jednacine (2) je linearna jednacina n-tog
reda:

Yy 4 ai()y" D 4 a4 (DY + an(t)y = b(t),  (4)

gdje su funkcije ai(t), ..., an(t), b(t) neprekidne na nekom
intervalu 1.

Teorema 4.

AKo SU @y, @, ..., an, b€ C(I), to € Ti (Yo, ¥, Y5 ")
proizvoljna taCka prostora R”, tada KoSijev zadatak (4),(3) ima
jedinstveno rjeSenje definisano na intervalu I.
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Specijalni slu¢aj jednacine (2) je linearna jednacina n-tog
reda:

Yy 4 ai()y" D 4 a4 (DY + an(t)y = b(t),  (4)

gdje su funkcije ai(t), ..., an(t), b(t) neprekidne na nekom
intervalu 1.

Teorema 4.

AKo SU @y, @, ..., an, b€ C(I), to € Ti (Yo, ¥, Y5 ")
proizvoljna taCka prostora R”, tada KoSijev zadatak (4),(3) ima
jedinstveno rjeSenje definisano na intervalu I.

Dakle, oblast egzistencije i jedinstvenosti za jednacinu (4), pod
pretpostavkom neprekidnosti funkcija a; i b, je

D=1IxR"
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Primjer 1. Primjenom prethodnih teorema naci c¢emo oblast
egzistencije i jedistvenosti jednacine

0 YVY
=

y:
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Primjer 1. Primjenom prethodnih teorema naci ¢emo oblast
egzistencije i jedistvenosti jednacine

w_YVY
o

y

@ Funkcija f(t,y,y') = y\f je neprekidna u skupu
A ={(ty.y) eR3: t#0,y <R,y > 0}.
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Primjer 1. Primjenom prethodnih teorema naci ¢emo oblast
egzistencije i jedistvenosti jednacine

w_YVY
o

y

@ Funkcija f(t,y,y') = y\f je neprekidna u skupu
A —{(tyy)eRS t#0.y <R,y >0}.
@ Sli¢no 2 37 = Y\FJe neprekidna u skupu A;.
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Primjer 1. Primjenom prethodnih teorema naci ¢emo oblast
egzistencije i jedistvenosti jednacine

w_YVY
o

y

@ Funkcija f(t,y,y') = y\f je neprekidna u skupu
A —{(tyy)eRS t#0.y <R,y >0}.
@ Sli¢no 2 37 = Y\FJe neprekidna u skupu A;.

y
2t\/y’
A ={(t,y,y')e R :t£0,y € R,y > 0}.

® Funkcija &f =

je neprekidna na skupu
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Primjer 1. Primjenom prethodnih teorema naci ¢emo oblast
egzistencije i jedistvenosti jednacine

w_YVY
=

y

@ Funkcija f(t,y,y') = y\f je neprekidna u skupu
Ar={(t,y.y) RO t£0,y € Ry >0}.
@ Sligno 5 = 11/ je neprekidna u skupu A;.
@ Funkcija TN
A ={(t,y,y)ER3:t#£0,yc Ry >0}.
Slijedi da su oblasti (to su otvoreni i povezani skupovi):
Dy ={(t,y,y)eR?:t<0,y €R,y’ >0}
Dy ={(t.y,y)eR:t>0,ye R,y >0}

je neprekidna na skupu
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Primjer 2. Odredi¢emo oblast egzistencije i jedinstvenosti
rieSenja jednacine (t —3)y" —ty’ + iy +t—1=0.
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Primjer 2. Odredicemo oblast egzistencije i jedinstvenosti
rieSenja jednacine (t —3)y" —ty’ + iy +t—1=0.

Odgovor na postavljeno pitanje dacéemo na osnovu Teoreme 4,
koja se odnosi na linearne diferencijalne jednacine.
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Primjer 2. Odredicemo oblast egzistencije i jedinstvenosti
rieSenja jednacine (t —3)y" —ty’ + iy +t—1=0.

Odgovor na postavljeno pitanje dacéemo na osnovu Teoreme 4,
koja se odnosi na linearne diferencijalne jednacine. Prvo,
napisimo ovu jednacnu u obliku (4):

no /+ \/? _1_t
Y =178 "3 "t 3
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Primjer 2. Odredicemo oblast egzistencije i jedinstvenosti
rieSenja jednacine (t —3)y" —ty’ + iy +t—1=0.

Odgovor na postavljeno pitanje dacéemo na osnovu Teoreme 4,
koja se odnosi na linearne diferencijalne jednacine. Prvo,
napisimo ovu jednacnu u obliku (4):

Vi 1—t
no / —
A A -

Funkcije as(t) = 15, b(t) = 1=} su definisane i neprekidne u
svakoj tacki sa izuzetkom tacke t = 3,
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Primjer 2. Odredicemo oblast egzistencije i jedinstvenosti
rieSenja jednacine (t —3)y" —ty’ + iy +t—1=0.

Odgovor na postavljeno pitanje dacéemo na osnovu Teoreme 4,
koja se odnosi na linearne diferencijalne jednacine. Prvo,
napisimo ovu jednacnu u obliku (4):

no /+ \/? _1_t
Y =178 "3 "t 3

Funkcije as(t) = 15, b(t) = 1=} su definisane i neprekidne u
svakoj tacki sa izuzetkom tacke t = 3,dok je funkcija
a(t) = % definisana (i nerekidna) za t > 0i t # 3.
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Primjer 2. Odredicemo oblast egzistencije i jedinstvenosti
rieSenja jednacine (t —3)y" —ty’ + iy +t—1=0.

Odgovor na postavljeno pitanje dacéemo na osnovu Teoreme 4,
koja se odnosi na linearne diferencijalne jednacine. Prvo,
napisimo ovu jednacnu u obliku (4):

no /+ \/? _1_t
Y =178 "3 "t 3

Funkcije a1 (t) = 15, b(t) = % su definisane i neprekidne u
svakoj tacki sa izuzetkom tacke t = 3,dok je funkcija

a(t) = 2 definisana (i nerekidna) za t > 0i t # 3. Slijedi da
je oblasti egzistencije i jedinstvenosti rieSenja ove jednacine

D; =(0,3) xR? i Dp=(3,40c0) x R
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Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.
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Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.

Primijetimo da je ¢1(0) = ¢2(0) = 0,

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine visSeg reda



Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.

Primijetimo da je 1(0) = 2(0) = 0, ¢} (0) = 4(0) = 1,

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine visSeg reda



Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.

Primijetimo da je 1(0) = 2(0) = 0, ¢} (0) = 4(0) = 1,
1" (0) = 2" (0) = 0.
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Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.

Primijetimo da je ¢1(0) = 2(0) =0, ¢/ (0) = ¢5(0) = 1,

©1"(0) = p2"(0) = 0. Slijedi (Teorema 2) da ed te jednacne ne
moze biti manji od 4.
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Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.

Primijetimo da je ¢1(0) = ¢2(0) = 0, ¢(0) = ¥h(0) =1,
1" (0) = 2" (0) = 0. Slijedi (Teorema 2) da red te jednacne ne
moze biti manji od 4. S druge strane, imamo da su

©1(t) = t, pa(t) = sin t rjedenja jednagine y(*) = —y”.
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Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.

Primijetimo da je ¢1(0) = ¢2(0) = 0, ¢ (0) = ph(0) = 1,
1" (0) = 2" (0) = 0. Slijedi (Teorema 2) da red te jednacne ne
moze biti manji od 4. S druge strane, imamo da su

©1(t) = t, pa(t) = sin t rjedenja jednagine y(*) = —y”.
Dakle,najmanji moguci red te jednacine jednak je 4. Pri tome
za svako n > 4 p1(t) = tipo(t) = sint su rjeSenja jednacine
y(n) — _y(n—z)
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Primjer 3. Pretpostavimo da su ¢1(t) = ti po(t) =sint
rieSenja jednacine (2), pri ¢emu su zadovoljeni uslovi iz
teoreme o egzistenciji i jedinstvensti rieSenja za I = R. Odrediti
najmanji moguéi red te jednacine.

Primijetimo da je ¢1(0) = ¢2(0) = 0, ¢ (0) = ph(0) = 1,
1" (0) = 2" (0) = 0. Slijedi (Teorema 2) da red te jednacne ne
moze biti manji od 4. S druge strane, imamo da su

©1(t) = t, pa(t) = sin t rjedenja jednagine y(*) = —y”.
Dakle,najmanji moguci red te jednacine jednak je 4. Pri tome
za svako n > 4 p1(t) = tipo(t) = sint su rjeSenja jednacine
y(n) — _y(n—z)

Napomena. Primijetimo da su 1(t) = t, po(t) = sint rjeSenja
jednacine (tcost —sint)y” + (tsint)y’ — (sint)y = 0. Dalije
ovaj primjer u kontradikciji sa prethodnim zakljuckom?
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U nekim (jednostavnijim) slu¢ajevima jednacinu

Ft,y,y,...,y"™) =0 (1)
mozemo rijesiti po y(" i tako dobiti jednu ili vie jednadina
oblika

y(n) = f(t7y7.y/? A 7.y(n_1))'
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U nekim (jednostavnijim) slu¢ajevima jednacinu
F(ty,y,....,y"™) =0 (1)
mozemo rijesiti po y(" i tako dobiti jednu ili vie jednadina
oblika
y(n) = f(t7y7.y/? A 7.y(n_1))'

Pretpostavimo da je funkcija F definisana u oblasti

n+2
V g Rt?y’y’7“‘)y(n_1) ’
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U nekim (jednostavnijim) slu¢ajevima jednacinu

Ft,y,y,...,y"™) =0 (1)
mozemo rijesiti po y(" i tako dobiti jednu ili vie jednadina
oblika

y(n) = f(t7y7.y/? A 7.y(n_1))'

Pretpostavimo da je funkcija F definisana u oblasti

n+2
V g Rt?y’y’7“‘)y(n_1) ’

Definicija

Funkciju y = ¢(t) € C"(I) nazivamo rjeSenjem jednacine (1)
ako su ispunjeni sljedeci uslovi:

1) (Vte D) (t,o(t), Z(1),...,o0 (1) € V;

2) (Vte ) F(t,o(t), '(1),...,oN (1) = 0.
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Odgovarajuci pocetni uslovi, koji zajedno sa jednacinom (1)
¢ine Kosijev zadatak, glase

y(to) = Y0, ¥ () = ¥d, -,y D(to) =y
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Odgovarajuci pocetni uslovi, koji zajedno sa jednacinom (1)
¢ine KoSijev zadatak, glase

y(to) = o, ¥' (k) = Wd, -,y D(to) = y§ .

Neka je O(Mp) okolina tacke My € V, u kojoj sy funkcije F i

OF . i=0,1,....nneprekidne, pri temu je F(Mp) =01

oF
oy ‘MO 7 b
Tada potoji jedinstveno rieSenje y = o(t) jednacine
F(t,y.y',...,ym) = 0 koje zadovoljava pocetne uslove
eN(to) =y, i=0,1,...,n—1.
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Primjer 4. Jednadina 2y = t2y” ima dva rjedenja (y = 0 i

y = t) koja zadovoljavaju pocetne uslove: y(0) = y’(0) = 0,
koja se pri tome ne poklapaju ni u jednoj okolini tacke t = 0.
Kako to objasniti s obzirom na prethodnu teoremu?
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Primjer 4. Jednadina 2y = t2y” ima dva rjedenja (y = 0 i

y = t) koja zadovoljavaju pocetne uslove: y(0) = y’(0) = 0,
koja se pri tome ne poklapaju ni u jednoj okolini tacke t = 0.
Kako to objasniti s obzirom na prethodnu teoremu?

Odgovor. Razog se sastoji u tome sto ovu jednacinu nije
moguce rijesiti po y” u okolini tacke t = 0.
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Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Jednacine oblika

y™ =f(t), feC(l), 0<k<n;
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Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Jednacine oblika

y™ =f(t), feC(l), 0<k<n;

Saglasno teoremi 4, oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja
ove jednacine je G =1 x R".
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Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Jednacine oblika

y™ =f(t), feC(l), 0<k<n;

Saglasno teoremi 4, oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja
ove jednacine je G =1 x R".
Integraljeci jednacinu (5) n puta dobijamo rjeSenje u oblasti

Doc. dr Nevena Mijajlovié Diferencijalne jednacine viseg reda



Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Jednacine oblika

y™ =f(t), feC(l), 0<k<n;

Saglasno teoremi 4, oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja
ove jednacine je G =1 x R".
Integraljeci jednacinu (5) n puta dobijamo rjeSenje u oblasti G:

dy(”_1)
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Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Jednacine oblika

y™ =f(t), feC(l), 0<k<n;

Saglasno teoremi 4, oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja
ove jednacine je G =1 x R".
Integraljeci jednacinu (5) n puta dobijamo rjeSenje u oblasti G:

dy(”_1)

(n—1) ay"-?)
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Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Jednacine oblika

y™ =f(t), feC(l), 0<k<n;

Saglasno teoremi 4, oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja
ove jednacine je G =1 x R".
Integraljeci jednacinu (5) n puta dobijamo rjeSenje u oblasti G:

dy(”_1)

(n—1) ay"-?)

dy(-2) — / </ f(t)dt) dt+ Cit + Co,
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Postupak ponavljamo dok ne dobijemo formulu opsteg riesenja
ove diferencijalne jednacine

y:/.../f(t)dt...dt+c1t"‘ 4 Cot" 2 44 G,
— n
n

gdje su Cyq, ..., C, proizvoljne konstante.
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Postupak ponavljamo dok ne dobijemo formulu opsteg riesenja
ove diferencijalne jednacine

y:/.../f(t)dt...dt+c1t"‘ 4 Cot" 2 44 G,
— n
n

gdje su Cyq, ..., C, proizvoljne konstante.
Rijesenje y = ¢(t) koje zadovoljava poCetne uslove

eO(t)=yb, i=0,1,...,n—1, (o, ¥0,..-,¥§" ") € G je funkcija
7

(n — 1)| (t_tO)n_1+' Yo

/ f d5+C 14
to f

t n n—1 )
e RO > iyt
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Jednacine oblika

F(t,y®), yks yM) =0,
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Jednacine oblika

F(t’y(k)7.y(k+1)7' i ’y(n)) = 07

dopustaju snizabvanje reda za k.
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Jednacine oblika

F(t,y®), yks yM) =0,

dopustaju snizabvanje reda za k. Smjena u = y(¥) #;.
u(t) = y®(t).
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Jednacine oblika

F(t,y®), yks yM) =0,

dopustaju snizabvanje reda za k. Smjena u = y(¥) #;.
u(t) = y®(t).Tada je

Ul — y(k+1)7 e, u(nfk) — y(n)’
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Jednacine oblika

F(t,y®), yks yM) =0,

dopustaju snizabvanje reda za k. Smjena u = y(¥) #;.
u(t) = y®(t).Tada je

Ul - y(k+1)7 e, u(nfk) — y(n)’
pa se data jednacina svodi na

F(tu u,...,u™ ") =0,
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Jednadine oblika

F(y7.yla'--7y(n)):0

Doc. dr Nevena Mi



Jednadine oblika

F(y7.yla'--7y(n)):0

Primijetimo, u jednacini se ne pojavljuje nezavisno prmjenijiiva t.
Ova jednacina dopusta snizvanje reda jednacine za 1.
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Jednadine oblika

Fly,y,....,y™)=0

Primijetimo, u jednacini se ne pojavljuje nezavisno prmjenijiiva t.
Ova jednacina dopusta snizvanje reda jednacine za 1.
Uvodimo smjenu u = y’, tj. ¥’ = u. Primijetimo da u zavisi od y,

tj. u=u(y).
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Jednadine oblika

Fly,y,....,y™)=0

Primijetimo, u jednacini se ne pojavljuje nezavisno prmjenijiiva t.
Ova jednacina dopusta snizvanje reda jednacine za 1.

Uvodimo smjenu u = y’, tj. ¥’ = u. Primijetimo da u zavisi od y,
tj. u = u(y). Diferenciraju¢i jednakost y’ = u po promijenljivoj ¢
dobijamo

dy/ du dudy
A S S AT Y
T gt dt adydt YUY
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Jednadine oblika

Fly,y,....,y™)=0

Primijetimo, u jednacini se ne pojavljuje nezavisno prmjenijiiva t.
Ova jednacina dopusta snizvanje reda jednacine za 1.

Uvodimo smjenu u = y’, tj. ¥’ = u. Primijetimo da u zavisi od y,
tj. u = u(y). Diferenciraju¢i jednakost y’ = u po promijenljivoj ¢
dobijamo

dy/ du dudy
A S S AT Y
T gt dt adydt YUY

Diferencirajuci dalje, dobijamo
VG dy” _d(ud) _ d(u) d(y)

a  dt dy dt
_ au / ad’ _ i "
= (dy-u+u-du>_(uu+uu)u.
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobi¢emo i

Doc. dr Nevena Mi



ProduZzavajuci ovaj postupak, dobi¢emo i

yM =u-g(ud.... u" ).
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobi¢emo i

yM =u-gud. ... u"N),

Zamjenom u datu jednacinu dobijamo konacno
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobi¢emo i

yM =u-gud. ... u"N),

Zamjenom u datu jednacinu dobijamo konacno

F(y,u,ud,....u-g(u,u,...,u"1)) =0,
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobi¢emo i

yM =u-gud. ... u"N),

Zamjenom u datu jednacinu dobijamo konacno

F(y,u,ud,....u-g(u,u,...,u"1)) =0,

tj. jedancinu oblika

Fy,uu,....u"" M)y =0,
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobi¢emo i

yM =u-g(ud.... u" ).

Zamjenom u datu jednacinu dobijamo konacno

F(y,u,ud,....u-g(u,u,...,u"1)) =0,
tj. jedancinu oblika

Fly,uu,...u" ) =0,

koja je reda (n—1).
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobi¢emo i

yM =u-gud. ... u"N),

Zamjenom u datu jednacinu dobijamo konacno
F(y,u,ud,....u-g(u,u,...,u"1)) =0,
tj. jedancinu oblika
Fy,uu,....u"" M)y =0,

koja je reda (n — 1). RjeSavajuéi ovu jednacinu dobijam u(y), tj.
dobijamo jednacinu prvog reda, y’ = u(y), €ijim rjeSavanjem
konacno dobijamo rjeSenje date jednacine.
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IV Tip:

Jednacine oblika

F(t,y,y',....y'™) =0,

gdie je F(t,y,y’,...,y") totalni diferencijal, po t, neke
funkcije.
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IV Tip:

Jednacine oblika

F(t7y7.y/7"‘7.y(n)):O

gdie je F(t,y,y’,...,y") totalni diferencijal, po t, neke
funkcije.

Tada je

d _
F(t,y,y',....y ”))_—G(t v,y .y
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IV Tip:

Jednacine oblika

F(t,y,y',....y'™) =0,

gdie je F(t,y,y’,...,y") totalni diferencijal, po t, neke
funkcije.

Tada je
Ft,y.y,...y\") = ZG(ny,y',...,y(”ﬂ)
Slijedi da datu jednacinu tada moZemo napisati u obliku

d / (n-1)
= =0
CﬁG(lf,y,y, Y ) =0,
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IV Tip:

Jednacine oblika

F(t,y,y',....y'™) =0,

gdie je F(t,y,y’,...,y") totalni diferencijal, po t, neke
funkcije.

Tada je
Ft,y.y,...y\") = ZG(ny,y',...,y(”ﬂ)
Slijedi da datu jednacinu tada moZemo napisati u obliku

d

el / (n=1)y —
dtG(t7.y7y7"'7y ) 07

odnosno
G(t’yv.y,a"'vy(n_1)) = C17
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IV Tip:

Jednacine oblika

F(t7y7.y/7"‘7.y(n)):O7

gdie je F(t,y,y’,...,y") totalni diferencijal, po t, neke
funkcije.

Tada je
Ft,y.y,...y\") = ZG(ny,y',...,y(”ﬂ)
Slijedi da datu jednacinu tada moZemo napisati u obliku

d ; (=1)y _
dtG(t7y7y77y )_07
odnosno

Gty,y,...y"" V)=,

Sto je jednacinareda n— 1.
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To su jednacine oblika

F(t’y7y/7"'7.y(n)):0’

pri Cemu je funkcija F homogena po promjenljivima
vy y .
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To su jednacine oblika

F(t’y7y/7"'7.y(n)) 0

pri Cemu je funkcija F homogena po promjenljivima
vy y .

Red ove jednacine moze se sniziti za 1, na sljededi
nacin:
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To su jednacine oblika

F(t’y7.y/7"'7.y(n)) 0

pri Cemu je funkcija F homogena po promjenljivima
vy y .

Red ove jednacine moze se sniziti za 1, na sljededi
nacin:Smjena y’ = yu, gdje je u = u(t) nova nepoznata
funkcija.
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To su jednacine oblika

F(t’y7.y/7"'7.y(n)) 0

pri Cemu je funkcija F homogena po promjenljivima
vy y .

Red ove jednacine moze se sniziti za 1, na sljededi
nacin:Smjena y’ = yu, gdje je u = u(t) nova nepoznata
funkcija.Tada je

y_ @ _dw) _dy

= U+ du u+u (u? +u).
at  dt dt a Y=y y=yu
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To su jednacine oblika

F(t’y7.y/7"'?.y(n)) 0

pri Cemu je funkcija F homogena po promjenljivima
vy y .

Red ove jednacine moze se sniziti za 1, na sljededi
nacin:Smjena y’ = yu, gdje je u = u(t) nova nepoznata
funkcija.Tada je

y_ Y dy) dy

‘u+%-y:y’u+u’y:y(u2+u').

a ~  dt  dt at
wady’  dy(WP+u))  dy dw?+u)
Y= T at = Gty =

=y (Y2 +U)+yud+u") = y(BP+uurud +u') = y(uP+3ud/+u”)
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobijamo:

Doc. dr Nevena Mi



ProduZzavajuci ovaj postupak, dobijamo:

y(n) = .y : g(u? ul? ctt u(n_1))'
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobijamo:
y(n) = .y : g(u? u’? MR u(n_1))
Uvrstimo u pocetnu jednacinu i dobijamo

F(t7.y7yu7y(u2 + ul)"' '7yg(u7 ul?"‘?u(n_1))) = O'
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobijamo:
yM =y.gud,... u"N).
Uvrstimo u pocetnu jednacinu i dobijamo
F(t,y,yu,y(® +u),....yg(u, ', ... u"D)) =0.

Koriste¢i uslov homogenosti funkcije F imamo
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobijamo:
yM =y.gud,... u"N).
Uvrstimo u pocetnu jednacinu i dobijamo
F(t,y,yu,y(® +u),....yg(u, ', ... u"D)) =0.
Koriste¢i uslov homogenosti funkcije F imamo
YyOF(t A, u, (WP + ), gu . uY)) =0,

odnosno jednacinu oblika
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobijamo:
yM =y.gud,... u"N).
Uvrstimo u pocetnu jednacinu i dobijamo
F(t,y,yu,y(® +u),....yg(u, ', ... u"D)) =0.
Koriste¢i uslov homogenosti funkcije F imamo
YyOF(t A, u, (WP + ), gu . uY)) =0,
odnosno jednacinu oblika

F(tul,...,u™ "My =0,
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ProduZzavajuci ovaj postupak, dobijamo:
yM =y.gud,... u"N).

Uvrstimo u pocetnu jednacinu i dobijamo

F(t,y,yu,y(® +u),....yg(u, ', ... u"D)) =0.
Koriste¢i uslov homogenosti funkcije F imamo

YyOF(t A, u, (WP + ), gu . uY)) =0,
odnosno jednacinu oblika

F(tul,...,u™ "My =0,

Ciji je red za jedan maniji od reda pocetne jednacine.

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine viseg reda



Rijesiti DJ:

1.

/ __ Int
Y=

2. y" =2(y" — 1)cott

No o o~

y'y" -2y =0
yy'+y® =1

tyy" -ty = yy'

yy" +3y'y" =0

tyy” — ty'® = 2yy’
y{ty"+y') =t(1 - t)y?
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Primjer 5. RijeSicemo jednacinu yy” + y'? = 1.
Prvo, mozemo reci da je to jednacina lll tipa. Ali mozemo
takodje uoditi da je

dyy’)
1" 2 _
y +y = ar

odakle slijedi da datu jedna¢inu mozemo pisati u obliku

ayy) _
dt

= yy' =t+GC.

Dobili smo jednacinu prvog reda sa razdvojenim promijenljivima,
Cije je rieSenje (pa dakle ii rjeSenja date jednacine)
2 2

t
?fE‘i‘Cﬂ'-FCZ.
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Primjer 6. RjeSavamo jednacinu

"

w" +3y'y" =0.
Uoc¢imo da je
wryR=y") (R =R ),

odakle slijedi da poc¢etnu jednacinu mozemo pisati u obliku

d
G0t =0,
odnosno
y2+yy" =Gy,
koju dalje mozemo rjeati kao jednacinu lll tipa ili kao jednaciinu
IV tipa, jer za funkciju F(y,y’, y") = y'? + yy" vazi
FOW A ) = Y PHAr Ay = (2 4yy") = XF(y, ¥ y"),

pa je dakle funkcija F homogena po promjenljivima y, y’, y”, sa
stepenom homogenosti 2.
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