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OBa ckpurnra je Hactasa y okBupy kKypca Maremaruka IV na ['paheBunckom daxynrery
y Iomropunu. Kypc je mommjesben y Tpu Temarcke mjenune: Bjepoarnohy, CraTucruky u
Hywmepuuky ananuzy. Ckpuira hie ce 06JIMKOBATH U MUJEHATH U Y TOKY CaMOT KypCa, y CKJIAJLY
ca yKyIIHUM HacTaBHUM noTpebama. Bomehu ce madesom ma je Hajbo/bu HaUUH Ja Cce IIPUXBATE,
9eCTO KOMIUIMKOBAHU TEOPUjCKU KOHIIENTH, ITPEKO KOHKPETHUX PUMjepa, ITOCTOjH HaMjepa J1a ce
y OKBUPY CBaKe moceOHe Ije/InHe yKJbY I IIITO BUIIE WIYCTPATUBHUX U NHTEPECAHTHUX ITPUMjEPA.
Ckpunra je nmucaHa Ha IPUjeMYNB HAIWH, TAKO Ja je 3a pa3yMHujeBarme MaTepujaja, moTpedHO
CaMO OCHOBHO MaTEMATUYKO 3HAIbE.

BjepoBatnoha. Teopuja BjepoBarHOhe mountbe Herjmje y cepaMHaecToM Bujeky y Opaniry-
CKOj, KaJI cy ce aBa Beiuka Maremarudapa bBies [lackan u Ijep me Pepma 3amnTepecoBaia 3a
aBa mpobjieMa Be3aHa 3a urpe 3a cpehy. YIpaBo cy TH IpoOJeMH M3a3Bajil HHTEPECOBAHE KOJI
oCTa/IMX MaTeMaTudapa TOr mnepuoia dnMe je Teopuja BjepoBarHOhe modUes a ga ce pa3Buja BPJIO
muaamuano. Jlamac, BjepoBaruoha je mo6po 3acHOBaHa rpaHa MaTeMaTHKe Ca allIMKalldjaMa y
00pa3s0BHOM CHCTEMY, OJl My3HUKe /10 (DU3UKe, Kao U y JHEBHOM MCKYCTBY, O/ BDEMEHCKE ITPOTHO3E
JI0 TIpeaBubhamba pusnKa oapeheHnx MeIUINHCKIX TPeTMAaHa.

CkynoBu u ajaredpa CKymnoBa

VY jesuky Teopuje BjepoBarHOhe, Ka0 U Yy OCTAIUM MATEMATUIKUM JIUCITUILINHAMA, JTOMAHIPA
rojaM CKymna, Kao U omnepaliija Hac CKynoBUMA.

Y maremarunu He jgedHHUIIEMO II0jaM CKyla, Beh Kaxkemo Ja je TO xoaexyuja objekara
KOje Ha3uBaMo ejJeMeHTuMa ckymna. Hapasuo, 3aje/jpbuBu MaTeMaTUIKN IUCTYHIU he YBUjeK
[IOCTABUTH MUTAIHE WIMA J€ MO KOAEKUUJG, AT TO IIPeHedperaBaMo ocyiamajyiu ce Ha YUTaodeBo
pasyMujeBambe TOr' MOjMa.

Axko je S ckyn u x ememeHT ckyna S, To 3amucyjemo x € S. AKo x HEje eleMeHT cKyma S,
onma To 3ammcyjemo x ¢ S. CKym Koju HEeMa eJleMeHATa Ce HA3WBa Mpa3aH CKYI W O3HAYABA, Ca
0.

Y ommreMm ciiydajy, CKyIll MOXKe UMaTH KOHAYHO Win OECKOHAYHO MHOIO ejieMeHaTa. Y
caydajy Ja je S HempasaH U MMa KOHAYHO MHOI'O ejJleMeHaTa, TO 3aIliuCcyjeMo

S =A{x1,z2,...,2,},

raje n o3HadaBa Opoj ejgemenara TOr ckyma. Kop OECKOHAYHHX CKYIIOBA MMaMO JOJATHY KJia-
cuduranujy. Hawmme, bGeckonaqHOCT CKyita MOxKe OuTu IpedpojuBa win HenpedbpojuBa. 3a



3aCHOBaHWjU, IPEIU3HUA]U YBUJL Y OBE MIOJMOBE O OMJIO HEOIIXO/IHO HAIIPABUTHU O30UJ/bHU]Y MaTe-
marudky npumpemy. llokymahemo ma oBe m0jMOBE OCBHJETIMMO KPO3 HEKOJIUKO YIIEUAT/bUBUX
mpuMjepa.

3a ckym S hemo pehn na je 6ecCKOHAYHO MTPEOPOjUB YKOJIUKO IMOCTOjU HAYWH J1a eJIEMEHTE
TOT CKYIIa [IOCTABUMO Y HU3

L1, T« ey Tomy - ey

OJIHOCHO J1a 33 CBaKHU €JeMEHT a € S OJpeIuMO HeroBy TadHy M0o3uiujy y Husy. Ha npumjep,
CKYTI Iujenux 6pojeBa je moryhe craBuTn y HU3

0,1,-1,2,-2,...
qnMe 00e3b6jehyjemMo ma ce TavHO 3HA IO3UIMja CBAKOr mujesor b6poja. Perumo, 6poj 426 je Ha
952-0j mosutuju, MoK je -125 ma 249-o0j mosunumju. Ounrmeana je dyHkImja KojoM ce ompebyje

[IO3UIIMja [OjeINHUX Hujeanx OpojeBa. MHTepecaHTHO je Ja je W CKyI palMOHaJIHUX OpojeBa
OGeckoHavHO TIpedpojuB. ¥ ciemeheM aujarpamy je mpeiacTaB/beHa TeXHUKA ITpedpojaBarba palu-
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Kao mro ce Bugu u3 aujarpama, mosigasehn oz ujeBor homka u peaomM 6pojumo CBe eJleMeHTe
U3 CKyla paruoHaaHux Opojesa. Hapasuo, neku esementu momyt 1 u 2/2) wim 1/3 u 2/6, ce
ITOHAB/bA]Y, AJIM IIPECKAYEMO CBE OHE KOje CMO Beh BHUJIjeJir, OTHOCHO IIPETXO/IHO YBPCTUIN Y HUA3.
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3a pas3/iuKy oJI CKYIIOBa KOji C€ MOTY Cnakoeamu y HU3, IIOCTOje OHM CKYIIOBH 3a KOje TO HHje
moryhe. Y TuM cjydajeBuMa, CaMo 3a/aBaibe CKylla OOMYHO BPIIUMO HA aJITeDHATHBAH HAYUMH,
kopuctehu oxpeheno csojcrBo P Koje onpebyje eremenTe ckyta

{z | z 3amoBobaBa P}.



HPUM]j KYII JIHUX jeBa U3 WHTEPBAJI MOXK HrcaT K x <zx<

Ha ep, ¢ ea, 6pojeBa u3 epBaJja |0, 1] ce moxke 3amnuca ao 0<x <

1}. 3a pasauky o, Ha HIpuMjep, CKyla palrnoHaAJIHUX OpojeBa, 0Baj CKYII HUje Moryhe cliakoBaTn
) ) )

y un3. I[IpermnocTaBuMO CympOTHO, [1a IIOCTOjU HU3 KOjuM cy obyxBaheHM CBU OpOjeBH M3 I1aTOT

CKyTIa

diy di2 diz diy
do1 day dog daoy
d31 dsz d3z d3g
dy1 diaz daz dyy

ePeee

ITocmarpajmo peasnn 6poj KOju je KOHCTPYUCAH Ha cjefehn HadInH
Tr = 0.b1b2[)364 e

npu 4deMy je b; m3abpaH Tako Ja ce pasjukyje oi mudpe di, IITO 3HAYA Ja C€ T CHUTYPHO
pasiimKyje ol ¢—Tor Opoja y MPeTXOogHOM Husy, 3a ¢ = 1,2,.... Jlakje, x ce 10 KOHCTPYKIIHjU
pasJMKyje oJ cBakor 6poja U3 IpeTxXoHOr Hu3a, a uiak npunaia uarepsaiy [0, 1]. To snaun na
IIPETXOJHUM HU30M HUCY oOyxBaheHu cBu OpojeBU M3 JATOr MHTEPBAJIA, 114 je TTOCMATPAHN CKYII
Henpeopojus.

CKyIIoBHE peJialiije U omeparuje

AKO je cBakHM ejIeMEeHT CKylla S yjelIHO M eJIeMeHT cKyla 1, oHJia KaxKeMo Jia je S MOACKYyI
ckyma 1 u oznauaBamo S C T

Kopucho je yBectu u 1nojam yHUBEpP3aJHOT CKYTIA, ), a KOjU IIpeJICTaB/ba KOJIEKIIN]Yy CBUX
Moryhux eleMeHaTa KOji MPOM3NIa3e N3 HEKOT MOCMATPAHOT KouTekcTa. OBaj mojam je HapodanuTo
kopuctraH y BjeposarHohu. OnHor TpeHyTKa Kaj CHerudUInpaMo KOHTEKCT W TUME OJPEIUMO
YHHUBEP3aJIHU CKYII, OH/Ta CYy CBU ITIOCMaTPpaHU CKYIIOBU 3allpaBO ITOCKYIIOBU YHUBEP3aJIHOT' CKYIIa

Q.
KowmmniiemeHT ckymna S y OJHOCY HA YHUBEP3ATHU CKyT {) je CKym

{reQfzgsS},

a osHauasaMo ra ca S¢ mm S. Ipumjernmo na je Q° = 0.

IIpecjek nBa ckyna S u T je CKyIl KOjU CaJIpYKU €JIEMEHTE KOjU MPUITAJA]y CKYIy S U CKyILy
T, a ozHauaBamo ra ca S NT.

Yuuja gsa ckyma S u T je ckyn Koju obyxBara CBe eJIEMEHTE U3 CKyIla S U CBe ejleMeHTe
ckymna T'. JacHo, Tume cy obyxBaheHu u ejleMeHTHU U3 IIPECjeKa 0Ba JIBA CKYIIa.

Haxkuie,

SNT={z|zeSnxeT},

SUT ={z|zeSmmaecT}

Y ompebenum curyarmjama, pa3sMaTrpaMo U MpecjeK, OJIHOCHO YHU]Y GECKOHAYHO MHOTO CKY-
roBa, Hajuenthe Heke mpebpojuBe Kojeknuje ckymnosa. Ha mpumjep, ako HaMm je 3a cBako n € IN
JaT CKyII Sy, OHIIa

ﬂSnzslﬂSQH---:{x|1:ESk3aCBaKok€]N},
n=1




USn251USQU"':{.'L"xESkSa.HeKOkEIN}.
n=1

JBa ckymna cy JUCjyYHKTHA ako je IbUXOB Ipecjek npasan cKyi. Ouinruje, KoJeKIuja CKy-
1oBa je MehycobHo aucjyHKTHA ako cy OMJIO KOja JBa UjaHa Te KOJIKIUje JTUC]YHKTHA.

Kosnekmuja ckynosa je maprTunuja ckyma S ako je melycoObHO MUCjYHKTHA U aKO je yHHUja
Te KOJIEKIIHje jeJIHAKa CKyIy S.

Hapoanmo meke ocHoBHE 0COOMHE CKYITOBHUX OIEPAITH)a

a. SNT=TNS, SUT=TUS,
6. SN(TUU)=(SNT)U(SNU),
B. SU(TNU)=(SUT)N(SU),
r. (89 =S,

I SNSe=0, Susc=Q,

. SNQ=25,SUQ=A0.

JlBa nocebHO KopucHa TBphema 3a ckynosHe omneparue cy le Mopranosu 3akoHu

() s (0] -y



2 Cayuajan porabhajm

YBon y Teopujy BjepopaTHohe hemo mouern HuzoM npuMjepa Koju he Hac TpuOIMKUTH OCHOB-
HUM KOHIIENITUMA W TEPMUHOJIOTHjA OBE MATEeMATHIKe IUCIUILINHE. Y OBOM IIOTJIaB/by heMo ce
0aBUTH KOMOMHATOPUYKUM TEXHUKaMa, 3aTUM IIOJMOBHMAa CJIydajHOr morahaja, ycjoBHE Bjepo-
BaTHONe, C/lydajHe IPOMjeH/bUBE U HheHe PACIIOjere.

ednannuje n mpuMmjepn

IIpumjep kojum mounibe CKOpo cBakm yiibenuk BjepoBarnohe je ekcmepuMeHT Oarama HOB-
anha. Jlujesom 3601 jake Tpamuiuje, a BUile 3000 yIIedaT/bUBUX MATEMATHIKUX HIYCTPaIdja
OBOI' IIpUMjepa, 1 MU heMO ce NPUKJIBYYIUTH TOj 'CTPYju’.

Bamame nopunha je kpajme jemHocraBan ekcrepumenT. IIpocro, Garmure HOBYHMh M 3a0U-
JbekuTe MCxoMd. Y cuyuajy Ganama Hopumha, nsa moryha mcxoma cy “rimasa’ (I') m "nuemo”
(IT). Jakme, ckym mcxona nasejenor ekcnepumenta je = {I',I1}. Ckyn ) masuBamo ckym
eJIEMEHTAPHUX KCXO0/IA WK HPOCTOP €JIEMEHTAPHUX HCXOA.

IIpumjehyjere ma cmo Beh MOABYKJIM HEKOJMKO TEPMUHA KAO IIITO Cy: €KCIIEePUMEHT, UCXO,
u mpocTop ucxoaa. OBU MOjMOBU MMAajy KJBYUHY YJIOTY Y JE3UKY U MATEMATHIKOM CaIPIKAjy
BjepoBarnohe. Ykosmko je HOBUnh moMohy Kojer m3BOIMMO €KCIIEPUMEHT CUMETPHYaH, ~'CaBp-
meHn’ BaJ/baK Ca XOMOIE€HOM pacIofjesioM mMace oHja hemo ra 3Batu “dep” HOBUHh. Y ciydajy
dep nHoBumha, He MOCTOjU PA3JIOT Ja OYeKyjeMo 'TjiaBy’ IpHje HEro 'mucMo’.

lenepasino, 3aj1aTak BjepoBaTHOLE je MATEMATHYKY OIKC TIOCMATPAHOT €KCIIEPUMEHTa. 3HAYM,
TOTPEOHO je KJbYUHE eJleMeHTe eKCIIePUMEeHTa KOJUPATH MaTeMaTUIKUM CUMOOJIMMA U HAIpa-
BUTHU OJIFOBapajyhu MaTeMaTu4YKM MOJIEJI eKCIePUMEHTa. Y MOMEHYTOM OIHUTY Oarjarma HOB-
quha, HemTo je Beli ypaljeno. Hanme, onmcasnu cmo npocrop ucxozga kao ckyu §2 = {I",I1}.

IIpumjep 2.1 Uzsodumo excnepumenm bavara noswuha dea nyma sapedom. IIpocmop
ENEMEHMAPHUT UCTOG Y 0BOM ONUMY CE MONHCE ONUCAMU KAO CKYN,

Q= {I'T, I'I, [T, ITIT }.

3HATHO CYNTHIHHUjU 33J[aTaK OJ] OIUCA CKyIlla eJeMeHTapHUX HCXOJa je Ja ojipehuBarbhe Bje-
poBatHoha mnojequmaux ucxoga. lllTa je 3ampaBo BjepoBaTHOhA HEKOr €/IeMEHTAPHOr MCX0/a7
[Tocay:xuhemo ce omer mpuMmjepom Oaramba HOBUnha.



Pemmmmo nma cmo Gammam wHoBumh k myTta, a ga je melhy mcxommma 6mio ykymHo kp ‘riiaBa”’
u ko "mucama’. Jacwo je ma k = ki + ko. PemaruBaa dpekBeHIHja I0jaB/hUBaa TJiaBe’
jennaka je k1 /k, a "mucma” ko /k. Kako cmo Beh narmacuin, y ciydajy dep Hopumha, He mocToju
roceban pazjior 36or Kojer 6u dapopusoBaau ‘rnaBy’ mim ‘mucmo’. (Crora, palioHAJHO je
OYEKUBATH Ja je y JAyKeM Hu3dy IOHaB/baiba Oararma HoBYMha, Ka k Teku OECKOHATHOCTH, Ja
je k1/k =~ 0.5, omnocuo ko/k =~ 0.5. Youena ocobuna rpymnucama pejaTubHe (hpeKBeHIIUje
OKO HeKOr' 6poja je 0oj OCHOBHOI' 3Hadaja 3a Teopujy BjepoBaTHONE M HeHYy IPUMjeHy. YIIPaBo
Taj 6poj, OKO KOT ce IPYIHUIIe pelaTuBHA (PPEKBEHIH]a IIOCMATPAHOT MCX0JIa, Ce JeMUHUIIE KAao
mwerosa BjepoBarnoha. [lakie, BjepoBarnoha ncxosa "rinasa”’, P(I'), je jennaka BjepoBarHOlin
ucxofa "muemo”; P(I1) u jennaka 1/2.

Y CBaKOJIHEBHUIINA, BPJIO 9E€CTO y PA3rOBOPUMO H3TOBapaMo WX TyjeMo oljjeHe Tuia "To je
rako 99%" wmu "100% cam y mpasy". YV pekjgaMHUM KaMIambUMa 3a HeKe IPOU3BOJIE IyjeMO
omjere ja ce "mosehasa uucroha 3a 80%" uu ce "mosehasa kKoBpuasocT kKoce 3a 45%". OBakpu
TOJIAIIA BPJIO YECTO HEMajy HEKHW ofpeheHn cMCcHcao, TEIKO je WHTePIPETHPATH ITa 3aIlpaBo
cTOju M3a TakBUX KBaHTuduKamnuja. To je Buie u3pas KojuM ce IMOKyIIaBa JaTu OpojeBHA OIjeHa
JIMTHOM YBjepemy WIN YTUIATh Ha ucTo. Jlakie, TakBe OIfjeHe Cy BUINE PETOPUUKE, TAyIIAJIHe,
MapKeTHHIIKE U HeMajy HUKAKBE Be3e ca TeOPUjoM BjepoBaTHONe.

Hedununuja 2.1 Hexa je Q cxyn esemenmaprux ucroda excnepumenma E. Ilodexyn A
ckyna ) ce nasusa dozahay.

Bjeposatuoha gmorahaja VY nperxoiHoMm npumMjepy, TOCMATPAIA CMO €JIEMEHTAPHE UCXO/IE eK-
CIIEPUMEHTA KOjMa CMO Ha, OCHOBY peJiaTuBHEe (DPEKBEHIU]E [TOIUje/ NI HyMEPUIKY BPUjeTHOCT
KOjy 30BeMO - gjeposammoha dozahaja. Moxma 6u pa3yMmujBame OBOT KOHIEIITa OIJIO JIAKIIEe YKO-
Jiko yBejieMo "penurunozuuju mpuctyn. Hamme, ako Bjepyjemo jia cBaku jorahaj A Ha HEKOM
"neby nneja" mma Beh onpeheny BjepoBarnohy p(A), OHma TOHAB/bAILE EKCIIEPUMEHTA YU €JIe-
MEeHTapHU ucxoau unHe jgorahaj A mma MOMeHyTy 0COOMHY CTATHCTHIKOI rpylucama. ladHuje,
aKo ce y n m3Bohema ekcrepuMenTa jorabhaj A mecno n 4 mMyTa, OHIA BPUjEIN JTa

%4 — p(A4) kama n — 0.

Hapennu npumjep Hac yBOIM y OHINTUJH CIIYYa).

Ilpumjep 2.2 Hzsodumo excnepumenm bavyarea xouke. IIpocmop esemenmapHur ucroda
Y 08OM ONUMY CE MONCE ONUCAMU KAO CKYN

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Kaxo nahu ejeposammuohy “nao je nenapan 6poj eehu 0d 177 Jacro je da osom xpumepujymy

0deosapa nodckyn, odnocno dozahaj {3,5}. Kao u y npemxodnom npumjepy, npuaiurom

C6aK02 U360NENA 0802 EKCNEPUMEHMNA, PANYHAMO PEAGMUBHY dpexsenyujy osoe dozabaja.

Owuzaedno, pesamusna dpexeenyuja dozahaja {3,5} je jednaxa 36upy peaamuenux @pe-
xeenyuja ucroda 8 u ucxoda 5, na mume u

2 1

P({3,5}) =P3)+P(5) = 6= 3




Bemuko citoso P je moderHo cjioBo enrsiecke pujedn “probability” u o3navaBa BjepoBaTHOCHY
dyHKIHjy, Koja npecinkasa jgoraljaje (II0JCKyloBe CKylla eJeMEeHTapHUX MCXOJ[a) y WHTEPBAJ

[0,1].

BjepoBaTHOCHU MoOmen

BjepoBarnocuun Mozen je MmareMaTHIKU MojIeI ciaydajuor porahaja. [masaum “cacrojun” oBor
MOJIEJIa Cy JATh y ciaegeheM nmpukasy.

EjsemenTu BjepoBaTHOCHOT MozeJia

(a) Ckyn eslemeHTapHHUX HCxo/a ), MITO je CKyl cBUX Moryhux mexoza mo-
CMaTpPaHOI' €KCIIEPUMEHTA.

(6) BjepoBarHocHa (byHKIMja WM BjePOBATHOCHU 3aKOH KOja JI0/[jeJbyje J10-
rabajy A C ) ueneraruan 6poj P(A). BjepoarnocHa fyrkimja Mopa
3aj0BosbaBaTn oapehene Kpurepujyme koju he ourn medpuHUCAHE HAK-
HaJTHO.

Bjeposammoha

N

Lozahaju

ITpumjep 2.3 lHocmampajmo excnepumenm £ 6bayarea gep woukuue. IIpocmop eaemer-
MAPHUL UCTOO0G MOAHCEMO KOOUPAMU OPOJESUMA

Q={1,2,3,4,5,6}.

Hodpasymujesajyhu da umamo gep xKouruuy, onda caujedu Ao2uMar 3aKLYwax 0a




IIpumjep 2.4 Kymuja cadporcu nymepucare aonmuue od 1 do 50. Excnepumenm ce
cacmoju 00 u3eaaversa jedne aonmuue ud kymugje. Ilpocmop esemenmaprux ucroda je

Q=1{1,2,...,50}, a gjeposamnoha ussarauerva bpoja i je
P(i) = — 1...50
1) = 1 =
50’

IIITa je 3ajenHMYKO MPETXOAHUM HpUMjepuMa?

(a) Ckym enementapHux ucxoza je konadan ) = {wi,wa,...,wn}.

(6) BjepoBarnohia 3a cBaku oJ1 ucxoja je ucra

Pw))=1/n, i=1...n

Cabupame BjepoBaTHOha

IIpernocTaBUMO Ja U3BOAMMO eKCIepUMeHT Ganama dep koixke, kao y [Ipumjepy 2.2 Tpa-
»kefin kosnka je pesatuBHa dpeksennuja norahjaja A = {3,5} y Hu3y nonos/beHux onura banama
KOIIKe, cabpaJju cMo pesiatuBHe bpeKBeHIyje 3a 3, ogHocHo 5. Jlakie,

2 1

P({3,5}) =P(3) +P(5) = . = 5.

Yormmreno, nurame je Jia Ju Bpujeau

P(AUB) =P(A)+ P(B), ako je AN B = 0.

Ilpumjep 2.5 Koauxa je ejeposammoha ucroda "napawn 6poj”  npusuxom bauarea gpep
kouke? Kao wmo 3namo, y 06om cayuagy npocmop esemenmaprux ucxoda je Q = {1,2,3,4,5,6}.
ITosomwan ucxod je napar 6poj 2, 4 uau 6. Caujedu,

P({2,4,6}) = P(2) + P(4) + P(6) = %

Taxohe, naxo ce youwasa da epujedu
P({2,4,6}) = P({2,4}) + P(6) = P({2,6}) + P(4) = P({4,6}) + P(2).

Y onwmem cayuajy, axo cy A u B nodckynosu ckyna eaemenmaprux dozahaja 2, maxeu
da AN B =0, mooscemo dohu do 3axmyura da

P(AU B) = P(4) + P(B).




Ocobumry da je sjeposammoha ducjynkmmue yHuje ckynosa jednaxa 36upy ejeposamioha
CKYNOBa 306eM0 GOUMUBHOCMN.
|

IIpumjep 2.6 Jlama je xymugja ca 10 ypsenux u b naasur kyzauya. Ipemnocmasnsamo da
ce Kyaauue, cem no 6oju, He Mo2y passuko8amu no Opyeum Kapaxmepucmurama. Badumo
Jjeony Kyeauuy u3 Kymuje u pe2ucmpyjemo reny 60jy. Jacro, npocmop esemenmapHus
ucxoda je Q = {upsena, naasa}. Iowmo upsenur uma d6a NYmMa BuWE HE20 NAGBUL,
A02UuMHO je da sjeposammolia u3saauera upsene 6yde dea nyma eeha 0d sjeposammohie
useaanera naage. Axo je p1 6jeposammoha u3eaauersa UpeeHe Ky2auue, o P U3BAAGHEIHA,
naage, onda umamo p1 = 2p2. Ilowmo mopa 6umu 3adosomen ycaos p1 + po = 1, onda
cucmem jednavuna daje py = 2/3 upy =1/3.

Mebymum, osaj peayamam ce mooice uzsecmu dupekmno. Ilowmo je upsenur Ky2auya
10, a yxynawn 6poj xyeauua 15, onda je ejeposamnoha da hemo useyhu upseny jednara
10/15 = 2/3. Osaj pesyamam ce moorce objachumu wa caedehiv navun. IIpemnocmasumo
30 MPEHYMaK da Ha Ky uuama nocmoju “ckpusena” nymepayuja, npu wemy cy opojesu 0d
1 do 10 upsene, a ocmamax naase xyaauye. Ipumjemumo da je y3 08axey npemnocmasry
npocmop eaemernmaprux ucroda opyzavuju. Haume, mo je cad Q = {1,2,...,15}. IHowmo
je ejeposammnoha da fiemo uzeyhiu npouseonny Kyesuyy ca bpojem i jednara 1/15, onda no
nPUHYUNY cabuparea ejeposammoha, umamo da je

10 10 1 9
P(upsena) = ZP(@) = E
i=1 =1

O uHTYUTHBHOT Ka (pOpMaJTHOM

Cycpenu cMoO ce ca HEKUM OCHOBHUM IIOJMOBUMA M KOHIEIITHMa, BjepoBaTHONE Ha MHTYUTUB-
HOM HHBOY. VMako HaM ce 9ecTo yYMHH Jia je TO CaCBUM JIOBOJbHO U Ja je 'cBe jacHO  Tek he
puUroposue MaremMaTudke JeUHUNNjEe U TeOpeMe MOHUjeTH MOTPEOHY UBPCTUHY HAIIEM 3HAILY.
[Tpuje cBera, TuMme ce eJIMMUHHUINE OHA] CYOJeKTHBHM CJIO] TyMadermha KOju HEMUHOBHO HAHOCH
WHTYHUIHja Kao cyOjeKTUBHA IICUXOJIOMKa KaTeropuja. Mnak, eKCOepuMeHT U CKYIl eJIEMeH-
TapHUX MCXOJA, NaKO BeoMa 9ecTo y yrnorpebu, mehemo medpwrmcarn. Y HEKUM yIIOSHUITIMA
here nahu dpopmamsaiujy u 0BOr KOHIEITA.

Kao mrro ecmo To Beh yunHmin, nogpasymujeBamo oapeher ckym ejieMeHTapHIX Hcxoma ) Kao
nocsieuily u3Bohema ekcriepumenTa. Ckyi () Moxke OUTH pas3ImdauTe KapIUHAJTHOCTH, OJHOCHO
6pojuoctu. Moxke buTn KoHa4YaH, TPeOPOjUBO OECKOHAYAH U HEIPeOPOjUBO OECKOHATAH.

IIpumjep 2.7 Hexa ce excnepumenm cacmoju y bayary “pep” nosuuha cee dox ne "nadne”
nucmo. Y o6om excnepumenmy hemo kao ucrod nocmampamu 6poj bauarea dox ce npsu
nym we ocmeapu nucmo. Tada je ckyn esemenmapnux ucroda = {1,2,...}. Oso je
npuMmjep excnepumenma 2dje je npocmop eAeMeHMaAPHUT UCTO00 BECKOHAAN, AU NPEOPO-
gus. Jloeahaj A = {23,100} ce moorce unmepnpemupamu kao "nucmo ja npsu nym naio y




I dsadecempehem uau y cmomom nokywajy”. |

Ilpumjep 2.8 Excnepumenm ce cacmoju y bauary bujeie u uphe Kouke 3G uepy U pe-
2ucmposary bpojesa koju nadny. Hcexode mootcemo xodupamu nomohy ypehernoe napa (i, j),
2dje je i 6poj na bujenoj u j 6poj na upnoj kouku. axae, ckyn Q@ = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}
u uma 36 eaemenama. Hexa je A dozahaj da nadue 6 wa 6ujenoj xouxu. Tada je

A= {(67 1)7 (6a 2)7 (673)7 (6’4)a (67 5)? (67 6)}

Hexa je B dozahaj da je 3bup 6pojesa wa xourama maru od 4, Tada je

B={(1,1),(1,2),(2,1)}.

Methymum, dozahag je u C' = {(4,3),(3,3),(6,5)}, mada 2a ne moosrcemo onucamu Kpamrxo,
dosodehu y nexy ao2uuny 6e3y nojedune easemernmapne ucrode xoju wune C'. Taxohe, cearu
ENEMEHMAPHY UCTO0 je ucmospemero u dozahaj, a u wumas ) je dozahaj. |

Perumo 7a je mpusiokom darama JBrje KOIKe, Kao ¥ IPETXOIHOM IIpUMjepy, Ha Oujesioj mao 6poj
6, a va npuoj 5. To oxrosapa enemenrtaprom ucxomy (6,5). Taj esemenrapHu MCXoJ| IpHUNaIa
ucrospemeno jorabajy A u gorabajy C u crora hemo pehu ma ce peanmzoBao jorabaj A u
norahaj C. 360r Ba;kHOCTH OBOT' II0jMa, n3jBajamo ra y ciejgehoj nedbunurmju.

Hedunnunuja 2.2 Hexa je 2 npocmop esemenmapnuz ucrod excnepumenma £, a A C Q
dozahaj. Axo ce npusuxom udsoberva excnepumenma £ 0CMBAPUO EAEMEHMAPHYU UCTOO
w € A, onda xasrcemo da ce peasnudosao dozalaj A.

Tlomro cy morahaju y cymTuHu CKYHOBH, OHJIa OIepalfjaMa Kao IITO Cy Ipecjek, YHUja u
KOMILJIEMEHT CKYIIOBa, JIajeMO OJroBapajyhy MHTepIpeTanujy y BjepoBaTHONM.

Hedbununuja 2.3 Hexa cy A u B dozahaju.

1. Cynpoman dozahaj dozahajy A je ckyn Q\ A u osnauvasamo 2a xao A°. Jloeahaj
A€ wecmo Haszusamo u Komnaemenm dozahaja A.

2. Ilpecjex dozahaja A u B osnauasamo ca AN B uau xao AB u depunuwe ce xao

AB={w:we€ A uwe B}

3. ¥Ynujy doeahaja A u B osnauasamo ca AU B uau ka0 A+ B u dedpuruwemo xao

A+B={w:we€ A uww € B}.

4. Kaoscemo da cy dozahaju A u B ducjyrnrmmu, odnocto da ce uckpyuyjy axo AB =

0.




Y cmmceny mpeTxofHe JaBuje AedpuHATIAje, jACHO je ma ce morahaj AB peam3yje ako M CaMO aKo
ce peasmsyjy u jgorahaj A u morabaj B. Horahaj A + B ce peajnsyje ako ce peajusyje jgorahaj
A nmn norabhaj B, nok ce gorahjaj A¢ peannsyje ako ce He peajusyje A.

dopmasiHO 3acHUBaWk-€e BjepoBaTHohe

Beh cMmo ce ynoznasn, oner Ha HEKOM MHTYUTHBHOM HUBOY, Ca IIOjMOM BjepoBaTHOhe, O/iHO-
cHo BjepoBaTHocHe pyukimje P. Hajupuje, BjepoBarnocHa dyHKIHM]a je Be3aHa 3a HEKH IIPOCTOP
eJleMeHTapHUX ucxoja {2. 3amasuian Mo Ja BjepoBaTHOha cimka jorabaje y HeneraTusHe Opo-
jese, omnocuo P(A) > 0, 3a morahaj A C QH Takobe, younnu cMo fa je y HEKUM pa3MaTpaHUM
npumMjepuma 30up BjepoBaTHONA CBUX €JIEMEHTApPHUX MCXONa jelHaK jepuaunu. Jlpyrum puje-
anma, P(Q) = 1. ITopes oBor, y an/IMjepy BjepoBaTHONA JUCjYHKTHE YHE]jE je jemnaka 30upy
BjepoBaTHONA YMHUJAIA KOjU yIeCcTBYjy y yHUju. HamoMumeMo Ja YKOJIMKO HUje [Apyraduje Ha-
TJIAIIEHO, CKYII eJIeMEHTAPHUX Ucxoa () je HajBuie mpebpojuB CKy.

Hedbununuja 2.4 Hexa je () najsuwe npedpojus ckyn esemenmaprur ucroda excnepu-
menma €. Oynuxuyujy P nasusamo ejeposammuohom, odnocro ejeposammocHom PHyrr-
UUJOM aKO 3000605060

a (Henezamusnocm)
P(A) >0, sa cearu dozahaj A C (.

6 (Adumuenocm,)

3a mehycobro ducjynkmme dozaliaje A;, (A N A; =0, k # j) epujedu
P (U Ai> => P(4).
=1 =1

6 (Hopmasrusosarocm,)
P(Q) =1

Ipumjemumo da y 06om cayuajy, epujedu

P(Q) =) Plw) =L

weN

Jlema 2.1 Hexa je  ckyn eaemenmaprux ucroda excnepumerma £. Hexa je P npou-
360mHa 8jeposamuocha pynrkuuja, a A C Q npouseowan dozahaj. Onda je

P(A) =) P(w).

weA

1 . . . .

CrpukrHO, roBopehin mocroje BjepoBarHOCHH mpocTopu ) y KOjuMa I[OjeJUHU IOJCKYIIOBHM HEe MOry OnTH
norabaju, anu ce TaKBU CIIydajeBH jaBibajy BeOMa DHjeTKO M BaH Cy OIICEra OBOI' TEKCTA, TAKO J1a UX MOXKEMO
UTHOPUCATH.




2.2.

Vxoauxo je Q) wonavwan, a ejeposammocha gynryuja P dodjewyje ucmy epujednocm cearom
ucxody u3 ) onda epujedu

Al

P(A) = )

|€2]

3a ceaxo A C ().

Joxas. Kako 3a cBako A C () Bpujenn

A= J{w}

wEA

OHJIa HA OCHOBY aJIUTUBHOCTU BjepOBATHOCHE (PYHKIIUjE CJIUjen

P(A) =) P(w).

wEA

YKoMKO je §) KoHauaH, a 3a CBAKU eJIEMEHTAPHU HMCXOJl je/IHaKa BjepoBaTHONA, OHIa 3060I HOP-
MaJIM30BaHOCTH BjeposarHohe mMopa Guru P(w) = || ™!, 3a cBaxo w € Q. Crora,

PU) = X P = X101 =

weA w€eA

Naxko nperxo/iHa jieMa jiaje BpJIO jeJIHOCTABHY MPOIEIYPY KAKO U3PAUyHATUA Bj€pOBATHONY JloTa-
Dhaja Ay ciryuajy KOHAIHOT CKyIIa eJIEeMEHTapHUX MCXO0/1a, TO 9eCTO HHUje JIAKO jep CaMO padyHame
Opoja egemenara ckyna A Huje yBHjeK jegHOCTaBaH 3amarak. Hepujerko, morpebHO je yIoTpe-
6uTn BpJIo copucTUIMPaHe TeXHUKe U "TpUK’ apryMeHTe Kako 6u uspadyHasu |Al.

Yaopaso cy TexHuke npebdbpojaBaiba, n3Mehy ocrasor, TemMa Hallle HapegHe CEKITHje.

EnemenTn komOuHaTopuke

ObuYHO ce KOMOMHATOPUKA OIHCYje KA0 TeOpHja KOHATHUX CKYIIOoBa. BpJio 1ecTo ce Kaxe Ja
je KOMOMHATOPUKA 3alpaBo IpaHa MaTeMaTUKe KOja ce ObaBu pedpojaBambeM KOHAYHUX CKYIOBA.
JlormMarcku, CKyIl je OCHOBHH MaTeMaTUYKd IojaM Koju je oapeheH cBojum ejementTnma. Kao
IIITO 3HAMO, ITOpeJIaK WM IOHAB/hARE ejleMeHaTa YHyTap CKyIla HeMa YJOory, TaKo Ja je

{a,b} = {b,a} = {a,a,b,b,b}.

MebhyTum, 3a oapehery BpcTy KOMOMHATOPUYIKUX IpobJieMa, IOTPEOHHU Cy HAM JIPYTaduju MaTe-
MaTHUIKNA 00jeKTH, KOju mMmajy oiapeheHa cBojcTBa Koja cKyroBu HeMmajy. llpwuje cBera, mopeban
HaM je objekaT KoJ KOojer mopelakK ejeMeHaTa uMa yJjory. TakaB objekaT HA3WBaMO JIMCTA.
JIncTe ce pa3uKyjy Mo KPUTEPHjyMy MOPETKa U ITOHABJ/balba ejleMeHaTa. Hampumjep

[a, b], [a,a,b], b, a]

cy Tpu paziuunte jucte. Kao mro Bupumo, npsa u tpeha cy jmcre JyKuHe 2, JOK je Japyra
nyxune 3. IIpsa u Tpeha ce pasnukyjy ynpaso 300r nmoperka ejeMenara. Kao IITO BUIUMO, y
1pBoj u Tpehoj smcru HEMa HOHAB/bAIbA eIeMeHaTa JOK y japyroj To umamo. Crora, yBoguMO



KJlacuuKaIlnijy Ha JIMCTE Ca MOHABJ/bAIHEM I JINCTE 03 MOHaBJbaKka. KilacuviHa TEPMUHO-
JIOruja 3a OBe 00jeKTe je Bapujalije ca MOHABJ/baKkEM U Bapujaruje 6e3 moHaB/bama. Mu
hemo, yrsiaBHOM, KOPUCTUTH HAIITY TEPMUHOJIOTHU]Y.

Jy>KuHa JucTe je, Kao IITO 04eKYyjeMo, IIPOCTO OPOj ejeMeHaTa yHyTap JIUCTE.

YHyTap JHcTe MOI'y OMTH eJIEeMEHTH Pas3JIMuuTe IIPUpOJie, Kao Hapumjep [a, 1, *, &]. Crora,
KaJI TOBOPUMO O JIMCTHU, HEOIIXOJHO je u jnepWHUCATH HEKM YHUBEP3aJHU CKYI win a30yKy,
OJIaKJIe JI0JIa3€ HEeHH eJIEMEHTU. ¥ IPETXOIHOM IPUMjepy, YHUBEP3AJIHU CKYII je YHHUja CKyIIoBa
cJ0Ba eHrvieckor ayidabera, IpUPOIHUX OpOjeBa U crienujajnux cumbosa. bes 063upa n3 kKakBux
"npupoauux’ CKyIoBa Jo0Ja3e, ejgeMeHTe a30yke HaszuBamo cuMbosmMa. IlocToju HEkoJMKO
KapaKTEPUCTUIHHUX [TATAA KOJU CY y CAMOj OCHOBU KOMOMHATOPUKE a KOje HABOJUMO Y cJiejiehoj
JIEMU.

JIema 2.2 (Ocnosrnu memodu xKomburamopuukoe npebpojasaroa)

(a) Bpoj aucmu ca nonwaswarem, dyotcune k, nad azbykom xoja cadpotcu n cumbosra je
k
n

(6) Bpoj aucmu ez nonaswarea, dystcune k, nad asbykom xoja cadpotcu n cumbora je

nn—1)---(n—k+1).

Zloxas.

(a) Pesysrar ce jako Jo6mja ako HOCTABHMO IUTabe HA KOJIMKO HAauMHA MOYKEMO mM3abparn
[pPBH, JAPYIH... ejgeMeHT Jucre. Hawnmme, mpBu MO2xkKeMO u3abpaTu Ha N HAYUHA, JAPYTU
takohe Ha m u Tako pemom. Kosmku je, onma ykyman Opoj HauWHA 38 UUTABY JIUCTY
ayxwune k7?7 IIpocro, To je mpou3Bos 6poja HaYMHA Ha KOjU MOYKEMO U3abpaTh MojemHadHe
enemente jcre. llomro ux je k, a cBaku off iux OUpamMo Ha N HAYMUHA, OHJA je Pe3yJITaT

nk.

Oggje ce yBoyiu Tako3b6anu MPUHIUN npousBoja. Hajbobu Hadywn jia ce pasyMmuje oBaj
IPUHITAIL je Jla ce ypauau rnap npumjepa. llormemaru mpumjep.

(6) 1 oBaje hemo kopuctuTu npuHImIl npou3soga. Hanme, moriro ce paju o juctu 6e3 moHa-
BJbalba, OHJA@ UMaMO ojipeheHy pecTPUKIjy IpUInkoM u3bopa ejaemenara. [IpBu moxkemo
nzabparu 06e3 orpaHuYera, OJHOCHO Ha n HadwHa. MehyTum, npyru moxkemo msabpartu
camMo Ha n — 1 HavYWHA jep He KEeJTUMO J[a IIOHOBUMO IIPBHU eJIeMeHT Koju je Beh omabpaH.
Tako mosazumo 10 6poja n(n —1)---(n —k +1).

ITpumjep 2.9 Hexa je dama azbyxa A = {a,b,c}. Pauynamo 6poj asucmu 6e3 nonasnarsa
dyorcune 3 nad azbyxom A. Ha ocnosy mepherva (6) ,/]eme jacno je da je yxynar 6poj
jednax 3 X 2 x 1, odrnocro 3! = 6. HUmamo, daxse caedehiuxr wecm aucma

[a,b, ], [a,c,b],[b,a,c],b,c, al,lc,a,b],[c,b,al.




La au moorceme yonwmumau 0saj npumgjep ? |

Hedununuja 2.5 Hexa je A xonauan ckyn od n esemenama. Ilepmymavuja dyorcune
n, UAU N—NEePMYMaAUUIa ckyna A je sucma 6e3 nonasmara dyxcure n, Had a3dyxom A.

Hedbununuja 2.6 3a xonauar cxyn od k eaemernama xascemo da je k—cryn.

Ilpumjep 2.10 Hexa je dam n—cxyn A. Vkynaw 6poj nepmymavuja oyotcune m Had
as3byxom A pauynamo Ha eeh ymephen wavun. Ha npeom mjecmy moorcemo udabpamu
6uno xoju 00 n cumbora us ckyna A. C 063upom Ha Mo da HEMG NOHABHAILA, HA OPY20M
mjecmy umamo camo n — 1 moeyhnocmu. Hacmasmajyhiu osaj npouec doaadumo do b6poja

nl=nxn-—-1)x---x2x1.

Laxae, yxynarw 6poj nepmymayuja dystcurne n Had odzosapajyhom asbykom A xoja uma n
cumboaa je n!, axmopugjes bpoja n. |

ITpumjep 2.11 IIpemnocmasumo da je A = {a,b,c,d}. Tpascumo cee 3—nodckynose
ckyna A. Iowmo ce padu o marom 6pojy eaemenama, aaxo je wahu cee nodckynose. To
cy

{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}.

Laxae, umamo yxynno wemupu 3—mnodckyna ckyna A. Ha ocrosy Jleme (2.2, umamo
yrynno 24 aucme dyoicune 3 wad azbyxom A. Ymjecmo ceur 24, nocmampajmo camo
aucme xoje cadporce cumbone a,b,c. To cy ynpaso

[a,b, ], [a,c,b],[b,a,c],b,c, al,lc,a,bl,[c,b,al.

Ouuenedno, padu ce o 3—nepmymavujama ckyna {a,b,c} xojur uma 3! = 6. Cauuno,
umamo no 6 aucma yorcune 3 u 3a ckynose {a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}, wmo yrxynwo
wuru 24 maxee aucme. 08aj npumjep HaM JacHO YKasyje HAUNUH KGKO PaMYHAMU OPOj
3—nodckynosa cxkyna A. Haume, mpeba nodujesumu 24, wmo je yxynar 6poj HA3HAGUEHUT
aucmu, ca 3!, wmo je 6poj 3—nepmymanuja. |

IMocwenuiia 2.1 Hexa je dam ckyn n—ckyn A. Bpoj k—nodckxynosa ckyna A je

C>:nM—1y~m—k+U nl

k k! T Kl(n— k)




Jokas. 3namo ja je ykynan 6poj smcra jykuse k 6e3 nmoHassbarba Haj asbykoM A jeanax
nn—1)---(n—k+1).

Crmano xao y [pumjepy cBaku k—mojckyn "rerepurne”’ ykymao k! muctn nyxune k. Crora
je 6poj k—moackymnosa ckyma A

nn—1)---(n—k+1) n!
k! Ckl(n—k)
Bpoj k—moackynosa ckyna A, ozHatuaBamo Kpahe ca (Z) u yntamo n Haj k. |

IIpumjep 2.12 (H3saauerve xysauua ca epaharem) Heka je dama xymuja y xojoj
ce Haaade 8 HYMEPUCAHUT Kyaauua, opojesuma 0d 1 do 8. Hzeaauumo mpu kyzauye ca
epaharbem, wmo 3Hauu 06 HAKOH U3BAAGHEIHA 3aOUMDENHCUMO BPO] KY2AUUE U 8PATMUMO je
na3ad y xymujy. Ipocmop eaemenmaprux ucxoda ) 06802 excnepumenma cy 3anpaso Au-
cme dyotcune 3 ca nonasparbem nad azbyrom od 8 cumbora. Ha ocnosy mephersa (a) Jleme
caujedu da je | = 8 = 512. Vkoauxo npemnocmasumo da ceaxa sucma dyscune 3
uma jednaxy ejeposammnohy, onda je ejeposamnoha nojedunavwne aucme, nanpumjep (4,4, 8]
jednaxa 1/512. [ |

IIpumjep 2.13 (U3eaauere kyzauua 6e3 epaharsa) [locmampajmo kymujy ca uc-
mum cadpacajem Kao y npemrodrom npumjepy. Hzseaavumo 3 aonmuue 6e3 epaharva,
bumeorcehiu ussyvene bpojese. Ilpocmop eaemenmaprux ucroda £ 0602 eKCNEPUMEHMA CY
3anpaso aucme oyscune 3 6e3 nonas.barea Had azbykom 0d 8 cumbosa. Ha ocrosy mep-
heroa (6) Jleme caujedu da je | = 8 x 7 x 6 = 336. Ilod npemnocmaskom da cy
ceu ucrodu jednakxo ejeposammo, caujedu da je ejeposammoha da ce nojasu [3,7,1] jednaxa

1/336. m

IIpumjep 2.14 (H3eaauerve suwe kyzauua odjednom) [locmampamo jouw jedrom
Kymujy xao y npemrodnum npumjepuma. Hsesavumo odjednom 3 kyeauue, maxo da je
pedocaed Hebuman. 0saj caywaj odzo8apa cumyayuju Kao 06 U3BAAWUMO 3—NOOCKYN,
0d 8—cxyna. Ha ocnosy Ilocareduue caujedu da je mpocmop eaemermaprux ucroda )
eAUMUHE (g) = 56. Onem, axo npemnocmasumo jednaxy ejeposammohy 3a cee esemen-
mapre ucxode, onda je ejeposamnoha nojasrusarea wanpumjep cxkyna {3,7,1} jednaka
1/56. |

MyaTuckyrnoBu U MyJITUIJIACTE



Ilpumjep 2.15 Excnepumenm ce cacmoju 00 6auarea mpu Kouke 36 u2py Koje ce He pa-
saukyjy. Kaxo onucamu esemenmaptu ckyn ucxoda?
Howmo ne paszauryjemo xKoyke, onda Hu nopedax y ucroduma wuje buman. Taxo je,
Ha NpUMjEP
I = 1,$2 = 2,1’3 :0,$4 = 0,%5 = 0,566 = 0,

onuc ucxoda da cy nase dsuje deojke u jedna jedunuya. O6Y CUMYGUUJY MOHCEMO MOOE-
AUPAMU U HG caedehu Havun
*[ x| [ ||

IIpemxodno modesuparse je 3anpaso uCMOBjemHo Kao pacnopehusarve KYy2auya Yy Heke
Kymuge. YKOHKDEMHOM CAYUQTY, Pacnopehyjemo 8 Kyesuye Y Wecm passusumus KYymuja.

IIpernocTaBuMo f1a y HEKOj KyTHju uMaMo OecKoHadaH OpOj eeMeHaTra Koje pa3juKyjeMo
no Tunosuma. Heka je y Kruju n pasauantux Tunosa {aj,as,...,a,} TAKo Ja OJi CBAKOI THIA
a; TIOCTOju OECKOHATHO MHOTO ejieMeHaTa. VI3BOIMMO eKCIiepuMEeHT u3BJaderma k ejgeMeHaTa u3
KyTHje U YKEJIMMO Ja OIUIIEMO CKYIl MOTYNuX UCXOJIA.

SaMuCIUMO Ja HAKOH IIITO M3BaIUMO eJIEMEHTe, UCTe Pa3BpCcTaBaMo I10 oJroBapajyhum Ky-
THjaMa KOje HOCE HA3WB 110 BPCTHU eJIEMEeHTa. 3Ha4dd, y KyTH]y HA KOjo] IIHINE G] CTaBJbaMO CBe
eJIeMeHTe TOT' THIIa UTAKO peloM. Buammo, HaMa je Ha KPajy UCKJ/bYUUBO BaXKHO KOJIUKO HMA
eJleMeHaTa y THojeIMHUM KyTujaMa. Kao W y IpeTXoIHOM HPUMjepy, TO MOYXKEMO MOJE/THPATH
noMoly * U |, mpu 4eMy ycnpashe upmuye O3HAYABAjy 3UI0BE KyTHja, a CBaKa 36je30uta 1oje-
JuHadHu ejgeMentT. llomTo je ykyman 6poj pas3/iMmauTuX TUIIOBA eJieMeHaTa jeJHaK 1, TO 3HAYU
Jia Mopamo uMaTu n — 1 3uj, a k 3Bje3auna, jep ¢MO U3BaJUIU TOJUKO €JIeMEHATA.

CrakoM Moryhem MCXOy OATOBapa Pa3MduT PACIopes 3Wa0Ba W 3Bje3auma. llomro je
yKymaH Opoj mosunuja n — 1 + k, To 3HaYM Ja je mMOTPpeOHO CaMO OJIPEIUTH MjecTa Ha KOM CE
HaJjia3e 3ul0BH KyTHuja, imux n — 1. To Moxkemo ypagutu Ha

()=

W u3 mperxomHor WIAEHTUTETa BHUANMO Ja je CBejeHO a JIM OMpaMo IO3UIMje 38 3UJI0BE WJIN
3Bje3JIHIIE.

Kao mro cMo ypaguian y cirydajy KOIKH, HCTH KOMOMHATOPHHU 331aTaK MOYKEMO MOJETUPATH
Kao O6pOj HeHeraTUBHUX IjeJIOOPOjHUX pjelllerha jeIHAINHE

Ty +29+ ... +x, =k

IIpumjep 2.16 IIpemnocmasumo 0a umMamo wemupu Kruze ud Mamemamuke, Nem Krouaa
u3 usukre u deuje KrU2e U3 YMJEMHOCMU, KOJE HCEAUMO NOCMASUMU Ha nosuyy. [lodpa-
3ymujesamo 0a cy cee Kruze mehycobno padsuvume. AKo UL NOCMELAMO HA KOMNACTIHO
CAYHAJar HaMUuH, KoAuka je ejeposammona da he na Kpajy Oumu 2pynucare mo npeome-
muma?

a 6u pujewuan 06aj npobaem, Hanpuje Mopamo o0pedumu KoAuKy je Opoj enemer-
maprux ucxoda osoz exncepumerma. Ilowmo umamo yxynno 11 xrwuea u cee cy mehy-
cobro pasaunume, mo na ochosy Ipumjepa [2.10, sudumo da je yxynan 6poj navwuna 111
Jakane, |2 = 111. Hexa je A doealhaj “kruee cy epynucane no npedmemuma” Cad je




nompedro Npedbpojamu KoAUKO je Mehy 08UM eAEMENMAPHUM UCToduMa U3 §) OHUT KOJu
odzosapajy "nososrom ucxody”, odnocro onux xoju npunadajy ckyny A. Hajnpuje, 6poj
HAYUHA 04 NOCMABUMO Padaudume npedmeme y nudy je 3!, ¢ 0b3upom da umamo yxynHo
mpu npedmema. 3a cearxu od mux 3! pacnopeda, umamo yrympawree” nepmymayuje
mehy Krwuzama jednoz npedmema. Taxo umamo 4! nepmymanyuja Krouea ud mamemamausxe,
5! nepmymanuja xrouea us dusuxe u 2! nepmymayuje xKrouea ud ymjemnocmu. Yrxynuo,
6poj "nosowruxr” cumyayuja je 31514121, Cmoza, nodpasymugjesajyhu da je ceaxu ucrod y
Q jednaxo sjeposaman, umamo, na ocrosy Jleme[2.1], da je

4] 35l

~ i 0.000866.

P(A)

Oso snavu, da moocemo ouexusamu da he newmo suwe 0d 8 nyma y 10000 noxywaja

Krouze bumu 2pynucaHe no NPeoMemuma ako Ul pacnopelyjemo y HeKom npouscosHoM
pacnopedy.

|

Hakon nperxoamnom mpuMjepa, mojasibyje ce morpebda j1a pasMOTPUMO jOIII jelaH KOMOMHATOPHU
objexar. To cy jmmcre y KojuMa HIMaMO eJIeMeHTe KO CH ITIOHAB/bajy oApeheH yHampujes yTBpheH
6poj nyra. Ha npumjep, mocrap/pamMo nuTame KOJUKO UMa PA3JIHINTHX JIUCTH JTy2KUHE 4 ¥ KOjIMa
ce eJeMeHTH a 1 b moHaBsbajy 1o 2 myTa’? JeIHOCTaBHOM aHAJIM30M JIOJIa3UMO 0 3aKJbydKa Ja
Cy TO JIUCTE

[a,a,b,bl, [a,b,a,b], [a,b,b,al,
[b,b,a,al, [b,a,b,al, [b,a,a,b].

Hakie, uma ux 6. Y ommreMm ciydajy, umamo ciejuehu npobsiem. Heka je simcra jyxune n u
CacTaB/beHA je O]l eJIeMEHATa (v, A2, . .., yn, TAKO Ja ce «; mnojaBibyje k; myTa. CxomHO TOME,
nmamo n = ki + ke + ... + k,,. 3a mpebpojaBambe OBUX JINCTH MOXKE MOCTYXKUTH cieaehn
KOMOMHATOPHU Mpuk. 3aMUCIAMO Ja UMaMo "CKpuBeHO" O3HaYaBambe Ha eJIeMEHTUMA THIIA, (;
Tako Ja uX MeljycoOHO pas3jnKyjeMo. 3a IMPeTXOIHO JaTh IPUMjep, TAKO HMaMO, YMjeCTO JINCTE
[b,b,a,a] mcry [b,b? a',a?]. O oBe moceMme IMCTE MOYKEMO HAIPABUTH YKYIIHO 4 JIcTe Koje
oarosapajy pactopesy y jucru [b, b, a,al. To cy

[bl,bQ,al,QQ], [bZ,bl,al,a2],
bl 0%, al,a?), b1, 02, a2, al).

JacHo je ma je oBaj Opoj JUCTHU TOCTIEIUIA TIEpMyTallija eJleMeHaTa TUIla ¢ U TUia b HA CBOjUM

MjecTuMa, Ta je Taj 6poj ykymuo 2!2!. Cnudmo je m 3a mpeocTannx 5 JUCTH, TAKO J1a HA OBAj

HAYHMH 3aIIPaBo TeHepHIineMo cse Moryhe mepmyranuje ox 4 erxementa {b',b% a',a?}, a wux je
|

ykymuo 4!, To sHaun ma je 6poj pasIMIUTUX PaACIOpela jeIHaK a y OIIIITEM CJIy4ajy

n!
kilka! - k!




Ipumjep 2.17 "@ep” nosuuh ce baya mpu nyma u peeucmpyje ce HuU3 nuUcama u 2pbosa.
Koauxa je sjeposamnoha doeahaja da II caujedu I'? Ckyn esemenmapHur ucxoda je

Q) = {I77711, [T, JITI, TIOOL, TOO°T, TOT, ITIT, TTT).
Jlozatiaj xoju nac unwmepecyje je A = { I, I'IIII, I'IIT, I'TIT}. Jdakase,

_ A _4_ 1
PU)=gi=5=7

ITpumjep 2.18 (Ilapadoxc de Mepea) Bjepyje ce da je y cedammnaecmom sujexy ucmo-
puja Bjeposamnohie noveaa numarbem xoje je Gpanuycku naemul u cmpacmeenu Koukap
Jle Mepe ynymuo Iackany (Blaise Pascal, 1623-1662, wysenu dpanuycku mamemamuuap,
jedan 00 ocrusaua meopuje ejeposamuohe). e Mepe je uepajyhu mmozo nyma uzpy xoja
ce cacmojana Yy 6ayarey mpu KOUKe 3a u2py u cabuparey 6pojesa Ha HWUMG, KOHCMAMOBAO
da ce wewhe jasma 36up 11 nezo 12. Axo xao ucrode onuma nocmampamo mpojke 6pojesa
Koju ce nojasnyjy, 36up 11 dobuja ce y caedehux 6 cayuajesa

{67 47 1}’ {67 37 2}7 {5’ 57 1}7 {5’ 4’ 2}7 {57 37 3}’ {47 47 3}7
dox ce 36up 12 dobuja maxohe y 6 cayuajesa
{6,5,1},{6,4,2},{6,3,3},{5,5,2},{5,4,3},{4,4,4}.

Ha ocnosy osoza, cmampajyhu da cy mu ucxodu jednaxosjeposammu, e Mepe je 3axny-
wuo da ce doeahaju "36up 117 u "36up 127 mopajy nojassusamu ca (npubsusicro) ucmom
peaamusrom Ppersenyujom. Howmo je e Mepe excnepumenmanro ymepouo da mo nuje
CAYHQJ, HANUCAO Je NPUAUNHO SHYMUMO UHMOHUPAHO nucmo [lackary onucyjyhu cee xao
mamemamuyky un grand scandale”.

Hackan je pujewuo osaj "napadore” yrxasyjyhu na npesud Koju je Hanpasuo Gparuycry
koukap. Haume, /le Mepe nuje 60duo pauwyna da ce peyumo cayuaj {6,4,1} jasnwa 6 nyma,
jep umamo mpu Kouke, maxo 0a 08u 6pojesu Mo2y NEPMYMOBAMU HA HUMG. 34 PA3AUKY
00 o060e, caywaj {5,5,1} ce moorce jasumu 3 nyma:

5—5—1,5-1-5,1-5-5.

IIpebpojasajyhu cee ucrode na 06aj Havum, modtcemo ymepdumu da ce “36up 117 nojasnyje
27, dox ce 36up 12”7 nojasmyje 25 nyma. Yxynan 6poj esemenmaprux ucroda je 63, na
je onda

2, Ny 27 _ ”, N 25 —
P("s6up 117) = 716 = 0.125, P("s6up 12”) = 516 — 0.116.

Oso snavu da je e Mepe mopao uzeodumu eesure cepuje 0602 €KCnepumenma da 6u
youuo pasauky. Taxo je pujewer 0saj "napadoxc”, Koju uma UCMOPUCIKU 3HAYA] Y PA3BOTY
meopuje ejeposammohe. |



OcobuHe BjepoBaTHOCHe (hbyHKIIHje

YV 0BOj cekIMju HABOIUMO HEKe KOpucHe ocobune pyHKIMje BjepoBaTHONE. ¥ Ja/heM TEKCTY,
ca ) 03HaYaBaMO IIPOCTOP eJIEMEHTaApHUX MCXOa & BEeJIUKUM cIoBuMa aberiene A, B, ... norahaje

y Q.
JIema 2.3
(a) P(A°) =1—-P(A).

(6) Axo je A C B, onda P(A) < P(B).
IIpeyusnuge, y osom caywajy umamo P(B) =P(A)+P(B\ A).

(6) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).

Zloxas.

(a) Hekaje Ay = A, Ay = A°u Aj = (), 3a cBaxo j > 3. Cuujenu u3 nedunuipje sjeposarnohe
Ia
1=P(Q)=P(AU A°) =P(A) + P(A°),

qrMe ce joKasyje (6).

(6) Moxkemo nammcatu B = AU(B\ A). OBo je yHuja JucjyHKTHUX CKYIIOBa U PE3YJITAT OIIET
caujenu n3 nedwHUIAjE BjepoBaTHONE.

(8) Yunjy AU B moxkemo nanucarn kao AUB = AU (B \ (AN B)). Onasae canjenn

P(AUB) = P(A)+P(B\(ANB))
— P(A)+P(B)—P(ANB)

Ocobuna (a) je Beoma npupojaHa: AKo mocMarpaMo KOHKpeTHH joraljaj A npuimkoMm usBo-
Derma HEKOr eKCIEpUMEHTa, OHIA je jacHO Ja fie ce peanmsoBaru min A mwam A° Te crora cyma
oBe JBUje BjepoBaTHOhe Mopa Outn; 1.

Ocobuna (6) jennocraBHO Kaxke jia je BjepoBaTHOha peanmsaruje seher morahaj seha.

Konauno, (B) ce Moxke yHTYUTHBHO pasymjeru Ha cieinehn naunn. Kako moxkemo cymuparn
cBe BjepoBarHOhe u3 yHHuje ckymoBa A u B? Ilpocro, MoxKeMO cymMUpaTH CBe BjepoBaTHOLe u3
ckyma A, 3atum u3 ckyna B. MehyTuMm, y ToMm citydajy cabupamo JAyILIO OHe eJIEMEHTAPHE UCXOIe
Koju ce Hasaze y A N B, ma ux U3 TOr pa3jiora MOPAMO JeTHOM OJTy3€TH.

IIpumjep 2.19 Ocobuna (8) uz npemxodne aeme ce yonwmumu Ha YHujy euwe 00 d6a
dozahaja. Taxo, umamo

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(BC) + P(ABC).




Baucma, us AUBUC = (AUB)UC caujedu
P(AUBUC) =P(AUB) +P(C) - P(AUB)C)
Kaxo je (AU B)C = (AC) U (BC), sasicu
P(AUBUC) = P(A) + P(B) — P(AB) + P(C) + P((AC) U (BC)).
Mowmo je
P((AC) U (BC)) = P(AC) + P(BC) — P(ACBC) = P(AC) + P(BC) — P(ABC)

jep je ACBC = ABC, onda pesyamam caujedu. Osdje mpeba sodumu pauyrna da AB
sanpaso snayu AN B. |

2440 Baganu

2.1 43 wnuna 00 82 xapme wa cayuajar navun ce oupajy dsuje xapme. Hahu ejeposam-
nohy dozahaja A:

a. Hssyuene xapme cy ucmoe 3HaKa
6. H3zsyuene xapme cy xeuesu

6. Hszsyuene xapme cy eehe 0d 10.

Pjememe. Yaynan 6poj navuna 3a useaauere dsuje kapme je (322).

a.

6. Iowmo je yxynHo 4 xeua, oHda je O6POJ NOBOSLHUL HAMUHA (;l) To snauu da je mpasicena
ejeposammoha

p:@.

6. Ilowmo xapama eehuz 0d 10 uma yxynno 16 (J,Q,K,A y wemupu 6oje) onda je
16
(2)

p:@-

2.2 Yogjex uma y ueny n xoyuesa 00 Kojux camo jedar omeapa epama. Kmyuese pedom
sadu u3 uena, 6e3 epahara, dox ne Hahe odeosapajyhiu xmyyw. Hahu sjeposamnohy da he



KoYy Hahy y k—mom usesaueryy.

Pjememe. Cou xnyuesu ce moey pacnopedumu va N = n! navuna, npu wemy, axko je npasu Ha
k—mom mjecmy, ocmanu ce mozy pacnopedumu na (n — 1)! nawuna, na je

(n—1)!

1
b=—""F"=>
n! n

wmo 3navy da ne sasucu 00 k.

2.3 U3 epyne 00 5 bpannux naposa ce Ha cayuajar Havun oupajy 4 ocobe. Koauxa je
sjeposamnohia da wefie bumu yrpyueH Hexu 00 OpauHuUT naposa?

Pjememwe. Yxynan 6poj usbopa je (140). Hosomnu cy usbopu xo0d xojux ce 0d 5 naposa usabepy
4, 6 onda Yy c8aKoM 00aOPAHOM NAPY NO Jedar CYNPYNCHUK. 3Havu,

2.4 YV naxemy uam 20 xapmuuya odnaverux bpojesuma 0d 1 do 20. Kapmuue cy uzmuje-
WAHE U HG CAYHAJaH HaWUH ce udsaade deuje. Hahu ejeposamnohy p da cy ussyuene:

a. xapmuuye ca bpojesuma 1 u 20

6. "cycjedne" xapmuue.

Pjemieme. a.
1

p = 20 Y
(%)

jep je 6poj nosomnux ucxroda 1 00 moeyhux (220).

6. Cycjedne wapmuue cy obauka (i,i+ 1), 1 = 1,2,...,19. Bnavwu, maxeux naposa uma 19,
wmo npedcmas.oa 6poj nososHux 6poj ucxoda. axae,

2.5 V xymuju ce nanasu N xyzauua od xojux cy M 6ujese. Hsensauu ce cayuajno n
xyeauya. Hahu ejeposammnohy p da je mehy rwuma maurno m dujesud.
O<b<N,0<m< M, m<n).




Pjememe. Viynan 6poj mozyhux uszbopa je (]X) 00 M bujeaux bupamo m Ha (%) HAYUHE,
N—M

n—m

A [t
()

m

a 00 ocmasux N — M 6upamo n — m na ( ) HAYUHG, Na Je OPoJ MoBosHUL u3b0pa jednar

() G o) Harac,

2.6 00 20 haxa 4 cy odauvna. Ha cayuwajarn navwun ce gopmupajy deuje epyne od no 10
haxa. Hahiu ejeposammohy da y ceaxoj epynu 6yde

a. no 2 odaunna haxa

6. odaunnux haxa.

Pjemieme. Qopmuparsem jedne epyne, dopmupara je u dpyea, maxo da je ykynar 6poj moeyh-
HOCTA (%8)

a. I'pyny dopmupajy 2 0druuna u 8 0cmasur yuemura, a mo MOoHCEMO Ypadumu Ha (3) (186),
wmo 3nayu da je

- WE) +EE) +6) ()
(i) '




3 VYciaosHe BjepoBarnohe. Hezasucuoct norahaja

Y BjepoBarnohu, He3aBUCHOCT morahaja urpa Beoma BaxkHy yJsory. Hampumjep, xam Oa-
MO HOBUYMN JBa IyTa 3apeioM, OHJIA BjepyjeMO Ja Pe3yJITaT IPBOI HEMa HUKAKBOL yTHIIAja
Ha japyro bamame. Harre naTynTrBHO cXBaTame roOBOPH Jia Cy Ta jBa jporahaja mehycobno mesa-
BucHa. Mehyrum, mocroje curyaiuje y Kojuma peasu3aiuja jeJHor jorajaja U3BjeCHO yTUYe HaA
peanuzarujy apyror norabaja. Ilohumo ox jeamor npumjepa koju he HAC TPUOIMKUTH CYIITHHI
ycCJI0OBHe BjepoBaTHOhe 1 He3aBHCHOCTH Jorabhaja.

ITpumjep 3.1 V xymuju ce nasrasu N = 10 npouseoda 0d xojux cy 3 depexmna. Ceu
npouseodu cy nymepucaru opojesuma od 1 do 10, npu wemy cy depexmmnu 1, 2 u 3. Onum
CE CACMOJU Y CAYUATHOM U3BAaHEHY 6e3 epahatrea 2 npouseoda, jedan 3a dpyeum, U peau-
cmposary wurosux 6pojesa. Hexa je A dozahaj da je npsu uzabparu npoussod dedexman.
Ouuenedno je P(A) = 3/10. Hexa je B dozahaj da je dpyeu usabparu npoussod deder-
man. Jacro je da ejeposammoha dozahaja B 3asucu 00 ucroda npsoz u3saarerva, 00HOCHO
00 mozyhmocmu da ce A peaausosao uiu He.

Koauxa je sanpaso sjeposammoha dozahaja B? Hajnpuje, npumjemumo da ce cryn
eneMenmapHrur ucxoda mooice kodupamu xao (i,7), edje i # j wi,j = 1,2,...,10. Ha-
npumgep, ucxod (2,7) snawu da je uzeyuen 6poj 2 y npsom, a T y Opyz2om U3EAAUENY.
Hpumjemumo da o8aj ucxrod snawu da ce peasudosao dozahaj A anu wuje B. Jlaxo ce
youasa da je ykynan 6poj eaemenmaprux ucxoda 10 - 9. 3Ba dozahaj B umamo yxynmo
3:-2+7-3=3"-9 nosowrur esemenmaprur ucroda. Tume, ejeposammoha dozahaja B je

3-9 3
PB) =159~ 10 - FW
Osaj pesyamam P(B) = P(A) ne 6u mpebasro da cmeapa nedoymuue. Cmesap je y mome
wmo uspauyrasajyiv P(B) nucmo dodammo npemnocmasmsaiu o mome KaKkag je npeu
npouseod: deexmar UAU UCTPABAH.

IIpemnocmasumo da je npsu useyueru npouseod dedexman, mj. da ce dozahaj A pea-
auso06a0. Koauxa je ejeposamnoha dozabaja B nod npemnocmaskom A? Osznavwumo je ca
P(B|A). IHowmo je ykyna 6poj npouzsoda cmarvern na 9, a mehy ruma je 2 dedexmna,
onda je P(B|A) = 2/9. Jlakae, y cayuajy da 3HaMO da ce y npeom u3esauery decuo 0o-
eahaj A, onda je sjeposammoha dozahaja B (nod damum ycaosom, 00nocHo ycaed npomjere
oxoanocmu) jednara 2/9.

|




[Iperxonnu npumjep je TUNMYIHA WIyCTPaIlija KOHIEIITa YCJIOBHE BjepoBaTHohe. V meMmy je
WHTYUTHBHO 1 JIOTUYIKN jJACHO KaKO Ca3Hahe peaansaliije jeJHor gorahaja yTude Ha pean3aliu]y
apyror. MehyTum, To y mojenHIM cUTyalrjaMa Ipectaje ga Oyme ouuryenao. I[IpumMjepa pamm,
MOKeMO Jia pasMuribamo u 0 P(A|B) mTo je 3HATHO TeXKe WHTEPIPETUPATH.

ITpumjep 3.2 Kouka 3a uzpy ce baua dea nyma. Hexa je A doeahaj da je y oba bauarsa
nao napar 6poj, a B doeahaj da je 360p bpojesa y oba bayarea < 6. Koncmamyjmo

A={(2,2),(2,4),(2,6),(4,2), (4,4),(4,6),(6,2), (6,4), (6,6)},
B = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (2, 1), (2,2), (2,3), (2,4), (3, 1),
(3,2),(3,3),(4,1),(4,2), (5, 1)},

odaxne caujedu P(A) = 9/36, P(B) = 15/36. Kaxo pawynamu P(A|B). IHowmo 3namo
da je B ocmeapero, onda ce cxkyn ucroda pedyxyje na ckyn xoju uma 15 esemenama.
Mehy mum eaemernmuma, nahumo one Koju odeasapajy dozahajy A. Tu esemenmu cy
{(2,2),(2,4), (4,2), wmo y cmsapu npedcmasmwa dozahaj AB. Jlakae,

3 3/36 P(AB)

PMAIB) =35 = 15/36 _ P(B)

IIpemzodnu Hu3 jednarocm yradyje Ha namjepy 0a yeedemo Gopmysy 3a pauyHarse YCao6He
sjeposammnohe y 0bauKy
P(AB)

P(AIB) = 55

[Tocmarpajmo oapehenn ekcriepument, gorabaje A, B, y namjepu na paaynamo P(A|B). [Tpu-
OUIMKUMO TIPUPOTHOCT (OpyMyJIe JlaTe y IIPETXOIHOM IIPUMjepy WHTEPIpeTanujoM momMohy pe-
JaTuBHUX ¢pekBennuja. Heka ce y n nmoHoepeHux onuta gorahaju A, B, AB peanusyjy peaom
n(A), n(B), n(AB) nyra n Heka je n(A) > 0. Penarusna ¢peksennuja jgorahaja A y onurnma
y KojuMma ce peanusyje B je n(AB)/n(B). Mehyrum,

n(AB) _ n(AB)/n
n(B) n(A)/n

3aro je u cieneha nedpuHUMja TPUPOIHA

Hedununuja 3.1 [Ipemnocmasumo da cy A, B dozahaju y npocmopy esemeHmapHux
ucxoda Q u npemnocmasumo da je P(B) > 0. Veaosna ejeposammnoha dozaliaja A y odrocy
Ha dozahaj B je

P(AB)

P(B)

P(A|B) =

Kao u mTo cmo panuje Haracu/iv, KOHIIEIT YCJIOBHE BjepoBaTHONE je CYIITUHCKY PEIyKIINja
IIpocTOpa ejieMeHTapHuX ncxoia ) Ha Mamu 'yaumBep3yMm’ morahaja, perumo mexu sorabaj B.
Takohe, Bpujene u cee ocobuHe BjepoBaTHOCHE dyHKIHje P Ha TOM, Cy:KEHOM yHUBEP3YMY Kao
Ha OPUTMHAJIHOM.



HeneratusHoct. Ykosuko je P(B) > 0, oHga 09urIeHo Bpyje/Iu
P(A|B) >0,
3a cBaku jorahaj A C (.

Hopmanmsanuja. Bjeposarnoha csakor jiorahaja koju je nHajckyn ckymna B je 1.

_P(QNB) P(B)
POIB) = —5 5 = b = b

A muruBHOCT. 3a aucjyHkTHe forabaje Ay 1 Ao Bpujenn

P(AlUA2|B) _ P((A1UA2)QB> _

P(B)
_P((A41nB)U(A2nB))  PAINB)+P(A2NB)
- P(B) - P(B) B

B P(A2 ﬂB) P(A2 ﬁB)
T TPR(B) | P(B)

— P(A|B) + P(4y|B).

VenoBHe BjepoBaTHOhE Cy WecTO BeoMa KOPHUCHE IPUJIMKOM padyHama BjepoBaTHOhe ompehenor
gorabaja. Y Tom cMmuciy, cieneha Teopema je Beoma kKopucHa. lIpuje mero mro npehemo nHa
caMy Teopemy, HOTpebHa HAM je AepUHUIN]a HOBOT IIOjMA.

Hedbununuja 3.2 IIpebpojusa xorexyuja mehycoorno ducjymxmuux dozahaja By, Bo, . ..
ce Ha3UBa MAPMUUUIA CKYNG eaemenmaphus ucroda ) axo epujedu

U&:Q

ITpumjep 3.3 Hexa je Q = {1,2,3,4,5,6}. Tada je

By ={1,3,5}, By = {2,4,6}

napmuyujae ckyna €. |

Teopema 3.1 (Popmyaa momaane ejeposammohe) Hexa je By, Ba, ... napmuyuja
ckyna eaemenmaprur ucxoda 2, maxea da je P(B;) > 0 3a ceaxo i > 1 u nexa je A
npoussomar dozahaj. Tada je

P(4) = > _P(A[B) P(B)).




Loxas. Horahaj A moxkemo 3anmcaru momMoly IUCjyHKTHE YHU]je
A=(ANB)U(ANBy)U---

Chujenn

P(A)=> P(ANB;) =) P(A|B)P(B)
nomrro je P(AN B;) = P(A|B;) P(B;) 3a cBako ¢ > 1. [ |

CHary mperxojiHe TeopeMe MOXKEMO Haj0o/be OCJeTUTH y MaTreMaTHYKOM MOJeupaiby jgorabaja
ca pasrpaHaToOM CTPYKTYPOM ycJoBa. THIMYHa miycTpamnyja je u ciaelehu nmpumjep.

ITpumjep 3.4 Ilpogecop je npunpemuo 15 numara pacnopebere wa nocebme AUCTMUYE.
Cmydenmy odzosapa 10 numara. Ilma je ejeposamnuje: da cmydenm uszsyue “dobpy”
AUCTRUYY KGOQ U3BAGUU KAO NPEU UAU KGO Ipyeu no pedy?

Hexa je A dozahaj da cmydenm uzsyue dobpy sucmuyy xada usseravu npeu. Ovuziedno
P(A) = 10/15 = 2/3. Hexa je B doealiaj da useyue dobpy aucmuyy xada uzerauu 0pyeu
no pedy. Hexa je Hi dozahaj da je npeouseyuena aucmuya 6usra dobpa, a Ho dozahaj da
je ouna aowa. IHpumjerom dopmyare momanre sjeposammohe dobujamo

2 9 1 10 2

P(B) = P(B|H) P(Hy) + P(BIH2) P(H2) = 5 - 11+ 5 1= 5

Ilpumjep 3.5 Hexa je y mexoj nonyaayuju sydu sjeposamnoha da nojedunay, uma oope-
heny 6oaecm 1/100. ITocmoju mecm 3a mo obowerve koju je y 90% ucnapasan, y cmucay
da je sjeposamnoha da he pesyamam 3a 6oaecry ocoby dumu nodumusan 0.9 a gjeposam-
noha da hie 3a 3dpasy 6umu nosumuesan 0.1. IIpemnocmasumo da je xonxpemua ocoba X
NOOBPeHYMaA MOM MECNY UMAAG NOSUMUBAH DESYAMAM, WIMO je NPOMYMAYUALGL HA CAe-
dehu navwun: “Pesyamam mecma, koju je mayan y 90% cayuajesa, je 6uo nosumuean. To
snayu da je ejeposammnoha da cam cmeapro obosuo maxohe 90%.

Mehymum, 060 je noepewno pasmuwsare. Y cmsapu, ocoba X mpeba da mpasrcu
ycaosHy ejeposammohy mocmojarea oboserba axo je mecm no3umusean. IlIpemno-
CMaeKka 2080pu 0 Hewem caceum dpyzom. Ona 2060pu o ejeposamnohu da je mecm no-
3umusan, axo je 6oaecm npucymma. Y npuryuny, P(A|B) nuje ucmo xao P(B|A).

Hexa je cada A dozahaj da je ocoba X 6oaecrna, a B dozahaj da je mecm nozumu-
san. Ocoba X je saunmepecosana 3a ycaoswy ejeposamnohy P(A|B). Ipemnocmsxa nam
2060pu da axo je ocoba boaecha, onda je sjeposammoha da je mecm nozumuean 0.9. Jla-
kae, umamo P(B|A) = 0.9, P(B|A¢) = 0.1, a P(4) = 0.01. /la 6u uspauyraau P(A|B)
xopucmumo Teopemy y uspauynasary P(B)

P(AN B) P(B|A)P(A)

P(A[B) = B(B) ~ P(BIA)P(A) £ P(BIAP(a) — 0

3amo je ejeposammoha da je ocoba Koja uMa NO3UMUSAH PESYAMAM HA MECMY CMEAPHO
bosecna jednaxa 0.09. Oso, 3a mpenymax, useseda ancypoHo, AU HUje Mewro 0amu




objawrverve. Ilowmo je 6oaecm pujemira, muoz0 je sehiu 6poj 3dpasux 0d boaechuz. 3amo,
MHo20 je eeha ejeposamnoha da je X 3dpas, a da je mecm 6uo modumusan, Hezo da je
boaecman, a da je mecmuparbe a0 UCIPABAH PE3YAMaAm.

|

Texuuka KOjy CMO NPUMjEHUIN y IIPETXOJHOM IHPUMjEPy je cueryjajiaH ciydajaH ciejeher
TeHEePAJIHOT Pe3y/ITaTa.

Teopema 3.2 (Bajecosa gopmyaa) Hexa je By, Ba, . .., By, napmuyuja ckyna eaemenmap-
nuz ucroda ) maxo da je P(B;) > 0 3a 1 <i < n, unexa je A npoussonman dozahaj maxas
da P(A) > 0. Tada je 3a ceaxo i,

P(A|B;) P(B;)
P(Bi|A) = — .
(BiA) = S PaiB) P(B)
Jloxas. Vmamo
P(B;n A) P(A|B;) P(B;)
P(B;|A) = -
B =" = S, paB) P(B)
IITO JIMPEKTHO Canjeu Ha ocHOBY nedununuje u Teopeme [3.1] [ ]

Crenehu npuMjep je uaTepecanTHa npuMjeHa bajecose dopmyiie.

Ilpumjep 3.6 IIpemnocmasumo da umamo dsuje xymuje. Ilpsa kymuja cadocu deuje
bujene u mpu naase aonme, 0ok dpyza Kymuja cadpsicu mpu naase aonme. Hzearauumo
nPoU36OHHY AONMY U3 Npee Kymuje u npebayamo y Opyey. Haxon moea, u364aMUMO
npoussomny sonmy us dpyee xkymuje. Koauxa je ejeposammoha da hie maxo ussyuena
aonma eumu naasa? Ha 6u 002060pust Ha 060 NUMAE, HANPUjE MOPAMO OePUHUCATIU
002060pajyhiu, NPOCMOP EAEMEHMAPHUT UCL00a £ Kao

Q= {(b7 b), (w,b), (w, w)}v

2dje uczod (b,b) snavwu da cy useyuene deuje naase, ucrod (b,w) da je npso uszeyuena
nAGea a 3amum oujesa umd. Jacho je da 08U eseMeHmapru UCTooU HUCY jedHaK0BJepo-
samnu. Kaxo pauynamu ejeposammohe 3a ose eaemenmapre ucrode?

Hexa je A dozahaj xoju osnauasa da je nocaedroa usdsyuena sonma niase boje, 00HOCHO
A ={(b,b), (w,b)}, a nexa je B dozahaj da je npsoussyuera sonma naasa, odHocko B =
{(b,0)}. Jacno je da P(B) = 3/5. Axo je npsoussyuena aonma naasa, ona ce cmasnha y
dpyey xymujy y xo0joj onda uma wemupu naiase sonme. 080 snavwu da dpyea AonMa Kojy
UBBAGHUMO MOPA OUMU NAAGA WMo ce 3anucyje kao

P(AB) = 1.

CAUYHO, UMAMO

. 3
P(A|B) = 7.




Ha cocrosy meopeme o momaaroj ejeposammuohu, caujedu

3 3 2 9
P(A)=P(A|B)P(B) +P(A|BOP(B)=1-—+--=-=
(4) = P(AIB) P(B) + P(A|BY) P(B%) = 1- 3 + 2. 2 = =
WMo je 002060 HA OCHOGHO MUMAILE.
Hanwe, umamo da je
3 1
P({w,b}) = P(4) = P(B) = =, o P({w,w}) =1~ P({w,b}) - P(B) = 1.

IIpumjep 3.7 V xymuju ca pesepsrum djesosuma je 5 Hosuxr u 8 cmapa Koju ce He
pasaukyjy no usdaaedy. Cayuajno ce bupajy dea dujeaa U KOPUCE U3BJECHO BPUJEME,
nocae weza ce epahajy y xymujy. Kacnuje ce onem cayuwajno bupajy 0sa pesepsna oujea.

a. Hahu ejeposamnohy da cy oba dujesa usabpara y nocaedrvem buparey nosa (dozahaj

A).

6. Axo cy odabparu dujenosu y nocaedrem OGupary Hosu, Koiuka je ejeposamuoha da
cy y npsom bupary busu cmapu?

a. Jlpyeo ussaauere 3asucy 00 npsoe, na Yeodumo runomese xoje ce odHoce Ha NPeo
usenauerve: Hy - 06a dujena cy nosa, Ho - jedan duo je wos, dpyeu cmap, Hz - oba cy
cmapa.

%_;Q’P(HQ)_%()I)_;’P(H@—E;—;

P(Hy) =

Konemamyjyhu da axo cmo y npsom u3eaauery ussykiu Hoe duo, on he ce 3a 0pyeo
U3BAGUEIHE MPEMUPATNU KGO CMGPU, UMAMO

()

4 5
=3 iy =8 = 8 prayy = 1 10

@ 28 () () 2

P(A|H,) =

Uz opmyae momanre sjeposammnohie

P(A) = P(A|H,)P(H,) + P(A|Hs)P(Hy) + P(A|Hs)P(H;) = % = 0.1913.

6. Oso je munuyan npumjep 3a xopuwheroe bajecose gopmyne




ITpumjep 3.8 Mehy 1000000 nosuuha y xymuju jedan je uckosan maxo da je Ha obje
empane nucmo (II), dox cy ocmaau "gep". Hexo caywajno ysuma nosuuh us kymuje u
baua 2a 10 nyma. Koncmamyje ce da je y ceux 10 bavaroa naao I1. [Ima je sjeposammnuje:
da je bavan "gpep" uau "daruw" nosuuh?

Hexa je A dozaliaj da je cayuajno uzabparu woswuh "garw”, a B dozahaj da je 10
nyma yaacmonue naaro nucmo (II).

Jacro je da je P(A) = 107%. Haxo 6u, na ocrosy docmynmuz nodamaxa mozau u
Konkpemmno da uspauynamo epujednocm P(B) xao

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°),

mo Yy 060oM cayuajy nehe bumu Heonxodro.
Haume, us Bajecose dopmyne, umamo da je

_ P(A)P(B[A) ‘ e gy — PA)P(BJA?)
P(A|B) = P(B) dox je P(A°|B) = P(B) .
Caujedu
10
P(4]B) _ 2 ~ 0.001,
P(A¢|B) 106 -1
wmo 3nawu da je P(A°|B) oko 1000 nyma sjeposammuju od P(A|B). [

HezaBucuoct morahaja

Haxon mTo cMo geduwrMCaM yeaoBHY BjepoBaTHONy, Moryhe je medpwHUCATH TI0jaM He3aBH-
cuux gorabaja. Uuryurusno, na 6u jgorahaju A uw B Ounu He3aBuCHH, BjepoBaTHOha norahaja
A ce He cMHje IPOMUJEHUTH y CJy4ajy peajusanuje u gorahaja B. Y TepMuHHUMa yCJIOBHE
BjepoBaTHOle, cimjeu ma cy porabhaju A u B nesasucuu ako spujenu P(A) = P(A|B).

Mebyrum, oBa nedununuja Huje 3ag0Bosbasajyha us japa pasiora. IIpsu je To mro P(A|B)
nuje nedunucano ako je P(B) =0, u apyru je taj mro gedununmja He 6u 6uia CUMETPUYIHA Y
onuaocy Ha A u B. Crora, He3aBUCHOCT JepUHAIIIEMO Ha ciejiehn HadwH.

Hedbunnnmja 3.3 Jozahaju A u B cy (mehycobro) nezasucHu axo spujedu

P(AN B) = P(A)P(B).

Yonwmenuge, doeahaju Ay, As, ..., An cy He3asucHu axo epujedu
P(() 4;) =[P4y
jeJ jeJ
3a ceaxu nodckyn undexca J C {1,2,...,n}.

IIpumjernmo na y caydajy P(B) > 0, onna uz P(A|B) = P(A) caujenu

P(ANB)

P(B) = P(A) onnocao P(AN B) =P(A)P(B),




IIITO MMOTBPhyje CMUCIECHOCT MPETXOIHO JaTe JiebUHUIIH]E.

IIpumjep 3.9 Ha cayuajar navun, useaauumo jedny xapmy us cxyna od 52 xapme. Hexa
je A dozahaj da je usabpara xapma dama, a B dozahaj da je uzabpara xapma mped. Tada
je P(A) = 4/52 = 1/13 u P(B) = 13/52 = 1/4. Joeahaj AN B odzosapa cumyayuju
da je useyuena kapma dama mped, a sjeposammuoha moez dozahaja je owuzaedno 1/52.
Vnopehyjyhu ose susuvunre, caujedu

P(A)P(B) = P(AN B)

u 3amo, Ha ochosy depunuyuje, caujedu da cy dozahaju A u B wesasucnu. Haxo osaj
peayamam ude JJesuUMUNHO NPOMUB HAWE UNMYyUYUje, objawrberve nocmoju. Haume, yko-
AUKO 8aM je peueno 0a je u38yHeHa Kapma 0ama, MUuMmMe ce Wi Ha KOJu Havuh He yeehasa
sawe ca3narbe 0 mome 0a AU je Kapma mpep uiu He. |

IIpumjep 3.10 Excnepumenm ce cacmoju y bauyary dea gep noswuha u pe2ucmposary
pesyamama. Cryn esemenmapHuT ucroda je HapasHo

Q={IT, I I, III}.
Pasmampamo caedehe dozahaje
A=A{rr,ri}, B={IT,1I'}, C ={I'll II}.
Caugedu P(A) = P(B) = P(C) = 1/2. Taxobe,
P(AN B) = P({IT}) = i P(ANC) = P({I'T}) = i P(BNC) = P{IIT}) = i
3a cad, useseda xao da cy A, B,C nesasucnu dozahaju. Mehymum, sudumo da je
ANBNC =0usamo P(ANBNC)=P(0) =0+#P(A)P(B)P(C).

Cmoea, A, B,C nucy nesasucru dozahaju. |

IIpumjep 3.11 (Pohendancru napadorc) Oso je kaacuyar npumjep u osdje je, usmehy
ocmanoe, da O6u 8ac wa Hexu HavwuH usnenaduo. Ilpemnocmasumo da umamo r YU Y
cobu. Ilodpasymujesamo da cy rwuxosu pohendaru pacnopehenu na cayuajar HawUH MOKOM
200une (nodpasymujesamo da 200una uma 365 dawna). ame, cmampamo da cy dozahaj
“ocoba X uma pohendan wa dawn p1” u dozahaj "ocoba Y uma dozahaj nwa dan pa” mehycobro
nezasuchu. Koauka je ejeposammoha da deuje ocobe y cobu umajy pohendarn ucmoe dara?

IIpemnocmasumo da cy ocobe nwymepucane bpojesuma 0d 1 to r. Kopucmehu Jlemy
ysjeperu cmo da nocmoju (365)" moeyhux korexyuja pohendana. Osnavumo ca E(i,y)
dozahaj da ocoba i uma pohendan wa dan y, edje jet =1,...,r uy =1,...,365. Ha ocrosy
dame Hezasucrocmuy dozahaja caujedu



P (ﬂ E<z',yz->> - [P = (55)

060 31auu da ceu mo2yhu ucrodu excnepumerma umajy jednaky sjeposammohy. 3amo,
dosowHo je Hahu 6poj onux ucroda maxo da ce dsa pohendarna we noksanajy. Bjeposamnohia
da ce dea pohendana ne nokaanajy je

365 -364--- (365 —r + 1)
365"

Oso ce objawrvasa wa caedehu navwun. Hexa je 'nosoman ucrod” excnepumerma da dea 00 r
pYOU Yy cobu nemajy pohendarn ucmoz dana. Bpojumo KoAUKO YKYNHO UMG MAKEUT HU3OBA.
IIpsu wosjex mooice umamu pohendar na 6uro xoju 00 moeyhux 365 dana, dpyeu moorce
umamu 6unro Koju dan cem osaj xoju je eeh odabpar 00 npeoe, daxse 364, mpehu Ha 363
umo. VYrynno, "nosownux dozahaja” uma 365 -364 - - (365 —r +1). Ckyn esemenmaprux
uczxoda je seaunune (365)" u mume pesyamam dupexmmo caujedu na ocnosy Jleme .
Cada je mozyhe nposjepumu da je gjeposammoha da dsuje ocobe umajy pohendan ucmoe
dana marva 00 1/2 sanpaso 3a r = 23. 060 je Ha neku Hawur eoma ustenahyjyhu pesya-

mam da je ejeposammnoha da ce y ckyny od 23 wosjexa Hahy dea ca ucmum pohendarom
eeha 00 1/2. [

Ilpumjep 3.12 Ilosnamo je da je y 10 bauarea xouke 3a uzpy naaa bap jedna jedunuya.
Koauxa je sjeposammoha da cy nanse bap deuje jeduruue?
Hexa je A dozahaj da je nanra 6ap jedna jedunuuya, a B 6ap dsuje jedunuue.
P(AB°) P(AB®)
PB|A)=1-PBlA)=1—-——F—F=1— ————.
Howmo je AB® dozahaj da je y 10 6auarva naaa mayno jedna jedunuua, a oHa MOdHCE
nacmu Ha 6uso xojoj od 10 nosuvyuja, onda je

P(AB®) =10-

=
7 N\
S| Ot
~__~

©

Konauno, pauwyrajyhu npemodro u

P(A%) =1 — (2)10

caujedu da je

P(B|A) = 0.61448.







4 Ciyuajue mpoMjeHJbUBE

YecTo cy pe3ysiTATH HEKOT €KCIIEPUMEHTa Maibe OMTHU O IOC/IEINIA KOje OHU IIPOU3BO/IE.
Hampumjep, Konkap HHUje TOJUKO 3aMHTEPECOBAH 38 CaM HCXOJ UI'PE Y KOjOj YIeCTBYje, KOJIUKO
3a mUXoBe (puHaHCHjcKe nocseaure. Jlakie, Kolkap je IPBEHCTBEHO 3aMHTEPECOBAH 3a jeIHY
dyukiumjy ucxona nrpe. TakBa pyHKIIIja, KOja MpeCcIMKaBa CKYI UCX0/1a Y HEKU CKYIl PEATHIX
OpojeBa ce HA3WBa CJAy4YajHa IIPOMjEHJbUBA U TO j€ Y IPUHIIUIY TEMa OBOT IIOTJIABIbA.

Hednannuje. PyHKIMja pacHogjeae

IIpernocrasumo ja Garmamo ¢gep Hophimh n myra. CBaku IyT KaJi IajHe MHCMO, U3TyOUMO
jelaH eBpo, a KaJi majiHe ryiaBa JobujeMo jeman espo. llpocTop efreMeHTApHUX HMCXO/a OBOT
ekciiepuMenTa cy ypehene n—ropke w = (w1, .. .,wy) Taje w; € {—1, 1} npejacrasiba ncxos i—ror
banama, pu dyemy —1 cumbosusyje nucmo, a 1 riaBy. [Ipumjerumo jga mpocTop esleMeHTapHUX
ncxoza MoxkeMo ckpaheno samucarn y obsiuky {—1,1}". Ilomro Hac nmpumapHO MHTEpecyje
Kpajibu (PUHAHCHJCKHA PE3yJITAT OBOT E€KCIIEpUMEHTa, OHJa hemo medunmcarn GyHKIHjy, Koja
nedpunnire Hamry “cpehy”’, X : Q — IN nva ciienehn Havunn

X(w) = Z wj
i=1

HakJte, mam gobutak je jnedunucan npomjerspuBoM X . TakBa npecinkaBama ce HA3UBAjy
cJiy4yajHe ITPOMjeHJbUBE.

Hedbununuja 4.1 Cayuajra npomjersusa X je npecaurasare ud CKYna eAemermap-
nux ucwoda Q y exyn peasrus bpojesa R, maxso da X ~1(t) C €, sa ceaxo t € R.

ITpumjep 4.1 Jlonma ce baua y Kous dok ce e nocmueny 2 nozomxa, uau He useedy 4
bauarea. Hexa cayuwajna npomjennusa X mpedcmasna 6poj bayarsa, a Y 6poj npomauia)a.
Hunw je da onuwemo ckyn esemenmaprux ucxroda u Ha wemy odpedumu X u'Y . Hajnpuge,
o3nauumo ca 0 npomawag, a ca 1 nozodax. Tada je

Q = {11,101,011, 1001, 1000, 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101}

IHpecauxasarwa X u'Y mootcemo npedcmasumu y caedehoj mabeau




11| 101 | 011 | 1001 | 1000 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101

X121 3 | 3| 4 | 4 | 4 | 4 | 4 | 4 | 4 | 4
Yol 1| 1] 2] s8] 4] 3] s8] 2] 3] 2

IIpema mome, mozyhe pearusayuje 3a X cy 2,3 ud a3ayY cy0,1,2,3 u 4. Hanpumjep,
{X <2} =0, {Y <2} ={11,101,011}.
|

IIpumjep 4.2 IIpemnocmasumo da wymuja cadpotcy 12 mpedmema 00 xojux cy 3 de-
gexmua. M3 xymuje udsaawumo Ha caysajor wavwur 3 npoudsoda. Hexa je X cayuajna
NPOMJEHHUBA KOJa MPedcmasnva 6poj deekmHux npoudsoda y mom u3eyueHom cKkyny oo
mpu NPouseoda.

Jacwo je da je 6poj esemenmaprur ucroda (132) = 220, a ckyn epujednocmu xoje X

moorce ysemu je {0,1,2,3}. [ |

Tunuano, ciaydajue TpOMjeH/PUBE Ce 03HAYABA]Y BEJIUKHUM CJIOBUMA IIPU JTHY €HIVIECKOT aJl-
dabera, kao X,Y win Z. Y npuHIuiy, Hajuenihe cMO 3aMHTEPECEOBAHU 3a BjepoBaTHONy a
caydajHa npoMjeHsbuBa uma onpeheny Bpujeqnoct. Hamnpumjep, narepecyje Hac BjepoBaTHOhA

P{w: X(w) =xz})
Ja caydajHa BeamunnHa X uMa spujeaHoct x. Camjeau HEKOJIMKO BPJIO BayKHUX JAedUHUIM]a Y

KOjuMa JepUHUIIEMO KJbYIHE IT0jMOBE Be3aHe 3a TeMy CJIYIajHUX [TPOMjeH/bUBUX.

Hedbununuja 4.2 Pacnodjeaa s8jeposamnohe cayuajrne npomjersuse X je dymk-
yuja px : R — [0, 1] depunucana na caedehu navwumn

ITpumjep 4.3 Hoswuh ce baua mpu nyma. Odpedumu pacnodjeay ejeposammohe cayuajme
npomjerpuse X K0ja 6Poju NOJABHUBANHG NUCMA Y TOM EKCNEPUMEHMY.

Hajnpuje, youasamo da ce nucmo moorce nojasumu 0,1, 2 uau 8 nyma. Crdno mome
paryHamo sjeposammohe

wmo je ejeposammnohia dozahaja {I'T'T"}, odrnocro dozahaja da je 2pb nao mpu nyma. 3amum

UMAMO CAYSA]
1 3
P(X=1)=3 <2> ,

wmo odzosapa dozahagy {III'T, I'IIl, I'TII}. Axo je nucmo naao dsa nyma, onda je ejepo-

samnoha
1 3
P(X=2)=3 <2) ,




jep mo odzoeapa doeahajy {IIIII, III'II, I'IIT}. Ha xpajy, umamo u doeahaj {IIIII1}, a

1wee08a gjeposammoha je

Tume cmo dobusu pacnodjeny ejeposamnohe 3a npomjensusy X, a wmo yoobuuajero u
cxpaheno 3anucyjemo xao

X ( 0 1 2 3 )
: 1\3 1\3 1\3 1\3
()" 3(2) 3(3)° (3)
npu Yemy cy Yy npseoj epcmu epujedHocmu Koje yauma npomjersusa X a y dpyeoj 00206a-
pajyhe ejeposammohe. |

IIpumjep 4.4 Kouxa ce baya mpu nyma. Odpedumu pacnodjeny sjeposamnohie cayuajHe
npomjenpuse X Koja 6poju MOjaABHUBAHLA YEMBOPKE Y MOM EKCNEPUMEHMY.

Hajnpuge, youasamo da ce wemsopra mooice nojasumu 0,1, 2 uau 8 nyma. Cxdno
MoMe PaMYHaMo 6jeposamHone

5
jep je sjeposammoha da nadue 6poj Koju Huje wemeopkra jednara 5 Cauuno, dobujamo

P(X_l)—S-é-<2>3,

JED UMAMO HEMBOPKA MOdHCE NAcmu Yy buso Koja 00 mpu bayarea, sjeposammoha da nadne

Yemeopka je —, a mewee wmo nuje yemeopka —. Axo je wemeopxra naasa dsa nyma, onwoda
6 6

P(X=2)=3 <é>22

Ha xpajy, ejeposammoha da wemsopra nadne mpu nyma y3acmonuuye je

je sjeposammoha

IMpumjep 4.5 U3 xymuje ca 100 apmurara mehy xojuma uma 8 HEUCNPAGHUT, U3BYUEHO
je odjednom 5 padu xowmpone. Odpedumu pacnodjesy cayvajHe NPpomMjeHspUsEe - bpoj Heu-
CNPABHUT Y Y30PKY.

Hexa je nocmampana cayuajna npomjennusa X . Bpoj navwura da y cxyny od 5 apmu-




xana umamo k HeucnpasHuxr je

8 92
k)\6—-k)’
2dje je k uz cxyna {0,1,2,3,4,5}. Viynan 6poj navwuna da nanpasumo y3opar 00 5 apmu-

100
xaaa u3d epyne 00 100 je 5 >, na je cmoea jeposammoha

P(X =k)= <’8f><59—2k>
4

, sake€{0,1,2,3,4,5}.

Hedbununuja 4.3 Pynrxuyuja pacnodjene cayuajre npomjensuse X je dyrxuyuja
Fx : R — [0,1] depurucana na caedefiv navun

Fx(z) =P(X < x).

Hamomena: V jemnom Opojy Kibura u3 BjepoBaTHOhe, QyHKIIHja paciojjesie je apyraduje me-
dunnCaHA, KAO

Fx(z) =P(X < x).

Opa MaJja pasimka y JedUHUIIjH yTHIe 3HAYajHO Ha 0cobuHe (PYHKIHje paciojjeie O KOjuMa
hemo roBopuTn KacHwuje.

Ilpumjep 4.6 IIpemnocmasumo da cayuajua npomjerusa X ysuma epujednocm 1 ca
sjeposammohiom 1, oonocno P(X = 1) = 1. Qynuruuja pacnodjene je onda dama ca Fx(x) =
lsax>1uFx(x)=03ax <1. IIpumjemumo da je o6a Ppynruyuja nenpexuona ca decre
cmparne Yy mawky 1, aiu Huje ca aujese cmpane. |

Ilpumjep 4.7 Pazmompumo caysajny npomjensusy X 3a xojy epujedu

1 1 1
P(X:I):2, P(XZQ)ZZ uP(X=3)=-
Qynxyuja pacnodjese 3a X je
0 axo r < 1,
1/2 axol <z <2,
Fx(z) =1 / -

3/4 axo2<x <3,
1 axoxr > 3




Ilpumjep 4.8 IIpemnocmasumo da bayamo gep Hoswuh n nyma. Bpoj esasa je pezu-
Ccmposar npeko cayvajre npomjersuse X . Pacnodjesa ejeposammuohe cayuajre sesunure

je
n
k) = 27"

px(t) = ()2
sa k=0,1,...,n upx(k) =0 3a cee ocmane spujednocmu napamempa k. 3amo, dyrk-
yuja pacnodjene

n
F ="
0= ¥ ().
0<k<[a]

3a0<xz<n; Fx(r)=03ax<0; Fx(z)=13az>n. [

OcobuHe dyHKIEje pacriojjejie cjayvajHe MPOMjeH/bUBe

Creneha nema he mHam moMohu y JOKa3uBarby HEKUX O HAJBAXKHUJUX OCODMHA, (DyHKIH]je

pacrojjesie ciy4dajue npoMjerbuse X .

Jlema 4.1
(a) Heka je Ay C Ay C A3 C ... nusd pacmyhuz doeahaja. Tada 3a
o0

A= U A; epujedu
=1
P(A) = nh_}rgo P(Ay).

Osa ocobunra npedcmasna HenpexudHocm ejeposammohe y o0nocy Ha HU3 pa-
cmyhux dozahaja.

(6) Hexa je By O By D Bs D ... nus onadajyhuz dozahaja. Tada 3a
o

B = ﬂ B; spujedu
=1
P(B) = lim P(B,).
n—oo

Osa ocobuna npedcmasnpa HenpexudHocm ejeposamuohe y odnocy Ha Hu3
onadajyhux dozahaja.

Jlokas.  (a) Moxkemo Haicaru

A:A1U(A2\A1)U(A3\A2)U....




IIpumjernmo 1a je oBo yaHja MehycobHo maucjyHKTHUX mAorahaja, Te je 3aTo

P(A) = P(A1)+ZP(A1'\A¢71)
=1

= P(A)+ lim > (P(4) — P(Ai-1))
=2
= lim {P(Ay) +P(A2) = P(A1) + P(A3) = P(A2) + ...

= +P(A) ~ P(A, 1)} = lim P(4,)

(6) Hdedwunummmo C; = By \ B;, 3a ¢ € IN. Jacno je na je oBako jnedunncan HA3 CKymnmoBa
neomnaajyhu, onaocuo C; C Cih1, @ € IN, a Bpujenm

B\ B = GC’
i=1

U3 nedunuimje comjenu ga P(C,) = P(B1) — P(B,,). Ha ocnosy (a) umamo

P(B1) —P(B) =P(B;\ B) = lim P(C,)=P(B;) — lim P(B,),

n—oo n—oo

oJlaKJie Caujenu TBpheme.

Teopema 4.1 Qynxuuja pacnodjese Fx cayuajne npomjenuse X uma caedehe ocobure

(a) lim Fx(z)=1;

T—00

(6) lim Fx(z)=0;

T—r—00

(8) Fx je pacmyha dynkyuja, o0nocro ako

r <y, onda je Fx(x) < Fx(y).

(2) Fx je nenpexudna ca decne cmpane.

(d) P(X >x)=1—- Fx(x);

(h) Pz < X <y) = Fx(y) — Fx(z);
Zoxas.

(a) ¥Yammmo na je A; = {X < i} ={we Q| X(w) <i}. 3ai— oo, cimjeru A; 19, na
saksbydaK camjenn us (a) Jleme [4.1]

(6) Hokasyje ce Ha aHajoraH HaYMH Kao y a, omner kopucrehu (6) Jleme

(B) Us = < y, ounrnenuo caujeru na {X < z} C {X < y}, a tume je P{X < z}) <
P{X <y}), omnocno Fx(x) < Fx(y).




(r) Heka je x npousBosban peasian 6poj, a &, IPOU3BO/bAH HHU3 TaKaB Ja T, | x. Oun-
riiesino je ga je B, = {X < x,} onagajyhu uus norabaja, u Bpujenn

{(X <z} =({X <z}

n=1
Ha ocuosy (6) Jleme [i.1] caujenn

Fx(z) = lim Fx(x,),

n—0o0

quMe je TBpheme J0Ka3aHo.
(m) Kako je {X >z} ={X <z} onna ciamjenn

P(X > ) = P({X < 2}°) =1 — Fx(x).

(h) Tomro je {zr < X <y} ={X <y} \{X <z}, onga

P(z < X <y) =Fx(y) — Fx(x).

JlnckpeTHe ciydajHe MPOMjeH/bUBE

Y oom naparpady hemo ¢ ebaBUTH CJIyUajHUM IIPOMjEHJ/BUBUM KOj€ CJIUKAjy IIPOCTOP HC-
XO07a Ha KOHAYaH WM UpeOpojuBo OeckKOHadYaH CKyIl. TakBe ciaydajHe TPOMjeH/bUBE 30BEMO
auckperauM. Pacrosjesy BjepoBaTHOha y Caydajy AUCKPETHE CIydajHe IpoMjeHsbuBe Moryhe

je IpejCcTaBUTA HA HAYUH
I xI9 e
X =
( p(z1) plx2) ... >

Jlako je youuTu jJia je y ciydajy JMCKpPETHE pacrojjesie, oarosapajyha dyHKIMja pacrojjese
CTeleHacTa.

BepnynunjeBa ciay4dajHa nmpoMmjeH/bUBa

IIpernocraBuMo 18 M3BOAMMO €KCIIEPUMEHT Oallaiba HeCUMETPUIHOI HOBYHMhA, TAKO 1a je
BjepoBaTHOhA & TaJHe TJIaBa P, OJHOCHO mucma 1 — p. BepHynujeBa ciiydyajHa IpOMjeHIBUBA
yauma jsuje Bpujegnoctu 1 u 0, y 3aBUCHOCTH OJI TOTa JIa JIX je TaJja IlaBa WM ITUCMO.

Y 1 ako je maja riasa ,
0 ako je maJjio nNucmo.

Onpya je pacnogjena BjepoBaTHONe ciydajHe mpoMjeHsbuBe X
() = P ako r = 1,
N p akox = 0.

MNako Beoma jeanocrasHa, bepHysujeBa ciiydajHa IpOMjeH/bUBa je BeoMa BazkHa. OHa onucyje
CBe OHE KMBOTHE CHATYyallfje Koje MOTy UMaTH caMo JIBa MCxoja. Hampumjep,




e Crame TesiedOHCKe JUHUje MOYKe OUTH UJIH CJIOO0AHO Un 3ay3€TO.
e Ocoba Moxke OuTH Wian 3ApaBa uin 6oJecHa y onHOCY Ha ojapeljeHy 60JecT.

e Heko je uiau moap2kaBajiall ujid MPOTUBHUK OpeeHOr MOJUTUYIKOr KaH/IM1aTa HA W3-
bopuma.

KombunoBamem Buiiie BeprynnjeBux ciaydajunx MpoMjeH/bUBHX, MOTyhe je KOHCTpyumcaTn
KOMILJIMKOBaHUj€ CJIydajHe IIPOMjeH/bUBE.

Hedbununmuja 4.4 Unduxamop I dozahaja A je cayuajna npomjennsusa deurucana ca

1, wed
IA(W):{O wi A

Jaxne, {Ix =1} = A, {I4 =0} = A u pacnodjera

fa ( o) o) )

BuHomMmHa ciryyajHa mpoMjeH/bUBa

Hecumerpuuan nosunh Gana n myrta 3apegom. [IpernocraBumo ja je BjepoBaTHONA Ja maHe
rjaaBa p a nucMo 1 — p, He3aBUCHO OJ mperxomHux Oarama, raje je 0 < p < 1. Heka je X
caydajHa IPOMjeHJbUBA KOja peructpyje 6poj riasa y n Oamama. OBa ciydajHa MPOMjEH/bUBA,
Kojy hemo 3BaT OMHOMHA CJTyYajHa MIPOMjEeHJbUBA, OUUTJICIHO 3aBUCHU OJI ITapaMeTapa n u p.
Crora, X : B(n;p) je KpaTak 3amnuc 3a cIydajHy IpoMjeH/buBy X Koja nMa OHHOMHY PACIoffjesry
u napameTpe n u p. Pacnomjena BjepoBaTHoha 38 OMHOMHY C/IyYajHY IIPOMjEH/BUBY je

n e

Ha ocuoBy 60HOMHE dhopMyITE

n

L=1"=(p+1-p)" =) p-p""
k=0

c/Mjeqn Ja je paciojjesia BjepoBaTHOha OMHOMHE C/IydajHe BeJIUUNHE HOPMaJn30BaHA.

OBaj npuMjep mMa U CBOj ONINTHjU MCKa3. Hamme, ako m3BOaAUMO ofpeleHrn eKCIIEpUMEHT 7
myTa, a BjepoBaTHOha peasm3arnuje morahaja je p, oHIa je BjepoBaTHOha 1a he ce y ToM Hu3y
usBohema, gorahaj A mojasuru k myra



4.1 Koauxa je gjeposamnoha da ¢ ey 10 bayara Kouxuye 36 uzpy WeCmuLa nojasy
(a) nem nyma,

(6) esuwe 00 dsa, aru mare 00 nem nyma?

XwuriepreoMmeTpujcKa cJiydajHa MIpoMjeH/bUBaA

IIpernocraBumo ja y Kytuju umamo N mpeamera, oj Kojux cy a > 0 oujemux u b > 0
npuux (a + b = N). Ha ciyuajan nauun, 6e3 spahama, ysumamo n enemenara. Heka ciayuajua
npoMjeH/buBa X IpejscTraB/ba Opoj Oujenux mnpeamera. Ako molieMo o1 IpeTIocTaBKe Ja Cy CBH
n360pHU TOJIKCYIIOBA OJ1 1 eJIeMeHaTa jeITHAKOBjePOBATHU, OHJIA CE jeJHOCTABHUM KOMOMHATOPHUM

(%)

3a ciyuajuy npoMjeH/buBy X KaxKeMo Jla nMa XUIlepreoMeTpujcKy pactosjerty. Harmamasamo

3aKJ/byYMBambEM J1001ja

, M.

maje | . ) =0, ako je 7 > m.
J

T'eomeTpujcka ciryyajHa mpoMjeHJbUBA

Hecumerpuuan mosunh ce 6ara cBe 10K He mmajme riasa. [IpermnocraBumo 1a je BjepoBaTHoha
Jla majHe ryiaBa p, a nucMo 1 — p, raje je 0 < p < 1. T'eomeTrpujcka ciay4yajHa npoMjeH/bUBA
npejcTaB/ba Opoj Oamama JOK ce He mobuje Tiasa. Pacmomjena BjepoBaTHOhe reomerpujcke
cJiydajHe IIPOMjeHJbUBE je

px(k)=(1 —p)k_lp, k=1,2,...

nomro je (1 — p)*~1p Bjeposarnoha ma muemo majme ysacrymnno k — 1 myt, a 'y k—Tom mokymrajy
riaBa. Pacnomjesia BjepoBaTHONA je HOpMAJM30BaHA

1

T-a=p "

px(k)=>_(1=p)'p=p) (1-p)f'=p
= k=1

k=1

Ommrrrje, reoMeTpUjcKa CiydajHa TPOMjeH/bUBA Ce MOXKE MHTEPIPUTUPATHA KAO MTPOMjEH/bUBA
KOja njenTuduKyje 6poj IMOHOB/FEHUX MOKYIaja ojpeheHor ekcriepuMenTa (He 0baBe3HO bararmba
Hopumha) 10 nojase “ycnjexa”, umja je Bjepoarnoha 1 — p.

IlyaconoBa ciy4dajHa mpoMjeH/bUBaA

Cnyuajua npomjensbuBa X nma IlyacoHoBy pacmnogjesy ca mapamerpom A > 0 ako je

Ab

P(X:k‘):ﬁe ;




za k =0,1,... IlyaconoBa pacrojesa je y u3BjeCHOM CMHUCJLY allPOKCUMAaIlja OMHOMHE PAaCIio-
njese. Haumme, y npumjenama koj 6uHomue pactogjene B(n;p), UMaMo Ja je n 9ecTo BeJUKH

6poj, ma je TmMe m3padyHaBame Koedumjenara

aIrpoKCcUMaTUBHE (HOPMYJIE.

3aXTjeBHO. 3aTO Cy HaM IOTpebHE HEKe

n
k

IIpumjep 4.9 Beauxu aycmep uma 200 cujasuya. Bjeposammoha da y odpeherom epe-
Mmenckom nepuody T npezopu jedna cujaruya je 0,03. Cujarsuye ce mujerajy axo npezopu
suwe 0d 10. Koauxa je gjeposamnohia da ne dohe do mujervarna?

Bpoj npezopeaur cujaruvya na aycmepy 3a spujeme T je cayuajna npomjensuea Sagg
B(200;0.03). Bjeposammoha xoja nac uwmepecyje je

S 2, /200
P(S200 10) =) P{Swo=k} =) < . >o.o3k0.97200—k.
k=0 k=0

Ipumjemumo da je peaamusno HeydobHo pauyraree dUHOMHUT KoePuUuUjeHama y npem-
T00H0j popmyau. |

IIpumjep 4.10 (ITyaconosa anpoxcumayuja)
IIpemnocmasumo da y Bepnyarujesoj wemu ejeposammoha p 3asucu 0d pednoz bpoja onuma,
00HOCHO D = Ppn, Y3 YCAOB 06 6ANHCU

lim p,-n=X A>0,

n—oo
mada 3a ceaxo Purcuparo k, k=0,1,... saorcu
k
: W nek _ AN
Jim <k>pn (1—pn)" " =e o

3a ceaxo gurcuparo k sastrcu

lim <Z>pnk(1 _pn)n_k =

n—oo

nn—1)---(n—k+1) , 4

g n -k __
nh_)IIolo k'nk n pn(l - pn) (1 _pn) -
. k. nn=1)---(n—k+1) . . —11mPn
= " Jm (o) Jim [0 = oy | =
1 . nn—1 n—k+1 . .. =ty 1y

Laxae, Iyaconosa anpoxcumayuja daje

ny\ g n—k 7)\)‘k
IR



36 n eeauko, 2dje ce yauma A = np. Ilpoujena epewre anpoxcumayuje noxasyjy oa ce
3a npumjene 3adosomasajyha maurnocm eeh xad je n nexoaurxo decemuna, a pn < 10. Ha
0cHo8Y 0602 3axnyuyjemo da je Ilyaconosa anpoxcumayuja onpasdana y cayuajy duromme
pacnodjene Kad je n GeAUKO, G P MGAO.
Hanpumjep, nexa je n = 100 v p = 0.01. Tada je sjeposamnoha k = 5 yenjewnux
pearusayuja nexoe dozahaja y n = 100 noxywaja xopucmehu 6urnommny pacnodjeny

100!

——0.01°(1 — 0.01)% = 0.00290.

95!5! ( )
Ha dpyzoj cmpanu, xopucmehu Ilyaconosy anpoxcumayujy A = np = 100 - 0.01 = 1,
dobujamo

11 = 0.00306
(& g— . .

HeratuBna 6uHOMHaA pacriojjea

IIpernocraBumo sa je y ojapeheHOM eKcIlepuMeHTy BjepoBaTHOha peasimsamuje jorahaja A
jemHaka p. Bpimmo moHaB/bamke eKCIIepUMeHTa CBe JIOK ce k myTa He peanusyje morabaj A. Axo
je X caydajua BequduHa Koja OpPOju KOJIMKO IIyTa je BPIIEH €KCIEPUMEHT 10 MOCTH3aMha IINJba,
OHJIA je IbeHa paclojjesa JaTa o odbpacirly

m—1 m—
P(X =m)= (k_1>p’“q ,,

g=1—p, meN.

JacHo je ma ce y npeux m — 1 uzBohema ekcriepumenTa jmorahaj A peasmzoBao Tadno k — 1
myTa, Ima je 6poj pasyindauTuxX pacriopesa Ja ce TO JIecCh (?:11) BjepoBarnoha cBakor TaxkBor
pactopena je pF~lg™*. Tlomro ce y k—rom usBobemy excrmepumena peann3osao morabaj A,
OHJIa je yKyIHa BjeposarHoha pFg™F,

Osna pacno,njeﬂa ce Ha3UBa HeraTuBHA OMHOMHA, pacnogjeﬂa.

IIpumjep 4.11 Hszeodu ce excnepumenm bauara xouke 36 uzpy. Koaukxo je nompebHo
useecmu bauarea n xaxo bu ejeposammoha da ce mpu nyma dobuje wecmuya 6usa ceha
0d 50 npouernama?

Hexa je X cayuajna seaununa xoja depunuwe 6poj bauarea xouke do nojase mpehe
wecmuye. Owuzaedno, X uma nezamuehy Ourommny pacnodjesy, ca napamempuma k = 3
up=1/6 . Tpascenu 6poj hie bumu najmaru npupodnu 6poj n mako da

(206 6) =

Hcnpobasarem, dosrasumo da k mopa bumu Hajmaree 16. |




JIBomuMeH3MOHAJIHE CIIydajHe ITPOMjeHbUBE

o caja cMo mocMaTpaJiu CaydajHe IPoOMjeHbUBe duje Cy peasn3alidje peajanu opojesu. Me-
DyTuMm, y ornuTy ce MCTOBPEMEHO MOYKe HOCMATPATU BUIIE CIYYajHUX TPOMjEH/bUBUX HUCTOBPE-
meno. [Ipumjepa pagu, 3a norpede HEKUX KIUMATOJIONIKUX UCIUTUBAHA, MOYXKEMO UCTOBPEMEHO
TOCMATPATH TEMIIEPATYPY, Ba3AYIITHN MPUTHCAK, BIAYKHOCT Ba3ayxa... 3ajap:kahemMo ce Ha mo-
cMaTpamy JBHUje CIydajHe MPOMjEeHJ/bUBE jep je cjIydaj 3a TPU U BUIlE y NpUHNUIY uctu. Pehn
hemo ma je ciayvajua MpoMjeH/bUBA IBOAUMEH3MOHAIHA, KO je TO (DYHKIINja IUjU je TOMEH CKYII
HEKUX eJIeMEHTapHUX ucxofa (), a CJuKe Cy MapoBU peaqHux 6pojeBa. AKO Cy MpOMjeH/BUBE KOje
ce nocMarpajy X u Y, ogrosapajyhy JBojnMeH3HOHAIHY IPOMjeHsbUBY mumiemMo Kao (X,Y).

Ilpumjep 4.12 Ilocmampamo excnepumenm bavarea gep noswuha cee dokx we nadne nu-

emo, uau dok ce ne uszeedy mpu bavyarea. Cryn esemenmapruz ucxoda cy wudosu ILTILITTILITT.
Hexa je X cayuajna npomjenmusa xoja npedcmasna 6poj bauara, a Y 6poj nucama y
onumy 6auarea 0o MPeoe NUCMaG, 3aKbLYUHO ca mpu bayarea. Tada je, wanpumjep

(X, Y)(I) = (X(I),Y(I)) = (1,1), (X, Y)(I'l]) = (2,1),
(X,Y)(I'TH) = (3,1), (X,Y)(I'TT) = (3,0).
Ipema mone, ckyn pearusavuja 3a (X,Y) je cxyn naposa
{(1,1),(2,1),(3,1),(3,0)},

U KOHAYAH Je. |

Hedbununuja 4.5 Jeodumensuonasna caywajna npomjennusa U = (X,Y) je npecauxa-
sarve cxyna ucxroda 0 y cxyn R2-naposa pearnuzr 6pojesa, maro da cy X u'Y jednodu-
MEHZUOHAANE CAYHATHE NPOMIEHHUBE.

Axo je ckyn peanmzanuja ciaydajae npomjensbuse (X, Y') KoHauan uau npebpojuB, KaxkeMo J1a je
(X,Y) nmuckperna ciaydajHa IPOMjEHIBIBA.

Pacniogjena noguMeH3noHaIHe CIIydajHe IIPOMjEeHIbUBE

Jedurucahemo pacromjesry ABOAMMEH3MOHAIHE CJIydajHe IpOMjeH/buBe. Pa3mMoTpumo Haj-
npuje caeachu npumjep.

Ilpumjep 4.13 Hosuuh ce 6aua mpu nyma. Hexa je X npomjennuea xoja npedcmasma
6poj epbosa y 3 bavara, a'Y 6poj nucama 3a pedom 0d novemra (00 npse nosuyuge).

| onr | ogri | arr | roil | rar | rrin | rrr
X 0 1 1 2 1 2 2 3
Y 3 2 1 1 0 0 0 0




Odpedumo sjeposammohe HEKUT DeaAU3AUUIQ

1
8

P{(X,Y) = (2,0)} = P({IIIIILITI}) = %

P{(X,Y) = (0,3)} = P{IIIIT}) =

a NOCMYNAK MOHCEMO KOMNACMUPAMU Y caedeho] mabeau

(X,Y)] (0,3)] (1,2) ] (1,1) ] (21)] (1,0) | (2,0) | (3,0) | s6up
P | 1/8 ] 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 2/8 | 1/8 | 1

Yorrre, Heka cy peanmsaryje 3a X : T1,To,...,Tk, a 32 Y Y1, yo,...,Yn. CKyI Iaposa
6pojesa (z,y;) u ckyI ofrasapajyhux sjeposarHoha

P{X=u,Y=y;},i=12,...,k j=1,2,....m

sBalieMO 3JIPYy>KE€HOM WU 3ajeJHUYKOM PACIIO/(jeJIoM ciyd4ajue npomjenssusBe (X,Y).
Hpyrum pujednma, 3apyzkeHa pacnomjerna je dyHKImja HaJ cKymoM peanusanuja 3a (X,Y),
Ynje Cy BpUjeTHOCTU BjepoBaTHONe Tux peasimzanuja. [Ipu Tome, 0OMIHO, KOPUCTUMO O3HAKY

pij = P{X = .Ti,Y = yj}

U PACIIOJIjely IPEJCTaB/baMO TabesoM

XYy [y ||| ] Um
T Pir | P12 | - | | | Pim
x2 P21 | P22 | - | " | * | P2m
Tk Pk1 | Pk2 | © | © | * | Pkm

36up cBux BjepoBaTHONA 3/IpyXKeHEe pacmofjesie je 1, mTo MoXKe TOCTYyKUTH Kao IIPBa KOHTPOJIA
pjerema 3aaTaKa.
HezaBucHocT ciry4yajHUX MPOMjeHJ/bUBUX

ITocmarpajyhu ciaydajue mpomjernsbuBe X u Y moxkemo ce muratn: a jm mpermocraBka 1a
caydajHa mpoMjersbuBa X y3uUMa HEKY BPHjEIHOCT, UMa YTUIAja 3a CIydajHy NPMjeHJbUBY Y .
Ha mpumjep: ma au Te:kuHa YOBjeKa 3aBUCH OJl BUCHUHE, JIa JU 00ja KOCe MMa yTHUIaja Ha 00j
ounjy... JIpyrom pujeunma, Hac 3aHUMa 3aBUCHOCT CJIYYAjHUX [TPOMjEeH/bUBUX.

Hedbununuja 4.6 /[uckpemmne cayuajne npomjennuse X u'Y cy nesasuche axo je

3a cee i u j, oonocro ako cy {X =z;} u{Y =y;} nesasucnu.




I
[TpumjeTnmo J1a je 3a UCTUTHBaME HE3aBUCHOCTU X U Y HY2KHO MMO3HABATHU 3/IPYKEHY PACIIOJIjesTy

za (X,Y).

IIpumjep 4.14 Iodcjemumo ce npumjepa [{.13. Ha jednocmasan nawun noxasdyjemo oa
cy X u'Y y osom npumjepy 3asuche npomjensuse. Haume,

P{X=0Y=1}=0£P{X =0}P{Y =1} =

| =
| N

Kao u y renepasizom ciyuajy ucnurubamba Ja Jin cy jiBa jorahaja He3aBUCHA, HU Y CJIy4ajy CJIy-
YajHUX MPOMjeH/bUBUX HUje HUMAJO jeTHOCTABHO YTBPIUTH HE3aBHCHOCT 3aTO INTO HAM 3IPY-
JKeHa, pacrojesia najaenthe HACY MO3HATH.

/i HemnpekujHe ciiy4yajHe IIPOMjeHJ/bUBE

Y ngocajalmeM TEKCTY, TOCMATPaId CMO UCKJBYYMBO CUTYAaIlU]y HajBUIlE IpedPOjuBOr CKyIia
ejleMeHTapHUX ncxona §2. 3a morpebe oBOr Mmaparpada U HEKHUX padMaTpara KacHUje, YIIO3Ha-
hieMo ce 1o IpBY IyT Ca OMIUTUjUM CJIydajeM, Tje IPOCTOP eJIEMEHTAPHUX UCXOAa MOXKE OUTH U
nernpebpojus. To he npoussectu onpehena mpmaarohaBama Beh nosnarux gedunuimja. Haj-
[puje, HABOJIMMO HEKOJIMKO IpuMjepa rije je () HempeOpojuB CKyII.

IIpumjep 4.15 Onum ce cacmoju y pezucmpos8ary NOAONHCAJG BeAUKE KA3GHKE 4ACOG-
HUKG Y MPEHYMEKY npecmanka pada wacoshuka. Kao ckyn € moorcemo yzemu cxkyny ceux
mavara nae Kpyscruyy. Mookcemo nocmasumu numaree Koauxa je gjeposammoha da ce xa-
sanka 3aycmasu usdmehy 12 u 1. Iowmo je seaununa ayxa usmehy 12 u 1 dsanaecmuna

obuma Kpyscruye, onda je ejeposamuoha jedHaka 12 |

IIpumjep 4.16 IIpemnocmasumo da na cayuajar wavur 6upamo mauky u3 ckyna [0, 1].
axane, ckyn eaemenmaprux ucroda () cy cée mayke u3 0602 CKYna, @ Mo 3HAYU Henpe-
bpojus. |

IIpumjep 4.17 Onum ce cacmoju y KOHMUHYUPAHOM MJEPEHY MEMNEPATNYPE HA HEKOM
aokasumemy. Temnepamypa ce mjepu 24 waca. Ilowmo je dnesru epadur memnepamype
Henpexudna gynryuja, onda je npupodro 3a ) ysemu cxyn wenpexudnux Gyrkyuje 3ada-
mux Ha unmepsaay 00 24 cama. |

Ioncjernmo ce deduuummje 2.4 xoja ce omnocn na ciyuaj kasx je 2 Hajsuie npebpojus ckymn. la
6u Qpyukiujy P azBann BjepoBaTrHONOM, OIHOCHO BjepOBATHOCHOM (PYHKITHjOM MODPA, /18, BPUjE/IN:



1. P je menerarusna, P(w) > 0, w € Q.

2. P je HopMasm3oBaHa, 0JIHOCHO

> Pw)=1.

weN

3. Ba mehycobno mucjyakTHe norabhaje Aq, Ao, ... Bpujean
o0 (e}
P (U Al-) = P(4).
i=1 i=1

Creneha nedpunnnmja BjepoBaTHOCHE (PYHKIMjE je ONINTHja y OJHOCY Ha IPETXOJHY jep ce
HE TOJpa3yMujeBa Ja je MpoCcTop ejeMeHTapHuX ucxo/a ) HajBuiie mpedbpojus.

Hedbununuja 4.7 Hexa je Q) cxyn esemenmapruxr ucxoda excnepumerma . Dynuxyuja
P:Q —[0,1] ce nasusa 8jeposammrocHom GyrKuujom ako 6asrcu

(a) (Hopmaauzosarocm) P(Q) = 1.

(6) (Adumuernocm) 3a mehycobro ducjynkmue dozahaje Ay, Aa, . ..

o (4) - S
=1 =1

Kao mro Buaumo, oBa gebununuja je cymrruHckn ucra kao u gedunuimja 2.4 camo mro ce
BHIIIE He Harjamasa ja je {2 Hajsuiie npebpojus. Umak, Tpeba 0OpaTuTu MaXKmy Jia je ¥ YCIOBY
(6) MHAMPEKTHO PEYEHO Ja YCJIOB aJIUTUBHOCTH BayKH CaMo 3a IIpebpojuBe damuimje CKyImoBa.
Takobe, nenerarupnocr dyuknuje P je caapxkana y camoj gedununuju y ycaosy P : Q — [0, 1].

Y pasMarpaHuM IpPUMjepUMa, BUJjeJIM CMO CUTYaIlHje KaJ| je IPOCTOpP eJieMeHTapHuX ncxosa §2
nenpebpojuB. IIpBo nmuTame, Koje mocTaB/baMo je IITa, MO TOM IIPETIIOCTABKOM, 3aIllpaBO 3HATH
yCJIOB
P(Q2) =1.

Kao mro 3namo, y ciydajy npebpojusor ) To je 6uita cyma, amau kaj je {2 HempeOpojuB, OHIA
je HeonxojHo JledpunucaTn BjepoBarHocHy dyuknujy P na npyru mayun. Penwumo, y Ilpumjepy
BjepoBaTHONA Jla ce KazasbKa 3aycraBu usMmely Tadaka A u B Ha KpyXHUIIM je jeTHAKA
KOJINYHUKY HoppinnHe ucjeuka OAB u nospmube Kpyra, riaje je O meHTap Kpyra.

IToBpmuua OAB
[TospmmHa KpyTa

P(Kasaspka usmelly ravaka A u B) =

Jlako je mpoBjepuTHu Ja Cy cBU yCJIOBU U3 JieUHHINje BjepoBaTHOCHE (DYHKITUjE 33 0BO/bEHN.

4050 T'yctuHa pacriofjesie

VY ciay4ajy HenpedbpojuBOr IpocTopa ejeMeHTapHuX ucxofa {2, TpaxKumMo BjepoBaTHohe jora-
bhaja
{a<X<b}={weQ|a<X(w)<b}.



JacHo je na, y omimreM ciydajy, He MOXKEMO HU3PA3uUTH BjepoBaTHONy OBOI' sorahaja Kao Iro
CMO TO YUYMHWUJIA y CJIy4a]y JUCKPETHE CjIydajHe IMPOMjeHJ/bUBE - Ka0 HEKY CYyMYy eJIeMEeHTapHUX
HCXOJIa 0J1 KOjuX je cauuibeH Taj jorabaj. Crora, yBopumo cienehy nedbuHUImjy.

Hedbunnunuja 4.8 Cayuajna npomjennusa X je nenpexudna axo nocmoju GyHrxyuja
f(z), z € R, wuje cy spujednocmu nenezamusne, maxea da 3a ceaxu unmepsan (a, b
epujedu

b
Pla< X <b)= / fx(x)dz.

Qynryuja f(x) 306e ce eycmuna (pacnodjene) za npomjenvusy X .

IIpuMjeTuMo Aa, HA OCHOBY IIPETXOAHe JepUHHUI]e, 34 CBAKY HEIPEKUIHY CJIydajHy IIPOMjeH-
muBy Bpujenn na je P(X = a) = 0, 3a nexo a € R. Ojarie nupekTHO camjean

Pla<X <b)=Pa<X<b)=Pla<X <b).

Takobe, mpuMjeTHMO Ja 3a CIydajHy mpoMjenpuBy X, ca rycrusom f(x), Bpujenn

/O;fx(x) dr = 1.

Kao u y caydajy muckperte ciy4ajHe IPOMjEeHJbUBE, pa3MaTpaMO HEKe pacliojjesie HajBa-
KHUJAX CIYYIajHUX TPOMjEeHJHbUBUX.

Ekcnonennujasina pacnopjeia

3a ciyuajuy npomjensbuBy X ca I'yCTUHOM

0, x <0

r@={ e 250

3a v > 0, KaykeMo Jla UMa eKCIIOHEHIINjaTHy paco/jesy, a osaadaamo ca X : €(«a). Excrnonen-
IujaJTHa pacio/ijesa je BakKaH MOJIeJT 33 IIPoyvaBaihe BpeMeHa UCIIPABHOT pajia ypehaja, yKOJIMKO
ypebaj 1o Tpenyrka "orkaza’ dynknuonuiie "kao HOB”("oTka3” HacTaje 300r CIIO/bAIIHIX YIaPa).
Y ToMm ciydajy BpujemMe HCIpaBHOr paja X MMa eKCIOHEHIWjaJIHy pacroijeay. Pasjor Jjiexxun
y meHoM cienehiem cBojerBy. 3a X : £(a) BjepoBarnoha morabaja {a < X < a+ z}, x > 0,
yeioBHo {X > a} je

P{a< X <a+zH{X >a})

Pla<X<a+z|X>a}= PIX > a) =
>aq

_Pla<X<a+az} e - e—alatz)
B P{X >a} - o—aa

=1l—-e™

[TporymaunmMo oBaj pe3ysiTar y TepMUHAMA, "OTKa3a’: aKo 3HAMO (HMJIM aKO MPETIOCTAB/HAMO) Ja
1o TperyTKa a ypebaj dyukimonume (to je norabaj {X > a}) BjepoBarnoha ja o orkaxke y
BPEMEHCKOM WHTEPBAIY JYKUHE X TOCIHje TPEHYTKA ¢, 3aBUCH CAMO OJ] T, & He U OJ a.



YHaudopmHa pacriojjesia

Kaxsy pacmoajeny Tpeba moapasyMujeBaT 3a CAyUajHy TpoMjeH/buBy X Koja IPeICTaB/ba
“caryaajHo uzabpany” Taduky w3 wHTepBasa |a,b]? Ilpuje cBera, TakBa ciydajHa IMpOMjeH/bUBA
HUje JMCKPETHA, jep HUje HPUPOJHO IPETIOCTABUTH Jla OCTOJU TadKa To, To € |a,b], Tako na je
P(X = z9) > 0. Ocum tora, 3a caku nogunrepsai [a, (], a < a < f < b, P{a < X < 8} ne
6u Tpebasio ja 3aBUCH OJ ToJIoXKaja [« 5], Beh na je npomnoprmonanno ayxuuu  — «. dakie,
Ha CBaKOM IOJMHTEPBaJy (PUKCHUPaHe IyKuHe, PYHKIMja IyCTHHE MOpa ~'m3riemar’ UcTo. 10

sHaun jga X UMa CyCTUHY
k, a<x<b
f(x)_{O r<0Vazx>hb

Koncranty k, k > 0, onpehyjemo u3 yciosa jga je f;’f(:n) dx = 1, ognocuo k(b — a) = 1, mro
3HAYN

fz) =

ﬁ, a<z<b
0 r<0Vax>D

3a ciaydajHy npoMjeH/buBY X Ca TOPHOM I'YCTUHOM KayKeMo J1a UMa YHUMOPMHY U PaB-
HOMjepHYy pacmojjejy Ha uHTepBasy |a,b] u To kparko tmrmemo X : U(a,b). Ilox puje-
gumMa "ciiydajHo ce 6upa Tadka T u3 uHTepBasa [a,b]” mogpasymujesaliemo no peduHHNEE A

X :U(a,b).

ITpumjep 4.18 V cayuajno spujeme cmuscemo na aymobycky cmanuyy 20je aymobycu
npoaase Yy unmepsasuma 00 15 munyma. Hexa je X epujeme uexara aymobyca. Tada
mootcemo cmampamu da je X : U(0,15). [

Hopmasnna pacnogjena

Hopwmasma mam [aycoBa pacriofjesia 3ay3umMa IIEHTPAIHO MjeCTO Y TEOPHUjH BjepoBaTHOhE U
MaTEeMATUYIKOj CTATUCTHIIN.

Hedununuja 4.9 Cayuajra npomjenpuea X uma HOPMAAHY PACTOOJEAY aKO je HeEHa
2YCMUHG

1 Z*m2
f(z) e 2(55")7 oo <z < o0

N V2o

2dje je m peasar 6poj, a o No3uMUBHU OPO].

Kpahu zamuc na X uma mopmanny pacnogjery, kpahe mumemo X : N(m;o2). Pacnogjery
X : N(0;1) sBaliemo HOpMmasiHa HOpMuUpaHa pacrozjena. Jlakie, TycTuHA 3a CIydajHy
npomjersbuBy X * : A(0;1) je
1 22
f(z) = —=—e 2, —c0o<x<o0.

Hokazyjemo ja, 3a DYHKIM]y I'yCTHHE HOPDMUPAHe HOPMAaJIHE CJIydajHe [IPOMjeH/bUBE, BPHUjeIn

/_Zf(x)dle.




To nuje moryhe ypaauTu JUPEKTHO, &JIM 3aTO KOPUCTHUMO jelaH BPJIO epeKTaH TPUK U3 MaTe-
MaTH4IKe aHaanse. Hanme,

| swas [“rway = o [T [T et

1 2m poo 1.2
= — / re 2" drdf = 1.
21 Jo—o Jr=0

Ilpumjep 4.19 Ha pacnoaazary cy deuje epcme axymysamopa. Bujex mpajaroa axymyra-
mopa npee epcme je cayuajra npomjennuca X1 : N(50; 102) a dyze epcme X : N(60; 52).
X1 u Xo cy uspasicene y wacosuma. IIpemnocmasumo da nam mpeda aKYMYyAamop Koju
he padumu 6ap 55 uwacosa. Y mom cayuajy, aAo2unHo je 00abpamu oHYy 6PCMmY GKYMYAG-
mopa ko0 xojee he ejeposammnoha moe dozahaja bumu eeha. HUs epagura jedne u dpyee
pacnodjene je ouuzaedrno da

P(X3 > 55) > P(X; > 55),

a ucmu, 3aKHDPYYaAK MONHCEMO U3BECTNU U3 HUMEHUUG

+oo

m “+o0
| t@do= [ @d=3 u [ f@) -1

m —

2dje je f(x) eycmumna nopmaare cayuajne npomjennuse, a m 0d208apajyhu napamemap
roere pacnodjenc. |

415 MareMaTniko o4eKnBamhe U JANCIep3nja

Pacnogjena BjepoBarnoha ciaydajue mpomjensbue X HaMm 00e30jehyje 3HaYajHY KOJTUIUHY
nadoOpMaIja 0 Toj CIy4dajHOj npoMjeH/bruBoj. MehyTum, 6usno 6u moxkespHO Ja Te nHpOpPMAaInje
“MaMO CyMUPaH y jeIMHCTBEHOM HYMEPUYKOM H3pa3y, MOXKIa y jemaHom Opojy. To je yrias-
HOM TMOCTUTHYTO KPO3 KOHIICNIT MaTeMaTUYKOT odekuBamba o1 X. To je 3ampaBo TeKWHCKA
apuUTMETUYKa CPEJIMHA BPHUjeHOCTU CJydajHe opMjeHspuse X .

Kao wmnycrpanujy, moxkemMo y3eru pyJsier. 3aMUCIUMO Ja Cy Ha Kpyry pyJiera jeduHu-
cann OpojeBH My, M2, ..., My KOJU MOTY JIa IPEICTaB/hajy HOBUYaHe M3HOCE, Ca BjepoBaTHONhaMa
D1, D2, - - -y Pn. OCHOBHO NHTaM€ KOjU CBAKKM UI'PAY MOCTABJba je mrra 6u Ouo mpocjedan jpoburak
y jemnoM "kpyry"? Axo ce pyzier 3aBpTHO k IyTa, HeKa ce k; myTa go6uo 6poj m;, i =1...,n.
Omnga je ykyman 6poj HOBIa KOju je mobujen

miky + maka + - + mpkn.

Omnja je mpocjedan M3HOC jeTHAK

miky +moky + - - - + myky, o ﬁ—i-m @+ m kn
k B R
3a Benuko k, OMHOCHO ako urpamo Behu Opoj urapa, oHIa je jacHo na he BpujeaHOCTH
k;

— & p;, 3a BeJIuKo k

k



I1a ce IPOCjeIHN JOOUTAK MOYXKE AIPOKCUMUPATH BEJTUINHOM

M = mip1 + map2 + ... mppn.

IIpuMmjep 4.20 YV onumy koju ce cacmoju y bauary dep xouke 3a u2py HEKG CAYHAJHA
npomjenpusa X peeucmpyje 6poj xoju nadwe. Ja 6ucmo durcupasu udejy, nexa je X
dobumax y uzpu bauara xouxe. Tada mpocjeuna dobum no jednwom bauary Yy cepuju 00
N =10 6auyara ca pesyamamuma (5,1,1,6,6,4,2,4,5,6) je

1

B FI+14+6+6+4+2+5+6)=4.

Methymum, y dpyeoj cepuju (3,4,2,3,6,1,5,2,4,4) 0d 10 6ayarea npocjewna dobum je 3.4.
He mootcemo npedsudjemu npocjeuny dobum y cepuju 0d 10 bauarea xojy namjepasamo da
HANPABUMO, jep je dobum y cearom bauary cayuaina npomjenmusa X. Mehymum, axo
je 6poj bauarea N eeauru, onwda ce y ceakoj cepuju dodbum 1,2,8,4,.5 uau 6 nojasnwyje y

NPUONUNHCHO 5 bauara. 3amo je npocjeuna dobum

Lo Y o M e Y Laior v =35
N 6 6 6’ 6 -

IIpocjenwna dobum je ymoauko “bausica” opojy 3.5 koauxo je N eeha. Mehymum, 6poj 3.5
je jedna HYyMepuNKa Kapakmepucmuka pacnodjene

1 2 ... 6
X=<1 1 1)
1l L

To je npocjeuna (no jednom onumy) epujednocm 3a X Y 6€AUKO] CEPUju NOHABHAIGG
onuma. Ha npumjep, y cepuju 0d 100 bavyarea xouxre “ovexyjemo” yxynny dobum 100-3.5 =
350.

OBo 1ITO je pedeHo y MpUMjepy MOXKEMO IOHOBUTH 3a OUJIO KOjy JUCKPETHY CIyJajHY MPO-
MjeH/bUBY Ca KOHAYHUM CKYIIOM peain3alifja U PACIOJIjesIoM

X — < I i) e Tn >
p(z1) pl2) ... plen)
Taja je cpejimba BpujeHOCT (y CMECILy apuTMeTndke cpejute) 3a X y HU3Y IIOHOB/HEHHUX OIIUTA
"osmcka”’ Opojy
z1p(1) + 22p(22) + - - - + Tpp(Tn).

Ta mymepuuka BpujeIHOCT pacuojjese je npemamer cienehe medunummje.

Hedununmja 4.10 Mamemamuuro ouexusarse cayiajre npomjensuse X ca pacnodjesom




Je bpoj
r1p(w1) + 22p(22) + . .. + TRp(70).

O6uuno hemo kparko ropopurn “odeknBame 3a X u obusbekaparu ra pejosao ca E(X). (E-
IPBO CJIOBO y EHIVIECKO] pujeun expectation-ouekmBame). Hekn myTt hemo pehn u na je E(X)
cpenma Bpujeauoct 3a X. [Ipumjernmo fa odeknBarbe IIOCTOJU 38 CBAKY JUCKPETHY CIIydajHy
IIPOMjEeHJbUBY €& KOHAYHO MHOT'O BPHj€ETHOCTH.
3a JIMCKPETHY CJIy4YajHy MIPOMjEeH/bUBY Ca IPeOpPOjUBO MHOT'O peaju3aliija odYeKuBarmbe hemo
nedrHMCaTH MpomUpHjyhn nTpeTxonny aeuHUIIN]Y.

Hedununuja 4.11 Mamemamuuro ouexusare cayiajre npomjersuse X ca pacnodjesom

1 Ty ...
X —
( p(z1) plz2) ... )
je 36up (axo nocmoju) beckonaunoz peda

E(X) =x1p(x1) + zop(x2) + . ..

Buauerme n naTepperanyja opoja F(X) ocraje mcra Kao u ciaydajy Kaja je CKyIl peajn3ainuje
KOHAYaH.

IIpumjep 4.21 Heka je p (q@ = 1 — p) sjeposammoha yenjexa y jednom onumy u HEKA
ce onum nonas.wa 0o npeoe ycnjexa. Heka k nowaemara xowma 2% pybru u nexa je
Z npomjennusa Koja npedcmasna kowmare yujeaoe excnepumerma. Odpedumo E(Z).
Ilpuje ceeza odpedumo pacnodjesy 36 Z.

ol 92 . 9k >
7 = B
<p Pq ... qul

Mamemamuuko ovexusarse padtyHamo

1

E(Z)=2"p+2%pq+ ... +2pd" + . =21+ 20+ ...+ (29" +..)

1 1
Axo je q < 3 ped y 3aepadu Koneepaupa, a aKo je q > 3 ped dusepeupa. Ilpema mome,

axo je p > 5 onda nocmoju E(Z) u jednaxo je

2
B(Z) = 3=,
p—1

1
a axo je p < > E(Z) ne nocmoju. Y o6om nocaediwem cayuajy mo snauu 0a Y 6EAUKOM

OPOJY NOHABAAIA CAOIHCEHO2 ONUMA, NPOCIEUHO KOWMAIE NO JEOHOM CAOACEHOM ONUMY
He noKa3yje meHdeHUUTY 2PYnucara 0ko Gurcupanoes opoja.



Ilpumjep 4.22 Hcnumajmo mMamemamuiko 0uexusarse 36 CAY4ajHy npomjerousy X xoja
uma zeomempujeky G(p) pacnodjeny. Haxae, X je pacnodujemena

1 2 ... k ...
X = k—1
P pqg ... Pq ...
Kaxo 6u pavynasu Mamemamuiro ouexusarse, nompebno nam je da nahemo cymy

n
ﬁn:Zk;ak_lz (1—|—a—|—...—|—a"_1)—|—a(1+2a—|—...+(n—1)an_2).
k=1

Caujedu
Bu = ==+ a(Bu - na™)
n=7_, b —na )
odaxne je
1—a" na™
/Bn = -

(1-a)?2 1-a
IIpema mome, umamo

nli_)Igloﬁn = = 3a |al < 1.

Onda je mamemamuyko ouexusarse npomjensuse X jedHaro

EX)=1-p+2-pg+...=p1+2¢+3*+- - V=p- ———— = —.

ITpumjep 4.23 Pauynamo mamemamusko ouexusaroe 3a caywajny npomjensusy X : P(A)
ca Ilyaconosom pacnodjesom.

A0 Al A2 A2 e
_ AN AR AN _ =3 AN AR
E(X)=0-¢ 0!~|— e 1!+e 2!4—... = Xde " +e u—l—e 2!4—...
A A2
e*M(1+ﬁ+§+...) = e A=

Laxae, ouexusarve 3a cayuajny npomjennpusy ca Ilyaconosom pacnodjesom jednaro je na-
pamempy \ Koju duzypuwe y moj pacnodjeiu |

Hedbununuja 4.12 Mamemamuuko ouexusarse cayuajne npomjennuse X ca Henpexuo-
Hom pacnodjesom u Pgyrnryujom eycmune fx(x) je

BX) = [ af(z)da,

—0o0




nod ycaoeom da je spujednocm damoz uHmMe2Pasa KoHauHa, wmo je obesbujehero axo je

/Oo |z| fx (z) dz < oo.

OcobuHe MaTeMaTUYKOI OYeKUBaKkha

WNako hemo ocobune MaTeMaTUIKOI' OUeKNBarhba HABECTU Y OIIITEM CJIydajy, jJoKasalieMo ux
caMo 3a JUCKPETHe CIydajHe IIPOMjeHIbUBE.

Ilpumjep 4.24 IIpemnocmasumo da cayywajra npomjervusa X ysuma epujednocmu —1, 1
u 2, ca jednarxom 6jeposammoliom, U pasmMompumo cayuainy npomjensusy Y = X2. Jacho,
Y ysuma epujedrocmu 1 u 4 ca sjeposammohom 2/3 u 1/3 pecnexmusro. 3amo, E(Y) =
1-2+4-1 =2 n

Y TpeTXoIHOM MPHUMjepy, MaTEMATHIKO OYEKUBAILE CIyUajHe MPOMjeH/bUBE Y CMO PadyHAJIH
TaKO IITO CMO IIPBO pPadyHaJId PACIIOJje/ly BjepoBaTHONA cjydajHe IpOMjeHsbuBe Y. Y OIIIITeM
catydajy, 6110 6u BeoMa KOPHCHO ako Ou MaremMarndko odekupamwe E(Y) pauynanu camo Kopu-
crehu BjepoOBaTHOCHY pacrojijesy ciaydajue mpoMjerspuBe X . Cieneha jiema OTKpUBa HAYMUH
TO ypauMo.

Jlema 4.2 Hexa je X duckpemmna cayuajna npomjennusa u g : R — R. Tada je mamema-
muuko owexusare cayuajre npomjenmuse Y = g(X)

E(Y) = E(9(X)) =) _g(x) P(X =),

xad 20d je npemxodna cyma Ao6po dePurucara.

Zloxas. Tlomro mompasyMujeBaMo lia je IpeTxojHa cyMa a00po jgeduHmcaHa, Moryhe je muje-
AT peJOoCe]] CyMalldje.

E(g(X))=> yP(X)=y) = Yy Y PX=u

Yy mg(z)=y
Y ypx=n) = Y g@)P(X=2)
Yy x:g(z)=y Y ag(z)=y

= Y 4@ P(X =2)

Jlema 4.3 Hexa je (X,Y) 0800umen3uonasna caywajna npomjeHsusa ca pacnodjesom
p(ziy;), i = 1,2,...,m, j = 1,2,....,m, u nexa je Z = g(X,Y) 2dje je g : R> - R



dynruuja dea apeymenma. Tada je

n m

E(Z)= Z Zg(ﬂfi, Yi)p(Ti, Yj)-

i=1 j=1

Zloxas. Z je muckpeTHa CaydajHa MPOMjEeH/bUBA Ca CKYIIOM BPHjEeHOCTH
{#1,22,..., 21}, vaje cy 6pojesu z;, = g(x;,y;). Tana je

P{Z=xu}= D ply)
(4,9):
9(wi,y5)=2k

rije ce cabupa 1o cBUM naposuma (i,7) 3a koje g(x;,yj) = zi. Hakie,

k=1 k=1 (i.4):
9(zi,y5)=2k
l n m
=3 > glanypiy) = DY gl@iy)p(Ti,y;).
k=1 (3,9): =1 j=1
9(xi,y5)=2p

ITocsteniby mpestas 3HaYH Jla CMO IPOMjEHIIIN Peociie]] cabupatba nm cabupaka g(x;, y;)p(zi, yj).

3a gBuje ciaydajue npomjersbuBe X u Y, medpuHHCAHE HA MCTOM IIPOCTOPY MCXoda 2, YBOIMMO
Heke ajrebapcke orneparnuje, kao X + Y u XY Ha npupogan HauYuH

X+Y(w) =Xw)+Y(w), n XY(w) = X(w)Y(w),

3a cBaKO w € (). MarTeMaTHIKO OUEKHBAILE Ce MOHAIA BEOMa MPUPOJHO 33 CYMe CJIyUIajHUX
[IPOM]jeHJ/bUBUX, IIITO MOKa3yje ciemeha Teopema.

Teopema 4.2 Hexa cy X u'Y duckpemme cayuague npomjennuse. Yxoauro 06a mMamema-
muuka ouexusara, E(X) u E(Y), nucy jednaku 6eckonaunocmu, pasauvumoz 3Haxa, onoa
spujedu

E(X+Y)=EX)+E(Y).

Jloxa3s. Heka cy x1,T2,... BpUjeJHOCTU KOje y3UMa CIydajHa IpoMjeHsbuBa X, a pi, P2, ... OJl-
roBapajyhe BjepoBaTHOlie ca KojuMa ce peannsyjy HaBemeHe Bpujeanoctr. Candmo, 3a MPOM]jeH-
JbuBy Y, HEKa Cy Yi,Y2,... BPUjEIHOCTH, & q1,(s2, ... oaroBapajyhe BjepoBatuHohe. Hajupuje,
HTePUHATITIMO

P(X = xn)Y = yk) = Pnk-




JacHo je na ciyuajua npomjensbusa X +Y y3uma yupaBo BPUjeIHOCTU Xy +Yj ca BjepoBaTHONOM
Pnk- Ha apyroj crpanu, umamo u3 popMmysie TOTaJHe BjepoBaTHOhe

o o0
P(X =an)=pn=) pnjy PV =0)=aq =) pik-
j=1 i=1

Caja je
oo e.) o
EX+Y)= Y (m+yj)py = Y > (zi+y)py
i=1,j=1 i=1 j=1

oo oo oo oo
i=1 j=1 j=1 i=1

o o
= inpi + Zijj = EX)+ E(Y).
i=1 j=1

ITpuMjeTrMo /1a CMO JI0Ka3 OBe TeopeMe MOIVIM U3BeCcTH u aupekTHM Kopunthemem Jleme[13] W

Y ciesiehoj TeopeMu cy cajipKaHe HEKe OCHOBHE OCODMHE MAaTeMaTHYKOI OvYeKuBamba. ako
Cy y JIOKa3y TeopeMe CJIydajHe MPOMjeH/bUBE JMCKPETHOI THIIA, KAao INITO CMO Bell HAIVIACKIIN,
HaBesieHe 0COOMHE BaXKe y OIIITEM CIYYajy.

Teopema 4.3 Hexa cy X uY duckpemne cayuajre npomjennuse. Mamemamuuro ovexu-
sare uma caedehe ocobune:

1. Axo je X woncmanma, mj. X(w) = a 3a ceéaxo w € €, mada E(X) = a.
Axo je k xonemanma, mada E(kX) = kE(X).
E(X+Y)=EX+EY.

Axo je 3a cearo w € Q, X(w) >0, mada E(X) > 0.

Arxo je 3a cearo w € Q, X(w) > Y (w), mada E(X) > E(Y).

6. Axo cy X uY mesasucne cayuajne npomjennuse, mada E(XY) = E(X)E(Y).

loxas.

1. Osa ocobuna je ounrseana, jep je P{X =a} =1, re je E(X) =a- 1.
2. Jloka3 oBe ocobune ciujenn aupekTHo u3 Jleme [1.2]

OBa ocobuna je Beh nokazana y Teopemu

L

Ba moka3 ose ocobune, npumMjerumo X (w) > 0, 3a cBako w € (), MTO 3HAYU Ja Cy CBE
BPHjeIHOCTU T}, KOje y3uMa X HeHeraTuBHe. Y3 dmmbeHUIly na je p(zy) > 0, camjenu na je

n
n

E(X)=> p(zx) >0,

k=1



5. la 6ucmo JoKasasm oBy 0COOMHY, IPUMjeTUMO Ja 3a cBako w € () Bpujean X (w) — Y (w) >
0, a Ha ocHOBY ocobuHe 2. 1 3. caujean Ja je

EX-Y)=EX+(-Y))=EX)+E(-Y)=FEX)—-E®Y),
re E(X) > E(Y).
6. Iomcjerumo ce na HE3ABUCHOCT CJIydajHUX TpoMjeHspbuBux X u Y 3HA4YN Ja je
P{X =x, Y =y} = P{X =21} P{Y = 5, }.

Axko uckopuctumo Jlemy nebunumyhu g(z,y) = xy, oA Caujeau

n

BXY)=> Y ayip(ziy) = > > miy;plai,y;) =

i=1 j=1 i=1 j=1

= 3wy X =) PLY =y} =

i=1 j=1

= (Z 2 P{X = m) >y P{Y =y} | = EX)E®Y).
i=1 j=1

IIpumjep 4.25 Ilpumjenom undykuyuje ce aaxo ce yonwmasa Teopema[f.3 na sehu ckyn
cabupaxa
E(Xl + Xo+ -+ Xn) = E(Xl) = E(XQ) qFooc E(Xn)

Hexa je I}, cayuwajna npomjennusa xoje npedcmasnsa unduramop odpehenoez dozabaja A,
2dje je p = p(A), y k—om nornoswenom onumy, k =1,2,...,n. To snawu da I, Cayuajny
npomjennusy Sy : B(n;p) moocemo nanucamu xao 36up

Sp,=L1+1I+...+1,.

Caujedu da
E(Sy) =E(h)+ E(I2) + -+ E(I).

ITowmo 3a ceakxo E(I) = p, caujedu da je E(Sy) = np. [

[Ipumjernhemo ma ocobmua 6. Teopeme He Bayku y oOpHyTOM cMjepy: ako je E(XY) =
E(X)E(Y) ne ciujenu y ommreM ciaydajy fda cy X u Y He3aBHCHe, KAo IITO TOKasyje cieehu
IpuMjep.

Ilpumjep 4.26 Hexa je

—a 0 a 1
X : < 2).




Hexa je Y = X2. Tada je E(X) =0, E(Y) = (—a)?p+0%(1 —2p) + a®p = 2a%p. Jawe je
E(XY) = E(X®) = (—a)’p+0°(1 — 2p) + a’p = 0,
me je BE(XY)=EX)E(Y), aw X uY cy 3asucne. Haume,
P{X =0a,Y =a’} =P{X =a} =p,

wmo je dpyearuje 00 P{X = a} P{Y = a?} = 2p?. |

ITpumjep 4.27 Daily Airlines flies every day from Amsterdam to London. The price for
a ticket on this popular route is k = 75. The aircraft has a capacity of 150 passengers.
Demand for tickets is greater than capacity, and tickets are sold out well in advance of flight
departures. The airline company sells 160 tickets for each flight to protect itself against
no-show passengers. The probability of a passenger being a no-show is ¢ = 0.1. No-show
passengers are refunded half the price of their tickets. Passengers that do show up and are
not able to board the flight due to the overbooking are refunded the full amount of their
tickets plus an extra 425 compensation. What is the probability that more passengers will
turn up for a flight than the aircraft has the seating capacity for? What are the expected
value and standard deviation of the daily return for the airline?
Hexa je T cayuajna seaununa xoja mjepu npuxrod no jednom nymuuky. Onda

T:(k —425 ;k>
a b q

2dje je a ejeposamnoha da je nymnukx dowao u uma mjecma, a b da je dowao u Hema
mjecma, dok je q sjeposamnohia da ce Huje nojasuo. Jacwo je da je p = a+b. IIpumjemumo
da je y dpyeoj xosoru —425 3amo wmo nymuux xoju je dao yujeny od 75 dosapa, epahen
MY J emaj udhoc a nomom u dodamo wosuxr 425. Jakae, womnanuja je Hva 2youmxy 425
doaapa.

Bjeposammoha da je nymuux dowao u da uma mjecma y aguony je

149
_ 159 k 159—k
‘e (z( el

Bjeposamnoha da je nymuux j dowao u da Hema Mjecma Yy asuoHy je
159
159
bh— k159—k |
< E < k >P q D
k=150

1
E(T) = ka — 425b + §kiq

Pavyramo

Ha ocrosy damuzx napamemapa, umamo E(T) = 44.162, na je npocjeuna dobum no semy
jednara 160 nyma E(T), yeasrcasajyliu ne3asuchocm cAywajHus npoMjenpusus, wmo je
npubaustcro 7066 donrapa. |



Jucnepsuja

Maremarnuko ouekuBame m = F(X) je 0CHOBHa KapaKTEPUCTUKA CJIydajHe pOMjeH/bruBe X
TaKo IIITO IpeJCTaB/ba y oapeheHoM cmuciy cpemmy Bpujemaoct 3a X . Mehyrum, "pactypame”
BPHUjeHOCTH U3 CKyIla peaju3aiuja 3a X OKO Opoja m Moxke Jjia Oyje pasjnvauTo KOJI PA3ZHUX
pacmojena, a 1a odeKuBame Oyae ncTo.

IIpumjep 4.28 Cayuajne npomjenpusge
-1 1 —100 100
X'<0.5 0.5>’ Y'< 0.5 0.5 >

umagy ucmo mamemamuuro ovexusare E(X) = E(Y) =0, dox cy "pacmyparea” moeyhux

epujedrocmu oxo 0 cac6um passuuma.
|

[Tperxomuu npumjep HaM yKazyje Ha nmoTpedy Mjepera Bapuparba, OJHOCHO JUCIIEP3Uje BPUjel-
HOCTHU CJIy4ajHe MPOMjEeH/bUBE OKO BPHUjeTHOCTH MaTEeMAaTHYKOT OYeKuBama. llomTo ciaydajHa
npoMjeH/prBa X — M IpeJicTaB/ba OJCTylame X oJ oueknBamba, oHJa |X — m| mMoxke Gurn
nobap KaHIUIAT CIydajHe IMPOMjeH/bUBE KOja MPeCcTaB/ba BEJUYUHY TOI OJCTymama. llomro
aIlCoJIyTHa BPHUjeTHOCT yBehaBa CJIOXKEHOCT aHaJjIn3e, OHJIa Ce OIPEJIE/bYjeMO 3a CIIydajHy Ipo-
Mjerpusy (X —m)2. C ob63upoM jla Hac HHTepecyje npocjex pacmyparba CIyHdajHe MPOMjeHIbuBe
OKO (bukcupaHor 6poja 1m, KOPUCTUMO OIIeT KOHIEIIT MATEMATHIKOr OueKuBama. CTora yBoauMo
E(X —m)? mTo npesicraBiba 6poj MPOCjedHOT O/CTyamba BPHjeHOCTH CIIydajHe TPOM]jeHIbIBe
X OKO CBOI' MATEMATUIKOL OUCKUBAFHA 1.

Ty Mjepy aeBujaruje 30BeMO 8apujarca nim ducnep3uja.

Hedbununuja 4.13 Jlucnepsuja uau cpediwe k6adpammo oCmynaree CAY4ajHe npomjeH-
nuse X je D(X) = E[(X —m)?], 2dje je m = E(X).

Iucnepsujy hemo osnauasatu u ca o02(X). Ilpumjernmo ma ma ocnoBy ocobune 4. Teopeme
cimjequ na je D(X) > 0. 3a oapeljene norpebe. 4ecTo KOPHCTUMO I10jaM CTAaHAAPIHE
AeBUjanyje uiv CTaHJAp/IHOT OACTynama koju Jedunumemo ca o(X) = 1/ D(X).

Ilpumjep 4.29 Ilodcjemumo ce Bepnyaujese pacnodjene
X ( 1 0 ) .
p 1—p

EX)=1-p+0-(1-p) = p
DX)=E(X-EX))=p-1-p°+1-p)-p = p(l-p)

Tada je




Jlema 4.4 3a cayuajny npomjennuey X, epujedu

D(X) = E(X? - E(X)%

Jlokas. Heka je E(X) = u. Taga umamo
D(X)=BE(X - E(X))") = BE(X*—2uX + %)
E(X?) —2uE(X) 4 u?
= E(X?) - p?=EX? -EX)~%

umamo

EX(X-1)] = k(k e " —
XE-D] = 3 kk= e
)\k2

_ )\2 -
Z (k —2)!
32 )
= N> e ﬁ—/\.

=0

Ca dpyze ecmpane E[(X —1)X] = B(X?) — E(X) me E(X?) = A2 + )\, maxo da je

DX)=X+A=-X =

Crenmeha TeopemMe CHHTETHUINNE HAjBaXKHIje OCOOMHE JTUCTIEP3Hje.

IIpumjep 4.30 (Lucnep3uja IlTyacorose pacnodjene) Hexa je X : P(N). Kao wmo
emo eseh ymepouau, mamemamunko ouekusarse je B(X) = X. Odpedumo E(X?) nomohy
manoe "mpura” maxowmo iemo odpedumu najnpuje E[X (X — 1)]. Ha ocnosy Jleme

Teopema 4.4 J[ucnepsuja uma caedehe ocobume:

1. D(X) >

S

X) =0 axo u camo axo je X =const.

>

(

(

(X +a) = D(X).
D(kX) = k*D(X).

Axo cy X u'Y mesasucne cayuajne npomjernsuse maoa
DX+Y)=D(X)+ D).




Jloxas. Heka je E(X) = m.
1. Momrro je (X (w) —m)? > 0, To je na ocroBy Teopene

B[(X(w) —m)*] > 0.

2. Ako je X(w) =cu X(w) —c=03a cBako w € {2, e je
D(X) = E[(X —¢)*] = BE(0*) = 0.
Ob6puyTO, aKo je

n

D(X) = 3 (g —m)p(ag) =0,

k=1
JIAKO MOzKeMo cmarparu Ja je p(xy) > 0 3a cako k = 1,2,...,n, ciequ na (xp — m)2 =0
OJIHOCHO T, = m 3a cBako k = 1,2,...,n, onakie je X(w) =m 3a cBako w € ().
3.
D(X+a) = EX+a—EX+a)?
= E[X+a—E(X)—-d?=E[X - EX)?
4.
D(kX) = E(kX)*-[E(kX)?
FE(X?) - K (B(X))? = F*[B(X?) - (B(X))?.
5.

D(X+Y) = EX+Y)—(B(X+Y))?
E(X?+2XY +Y?) — E(X?) - 2E(X)E(Y) — E(Y?)
D(X)+ D(Y),

jep ako cy X n Y mesasucue, taga E(XY)— E(X)E(Y) = 0.

IIpumjep 4.31 Hahu ducnepsujy 3a CAYHaJHY NPOMIEHAUSY KOJG UMA ODUHOMHY DACTO-
djeny.
Cayuagny npomjenwusy Sy, : B(n;p) moorcemo nanucamu xao 36up
Sp,=IL1+Irh+...+1,.
Howmo cy cymandu nesasucke npomjeHsuse, onda caujedu da

D(S,) = D(I) + D(I3) + - - - + D(I,).

Kaxo je D(Iy,) = pq, caujedu D(S,) = npq.




Ilpumjep 4.32 Hahu mamemamuuko ouexusaroe u ducnepaujy 3a npomjensrusy X xoja
UM 260MEMPUICKY PACTODJENY.

1 2 ... k ..
X:<p pq ... qu_l >
Hajnpuje pawyrnamo cymy peda .
Z ka*1.
k=1

Hapyujarna cyma
n
Sn :Zkzak_l =(1l4+a+a?+ - - +a" H+al+2e+--+(n—-1)a"2),
k=1

na ce dobuja
_1—a"

Sy = n—l).

— + a(sp, —na

U3 nocaedrve jednarocmu dobujamo da je

1—a"” na""!
Sh— —
" (1-a)? 1-a’

odaxne je

) 1

lim s, = ——, sala| < 1.
n—00 (1—a)
Mamemamuuro ovexusarve npomjenuce X je

1 1

Cauuno, xao u y npumjepy 3a Iyacornosy pacnodjeay, najnpuje pavyramo

oo 00 0o /
_ _ _ 2 2q
E(X(X-1))=) p¢" " =pg) k(k—1)¢" 2=pq<§ kg 1) =PU AT
k=2 k=2 k=1 q b

Caugedu



9 I'panmuane Tteopeme Teopuje BjepoBarHohe

YBoa

YV peasHuUM cuTyanpjaMa, ako YKeJIMMO Jia JOHEeCeMO ojpeheHr 3aK/bydaK O, PElUMO, HEKO]
bU3NIKO] BEIUINHY, OHJIa TO HUKA[ HE PAINMO HA OCHOBY jeHOT Mjepema. [loy3manu 3ak/byam
ce JIOHOCE Ha OCHOBY pesyjararta ojpehuBama BeJUKOr Opoja BPHUjeTHOCTH HCTE CJIydajHEe MpO-
MjeHsbuBe. AKO CBaKO HOBO MjEpEme CXBATUMO Kao HOBY CJIYyYajHY IIPOMjeHJbUBY, nMalieMo HU3
CJIydajHUX mpoMjeH/buBuX. Halpumjep, KoJi mojMa MaTeMaTUIKOr OYerBabha CMO UMAJIU CITUYIaH
npuctyn. IlojMoBu u3 BjepoBaTHOhe U HUXOBE IPUMjEHE Y CTATUCTUIM J0JIa3e 0 M3parkaja
yIIpaBO y IYyTadKUM ceprjaMa Mjepema, OJTHOCHO IPU IMOCMTPAbY MAYTadKNX HU30Ba CIIYYajHIX
ITPOMjE€HJ/bUBUX.

Ilpumjep 5.1 Ilpemnocmasumo da ucnumyjemo npeuusHocm jedrnoz Mmjeproz uUHCmpy-
merma. Ilpeyusrnocm ce ucnumyje maxo wWwmo ce Hume Mjepl, NO3HAMGE KOHMPONHA BEAU-
wuna, na ce odpehyje epewra y mjepervy Kao pasiuka dobujeHe u KORMPOAHE 8PUJEIHOCTIU.
Axo je epewka CAYNAIHG NPOMIEHAHUBE MO 2PEUIKE 3G BUULE MIEPErA NPEOCTNABHAJY HUS
cayuajnux npomjennusur. Ilpemnocmasumo da cmo y 5 mjeperva dobusu epewke (y da-
mum jeudunuyama) 0.52 1.24 -1.35 0.31 -0.82. Kao xapaxmepucmury mux mje-
DEILA MOIAHCEMO Y3EMU CPEOLY 2PeULKY

(0.52+1.24 —1.35+0.31 — 0.82) /5 = —0.02

AKo je cpefba BpUjeIHOCT TPEIIKe 38 HAC MaJia, HHCTPYMEHT MOXKEe MOCTYKUTH. ¥ MPETXOTHOM
npumjepy je, mehyrum, 6utHo u cienehe: Kosmko ce MoxkeMo moysmaru y JOOUjEHY CPEJIEbY
IPEIIKY, jep Vv ApyTuX IeT Mjepema MOXKEMO JOOMTH CACBHM Pa3JuduT pedyiarar! 3a Hac je
YIIPABO BaXKHO Jia Oy/IeMO CUT'YPHH Y BEJIMYUHY CPEJlibe IpeIike, 6e3 003upa Jia Jiu je OHa MaJjia
WK BEJWKA, jep HAa OCHOBY TOTa MPUXBATAMO MHCTPYMEHT Kao J00ap, Wian ra ofbaIyjeMo Kao
JIOTIL.

3akoHu BeJUKUX OpojeBa

T'enepasuu crieHapuo y oBoM moriiaBiby je ciaenehu. Heka cy mare HesaBucHe ciiydajHe Tpo-
MjersbuBe X1, Xa,... HCTe paclojjese BjepoBaTHOhAa, ca MATEMATHIKUM OUYEKHBAIHLEM [, U JIU-



crepaujom 2. Heka je
S, =X1+...+ X,

cyMa IPBHUX N O/l IbUX. | paHMYHE TeopeMe Ce CYNITHHCKUA DaBe NMHUTAeM OCOOMHA CJIydajHe
IpOMjeHJbUBe Sy, KaJI N T€XKHU OECKOHATHOCTH. 300T HE3aBUCHOCTH, CIUjEIH

D(S,) = D(X1) + ...+ D(X,) = no?

JlakJte, noja3u 10 MHUPEma CKyla BPUjeIHOCTH IIPOMjeHJbUBE S, KAKO 7 TeXXKU OGeCKOHATHOCTH
M 3aTO He IOCTOjU IPAHUYHA BPHUjEHOCT HU3a CJIYUYajHUX TpoMjeHspbuBux Sp. Curyamnmja je
Jpyradnja ako IOCMaTpaMO Y30padKy CpPeIuHYy

Xi+...+X, S,

M,=——"—"—"7—/—77—7—=—.
n n

JemqHocTaBHUM padyHOM JI0OMjaMO

E(Mn> =N, D(Mn) = %

Hakite, nucriep3uja TEKU HYJIU KAKO 1 T€XKU OECKOHAYHOCTH, YUMe ce yBehaBa KOHIIEHTpAIUja
BPUjEIHOCTH CIIydajHe MPOMjEHIBUBE S;, OKO TheHOT MaTEMATHIKOT OueKnBama (. OBaj henomen
je objammen ogpeheHnM 3aKOHNMa BEJIMKUX OpojeBa, KOju y IPUHIIAITY YKa3y]y [1a y30padKa cpe-
JHa (CiIydajHa [IPOMjEHJ/bUBA) KOHBEPIUpa Ka IIPaBOj CPEJMHM [ Ha IPEenu3HO ojpeleH HaunH.
Ogu 3akonu 06e36jelyjy MaTeMaTudKy YBPCTUHY MUHTYUTUBHO] MHTEPIIPETAIUjU J1a je MaTeMa-
Tuuko ouekupamwe E(X) = p cpenuna Beaukor 6poja BPUjEHOCTH KOje Ce HA HEKH CJIydajaH
HaYWH U3BJaYe U3 AUCTPUOyIrje mpoMjeHbuse X .

Taxkobhe, pasmorpuhiemo u BesimunHy Koja ce Hajasu uamely S, u M,. Hajupuje hemo oxysern
np o1 Sy, na 6u J00WIH CIyYajHy TPOMjEeHI/bUBY Ca HYJITUM MATEMATUIKUAM OUYEKUBAHEM Sy —N (L,

a 3aTuM noaujesuTn cee ca \/D(Sy,) = oy/n,

 Sp—np Sy — E(Sy)

T e /D)

Jlako je yrBpauTH Ja je
E(Z,) =0, D(Z, =1

VY ormmrreM ciy4dajy, 3a JaTy CaydajHy IpoMjeHs/buBY X, IPOMjEH/bUBA

*

X - E(X)
D(X)
ce HasWBa: CTAHAAPAW30BAHM O0JMK ciydajHe npomjensbuBe X. Heka je F(X) = p, a

D(X) = o%. JacHo je na 3a cTanapIu30BaHn 00K CIyHdajHe IpoMjensbuse spujem E(X*) = 0
u D(X*) = 1. Baucra,

Bx) = B = 2(B(xX) — =0
Cinuso,
DX = D) = LD(X — ) = SD(x) = 1



Heke kopucHe HejegHAKOCTU

Oernje hemo m3BecTu HeKe KOpHUCHE HejeqHakocTu. FbuxoBa ymorpeba je ja, Kopucrehu ma-
TEMATHIKO OYEKUBAIHE U JIUCIEP3HUjy U3BYUEeMO ojpehene 3ak/bydKe O BjepoBaTHONM HOjeMHUX
norabaja. [akie, one cy moceOHO BaxKHe y CHTyalpjaMa KaJ Cy MaTEMATHYKO OUYEKHBAILE U
JIUCIIEP3uja JIAKO U3padyH/bUBE, ajld je caMa JJUCTPUOyInja mpoMjeH/buBe X WIN HEITO3HATA WJIH
TEITKO U3PavyH/bUBA.

Jlema 5.1 Hexa je X duckpemma CAYHajHA NPOMIEHHUBE KOG Y3UMG CAMO HEHE2ATNUBHE
epujednocmu. Tada, 3a ceaxo a > 0 epujedu

P{X >a} < %E(X)

loxas.
B(X) = ) zP{X =ux}
> Z zP{X =z}>a Z zP{X =z}

r:r>a r:r>a

= aP{X >a}

AKo pesysTaT mpeTxo/He Teopeme npumMjenumo Ha | X | ¥, mobujamo

JIema 5.2 (Mapxrosmwesa nejednarxocm) Hexa je X duckpemma cayuajna npomjensusa

wa>0. Tada je

L B(x|")

a

P{|X| > a} <

Jloxas. Ha ocnopy Jleme [5.1] cmjenn
1
PUX|* > o} < e E(X]M),
oJlaKJIe je

L B(x|%)

P{X|2a} <

[Tpumjenom MapkosibeBe HejeauakocTn 3a ciaydaj k = 2 u | X — F(X)| mobujamo
JIlema 5.3 (ebuw.wesa nejednarocm)

P{IX ~ B(X)| > a} < - D(X)




Jlokazana HejeTHAKOCT UMa BEJIMKU TEOPHUjCKU 3HAYA] jep MOoKas3yje jJa ce BjepoBaTHOhA OJCTY-
narba 0J] OYeKHBaHe BPUjeTHOCTH MOYKE MjepUTH Jucnep3ujoM, 36or dera cvmo D(X) u yBoauim.
Hapoanmo u gyseny Komu-IlIBaprioBy HejeqHAKOCT.

Teopema 5.1 3a cayuajne npomjennuse X u'Y 3a xoje je E(XY') dedpurucano, epujedu

E(XY) < /E(X2)E(Y?)

Joxas. Yxomko je E(X?) = oo nm E(Y?) = oo, onjia je HejelHAKOCT jacHa. YKOJMKO cy obje
BPHjEJIHOCTH KOHAa4YHEe, OHJa TBpauMo 1a je E(XY') nobpo nedununcana. la 6u oBo yTBpAmIM,
IPUMjeTUMO T8

1
|zy| < 5(932 +97),

3a cBako peasHo x u y. Takobe, axo je F(X?) mm E(Y?) nyna, taga X nmu Y ysumMajy BpH-
jenjocT HyJa ca BjepoBaTHOhOM 1, umMe je HejeJaAHKOCT OUYUTJIeHA. 3aTO, MOXKEMO OJIPA3YMHU-
jeBaTw; Jia je JecHa cTpaHa nosuTuBHA Heka je a peasan 6poj. Axko pedunummmo Z = aX — Y
OHJIA

0< E(Z% =d®’E(X?) —2aE(XY) + E(Y)?

HecHy cTpaHy MOXKeEMO IIOCMAaTpPaTH Kao KBaJ[PATHY jeJHa4YUHY ca rnpoMjeHsbuBoM a. llomrro je
0Baj U3Pa3 OYUIVIEHO HEHEereaTHBaH, OHJIA CIAUjeJH Ja je ojrosapajyha MUCKPUMUHAHTA [1O3U-
tuBHa. [lakie, nmamo

(2B(XY))? —4E(X*)E(Y?) <0,

ITO je U Tpebasio JT0Ka3aTH. |

3akoH BeJIMKHX OpojeBa

Kao mro cmo Beh HamoMenysn, reHepaJIHy CIIEHAPUO Ce CACTOjU OJ HU3a HE3aBUCHUX CJIYUaj-
HUX TpOoMjeHsbuBuX X1, Xo,... KOje MMajy WCTy pacioijeiay BjepoBarHOha, ca MaTeMaTHIKUM
OYeKHMBaIbEM [ U JucnepsujoM o2. IloacjeTumo ce neduHMIN]a CIyYajHUX TPOM]jeH/bUBHX:

S
S,=X1+...+ X, uM, ==".
n

Crenehe Teopeme he butn nckazate y rope AepUHACAHUM TEPMUHUMA.

Teopema 5.2 (ebuw.wes 3akon seauxuxr bpojesa) Hexa cy cayuajne npomjenvuse

X1, Xo, ... nesasucte u ca ucmum mamemamuurkum ovexusarwem E(Xq1) = E(Xg) = ... =
w. Hexa nocmoje D(X1), D(Xa),... u nexka cy ynu@opmmo ozpanusere, mj. nocmoju
koncmanma ¢ > 0 makxo da D(X;) < ¢, sai =1,2,... . Tada 3a nuz X1, Xs,... saotcu

3aK0n seaurux bpojesa, mj. 3a ceaxo € > ()

P{|My, — u| > €} -0, n — oo.




Zloxas. Heka je Y = M,. Tana je

B(Y) = %E(Xl FXo bt X)) = %(E(Xl) +E(Xa) 4+ E(X,) = .

Cinaso,
1
DY) = D(My) = DI(Xi+ X+ X,)]
1
= ED(X1+X2+---+XR)
1
= E(D(X1)+D(X2)+‘“+D(Xn))
< 1( Leqt +o) = 1 _c
< nzc c c—nan—n

OBzje cMO KOPUCTIIIM OCOOMHY JIa je Jucliep3uja 3a 30up HE3ABUCHUX CJIYUYAjHUX ITPOMjEH/bUBHUX
jeHaKa 30Mpy BUXOBUX JUCIEP3Hja. 3aTo je

1
P{IMy —pl 2 &} =P{Y | > ¢} < 5D(Y) < o= =0, n = o,
€ €

IJIje CMO OYUIVIETHO KOPUCTUIIN JeOUIIbeBY HEjeTHAKOCT. |

OBaj 3aKOH ce y JuTepaTypu decto Hasuba u CJjiabm 3aKoH Besiukux 6pojeBa. OH 3ampapo
yKasyje Jia ce BPUjeHOCTH CJlydajHe mopMjensbuse M, KOHIIEHTPUILYy yHyTap uHTepBasia (p —
€, L+ €), 3a CBAKO €, KAKO N TeXKU HECKOHAYHOCTU. 3alpaBo, TBPJU Ce Ja je 3a JOBOJbHO BEJIMKO
n Bjeposarnoha na he M, ymacru y unrepsasn (u — €, + €) 6auzy jeaunune. Hapasho, ako
je € Mame, OHJIa je MOCJeINIHO MoTpeOHo u Behe n 3a ouekuBame na M, Oyae yHyTap 3a71aTor
WHTEpBaJa Ca BEJIUKOM BjepOBATHONOM.

IIpumjep 5.2 Axo uzpame pyaem y xasuny, sjeposammoha da uszybume je ysujex Mmaro
eeha nezo da dobujeme. [Ipemnocmasumo, padu nojednocmassera, da je sjeposammoha da
dobugeme 49/100 a da useybume 51/100. Osy cumyayujy moscemo onucamu kpo3 moden

HE3ABUCHUT CAYHAJHUT npomjensusur X1, Xo, ... ca pacnodjesom
49 ol
P(X;=1)=— P(X;,=-1)= —.
Caujedu da je E(X;) = —1/50. Kanuman xoju ocmseapyjeme naxon n uzapa je S, =

X1+ -+ X,,. Ilpema s3axony seaurxuxr b6pojesa caujedu

1
P(|Mn + %‘ > 6) — 0,

kad n — oo. Kaxo je My, = Sp/n, onda, 3a dosowno eeauko n, epujedu
n
% 5

wmo 3nanu da je eybumar cKopo u3sjecman. |




ITpumjep 5.3 Hexa je sjeposammohia nexoe dozahaja A y damom excnepumenmy jednaxa
p = P(A). Hexa je M, ¢dpexsenyuja pearusayuje dozahaja A y n useolera excnepu-
Mmernma. 08y seaununy, noped HA3UGA Y30PAUKA CPEIUHA, %eCmo HA3UBAMO U eMNU-
pujcka Ppexsenuyuja dozahaja A. Jlaxae,

-

M, =

2dje je X;, 1 < i < n, cayuajna seaunurna xoja je jednakra 1 xad 200 ce peaausyje A, a
y cynpommom je jednaxa 0. Mz moea caujedu da je E(X;) = p 3a ceaxo 1 < i < n. Ue-
OUWHES 3AKOH BEAUKUT OPOJEBA HaM 2080pU 04 j€ 3G BEAUKO N, EMNUPUICKA PPEKGEHUUIA
M, seoma bausy E(X1) = E(X2) = ... = E(X,) = p. Oso je y odpeherom cmucay
U MEeoPUjCKa nomepda nPucCmyna Kojom ce cmeapha ejeposammoha odpehenoe dozahaja
aANPOKCUMUPG PPERBEHUUJOM 1HE20802 NOJABHUBAHE Y 6ehem OPOJY HE3ABUCHUT U3B0HeEIba,
moez excnepuMeHma.

IlenTpasHa rpaHUYHaA TeopeMa

3akoH BeJuKuX OpojeBa HAM TOBOPH JIa je apUTMETHUYKA CPEJINHA CJyYajHIX TPOMjEeH/bUBHUX
y oapeheHoM cMuciTy 6JIMCKA MATEMATHIKOM OYEeKHBamy OUJIO KOje OJ] THX ITPOMjeH/bUBUX. A,
KOJIUKO je 6stu3y? CBe 1ITO 3HAMO HA OCHOBY 3aKOHa BEJIUKHUX OpOjeBa je jia 3a JOBOJHHO BEJIMKO

n BpUjean
Sn _ X1+ Xo+--- 4+ X,
aniz
n n

I

kajg n — oo, raje je E(X;) = u, i € IN. lakie, Ha OCHOBY 3aKOHa BeJIMKHUX OpojeBa HIje
JIAKO TIPOIMjeHUTH ca KojoMm BjepoBaTHohom he Sy, omnocHo M, 6utu y HeKoM (DUKCHUPAHOM
unrepsaiy (a,b).

[HenTpanna rpaHnYHA TeopeMa HaM y TMPUHINITY Jaje eKCIVIMIINTAH HAYNH Ja TPOIHjeHIMO
BjepoBarHolly na ce S, nahe y nekom onpehenom uurepsaiy (a,b). Iloncjehajyhu ce mojma
CTaHIAPIM30BAHE CIydajHe IPOMjeH/bUBE, 1e(PUHUIIIEMO

ap = Mo B Mo =i o
D(M) o

n

Teopema 5.3 (Llenmpaara eparuvHa meopema)

Hexa cy cayuajne npomjernuse X1, Xo, ... HE3A4BUCHE U CG UCTNOM PACTODJENOM, CG OUEKU-
8arbeM [ U JUCTEPIUJOM o%. Hexa je F (z) Pynryuja pacnodjene 3a cayuajne npomjenouce
ca pacnodjenom N(0;1). Tada sa ceaxu nap 6pojesa a < b easrcu

lim P{a < @\/ﬁ <b} = F(b) — F(a)

n—o0

3Havaj oBe TeopeMe, YHju J0Ka3 He JIajeMo, je OrpOMaH 3a IIPUMjeHe, HADOYUTO y CTATUCTHIIN.



ITpumjep 5.4 Hexa ce spwu n = 225 nesasuchur mjeperva, kK00 Kojux je o = b jedunuua.
Koauxa je sjeposammoha da epewra npu anpokcumayuju mjepene seauvune ca My, nuje
eeha 0d 0.6 jedunuuya?

Mjepena seauvuna je p = E(X) a odemynare je |Mags — p.

Mo — 1
P{| Mags — po| < 0.6} P{|%“\/225| < £0.06v/225}
P{|Mags < 1.8} = 2F(1.8) — 1

= 2-0.96407 — 1 = 0.92814.

Osaj pesyamam anawu da je ejeposamuoha da Maogs — 0.6 < p < Mags + 0.6 jednaxa
npubausicro 0.93. u

IIperxosHOj TeopeMu ce MOXKe JAaTH JAPYTU OOJIMK, IIOTOJIAaH 3a pas3He IpUMjeHe, He caMo 3a
TpeItKe Mjepema.

Teopema 5.4 Hexka cy cayuwajne npomjennuse Xi, Xo, ... HE3A6UCHE U CG UCTOM DACNO-
djenom, ca overusarvem (1 u ducnepsujom o2. Hexa je Sp = X1 + Xo + -+ X,,. Tada 3a
ceaxy nap bpojesa a < b eascu

lim P{a < Sn 1t

Tim = - <0 =F() - Fla).

JacHo je ma cy nperxojHe JIBUje TeopeMe eKBUBaJIEHTHE, IITO JUPEKTHO CIUje N U3

M, —p Sy —np
o Vi = ovn

Teopema y CTBapm Kazke Jia je pacrojjena 36mpa S, npubmrkio nopmaana N (nu; no?), ca

napamerpuma E(S,) = nu u D(S,) = no?.

Arnrpokcumanmja GMHOMHE pacIiojjee

Kom onpehusama BjepoBaTHOha y OMHOMHO] IIeMU, 38 1 BEJIUKO U P MAJIO, CMO C€ KOPUCTUJIN
[TyaconoBom pacmomjesiom. IlenTpanna rpaHndHa TeopeMa HaM Jaje HOBe Moryhuoctu. Axo
cJlydajHy IpoMjeHsbuBy Sy, ca pactopjesiom B(n; p) pasmorpumo kao 36up S, = I1+lo+- - -+ I,
TO Ha ocHOBY Teopewme [5.4] cujenn
S

—np B  Fla
Wﬁb}NF(b) F(a)

To — Np xr1 —np
P{z1 < S, <a}~F|—~“—)-F—),
to < 2} < V/1pq > < V/1pq )

P{a <

njin

YKOJIUKO j€ 71 JIOBOJbHO BEJIUKO.




ITpumjep 5.5 Bjeposammnoha da uepaw yoauu sonmy y xow je 0.7. Koauka je ejeposam-
noha da he y 100 6avara umamu

(a) 6ap 65 nozodaka,
(6) usmehy 65 u 75 nozodaxa,
(8) nmajeuwe 77 nozodaxa?

Laxae, umamo da je

n =100, p =0.7, ¢ = 0.3, np =70, npg = 21.

(252)-r (%)
= F(6.55) — F(—1.09) = 1 — (1 — F(1.09))

= F(1.09) = 0.86214.

(a) Tpaotcu ce

Q

P{65 < S100 < 100}

(6)

P{65 < Si00 < 75}

Q

75 — 70 65 — 70
F ~-F
( V21 ) < V21 )
= 2F(1.09) — 1 = 0.72428.

(¢)

P{0 < S100 <77}

%

() (32)
= F(1.53) — F(—15.3) = 0.93699.

MebhyTum, oBa ampokcumaliyja uMma ojpeheHa orpaHuverhba KOja Ce YCIJeITHO MPeBa3uIa3e
MaJIOM M3MjeHOM Koja je canpxkana y MoaBp-JlanmiacoBoj anpokcumaliiju OHHOMHE PACIIO-
njedte.

H) Axo je S, GuHoMHa CTydajHa HPOMjEH/bHBA Ca HapaMeTPUMa T U P, 3a BeJuKo n u k,{
HEHEraTUBHU IHjesin OpOjeBH, OHJIA

4+ L _ k—L1_
P{kgsﬂgy}%}?(w>_p(2np>7
vV 1Pq vV 1Pq

riaje jeq=1—p.



ITpumjep 5.6 Hexa je S, 6unommna cayuajna npomjenmsusa ca napamempuma n = 36 u
p = 0.5. Pauynamo

21 36
P{S, <21} =) <k > (0.5)% = 0.8785.
k=0

Kopucmehu cmandapiny anpoxcumavujy nomohy LT, dobujamo

21 —np> <0—np>
P{O<S, <21} ~F|— | - F
= ; ( Vpq V1Pq

~F (21 - np>
Vv 1Pq

21— 1
~F < . 8) = F(1) = 0.8413.

Mehymum, axo xopucmumo Moasp-Jlaniacosy anpoxcumayufy, onoa UMaMo

21.5 — np)
P{0<S, <21} = F | —
t J < v/ pq

21.5 — 18
~ F <3) = F(1.17) = 0.879,

wmo je mHozo bausce cmeaprom pesyamamy. Moasp-Jlanaacosa popmyaa nam do36o-
SHG6A U ANPOKCUMAUUJY mavne epujednocmu. Ha npumjep

19.5 -1 185 —1
P{S, =19}~ F (9538> - F <8538> =0.6915 — 0.5675 = 0.124.

Oso je seoma baudy maunoj epujednocmu

(i’g) (0.5)19 = 0.1251.

3Ha4yaj HOpMaJIHe pacIiofjejie y IpuMjeHaMma

Kao mro cmo Bumjesn, HopMasiHa pacriofjesia ce Ha IPUPOJAH HATUH jaB/ba Y MHOTHM IIPO-
OieMuMa, MOCEOHO OHMMA BE3aHUM 3a 30UpOBE CIIyUajHUX NpoMjeH/buBux. Y Teopemu ce
3axTjeBa Ja CJIydajHe IPOMjeH/bUBe OyiIy jeqHaKo pacuoijesbeHu. Mehyrum, mokasyje ce ma
HCTa TeopeMa BaKi M 0e3 IPeTIoCTaBKe O MCTOBJETHO] pacIoje/beHOCTH, IIOJ, YCJIOBOM Ia CY,
Ha ojpeheH HauMH, MMOjeIMHAYHNA CAOUPIM MAJIM Y OJHOCY Ha IUTAB 30Up.

Y npuMmjeHama UMaMO MHOT'O TAKBUX CUTYAIIHja U OTY/a Ce HOPMAJIHA PACIIOIje/ia TaKO YeCTO
jaBJ/ba M MMa BEJIMKHU 3HAYA).
YV mpakTUYHO CBUM IIpOOJIEMUMA MTOBE3AHUM Ca CJAYUYAjHUM T'PelIKaMa IPU Mjeperby, HOPMaJjHa
pacrojjesa ce y3uMa Kao M0JIa3Ha.

Jahemo HeKoOJIMKO MpUMjepa IIpUMjeHe HopMaJIHe pacIiojjese, 3aCHOBaHe Ha IIeHTPAJIHO] Ipa-
umanoj reopemn (III'T).




ITpumjep 5.7 Koaukxo mpeba uzeecmu mjeperva na 0a ancosymma 2pewra, npu npoujery

cpedre spujednocmu p ca My wuje seha
cmandapdrno odecmynarwe o = 10.

Ilompebro je odpedumu n u3 pesavuje

0.90 =

0d 0.2, ca sjeposamnohom 0.9. 3na ce da je

P{|M,, — | < 0.2} =0.9. Buhe

P{|M — | < 0.2}

_ p{|M"_“|\/ﬁ§ 23\/5}

g

- o (5)-r(4)- ()

ITpumjep 5.8 Hexa je mpasicrva 6endura no aymomobusy rwedjensro 50 aumapa, ca cman-
dapdrum odemynareem 0d 8 aumapa. Axo y Iodeopuuyu uma 200 000 aymomobusa, da Au
je dosomro 10 100 000 aumapa bensuna 3a nedjesny dana da e dyde necmawuye.

Hexa je S yrxynna nompowrea bensuna 3a nedjeny dana. Odpedumo P{S < 10100 000}.
Kaxo je E(S) = 200000 - 50 = 107, D(S) = 200000 - 82 ~ (3578)2, mo je

P{S < 10100000} = P{

:p{

WMo 3Ha%u 0o Hecmawuye ckopo cuzypHo
6EAUKQ.

S — E(S) _ 10100000 — 107
D(s) 3578
100000
* < ~F(28) =1
5 < 557 } (28) =1,

nehe bumu. Ouuezaedno da je pesepsa 0060.6HO
|



0 MareMaTmika CTATHUCTUKA

MHore Hayke Kao BaKaH MeTOJ, NCTPaKNUBarkbha KOPUCTE OIUTE, IPUKYILJbatbe [10/IaTaKa U 3a-
KJby4unBarbe Ha OCHOBY Bux. HaydHe Xuiorese ce mocTaB/bajy Ha OCHOBY pe3yJsITaTa OLIUTA MM
ce OIUTH NJIAHWUPAjy Pajiyl UCIHTUBAKA [TOCTaB/bAIbe XUIIOTESE.

MareMaTniyKa CTATUCTUKA IIPEJICTAaB/ba OLIITY TEOPUjCKY OCHOBY 33 IIJIAHUDAE U TyMaderhe
pe3yaTaTa OInTa HA CIYYajHUM UCXOJUMa. leopuja BjepoBaTHONE je MaTeMaTHIKa 0a3a CTaTu-
CTUKE, Kao IITO heMo TO BU/IjETH.

Ilonmynamuja. OcHOBHE [0jaM KOjU Ce jaBJba y CTATHCTHIM je CKYIl HEKUX e/IeMeHATa Jhja
ce 3ajelHMYKa CBOjCTBa M3ydaBajy. Ha mpumjep, naydaBanu cKyIl dnHe haru jejHe IIKOJIe, WIH
CTAaHOBHUIM HEKe Jp:KaBe. VI3ydyaBaHW CKyIl MOT'y YMHUTHU PHUjeKe jeJIHOT CJIUBa, WA MOpa U
OKeaHW Ha 3EMJbU.

Taj mzyuaBaHu CKyn ce Ha3WBa MHOILyJIAllAja Win reHepajiHu cKymn. llomymamuja moxke
OUTH M CKyIl CBUX MOTyhuxX pe3y/rarta Mjeperma Heke (PU3MIKe BeJUIrHe, HIP. TeMIIepeaType
WA TPUTUCKA, KAO U CKYIl CBUX 3aMUC/IMBUX TOKOBA HEKOI' €KCIIEPUMEHTa MJIA IPUPO/IHE II0-
jase. Ionynanujy unHm ckyn cBux barama jeqHor auHapa 6e30poj myTa, a Takohe u CKyIl CBUX
moryhux yrakmuria npejcrojeher ¢yadaackor mpBeHCTBA.

Kaxo Buanmo, monysiamuje Mmory 6utu Konadne u 6eckona4dne. Konadne momysaiuje cy cBa-
KaKO jeJIHOCTaBHUjE 3a MOCMATpambe, ajli ako cy OpojHe, YecTo ce pa3Marpajy Kao Jia cy 0ecko-
HaJHE.

Oobuspexje. Ilpu nuzyuaBame nomysamnuje MIPBEHCTBEHO Ce 3a/IpyKABaAMO Ha HEKOM OOUJbEXK]Y
IbEHUX eJieMeHaTa. ¥ IOIyJanyju haka jesiHe MKoe, jeiHO obuibexje je paspel Koju hak nmoxaba,
JAPYyTo je ycijex Koju mocrimke. Obmibekje MOoXKe OMTH HyMepudko wiad He. Mehyrum, dak u
Jla OpUI'MHAJHO HHje, Moryhe ra je Ha oapeheHuM KomuparmeM INPEJICTABATH KAO0 HYMEPHIKO
obubexje.

Hedunurmja 6.1 (Pacnodjeaa obumestcja) Axo je pazmampara nonyiauuja KOHaG4Ha,
pacnodjeaa obumvedicja ce raxo depuruwe. Hexa cy xy1,x2,. .., T passuvume spujednocmu
obunmeocja. Hexa je N; bpoj eaemenama nonysayuje sa xoje je X(e;) = xz;, 1 < i < k.
Pacnodjeny obumesicia X wune epujednocmu x1,x2,...,T, ca odzosapajyhum 6pojesuma
N1, Na, ..., Ni uau 00208apajyhum npoueHmHuUM UAU PEAGMUBHUM USHOCUMA




X 1 To e T >
pacn. | Ny/N | No/N | - |- | | Ny/N | N/JN =1

Ha ocHoBy npeTxoaHOr BHIUMO J1a OOM/bEXKje YBHjEK MOXKEMO IIOCMATPATH Kao CIydajHy IIpOo-
MjeHJBPUBY Koja je JedmHucaHa Ha CKYIy KOjer 4mHe ejeMeHTH jare ronynanuje. Ilomysmamnuja
ce, CXOJIHO TOMeE, MOXKE IPEJICTABATH KA0 CKYIl eJIeMEHTaApHUX MCXOJia HEKOI' €KCIIEPUMEHTA.

¥Y3opak. NsyuaBambe 1ujesie mormysamuje je 9ecTo CKyI M TEeXHUYIKU 3aXTjeBaH MMOCTYIIaK.
[Tonekas je, kao y ciyuajy H6eckoHadHuX momysanuja 1o Hemoryhe. Hauwmn na crekHeMo HeKy
IIPeJICTaBy O PACIOjeJIl TOCMATPAHOT O0M/beXKja Ha I1jesI0] MOIMY/IAIUjU je 18 U3IBOjUMO je1aH
IbCH KOHAYAH JIMO KOj HasMBaMoO y3opak. Ha Tom y3opky (Koju je omabpaH Ha HEKH HAYWH)
onpelyjemo pacnomjesry obusberkja a 3aTUM Te Pe3ysIrare MPeHOCHMO (YOIIIITaBaMO) Ha IHjesry
TIOITYJIAIA]Y.

V30pak ce MoxKe JI06UTH CIydajHuM n300poM ejieMeHaTa ca BpaiameM U cIydajHuM u300poM
eslemenaTta 6e3 Bpahama, Maia pasHuM obJlacTUMa IMPUMjeHe MATEMATUIKe CTATUCTUKE y30PIH
Mory ouTu Jo6ujeHn HeKuM crenuduaHuM (3a Ty obs1act) HaunHOM. Be3 o63upa Ha HaYMH 1001-
jama y30pKa BaXKHO je J1a OH Oy/ie perpe3eHTaTuBaH, OJIHOCHO /13 T00PO IIPEJICTaB/ba MOILYJ/IAIN]Y,
Yy CMHCJY JIa ce pacliojijesie Ha JUjery IMOITyJIalje U ujesI0j TOMyJIallljd IITO Mamke Pa3IuKyjy.
Y ToM ciiydajy KazKeMmo Jia M0, OJTHOCHO Taj y30pak J00po ’penpesenTyje”’ IjenHy.

Cry4uajan u300p y30pKa 9acTo ce BPIIE HOMONY TabJjIuIe CIydajHux OpojeBa UId MPUM]eHOM
HEKUX KOMIIjyTEPCKUX MIPOrpaMa.

IIpumjep 6.1 Honyrauyujy wure 2nedaoyu jedne xowapkawre ymaxmuue. Kao obumeorcje
ce NoCMampa Wwurosa eucuna. Y jednom pedy ce 0dabupa npsuxr nem nHyou u HUTose
sucume cy 169, 182, 177, 201, 165. Y ucmom pedy ce bupa npsux nem nHydu “uja UCUHG
npeaadu 190. Fbuxose sucune cy 201, 205, 199, 192, 195. Ja au npseu Hawun u3bopa
daje dobpy cauKy 0 BUCUHU CEUT 24edanaua, Huje janco. Ja dpyeu navun usbopa He daje
d06pYy cAUKY 0 8UCUHU ceUX 2aedanaua, Mo je ovuzaedno. On esenmyanrno, daje cAuKy o
anedaoyuma wuja sucuna npeaadu 190. Ilpema mome, dpyeu Hnawun usbopa ne daje duo
PENPEIEHMAMUBAH 3G YUJEAY NONYAGUUTY. |

Hexka je momymnanuja koHauna, ca N wiaHoBa. Pasmmaurux moryhux ysopaka (y oHOCY Ha
esiemenTe nomnysanuje) obuma n, (n < N) uMa OIurIeHO <JZ> Cwmatpahemo jia meTon n3dbopa
Jlaje perpe3eHTATHBAH Y30paK ako je BjepoBaTHONa O6mio Kor ojpeljeHOr y3opka mcTa, OTHOCHO
usHocu 1/ Jq\j . OBakaB MeTOJI, OYUTJIEHO O/IFOBAPA MOJIETY M3BJIadeIba 7 IMyTa Ha CIyUajaH

HaguH, 6e3 Bpaharba.

IlpocTu cayuajum ysopak. 3a pasjuKy OJ IPETXOHOT HPHUCTYIa Y KOM CMO YBHjeK
OupaJii pa3jnydnuTe ejJeMeHTe IOIyJalije, IPETIOCTABUMO J1a HAKOH CBAaKOI' OHparba BPATUMO
HazaJ uzabpanu eneMeHnT. [IpeTmnocTaBuMo 1a U3BIavYeHe BPITUMO N IyTa. Ha Taj HauuH, CBaKO
u3BJIadehe AepUHUINE jeIHy CAydajHy npoMjeHbuBy X; ¢ = l..n, Ipym d9eMy CBaka O] HBUX
uma ucty pacuojjeiny. Cpaku y30pak Koju j00MjeMO Ha OBaj HAYMH MMa HUCTY BjepoBaTHONY
nojasspuBama 1/N", mro onropapa ujaeju pernpe3eHTaTuBHOCTH.



Hedununmja 6.2 Hexa ce na odpehenoj nonysavuju £ nocmampa obumescje X . Ilpocmu
CAYHATHU Y30pak 3G obumesicie X je HU3 He3GUCHUZT, JeOHAKO PacnodujeSeHUT CAYIAJHUT
npomjennmusur (X1, Xo, ..., Xy) 00 kojux céakxa uma ucmy pacnodjeay xkao obumesncje X .

Crarucruke. CpeauHa n JUCIEpP3Uja y30pKa

OpnpehuBame pacrojjesie HEKOr 00M/beKja je BaXKaH ajii HE U jeJINHU 33J]aTaK CTATUCTAYKOT
ucnuTuBama. Ha npumjep, ako mocMarpamo oousbexje X : JUIHU J0X0MaK PAIHIKA y HEKOj da-
OpUIY, OHJA HAM je 0JI HHTEPECA CA3HAE O IPOCjEIHOM JIMTYHOM JOXOTKY WJIA PACIOHY JTUIHUX

JIOXO/TaKa.
Hedbunnnmja 6.3 Hexa je (X1, Xo,...,X,) y3opax dobujen cmamucmuukum excnepu-
menmom. Peanna dynxuyuja yzopra S = g(X1, Xo, ..., X,) nasusa ce cmamucmuxka.

Kao mro Bumumo u3 gedununmje, cratuctuka je (pyHKIUja O CAYyIajHUX ITPOMjEH/bUBUX, 1A
je u oHa cama ciaydajHa npoMmjeHsbuBa. AKo je (1,2, ...,Ty) PeaJn30BaHU y30pak, TO je s =
g(z1,22,...,T,) peannsanuja CTATUCTHKE S.

IIpumjep 6.2 Jlam je ysopax (X1, X9, X3, X4, X5) obuma 5. Hexa cy Sy, S cmamu-
cmuke Koje pedom mpedcmasoajy Hajmaret U najeehu esemenm damoe Y3opka, 00HOCHO
51 = min{Xl,Xg,X3,X4,X5}, SQ = max{Xl,Xg,Xg,X4,X5}. Axo je (3, 7,2,4, 7) pea-

AU306AHU Y30pak, onda je 3a S1 peasusdayuja S1 = 2, a 3a So je so = T. |
Heka je nara konauna nomynammja € = {ey, ea, ..., e,} n obumexje X(e), e € £. Bpujeano-
cru obmwbexja cy {X(e1), X (e2),...,X(en)}. Ilpocjeuna umm cpentba Bpuje HOCT TOT OOMIbEK]a
je 6poj
1

A= E[X((ﬁ) + X(ea) + - -~X(en)],
a MPOCjevHO WM CPeJiibe KBajpaTHo oacryname (o1 A) je 6poj
1
A= —[(X(er) = A)* + (X(e2) = A)* + -+ (X(en) = A)7);

Ako ce obmbexkje X mocMaTpa Kao CiaydajHa IpoMjeH/buBa, ouuryenuo je A = EX, B = DX.

Hedbununuja 6.4 Hexa je (X1, Xa,...,Xy) caywajnu ysopax. Cmamucmuka

X, ==
n

1 1O
(X1+X2+"'+Xn)—nz;Xi
P

je cpeduna yaopxa, a

57— 100 - X (e X (X = X))




I je ducnepauja yaopka.

CraTncTuke m BHUXOBE pacHo/ijese

Pasmarpamo Heka cBojcTBa craTucTHKa X, u S7 Koje Kao CIydajHe MPOMjeHIbUBE UMA]y CBOje
pacrofijee.

Jlema 6.1 Hexa je (X1, Xo,...,X,) npocm cayuajnu y3opax 3a obunescje X . Tada
_ - DX
(a) E(X,)=FEX, D(X,)= -
— n—1
(6) B(S3) = “—DX
n
Jlokas. Kaxko cy (X1, Xo,...,X,,) He3aBUCHE CIy4ajHe NPOMjeH/bUBE, TO (&) CJIUjejin JUPEKTHO.

Ba jokas Tauke (6) xopuctnmo dopmyiny EY? = DY + (EY)? koja Baxku 3a CBaKy CIIydajHy
IIPOMjEHJbUBY:

E(S2)=E (n f}(xi - )W) =E (i f}X?) — B(X,)? =

1< . _ 1 DX
= 1Y BX) - [D(X,) + (X = nB(X?) — | 2 4 (X0 =
=1
DX —1
— B(X?) - (BX)?- 22 =""px,
n n
Ipu Yemy cMo Kopucetmwin fa je EX? = EX3 = ... = EX2 = EX2 |

Hagemrhemo 6e3 nokasza gBa BaXkKHa CBOjCTBa HOPMAJIHE PaCIIOJjeJie:

1. Ako ciydajHa npomjerspuBa X HMMa HOPMAJIHY PACIOjesly, TO U CIydajHa MMPOMjeH/bUBA

Y = aX 4+ b, b # 0 uma nopmanny pacroajeny ca napamerpuma EY = aEX + b n
DY =a’DX.

2. Axko cy caydajue npomjersbuBe X1, Xo, ..., X, HE3aBUCHE U Ca HOPMAJHUM PacCIIoijesiaMa,
to u 30up Z = X1 + X9 + -+ + X, uMa HOpMaJIHY pacrojjesy ca mapamerpuma EZ =
EX1+FEXo+---+EX,,DZ=DX1+DXs+---+ DX,

IIpumjep 6.3 Cmarndapdra mescuna X jednoe npoussoda sapupa 00 Komada A0 KOMada U
uma pacnodjeay N(10; (0.5)?), a cmandapdna mesicuna Y dpyeoz npoussoda koju ce npasu
nesasucro 00 npeoz, uma pacnodjeay N(8; (0.3)?).

(a) Kojy pacnodjeay uma mestcuna déa npoudeoda npsoe muna?

(6) Kojy pacnodjeay uma mpocmpyka mestcuna npouseoda dpyzoz muna?

(8) Kojy pacnodjeay uma yxynma mestcuna no jedrnoe npoudeoda npeoe u dpyzoe muna?



Moorcemo cmampamu da CY MENCUHE PASAUUTUT KoOMada He3a6UCHE.

(a) Axo cy X1 u X9 meorcune dsa komada npseoz muna, mo wac unmepecyje Z = X1+ Xo.
Kaxo je EZ = EX1+ EXs =10+ 10 =20, DZ = DX; + DX, = (0.5)2 + (0.5)? =
0.5, mo je Z : N'(20;0.5).

(6) Unmepecyje nac pacnodjeaa 3a T = 3Y. Kaxo je ET = 3EY =3-8 =24, DT =
D(3Y) =32DY =9-(0.3)2 = 0.81 = 0.9%, mo TN (24;(0.9)2).

(6) Ako je V.= X +Y, mo EV = EX+EY =10+8 =18, DV = DX + DY =
(0.5)2 + (0.3)%2 = 0.34, na V : N'(18;0.34).

Axo je (X1, Xa,...,X,) npocT cayuajuu ysopak obmbexkja X ca pacrnogjenom N(m;o?),
Ha ocHOBY 1. m 2. cimjean jma X, mMa Takohe HOpMAJIHY paciojjesy ca mapamerpuma EX,, =
2

. o
m, DX, = P Opasge coamjenu j1a
— X,—-m X,—m

X = =
" o/y/n o

nma pacnogjery N (0;1).

OrnjeHe mapamMeTrapa pacio/jesa

Ja 6u omxpehena pacnojjesia 6uia norimyHo oxpehena, HEje JOBOJBHO CaMO 3HATU KOM THUITY
npunaja (HopMasiHa, OuHoMHa, yHUMOPMHA...), Beh MopaMo mMaTH ¥ KOHKDETHE BPH]jEJHOCTH
mapamMerapa Koju burypupajy y Toj pacuojjenu. Hecto Te BpUjeIHOCTH HUje MOryhe ersakTHO
VTBPJUTH, aJii IIOCTOje HAYUHU & WX IPOIjEHNMO, OJHOCHO CMjecTHMO y ojapehenn mHTEpBAUI.
YropaBo cy paz/inunTe TeEXHUKE OIfjeHe IapaMeTapa je TeMa OBe CeKIIHje.

ITpumjep 6.4 Kaxo je y pacnodjeau N (m; 02) NaApamMemap m ovexusare, Pasdymmo je 3a
He206Y oujeny ysemu cmamucmury X ,-cpeduny y30pKa. |

Hajupwuje, mocraB/bamo nurame - mra je ormjeHa napamerpa’ Ozmadnmmo ca © Hemo3HaTH mapa-
Merap pacruijene obubexkja X, Koju ce orjemwyje. OijeHa mapamerpa © Ha OCHOBY y30pKa
(X1, Xo,...,X,) yseror 3a X, je onpehena crarucruka ¥ = p(X1, Xs,...,X,,). Peamuzosana
BpujeHOCT Yy = (21, T2, ..., Ty) TE OIjEHE Ce y3UMa 3a BPUjeIHOCT HEIO3HATOr mapamMerpa O.
Henpuctpacuoct onjene Kako je orjena Hermo3naTor mapamMmerpa ciaydajHa IpoMjeH/bUBa, KPU-
TEPUjyM KOJUM MjepUMO BPHjEIHOCT OI[jeHe MOpa OUTH M3PaykeH Y TEPMUHUMA HeHe PACIIOojeste.
JemaH o1 OCHOBHUX KPUTEPHUjYMA j& HENnPUucCmpacrocm oujeHe.

Hedbununuja 6.5 Hexa je © Henosnamu napamemap pacnodjene obunmesicja X . Hexa je
(X1, Xo,..., X)) cayuagnu ysopax 3a X.
Oujena Y = (X1, Xo, ..., X,) napamempa O je nenpucmpachna (uiu yermpupana)




I axo je EY = ©.

HenpucrpacuocT orjeHe npakTUYHO 3HAYN Ja HEMa, 'CUCTEMATCKUX TIPENIaka IPU OIjerbUBALY,
Tj. Ja omjeHa Y y mpocjeKy Jaje TadHy BpujeiaHOCT mapamerpa ©. IIpenusnuje peueno, ako ce
rocMaTpa k He3aBUCHUX y30paka U k oiroapajyhux BpujeIHOCTH HAIIE OIjeHe Y1, Y2, - - - , Yk, TO

hie buTn
1

IIpumjep 6.5 Ha ochosy aeme anamo da je E(X,) = E(X). To snawu da je X,

nenpucmpacha oujena mamemamuukoz ouexusara E(X). Ha ocrosy ucme aeme, E(S2) =
n—1

DX, wmo snauu da je 57% npucmpacha oujena 3a duccnepaugjy D(X). Axo je n
n

6EAUKO, NPUCTPACHOCT, Je 0MURNEOHO MAAA.
Mehymum, axo yeedemo 3a D(X) nosy oujeny

n—lizl n—1
onda je
— n — n — n n—1
E(S?)=F 2) — E(52) = D(X)=D(X
(83) = B(-"=52) = —"—E(83) = ——"_=D(X) = D(X),

na je S2 menpucmpacna oyjena 3a D(X). Oujena S22 ce obuwno kopucmu K00 Maiux
Y30PaKG. |

Onjene mapamerapa HEKHX pacnojjeja

Bunomua pacnogjena B(n;p). 3a onjeny HenosHare sjepoBarHohe p = p(A) ce ysuma
F = S,,/n penarusna yuecranoct jgorabaja A y n onura. Kao mro saamo E(S,/n) = p.

Ipumjep 6.6 Mooice nac unmepecosamu sjeposammohia déa nocomxa yzacmonno p>. 3a

oujeny p? useneda pasymmo ysemu cmamucmury F2. Iposjepumo nenpucmpacnocm me
oujene:

S, 1—
E(F*) = D(F)+ E(F)* = D(;n) L= p(np) L2
ena j p(l—p) _ 1 ‘
OUJeHa J€e npucmpacHa, aiu Kako je ——— S Z npucmpacrocm je mana 3a N 6EAUKO.
n n

Mooice ce noxazamu da ke 3a P> HENPUCTPACHE OUJEHA

n—1




ITyaconoBa pacnogjesia P()). Ilomro je ko oe pacnogjene F(X) = A, onja ce Kao orjeHa

3a A Moxe y3eru crarucruka X,. Ko ose pacnogjere je F(X) = A Tako jia ce Kao oljeHa 3a
A\ MOXKe y3eTH CTATUTCHKA X,,.

IIpumjep 6.7 Mooice ce cmampamu da 6poj keaposa (y moky 2odune) 3a jedar mun ma-
wuna uma pacnodjeay P(N). 3a 72 mawune cy dobujeru nodayu.

6poj keaposa (X) | 0 1 2 3 4 ueuwe Y,
0poj MAUWUHG, 35 27 6 3 1 72

Oujena napamempa X\ je

0-35+1-27+2-6+3-3+4-1
Ty = + +72 i + = (.7222.

To snavu da 3a pacnodjeay obumesicia X Y3umamo

_o.72(0.7222F)

P{X=k}=e o

k=0,1,2,...

Yuudopmuaa pacnogjena U(a,b). Tloacjerumo ce na yHudopMHaA pacrojjesia ojroapa
Moziesty u3bopa jejiHe Tadke ca uHTepBasia (a,b), Ha ciydajaH HAuMH. PasMOTPUMO N CirydajHO

omabpanux Tadaka (yzopak X1, Xo,..., X, ), ouexyjemo ja he tauke OUTH PABOHOMjEPHO PaCIIO-
pebene mo (a, b) - mro ce y npocjexy u jgoraba. To 3naunm 1a je pacrojame u3amehy tadaka :L R
win Jia je

Xmin —a = z:—i =b— Xnaz-
Opmariie Kao pa3yMmHe oIjjeHe 3a a u b gobujamMo

PUSE SEE T SE SHEE 1

3a b — a umamo orjeny

B-—A= ZJ_F 1X,,m — Xomin.

Mozke ce mokasaru, Kopucrehn TadHy pacuojjeny CTaTUuCTUKA Xinin U Xpmaz, Ja Cy oijeHe A

n B menpucrpacte 3a napamerpe a u b. Axo je y muramy pacnogjesna U(0,0) mro je gerrhn

. . . n+1
CJIydaj, MPeTXOHUM pPe30HOBameM ce 3a § jobuja onjena C' = —— X 40
n

IIpumjep 6.8 V ysopry obuma 6 u3 pacnodjese U(a,b) cmo dobuau: 5.1, 5.8, 6.8, 5.0,
4.7, 5.6. Oujena dorwe eparuue a je

6.3 —4.7
)

4.7 = 4.38 ~ 4.4,




a eoproe epanuue b je
3 4.
6.3 + 63-4.7 _ 6.62 ~ 6.6.

Hopwmasna pacnoajena N (m;o0?). Kako je E(X) = m, D(X) = 02, nenpucrpacHa oIjena 3a

m je X, a3a o’ je S2. 3a Behe n MoykeMO KOpHCTHTH S2.

YnopehuBame onjena npema eduKacHOCTHA

[Tpumjernyin cMo 1@ ce 3a jemaH napamMeTap MOXKe Hahu Buille HEIPUCTpPacHUX orjera. Ha-
craje mpobJieM KOjy O/ ihuxX m3abpaTu Kao Hajoosby. 1loxke/bHO CBOjCTBO HENIpUCTPACHE OIfjeHe je
Ja uMa MaJly JUCIEP3u]jy, Tj. Ja ce peaju30BaHe BPUjeTHOCTU OIjeHe IIITO BUIIE I'PYIUIITY OKO
OYeKMBaHE BPUjEIHOCTH - HEMO3HATOr apamerpa. Ca Ipyre cTpane, IPUPOIHO je 3aXTjeBATH J1a
je Ta nucrepsuja yTOJMKO Marba, YKOJIUKO je obuM y3opka Belim (3amro 61cMo nHade y3uMasi
BeJIMKY y30pak). HemnpucrpacHy orjeHy 4mja Jucrepsuja TeXKU HyJIH, KaJa OOUM y30pKa pacre
n — 00 HazuBaheMO IMTOCTOjaHOM.

IIpumjep 6.9 Hexa je (X1, Xo,...,X,) npocm cayuajan ysopax. Ougeryjemo E(X).
1
Ougena V,, = §(X1 + X,) je owuzaedno nenpucmpacna 3a E(X), a

D(Vy) = Dl (X1 + Xa)] = 3 (D(X1) + D(Xa) = 222,

wmo anavu da we onada xada n — oo. Axo sa E(X) yamemo oujeny X, umamo da je

D(X)

n

D(yn) =

— 0, n— oo,

wmo 3nayu da je X, nocmojana oujena 3a E(X). IIpema mome, oujena X, je ymoauro
n p] n
“6oma” yroauxo je ysopax eehu. To je npaxmuuno cadporcaj 3arxona sesuxux bpojesa. M

ITpumjep 6.10 Axo je E(X) = mg nosnamo, nenpucmpacna oujena 3a D(X) je cmamu-
cmuka




IIpumjemumo da cy caywajne npomjennuse (X; — mo)2 HE3ABUCHE.
|

AKo mocMaTpaMo JiBUje HEIIPUCTPACHE OIjeHe, Y, U Z,, Kaja je obuMm y30pKa dukcupas. Oun-
IJIeJIHO, PA3yMHO je ojabpaTh OIjjeHy Ca MarboM JUCIEP3UjOM.

Hedbununuja 6.6 Henpucmpacra oujena Yy, nenodnamoz napamempa 6 je epuxacruja od
nenpucmpacne oujene Zy, axo je D(Yy) < D(Zy,).

ITpumjep 6.11 Oujene

1 2 4 1
U=-X1—=-Xo+-Xz3uV ==

3 3 3 3(X1+X2+X3)

cy nenpucmpacre 3a E(X). Iowmo je

2 2 2
D) = é D(X1) + (—z) D(Xa) + <§) D(X3) = %D(X).

Kaxo je D(V') = %D(X), ouuznedno je V- epuracruja 00 U. [

TecTupame Xunore3a u MHTEPBAJIM IIOBjepPeHA

Jla 6ucmo npubmKuIn uejy nmohuhemo oj mpuMjepa.

Ilpumjep 6.12 Memeoporowrum ocmamparbuma je 3axnpydeno da ce 3a pacnodjesy 6u-
ucure X 200uwirbes soderoe manoza xao modes modxce ysemu N (m;o?). Onpasdarocm
moe Modeaa caujedu u3 UeHMpPasne epaHuiHe meopeme. 3a jedny odaacm mjeperpuma oo
1750 do 1800 200une oujervero je da X : N'(30;82). Hema obaacm ce nocmampa y nepuody
1928-1978. Hnmepecyje nac da au je pacnodjeaa manoza ocmana N (30;82) uau je pacno-
djeaa y osom nepuody X : N'(m;8%) sa nexo m > 30, mj. da au je downro do noseharva
npocjeuroe 60denoe Maao2a.

Y cknady ca mum nocmasmamo ocnosny xunomesdy (xunomesa Hy) da je m = 30
u 10j aamepramueny xunomesy (runomesa Hi) da je m > 30. Ha ocnosy cmamu-
cmuykoe excnepumenma odayuuhemo ce xojy 0d ose deuje xunomese 0o NPULEAMUMO KGO
mauny. Pesyamam ekcnepumenma nexa je nem CAy4aiHo u3abpanur 200una u3 nepuooa
1928-1970. 3a me 200une cy peeucmposaru, marosu 38, 33, 29, 36, 32. Banascamo da
npocjeuan manoe (cpeduna ysopka) Ty = 33.6 > 30. Kako je Ts oujena 3a m, ma npeu
noaaed bucmo cmampany da je m > 30, odnocro da je Hi mauna. Mehymum, do odemy-
nara Ts — 30 = 3.6 moorce dohiu u kada je Hy mauna (mj. m = 30), jep je Ts pearusdayuja
cayuagre npomjermuce Xs.

IIpema mome, mopamo ce dozosopumu do Koje epujednocmu 3a X s cmampamo 0a cy 00-




cmynara, odnocHo da je Hy mauna. Ilpexo me spujednocmu cmampamo da je odcmynarve
3HauaHO, 3amo wmo je daxmuyky m > 30, na je Hy mauna. |

Pasmorpumo oBo y omrrem cityuajy. 3a nmocmarpano obuibexkje X youumMmo jeslaH CKyI pac-
nojijesia Koje cMarpamo (1o mpupo/i KOHKpeTHOr mpobsema) gomnycrusum. [loderHa wim Hy/Ta
xumnoresa (y osuanu Hy) je mpermocraBka Ja obmbexje X uMa jegny oipelheHy pacromjesiy u3
CKyTIa JIOIYCTUBUX pacioijesa. Y HpeTxoaHoM npumMjepy, o je Hy (m = 30), nok je y ucrom
npuMjepy JaTa U aJrTepHaTuBHa xumoresa, Hy (m > 30).

CraTucTHYIKM TECT je IMPABUJIO HA OCHOBY PE3YJITATa CTATUCTHIKOT €KCIIepIMEHTa (Tj. y30pKa
(z1,22,...,Ty) OJIydyjeMO Ja OpUXBATUMO Kao Tauny Hoy wmm Hj.

Tect ce onucyje jennom craructukom T’ = g( X1, Xo, ..., X,,) Wi TaKO3BAHOM TECT-CTATUCTUKOM.

Hedunume ce C-kpurnana objact Tecta 3a Hy. Omaydayjemo no cieneliem nmpaBmity: ako pea-
Jm30BaHa BpujeaHoct t = g(xy1,xa, ..., x,) craructuke T "nague” y C' onna ce Hy ombamyje, a
H, npuxsara, a ako t ¢ C, Hy ce mpuxsara a Hi ougbairyje.

ITpu n360py 1" u C' y KOHKPETHUM CUTYyalldjaMa PyKOBOJMMO C€ HJIEjOM Ja je PasyMHO oj10a-
uutu Hy y kopuct Hy xan rox je t € C.

IIpumjep 6.13 Hacmasmwamo npemxodnu npumjep. 0Osdje je cxkyn donycmusux pacno-
djera X : N(30;8%), m > 30, Ho(m = 30), Hi(m > 30). Tecm cmamucmuxa je
T = 3(1’1 + 22+ ...+ x5). IIpupodno je Hy odbayumu y xopucm Hy axo je x5 seauxo,
mj axo je x5 > k, 2dje je o6poj k, k > 30, odabpar na odpehen nawun. Ilpema mome
C = [k,00). Cmasumo na npumjep k = 33. Hexa je Hy daxmuyuku mawna, mj. cmseapra
pacnodjena je N'(30;82). Odpedumo mada sjeposammohy da ce Hy od6ayu, odnocho da ce
ocmeapu dozahaj { X5 > 33}. Kaxo X5 uma pacnodjeay N (30; %), onoa je

X5 —30 _ 3330
8/Vb — 8/V5

2dje je Y; dynryuja pacnodjene muna N(0;1). |

Py, {X5 > 33} = Py, { } = Py, {X; >0.84} = 0.2,

IIpunmukom tectupama cy moryhe mBuje Bpcre rpemaka. I'perrka mpBe BpPCTe ce CacToju
y onbanuBamy H( ako je oHa 3amIpaBo TadyHa, a TPeIIKa ApPYyTre BPCTE Ce CacTOju y TOME Ja Ce
npuxsatu Hy ako ona auje tauna. OOMYHO 03HAYABAMO Ca (v T'PEINKY [PBE BPCTE, & ca 3 IPeIKy
JpyTe BpCTE,
o = PHO{T € C}, ﬁ = PHl{T ¢ C}

Y cTaTUCTUYKUM TECTOBUMA ce OOMYIHO yHAIpHUjel (UKCUPa (v, & OHJIA CXOJHO TOME yTBphyje
obnact C', Koja 3a70BO/baBA YCIOB

o = PHO{T S C}



ITpumjep 6.14 Heka je y npemzodnom npumjepy o = 0.05. Odpedumo k maxo da
Py, {X5 > k} = 0.05. Tada je

—_ k—30 k — 30
0.05:PH0{X52 }:1—F<— 5),
8/V5 8

odakse je k = 35.89. YV osom cayuajy ne mootcemo odpedumu B jep B = Pr, {75 < 35.89}
3a6ucy 00 napamempa m Koju wuje guxcupan, eeh camo 3namo da je m > 30. [ |
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