Signali i sistemi VI ¢as racunskih vjezbi

VI €as rac¢unskih vjezbi iz Signala i sistema

Zadatak 1. Odrediti Laplace-ovu transformaciju signala x(t) definisanog sa:

x(t):§(t)—ge‘tu(t)+%e”u(t)

U s-ravni prikazati nule i polove Laplace-ove transformacije, kao i oblast njene konvergencije.

RjeSenje:
Laplace-ova transformacija signala x(t) je data izrazom:

+00

X (s)=L{x(t)}=[ x(t)edt

—00

gde je s = o + jw kompleksna varijabla s-domena. Laplace-ova transformacija signala x(t) se moze
posmatrati kao Fourier-ova transformacija signala x(t)e ", tj.:

+00

X (o+ jo)=L{x(t)}= j (x(t)e)edt =F {x(t)e ™"}

U izradi ovog zadatka, kao i vecine drugih, koristicemo izvedene izraze za Laplace-ove transformacije
signala xa(t) = e u(t) i x2(t) = -e u(-t). Naime, imamo:

X,(s)=L {X1 (t)} = %, pri Gemu je oblast konvergencije (OK): Re{s} >-a

X, (s)=L{x,(t)}= i, OK: Re{s}<-a

Uvrstavanjem izraza za signal x(t) u definiciju Laplace-ove transformacije dobijamo:

+00

x(9)- (5(t)—getu (t)+%e2‘u(t)je5‘dt 2] Rt el L
T (s_ll—j\/ﬁj[s_lhj\/ﬁj
= Ix(s)-—8 8 L 12 - OK: Rels} >2
(s+1)(s—2) (s+1)(s—2) ’

Pored izraza za Laplace-ovu transformaciju, mora se definisati i oblast konvergencije transformacije!
Primer signala x1(t) i x2(t) nam pokazuje da dva razli¢ita signala imaju isti izraz za transformaciju, ali
razli¢ite oblasti konvergencije. U naSem slucaju, imamo zbir tri ¢lana. Prvi, 1, svuda postoji u s-ravni;
drugi konvergira za Re{s}>-1, a tre¢i za Re{s}>2. Oblast konvergencije se dobija u preseku ove tri
oblasti, tj. oblast konvergencije je Re{s}>2.

Na slici su prikazani polovi (singulariteti) i nule funkcije X(s), kao i oblast njene konvergencije (Srafirano):
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Signali i sistemi VI ¢as racunskih vjezbi

Posto oblast konvergencije ne ukljucuje jw osu zakljucujemo da signal x(t) nema Fourier-ovu
transformaciju. Sa druge strane, posto su druge dve komponente signala x(t) ogranicene sa leve strane,
onda ¢e 1 njihova oblast konvergencije biti ograniCena sa leve strane. To znac¢i da se oblast
konvergencije X(s) nalazi desno od krajnje desnog pola te funkcije.

Generalno, kada se funkcija X(s) moze zapisati u obliku:

B(s)

X(s)=——=,

gde su B(s) i I(s) polinomijalne funkcije, onda je oblast konvergencije X(s) odredena poloZajem polova
te funkcije, tj. korenima funkcije I(s). Oblast konvergencije ne sme da sadrzi polove!

Zadatak 2. Odrediti Laplace-ovu transformaciju signala x(t) definisanog sa:
x(t)=¢"!"

U s-ravni prikazati nule i polove Laplace-ove transformacije, kao i oblast njene konvergencije.

RjeSenje:
Predstavimo signal x(t) u obliku:
x(t)=e™u(t)+e™u(-t)

Laplace-ove transformacije ove dve komponente su:
1
Lie®u(t)l=——, OK: Re{s!>-b
feru()= f5
L{ebtu(—t)}:—i, OK: Re{s} <+b
s—b
Linearnost Laplace-ove transformacije implicira:

1 1 -2b
X(s)= - = ,
() s+b s-b s*-b?
Za b < 0 oblasti konvergencije ove dve komponente se ne seku, pa za takvo b X(s) ne konvergira (ne

postoji). Za b > 0 oblast imamo oblast konvergencije -b < Re{s}< +b i ona je graficki prikazana na
donjoj slici:

OK: —b<Re{s}<+b
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Signali i sistemi VI ¢as racunskih vjezbi

Zadatak 3. Odrediti Laplace-ovu transformaciju signala x(t) definisanog sa:

X(t)= e, 0<t<T
0, drugde

RjeSenje:
Trazimo Laplace-ovu transformaciju po definiciji:

R
—at,—s _i _ a(s+a
X(s):'([e ‘e tdt_s+a[l e ]

Za signale kona¢ne duzine vazi da njihova Laplace-ova transformacija konvergira u ¢itavoj s-ravni. Sa
druge strane, vidimo da funkcija X(s) ima pol u s = -a, a to je u kontradikciji sa konvergencijom u

Citavoj s-ravni, jer oblast konvergencije ne sme da sadrzi polove. Medutim, u nasem slucaju i brojilac
je jednak nuli za s = -a, pa da bismo odredili X(S) u toj tac¢ki primenimo L’Hdpital-ovo pravilo:

i(l_e—(ﬁa)T)
lim X (s) =lim dsd =limTe e
S—-a S—>-a 7(5 + a) S——a
ds
tako da je:
X(-a)=T

Dakle, funkcija X(s) nema polova, tj. taj pol je ponisten nulom u istoj tacki, pa u toj tacki nema ni nule
ni pola. Postoji beskonacno mnogo nula brojioca, koji odgovaraju vrednostima s-a za koje je:

1-e ™ =, ili ekvivalentno:
e "t =1=¢712%  gde je k proizvoljan celi broj
Prethodna jednacina je zadovoljena za:

(s+a)T=j2zk = s:—a+j2TLk, k=0,£1,+2,£3..

Nule i polovi X(s) su prikazani na slici ispod:
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Signali i sistemi VI ¢as racunskih vjezbi

Zadatak 4. Odrediti Laplace-ovu transformaciju signala:
x(t)=te™u(t)

RjeSenje:
Koriste¢i osobinu diferenciranja u s-domenu, po kojoj funkcije -tx(t) i dX(s)/ds c¢ine Laplace-ov
transformacioni par, kao i ranije izvedenu Laplace-ovu transformaciju signala e u(t), imamo da je:

L{teatu(t)}:_%{sia}:(sja)z, OK: Re{s}>-a

Ukoliko jo$ jednom primenimo istu osobinu imamo:

L{ge“’”u(t)}z—%{ L }: L OK: Refs}>-a

(s+a)2 (s+a)

ili, uopsteno:

"t -at, __4d 1 __1 : Re{s!>-a
L{(n—l)!e (t)} dSLs+a)H} (s+a)"’ Ok Rets)

Zadatak 5. Data je funkcija:
1
X(s)=————
() (s+1)(s+2)
Odrediti inverznu Laplace-ovu transformaciju ukoliko je oblast konvergencije:
a) Re{s}>-1
b) Re{s}<-2
C) -2<Re{s}<-1

RjeSenje:
Inverznu Laplace-ovu transformaciju signala x(t) mozemo dobiti koristeci definiciju, po kojoj je:
1 o+ joo
x(t)=L{ X (s)l=—— | X(s)e"ds
=L (X O =57 | X0

pri ¢emu se integraljenje vrsi u kompleksnoj S-ravni duz prave linije, paralelne jw 0si, za bilo koje o za
koje X(o + jw) konvergira. Medutim, posto ¢emo uglavnom raditi sa racionalnim funkcijama X(s)
postoji jednostavniji nacin traZenja inverzne Laplace-ove transformacije. Postupak se sastoji u
prvobitnom razvoju funkcije X(s) na parcijalne razlomke, a potom se vrsi “prepoznavanje™ inverzne
transformacije svakog razlomka.
U nasem slu¢aju imamo:
1 A B

X =
S P PSR P A Py
Koeficijente A i B dobijamo koristeci relacije:

A=[(s+1)X(5)]
B=[(5+2)X(s)]

=1

s=-1

=-1

§=-2
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Dakle,
1 1

=520 5e2)

Sad, u zavisnosti od oblasti konvergencije, ova funkcija ¢e predstavljati Laplace-ovu transformaciju
jednog od tri signala.
a) Posto je oblast konvergencije Re{s}>-1, zaklju¢ujemo da oba razlomka predstavljaju Laplace-ove
transformacije signala ograni¢enih sa leve strane. Pozivajuci se na prvi zadatak, zaklju¢ujemo da vazi:
1
LieTu(t)j=——r, OK: Re{s!>-1
e}k o

L{e‘ﬂu(t)}:é, OK: Re{s}>-2

tako da je za ovu oblast konvergencije:
1 1
L' ————t=e"'—e? |u(t
{s+1 s+2} [ } ()

b) Za oblast konvergencije Re{s}<-2, oba razlomka predstavljaju Laplace-ove transformacije signala
ograniCenih sa desne strane. Opet, pozivajuci se na prvi zadatak, zaklju¢ujemo da vazi:
1

L{—e‘tu(—t)}zs—ﬂ, OK: Re{s}<-1
L{—e‘ztu(—t)}:é, OK: Re{s}<-2

tako da je za ovu oblast konvergencije:

Lt { i—L}:[—e‘t +e‘2‘]u (-t)

S+1 s+2

c) Zaoblast konvergencije -1 < Re{s} < -2, razlomak 1/(s+1) predstavlja Laplace-ovu transformaciju
signala ograni¢enog sa leve, a razlomak 1/(s+2) predstavlja Laplace-ovu transformaciju signala
ograni¢enog sa desne strane. Dakle, sad imamo:

Ll{i_i}:-etu(-t)-eﬂu(t)

S+1 s+2

Na slici su prikazane oblasti konvergencije za svaki od ova tri slucaja, zajedno sa polovima X(S):
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