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9.4.5 Tejlorova formula

Tejlorova formula je jedna od najéesce koris¢enih formula matematicke anal-
ize. Izveséemo ovu formulu prvo za polinome a zatim i1 za druge funkcije.
Tejlorova formula za polinome

Posmatrajmo polinom P(x) = ay + a1 + -+ - + a,z". Ako je xy proizvoljan
realan broj. smjenom z = xp +t, odnosno t = x — 7y, polinom P(zx) mozemo
zapisati u obliku

P(z) = P(xo+t) = ag+ay(xo+1t)+- - +ap(ro+1)" = Ao+ At +---+ Ant"

odnosno

P(.’E) — "'1{] —i—j‘ll(iﬁ s I{]) i +..‘:1H(I e I{}}“.

[z ove jednakosti slijedi da je Ag = P(x). Diferenciranjem iste jednakosti
i postavljanjem z = zp dobijamo da je P'(zy) = A;. Daljim diferenciranjem
imamo da je P"*)(z9) = Ax -k, za k= 2,3, ---,n.

Zato se polinom P(r) moze zapisati u obliku jednakosti
2 . P (z
t P(z) = P(xp) + P'(xo)(z — zp) + (Zo) (£ —20)%+ -+ (Zo) (z — x9)",
t

2 n!
koja se naziva Tejlorovom formulom za polinome.

Primjer 1. Ako je P(z) = 2*—3z+2 tada je P'(z) = 22—-31 P"(z) = z.
U tacki zo = 1 je P(1) = 0, P'(1) = -1, P"(1) = 2, pa se polinom P(z)
moze zapisati u obliku

P(e)=0+(-1) (2= 1)+ (@~ 1) = ~(& ~ 1) + ( ~ 1>

Tejlorova formula

lzvedimo sada Tejlorovu formulu za funkcije koje nisu polinomi. Neka je

funkerja f diferencijabilna n + 1 puta na intervalu I koji sadrzi tacku z.
Tada polinom

"y, n)
Qula) = Ja) + @)z ~ zo) + LB (g o) 4. 4 L o _ e,

nazivamo Tejlorovirn polinomom stepena n funkcije f za tacku xg.

n!
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Funkcija
RHH( ) f{ ] Qn{-’ﬂ)

tada predstavlja odstupanje funkcije f od njenog Tejlorovog polinoma i
naziva se Tejlorovim ostatkom. Ostatak se moze izraziti preko (n + 1)—og
izvoda funkcije f.

Neka je x; proizvoljna tacka intervala I. Tada je

f(Il] — QH(II) +Ru+l(1:l}'

Ostatak potrazimo u obliku
Rypa1(z1) = M(z) — To)>

gdje M treba odrediti. Posmatrajmo zato funkeiju

p(z) =

n!

f(z1) = (f @)+ f(@) @y — ) + -+ L ) () o)+ My - I)"H) .

Prvi izvod ove funkcije na intervalu [ jednak je

o (z) = "NIH.”( ){.rl —z)" = M(n + 1)(z; — z)"*'.

n!

Nije tesko provjeriti da funkcija ¢ zadovoljava sve uslove Rolove teoreme
na odsjetku sa krajevima 2 i z;. Primjenom ove teoreme dobijamo da postoji

tacka £ € I, € # 1, takva da )e

(n+1) ,
¢'(€) = —(z1 = §)" (-{Tm - M(n + 1)) 7

odakle je

fo+1(E)

M= (n+ 1)

Dakle,
JEERE)
(n+1)

{Il o u)n-H

Rypi(zy) =
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F['}.‘::t . e by . P o B - o8 : -
~ Posto smo pr izvolino 1zabrali tacku 2, sa intervala J , funkeiju f moZemo
pisati u obliku

G K Lo%e (&) " (n+1)
fl@) = f(@0)+ ' (m0) (@ = 20) ++ -+ T2 (g — ) +{n+lf§!)(m_m..+l1

koji se naziva Tejlorovom formulom za funkeiju f.

Specijalno, za zg = 0, Tejlorova formula se naziva Meklorenovom formu-
lom.

Primjer 2. Posmatrajmo funkciju f(z) = €. Posto je f*)(z) = e* za

svako k € N, to je f(0) = f'(0) = ... = f™(0) = 1. Po Tejlorovoj, odnosno
Meklorenovoj, formuli je

2 n £
¥ i .

EI:1+LL+—-!T+.._|_I_+ E__.I
2! n!  (n+1)!

n+1

gdje je tacka € iz intervala sa krajevima 0 i z.
Primjer 3. Za funkeiju f () = In(1 + z) Meklorenova formula glasi
2 L .

J e ¢ .
In(l+2) =3 = T b (PR
| n (7 +1)(1 + £)n+t

Ako u Tejlorovoj formuli za funkciju f ostatak Rop1 () = 0 kada n — 0o
za x € I, tada se ona moZe pisati u obliku

f(z) =f(ffn)+f'(1’n){3—fﬂ)+“'+ f{n}(:ﬂu)(I—Iu}“'l"“, z€l,

koji se naziva Tejlorovim redom funkeije [ u tacki z,.

Primjer 4.
i .
EI=1+I+_+...++I—+--- E;I"IER*
2! n! ’
Primjer 5.
2 3
I.Il]. : '_-.-:E-E— s -
1+8)=7-F+ T4 apn SOUE e
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