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_ L jma drugl izvod na ?kupl.l AL\ {“}

Primjer 2. Funkcija f(z) =¥  0nar>0, slijedi da je Eunkr:!_!a
Pri tome je f"(x) = %, pa kako je f {iakﬂ je f"(z) < 0 za r < 0. funkcija
(strogo) konveksna na skupu (0, + :":}m
e (strogo) konkavua na skupt :L afika) funkcije f koja Je definisana

Tatka 7y € (a,b) je prevojna facke (8%8 =2 550 gy — [ U I tadke
na (a.b), ako postoji probodena okolina \ :en"ala strogo konveksna a u
xg. takva da je funkcija u jednom od ta dva 1n
drugom strogo konkavna. o

. S e I}=I3_ﬁf+8x—anje._f (z) =
E{x?-?}tu;;ki-jenﬁ?]i“l;d zafu;] > JE i{f[”{::] <0zaz <2, funk::l]ﬂﬂJE F:t_l‘ffi
konveksna na skupu (2, +5c) 1 Strogo konkavna na skupu (—o0,2). Tag
= 2 je prevoj ¢ka funkcije |-

i Pﬂr:i;PerT T.n;;?mzali smu‘:iaj_:l,e funkcija fl(zr) =1 + % SLrogo k“ﬂ‘-'EkEEﬂ
na skupu (0, +oc) i strogo konkavna na skupu {T oc, 0). T?Eka z= 0 nije
prevojna tacka ove funkcije. jer funkcija nije definisana u to) tacki.

Otigledno je da vaZi sljedece tvrdenje:

Teorema. Ako funkcija f u taéki zp ima izvod drugog reda i ako je xo
prevojna tacka te funkdije, tada je f(zq) = 0.

Medutim, obrnuto tvrdenje ne vazi. odnosno ako je f"(z) = 0 tacka xo
ne mora biti prevojna tacka funkcije f.

Primjer 5. Tatka r = 0 nije prevojna tacka funkcije f(z) = z* iako je
F"(0) = 0 jer je f"(z) =12r* > 0 za svako z € R.

10.3 Asimptote

10.3.1 Vertikalna asimptota

Prava r = a u ravni je vertikalna esimptota funkciie y — < bar
= f(zx) ako Je
jedna od graninih vrijednosti jey = f(z) J

Jim f(2). Jim J(z)
jednak +o00 il —x.
Geometrijski, grafik funkeije se

P priblizava vertj e . = a
kada se r priblizava ka a sa lijeve ilj sq desne st:.rEl.rw:lmlm]']i R
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Ocigledno, vertikalne asimptote jya

o . - Emis A
intervala definisanosti funkeije. la traziti samo pa krajev

Hna

Primjer 1. Prava z = 0 ie vartitor. . .
Je vertikalpa asimptota funkcije y = L. fr i
- 4

Primjer 2. Prava r = () je vertikalna asimptota funkcije y = In z, jer je

li.'l'!'l It -
Foil) 1r 00,

Primjer 3. Prave r = -2 j » =

2 su vertikalne asi i
i - mptota funkcije
Y=g sk

: 1 1
= +00; lim = |i it A
T—+-2+ 72 — 4 :l—lgl—;y_:z—.:] =t

a u ostalim tackama funkcija je neprekidna.

10.3.2 Kosa i horizontalna asimptota

Prava y = kx + n je kosa asimptota funkcije f kada r — +20 ako je

lim (f(r)—kz—n)=0

Tb20

Geometrijski. grafik funkcije se priblizava kosoj asimptoti kada r tezi
+00.

Analogno se definise kosa asimptota kada r — —o.

Specijalno, ako je koeficijent pravca kose asimptote & =0, fjﬂda__ﬁ* . nju
e da je horizontaina asimptota (grafika) funkeije. Iz definicije slijedi da je
Prava y = n horizontalna asimptota funkcije / kada  — +00 (odnosuo kade

* = ~o0) ako je lim f(x)=n (odnosno ako je rElllx f(z) =n).
I—+=2C

. o n
.. Primjer 1. Prava y = x + 3 je kosa asimptota funkcije f(#) =z +3+ 3
'kada 7 400 i kada r — —oc jer je

lim (f(z)=2-3) =4
r—+E00C - et
asimptota funkcije f(z )=

- Pr
tkaqd

Imjer 2. Prava y = 2 je hmiz?ma%na flr) =2
4T — +oc i kada z = —oo Jer Je o

=+
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im _ 0 ie horizontalna asimptota fun .
e hmiml:mrizuntalna asimptota ove funkceije

kada © — —oo. Ne postoji ni kosa ni

kada z — +oc.
da z — +00 ako 1 samo

Teorema. Prava y = kx +n je kosa asimptota ka

ako je

f®@) i n = lim (f(z) — ko).

k= lim R bt

I—400 7T

+ n kosa asimptota kada r — +0¢ tada, po

Dokaz. Ako je prava y = kx knda z — 4+00. Odavde slijedi

definiciji, funkcija a(z) = f(z) — ke —n = ()
da

e T,
L

y .L) 2 f(;j’.')--— kr—n

kada r — 400, pa )e
k= lim HI).

I—=++00 T

Osim toga, iz a(x) = 0 kada z — +o0 slijedi da je

n= lim (f(z)— kzx).

I = ==0D0

Obrnuto, neka je

k= lim ﬂi}in= lim (f(z) — kx).

r—++00 T T=+ 400

Tada je ocigledno
lim (f(ﬂi') — kx — n) = (.

=400
Primjer 4. Neka je f(z) = % Tada je

f(x)

IHI:E:E..:E o lilh?m {f('ﬁ) — .I.') — 1*

To znadi da je prava

Y =T+ 1 asimpt £l -
kada z — —o0. plota date funkcije i kada z — +° !
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