p=fix)

krivolinijski trapes

)= S
s i

3.7 Definicija odredenog integrala

- et dag Cirafik jedne takve
NL“'I:‘.'l .[': rILII'I:["i.Eii“,’: l” I‘rJI R nl_".l“li.‘,'glﬂﬁ'l"'Tm | IiL[ll'Lkil:{nl-l. uﬂr “I{} ity
LS B e ICave KEIVA V=LA 0y '

: fabets AL - ru ]..,u_-.|ungrﬂnlmw
funkeije je dat na sligi 1. Figu | :
azIvamo krivolinijskim trapezam.

prave x=dix= an | |
adne je da podyelimo

volinijskog trapeza’ Prv

K ako izracunati povrsinu kri . |
na 1 dielova tackama

(razbijemo) odsjecak |4, h]
(1)

"::.-TI":.-. -TII':- rllr:.: 1'IH T h! """

=X,

satim u svakom od odsjedaka [x), . x ] (/=1
| sastayimo zbir
§ =/le,)Ax, + fle A+t e )X,

2. ..., 1) izaberemo lacke ¢

gdje je Av=x=% : =
£ na odsjecku [, b]. Ovaj

ougaonika prikazanih na
\zene povrsine,

7bir § nazivamo integralnim zbirom t:un!-:u;:ijr,:
bir je. otigledno, jednak zbiru povrdina pravou
slici 2, Zbir S, predstavlja pribliznu vrijednost tré
dijeljenja (1) odsjecka [u*‘f'::] 1 od 1zbora 1acaka
a max Ax, najvec od brojeva f.'iur...efF-.u':.....rf."n.w”j
Uoéimo da ako max Ax -0, tada n—>+e Ako 2a max f?urlﬂi.’.‘.i Zbirovi
S§ imaju istu grani¢nu vrijednost 5 nezavisno od l'.ll.]l‘.?'ljifﬁ]ﬂhl I.;p utdﬁjuﬂku
[:r.;. b i od izbora tacaka ¢, u odsje¢eima [x x|, tada broj § nazivamo
povrsinom (datog) krivolinijskog trapeza.

Dakle,
S= lim (f(c)Ax, + flc,)Ax, +...+ f(¢,)Ax, ).

TN g =adl

Zbir § zavisi od nafina

I = u \ 5
¢ e[x, x| Oznacimo

Do povrsine S krivolinijskog trapeza moZzemo doci 1 na sljedeci nacin.
Kako je funkcija / neprekidna na odsjecku [a, b, to je ona neprekidna
| na svakom od odsjecaka [x x| Saglasno svojstvima neprekidnih
funkcija na odsjecku (VajerStrasova teorema), za svako i=1,2.3,....n
postoje brojevi m 1 M takvi da je za svako xel[x ,x|:m<f(x)<M,
Na slici 3 dat je krivolinijski trapez ¢ija je jedna osnovica odsjetak [ q8)
L njermu pripadajuci upisani | opisani pravougaonici, Povrsina upisanog
pravougaonika je m Ax , a opisanog M Ax .

Kako je
mAx, S [(c )Ax, S M Ax,
za svako i=1,2,3,...,m 1o je

imﬂ&rr <§,< i M Ax ,

i=] i=)

gdje je S = Zlf{ff JAx .

=]

Ocigledno vaZe nejednakosti

2 2 :
g‘mr tr‘:{":;ﬂf,ﬂxl.
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Niz () je monotone rastuci i ogranicen s gomije strane brojem S
Niz (4,) je monotono opadajuci i ogranigen s donje strane

Slijedi. nizovi (a ) 1(A ) konvergiraju. Ako sy
Jﬁthlﬂkﬂ Lj. ﬂkc} je

brojem §,
hjithove granitne vrijednosti

rada, pﬂmjﬂﬂﬂm leoreme o LLkJJE:ﬂ‘.[ﬂn_]u 24 NiZov

= hm Zm.ﬂm [‘Jﬂzﬂrﬂ% ]
=i

¢ dﬂhljﬂmn da je

primjer 1. Nadimo povrSinu koju o

gramdéava prava y= P
r=aix=>b(slika4). prava y=x, Ox osa i prave

Ovdje se radi o povrsini trapeza koja se ratuna po formuli
o (b=a)b+a) b -a
2 T

Istu ovu povrSinu cemo naci koriste¢i formulu (1), odnosno (2). Podijelimo
na n jednakih djelova odsjecak [a, b] tackama

= - B b—ﬂl
a=X,<X, <x,<..<x, =b:x =a+ilAx, gdje je Ax=

n

Neka je ¢, proizvoljna tacka intervala (x,_,x ). Tadajex_ <c¢ <x,odnosno
X Ax<cAx<xAx, 4.

iff-lm{ S, < Z“',J:rﬁa:',

= =1

edje je

-icﬂx _E.r—a

=l

Slijedl,

Z.r, iy -r:bﬂﬂzfr

odnosno

T i i E}—.{I-" 1-&_3‘
b__HZ(a-p(f—]]b ﬁ]-::S“:: ; E‘(aﬂ j }

n = L

bt oS a-ves, ool 5)
H n

j=l
=l r

.

| :I:-'_.'I_]-'- & A% 1

la.

lost

_.‘ ||-.- :'-__rl.;
PR A ETR, d J

rJ: f"'r _.:I-{ Jﬂ" _"il"' '—'1.4r_—:-‘l ann ]
..-. T .Fi' i} AV

e

-‘n
. ="4.

-
—

Zadatak 1. Nadi povriinu figure kl.ljl.rl |
ogranicava parabola y=1", 08a apscisa |
prava x=1.
(Liputstvo:
Podijelimo odsjecak [ﬂ,l | tatkama x, ¥,
Kyerer X0 2diE JE X, =— 2ai=012.., .
i

Tada je
i =1
n ] n .
Neka je ¢ proizvoljna tatka intervala
(x, ,x). Tadaje

X Ax < ¢t A < x Ax, .

E_JrJ A < ir’ﬂx < E.tfﬁ.r

jwl} Jmf

Dalje je

_,_E[:—I} <5, <— Zr :
i=l raf

gdje je

SH=EJ:EM,

im}

Kako je

i i _ _’:Eﬂ_ﬂ!gf!_r” e

=1 ﬁ

1[1-llz+l}-:sh-:i[1+llz

f n it f oonm
odnosno

.5 - Ijm SII - _}
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Zadwtak 2. Dokazati da je poveling figure
ki ogranidave keiva ysx’, O oma ) pravie

v | jednaka .:

Lo _iﬂ i " X
b—a nn=1) 1.5 <=— (uu po— 4 gy
| 1 I[HIH " X ) ” i i _--1'-**}
{ b=a) n=l_ o ooh—ayad (b—a)’ n4
(= a ) , " -—-.H
Dalje je |
omanslL b e
.,“."..'..[*'h —¢)d+- ; gl 5
b—a) n+l)|_ b —da
'rllt]:lh[i,’a":r—u}r:+ 5 '—E— . 9
odnosno \
b —a’ o
S=lmy3, =- (povrSina trapeza).
Y == o A 2

Razmotrimo proizvoljnu neprekidnu funkciju / na odsjecku [a, b], (O,
funkcija moze biti pozitivna, negativna ili mijenjati znak na odsjegky
la, b]).

Podijelimo odsjecak [a, b] tatkama a=x <x <x,<....<x =hnan djelova,
| usvakom od odsjecaka [x, ., x ] 1zaberimo proizvolino tacku ¢ e (X x]
Neka je Ax =x—x . Sada formirajmo integralni zbir (sumu) =

S, = f(c)AY, + f(c,)Ax, +...+ f(c.)Ax..

L]

Defin ii:ij; _1*..:1‘:& .:n ;v:ku podjelu odsjecka [a, b] takvu da je max Ax -0
I za syaki 1zbor tadaka ¢ €[x,_,x] niz (S ) teZi istom broiu I. tada
broj / nazivamo ndredﬂnit{n ki e s el

integralom funkciie £ na od<iedln (4 b
ARG Sh gralom funkcije f na odsjecku (a,] i

h
[ f(x)a.
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-
Mmﬂlléhﬂ,l analizi se dﬂkamua vrdenje da Je svaka

cija na odsjecku [a, b] integrabilna na Zadatak 3. Karisteti geometrijaki smisao
avog tvrdena je otigledna. Kada dokazema fjﬁ: P [':Tﬂ“ﬁ“’i:’- ;ﬂ: odredenog integraln, naéi:
nl aﬂsj.:&l-:u [ﬂ. bl. tada znamo da posto;i S ..{I&.ﬁm
rlJ-'lI.ﬁ.r il szcf}éx | :.I
h) | (3= —1jdy,
pezavisno “S pud_;em T-lﬂkﬂ la,] i od izbora tataka u podionim ! 4
mﬂmmﬂ praksi mi biramo Jednu podjelu {knja nam je Y .
i nﬂ!';dﬂm lmzﬁﬂka éﬂpet Zza nas najpodesniji), mmfmﬁﬁ?;;{:i q:}.'-‘[- 248
ghir 5, 1 ; granicnu vrijednost -hf-,“-.u-'s"" Tako odredujemo
_ff (x)dx.
i © [|sfas.
{;anmetrijs smisao udmﬂw integrala je u ﬂﬁdﬂéﬂn A
ija | 0 flc+ e
apscisa i prave x=a 1x=b3amjj(¢m
_m je f(x)<0 na. mﬂsiﬂﬁm_iﬂ,bla tada je povrsina |

a kojeg o

Primjer 2. Izratunati IJ?—*J:E&: koriste¢i geometrijski smisao SL5
odredenog integrala, =

Razmotrimo funkciju y 'J J_n:-” definisanu na ﬁﬂﬁjﬂ_ﬁ}ﬂ[ 3.3} Loy
(polukruzna linija poluprecnika 3, slika 5). Odredeni integral | NC—
| s a) I*ﬁmiﬁﬁﬂﬁiﬂ,_:
i . -2 g

jednak je povrini polukruga polupreénika 3. Dakle, [ V9—x'¢ : "
dgamn b b) T cos xelx + | cos xd,

g 3

) flx=1-1]a.
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tad o JE ! lng.x)tlx = F({,)- [Q)?\t)gdj;_ Je_

F{K) /11{“'1,!{{'-{1' ar=" ./h ,:ku.")'ﬂ ,.[uut ;;,‘Ic f()‘) 1 Ca
Cor Ly alu (d, G ) .
Despa 6 braua ¢o? wwle (6) Eesto 4

/)"gd‘ w o0blty [F (x)]a e F(x)/ a $0

twed e (X)) w oflke:

fif(x) d x = F(A) )
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JSexydea Py + € & IOL( fle)) fﬂ’:fﬁc{{- =
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@,14/( & f%ix)qu }-(;,.;;] - F@u)~ Fla ) (1)
i quf%’m) e/t ey el t = F(wm/ﬁ FORR) - F”‘M)

:F(w ~ Fla). y ? ;

Jafd) S5 5?;}5-@&-. [dixex = (F ) Yre) dt
b o

G

jl/‘lﬂfhk?—“g‘}(

O
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hgl/i_]”){'}—{j(}&: olx = J{_‘_{"d-{—g:[% = S l/:;j_ ﬂhﬂ?é,‘bcbj-i-df
. Xy O X o
b/ e Bl el S =
2 & .%__
= 9 _{ o§%L - con t At = o fe,fﬁf"{— QH_L =
D_]E{: O IE
% J((’f“f*ﬂmﬁ_% )dt - o B (‘E‘f‘ E:LF'I?.'E‘)) F _CJ]_T
2 5 H g . ‘J'f



| 1 - 16 =
T{“tﬂf{-_.t_u.ii 3? | ;4& o j L }'Lr-: ' F L )t “ {}(? ¢ V (g ) ;:;J(/;"I 0

| a. b
ﬁzL'Ff.Llc;- {J‘i{ j{?EIIHJH :;{1.;.:,: 1 o ﬁ?r'jfil)f. ii’u. [(‘.-'l ;])
éﬁf{"'![f_"f JE / . é

fu ([w‘ r:ar u)) -~ _fvpc'u
L ct

/ ) _
_'-?{.*kﬁ% ! ki"-f. e d.;_' Lff{ U") = }u—f AV JU .fr ’
3 / b 5
SUV)elx = f’ff;h’ olx + (e v'elx
a

Al )
b (s
k{‘r’g"' J = SQ-?‘*");({M = (U V)/ 1o )& !
G @ |
1 . L{} ’
fL{, E:'[U’ = @( V'3 ) - S V !f-?[L/L
8] Co a

1)
’l'E‘LtM_{f('?. E:-' | y foq 2

I
' R 2.
.f{{*{ X E}'[Jk — | L{_ = ,{{_,{ X fi{'v"'-—_- Lj}(: ;’l . d
q | pley = Ax V = U :Lx'&{"() )4 .gd X

X

.__(EJEAIFL-fr&.{d) K\ 2&41_’/].




-

: 5'&"(3{)1 2 {'Vﬁ. ﬂﬂh H+§tft K 3! s fgzgz ;“4«{& -

If@'kﬂ, i C{j 5'5" C[:‘ft" ..!'-J:I
g'vcudtjvt,d .::ﬂ ;4—?“1 Ve /4 ){{;Hg*i'q_w"f“ﬁ 'J'Lﬂ—ﬂfﬂ JE "
Ma‘wou = & fcfr‘k)a’:e

f,w,a. - e 2]
(me 5x)) of chr:x)w-ffjwﬂ/k

Svui'}jaﬂvﬂ'é' | j{)['fk)ﬁ‘{k N 55{:’&:‘/}(
i et 4

)
’“C?"‘{ff‘{”‘v_"‘:"ﬂ h jcf’fk) dX =6

J.'/qu:['!\f‘r:; ‘f AL,_{; ){:’-' OU’\S}E“i ﬂf{: Zﬂ" \5] 'Ilﬂ{fffﬁ:i{.{.,t A
aolte
/"mvﬁt )“;_C-fi/(?::: = n:ﬁﬂ/d')f péﬁ iﬁr’ Ej f E‘f' é’] - € )C'

r.t:.f;/?{Jr:ur Lﬁ?”tf'{/f?n{ o m»fjjfﬁcu );’? 5] ]é’-ﬂ F'vﬂé &Ji"lﬂr

(
'«'-f*f!?"{’?ét#(-mr L I«’?IL{/.JIQ{:; 7 G ﬁ’ﬁ/ij cCeu g [}*' ':j ff —7
c‘

N "1 fes) ik j(fmalw Jcﬂwa’x |

cgl/c)]\i’\['vm & ,4{1@ )'.f;m ::]([lfi'();} O hca 'ﬂﬂ;ffﬂ: clbe {ﬁ!‘é’z
6.

GLE:J::? (/{ h_(a['ﬂ,h:)m{/{ ;‘3 .
a

Scanned by TapScanner



/{/n ¢ fihov &UQ/IJ‘V& 5-' Eﬂhgunﬁ-/tﬂ#aﬁﬂ Eiﬂ_i" ._-Z;!:Jl.
ake df rf[ﬂ;’ g{x) h e gJ&;eEL.;,, ):" 93 71&4#%

Sﬁﬂ-m S(?{x,rdx

Mo fu  aw = /l7' }?c::(y’"u-rmm j & 3, Hﬁdi'e'-c'a_ V»Er.'_/*-faﬁwﬂ!‘:
Fuankeje o h odsje ctu Lo b, Feola Je. .'

w(b-a) < Safwdx < H(b=a) ()

S""'”JJ IV‘:J é- (75"‘”!’%:54. @ \SF{"o{W/uﬂJ V&)fﬂfﬂﬂ ‘“lf)
_;AJ'L(.‘;J }' %LAH)CLL)Q qﬁfﬁi) M&/DWE—-—}LD{HQ M Q ﬂ{}!.;c;{f; LA
E‘q;[’j ri—c:fa/f; /‘EJ{OJL tacke €€ [ﬁ,bj t+Gtva Jﬁ_dt—"

57CHJ¢?><~ f () (b-a).

Doka s ’7-9 (X ) 3&{;(?(; dee Je
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