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Funkcije slu

Neprekidne slu¢ajne varijable

U prethodnom poglavlju prougavali smo diskretne slu¢ajne varijable:
— skup vrijednosti je bio diskretan (prebrojiv) skup z1,22,...,Zn,. ...
Za svaku vrijednost promatrali smo vjerojatnost njenog pojavljivanja

p(x;) = P{X = x;}.

Pretpostavimo sada da je X slu¢ajna varijabla &iji skup vrijednosti sadrzi
neki interval realnih brojeva

(a,b) CR, a#b,

pri &emu su a,b € R = R U %00, te stoga skup vrijednosti moZe biti cijeli
R.

Ne moZemo sastaviti popis svih moguéih vrijednosti takve varijable (ne
moZemo ih prebrojati).

Kod neprekidnih varijabli vjerojatnost ¢emo pridruZivati intervalima
realnih brojeva, dok e vjerojatnost pridruZena pojedina&nim
vrijednostima biti jednaka 0.
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Neprekidne
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Numericke rekidne razdiobe
Funkcije sluajne

Gustoca vjerojatnosti

Razdioba vjerojatnosti za neprekidnu slu¢ajna varijablu X opisana je
integrabilnom funkcijom f: R — R koja ima svojstva

Q f(z) >0, zeR,;

Qo ffooo flx)dz =1;

Q@ P{ry < X <as} = fff f(x)dx, x1,22 €R, 21 < 9.
Funkcija f zove se funkcija gustoce vjerojatnosti za neprekidnu
slu¢ajna varijablu X.

Vidimo iz (3) da je P{X = z} = 0 za svaki realan broj x (stoga f ne
predstavlja vjerojatnost!).
Zorna interpretacija dobije se iz grafi¢kog prikaza funckije f.
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Neprekidne sluajne varij
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Nun kar i

Funkcije slutajne

1--
f

113'1 1:2 x

Primjer funkcije gustoce vjerojatnosti za neprekidnu vjerojatnosnu
razdiobu.

Povrsina obojanog dijela predstvalja vjerojatnost da razdioba poprimi
vrijednosti izmedu x1 i zo.

Povrsina ispod grafa funkcije mora biti jednaka 1.
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe e rekidne razdiobe

Funkcija razdiobe

Analogno kao za diskretne varijable, definirat ¢emo funkciju razdiobe.

Funkcija razdiobe neprekidne sluéajne varijable X je funkcija
F :R — [0,1] definirana formulom

F(z):=P{X <z} = /_l f(t)dt.

Njena vrijednost u to¢ki x jednaka je povrsini ispod krivulje funkcije
gustoce do totke x.

Vidimo da je funkcija razdiobe primitivna funkcija funkcije gustoce
vjerojatnosti, tj.

fz) = F'(x).

Za nju takoder vrijede svojstva F1. - F4. iz poglavlja 5. (diskretne
vjerojatnosne razdiobe).
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Neprekidne sluajne varij
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Nun kar i

Funkcije slutajne

>
x

Primjer funkcije razdiobe za neprekidnu vjerojatnosnu razdiobu.
Rije¢ je o rastucoj funkciji koja poprima vrijednosti izmedu 0 i 1.
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Neprekidne slu¢ajne varijable
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Numericke karal prekidne razdiobe

Funkcije slugajr

Ako znamo F', moZemo izraunati vjerojatnost da slu¢ajna varijabla
pripada pojedinom intervalu. Zaista

F(zg) — F(x1) = /j’Z f(z)dx — /j,l f(z)dx
= - flx)dx

Primijetimo da stoga $to je vjerojatnost za svaku pojedinaénu tocku
jednaka nuli

Plzy < X <zo}=P{a; < X <xo}=P{z1 < X <a2}=P{r; < X < z2}.
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Neprekidne slu¢ajne varijable
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Numericke karal prekidne razdiobe

Funkcije slugajr

Primjer 6.1. Zadana je funckija f:

fla) = {cx, z € [0,2]

0, inace.

a) Odredite konstantu ¢ tako da f bude funkcija gustoée vjerojatnosti za
neprekidnu slu¢ajnu varijablu X. Nacrtajte njezin graf.

b) Odredite i grafitki prikaZite funkciju razdiobe F.
c) lzratunajte P{0.5 < X < 2.2}
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Neprekidne sluéaj ijable
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Numeritke karak neprekidne razdiobe

Funkcije slu?

Rjesenje:

te je c = 3.
b)
0, z <0
F(z) =4 3%, x€][0,2]
1, x> 2.
c)
2.2 2 1 /2 15
P{05< X <22} = (x)dx = f(z)dx = 7/ xdr = —.
0.5 0.5 2 Jos 16
Ili jednostavnije
1 15
P{05< X <22} =F(22)-F(05)=1- 6= 16
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Neprekidne sluéaj
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Numericke kara neprekidne razdiobe

Funkcije sluZajne v

Primjer 6.2. Totka se bira na sreu unutar intervala [a, b] na brojevnom
pravcu. Neka X oznacava izabrani broj. Odredite funkciju razdiobe
slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:

Vjerojatnost da totka bude izabrana unutar nekog podintervala od [a, b]
proporcionalna je duljini tog podintervala:

(1) Pla< X <z} =k(x —a)=F(z)— F(a),
gdje smo s k € RT oznatili konstantu proporcionalnosti.
Kako X poprima vrijednosti unutar intervala [a, b], to je
F(a)=P{X <a} =0,
odnosno
1=P{a< X <b}=F(@0)— F(a) =k(b—a).

Iz zadnje relacije slijedi da je k = ﬁ Uvrstavanjem u (1) slijedi da je
T —a
F(x) = , € [a, b],
() =7, vela
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Neprekidne sluajne varij
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Nun kar i

Funkcije slutajne

te 1

f(l’):m, S [a,b].
Varijabla X je primjer neprekidne varijable s jednolikom (uniformnom)
raspodjelom.

Njena gustoca je konstantna na intervalu [a, b], odatle i ime razdiobi.
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe

Matematic¢ko ocekivanje

(Matematitko) o&ekivanje ili srednja vrijednost neprekidne slu€ajne
varijable X je definirano kao

ukoliko ovaj integral postoji. O¢ekivanje jo§ oznalujemo s y, odnosno
BXx-

Primjer 6.3. Odredite matematitko ocekivanje za razdiobu iz primjera
6.1.

Rjesenje:
o0 2
1 4
= d = c = d - —.
] [mxf(x) x /0 - jude = g
[
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sluajne varijable
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Numeritke karakteristike neprekidne razdiobe
Funkeije slu¢ajne varijable

Varijanca

Varijanca ili rasipanje neprekidne slu¢ajne varijable X je definirano kao

ukoliko ovaj integral postoji. Varijancu jo oznatujemo s o2, odnosno o%.
Standardna devijacija ili odstupanje o neprekidne varijable X se
definira kao nenegativni korijen iz varijance, tj. o0 = ox = /V(X).

Varijancu takoder moZzemo radunati preko drugog momenta, odnosno
vrijedi
o0
o? = / 22 f(x)dx — p.
—o00
Opéenito, za realan broj r > 0 definira se r-ti moment, E(X"), kao
E(X") = [7_a"f(z)da.
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Neprekidne slu¢ajne varijable
Neprekidne vjerojatnosne razdiobe Numeritke karakteristike neprekidne razdiobe

Funkcije slu¢ajne varijable

Primjer 6.4. Odredite varijancu za razdiobu iz primjera 6.1.
Rjesenje:
Izraunajmo najprije drugi moment

oo 2 1
/ 22 f(x)dx = / ? . —xdr = 2.
—0o0 0 2

Stoga je
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe rekidne razdiobe
Funkcije sluéajne varijable

Funkcije slu¢ajne varijable

Prisjetimo se definicije slu¢ajne varijable.

Slu¢ajna varijabla X je funkcija koja svakom elementarnom dogadaju
pridruZzuje realan broj, dakle X :  — R.

Neka je y : R — R realna funkcija. Tada ona definira novu slu¢ajnu
varijablu Y, definiranu na nacin

Krace pisemo Y = y(X) i kazemo da je Y funkcija ili transformacija
slu€ajne varijable X.

Najjednostavniji je primjer kad imamo afinu funkciju y(z) = az + b, te
preko nje definiramo Y = aX + 0.

M. Lazar Vjerojatnost i statistika



Neprekidne vjerojatnosne razdiobe rekidne razdiobe
Funkcije sluéajne varijable

Funkcije slu¢ajne varijable

Primjer 6.5. Prisjetimo se prvog primjera slu¢ajne varijable kojeg smo
sreli na predavanju (Primjer 4.19).
Slu¢ajna varijabla X je predstavljala broj pojavljivanja pisma prilikom
bacanja dva nov¢ica.
Nadite razdiobu slu€ajne varijable Y = 2X + 3.
RjeSenje:
Kako je Q = {w1,wa,ws,ws}, gdje je

w1 = (F’7 P), Wo = (P, G), W3 = (G, P), Wy = (G,G),
to je

Y(w)=2X(w1)+3=2-2+3="7.

Analogno ra¢unamo

Y(wg) =2X(wa) +3=2-1+3=05,
Y(ws) =2X (ws) +3=2-14+3=05,
Y(ws) =2X(wy) +3=2-0+3=3.

Skup vrijednosti varijable Y je {3,5,7}.



Neprekidne vjerojatnosne razdiobe rekidne razdiobe
Funkcije sluéajne varijable

Funkcije slu¢ajne varijable

Preostaje nam izralunati vjerojatnost pojavljivanja svake vrijednosti.

1

4
p() :P{Y:5}:P{w2,w3}=z

p(7) = P{Y =7} = P{ws} =

p(3) = P{Y =3} = Plwn} = 1.

Stoga je traZena razdioba
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe

Funkcije slu¢ajne varijable

Primijetimo da na dogadajima na kojima varijabla X poprima jednaku
vrijednost, to radi i varijabla Y.

Varijabla Y u zadnjem primjeru predstavlja dvostruki broj pojavljivanja
pisma uvecan za 3.

Do kraja ovog potpoglavlja éemo pokusati ustanoviti vezu izmedu
numeriCkih karakteristika originalne i transformirane varijable, X i Y.

Tolnije, zanimat ¢ée nas mozemo li i kako izraziti numeri¢ke karakteristike
transformirane varijable Y preko razdiobe varijable X.
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe

Funkcije slu¢ajne varijable

Neka je X neprekidna varijabla s funkcijom gustoce vjerojatnosti f.

Ocekivanje varijable Y moZemo ralunati preko njene razdiobe, koju u tom
slu¢aju moramo pronadi, ili je mozemo izraziti preko razdiobe varijable X.
Tolnije, vrijedi sljededi rezultat kojeg navodimo bez dokaza.

Otekivanje slutajne varijable Y = y(X) dano izrazom

@) B = [ " e

gdje je f gustocéa vjerojatnosti varijable X.

Ukoliko je y = a™ potencija, onda gornja formula nam kaZe da je r-ti
moment upravo jednak o€ekivanju transformirane varijable X

(stoga r-ti moment i oznakuZavamo s E(X™")).

Nadalje, ako je Y = aX + b, onda ma osnovu (2) zakljuujemo da je

(3) E(Y) = aB(X) +b.
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe
slu¢ajne varijable

Funkcije slu¢ajne varijable

Zaista, koristenjem linearnosti integrala imamo da je

oo

E(Y)=FE(aX +b) = / y(x) f(z)dx

— 00

= /OO (azx + b) f(z)dx

— 00

= /O; azf(x)dz + /00 bf (x)dx

= a/(jO zf(x)dx + b/OCO; f(z)dx

=aE(X) 40,
pri &emu smo u zadnjem koraku koristili svojstvo normiranosti
vierojatnosti, [*  f(z)dx = 1.
Posebno, za b = 0, odnosno a = 0 vrijedi
E(aX)=aFE(X)
E(b) =b.



Neprekidne vjerojatnosne razdiobe rekidne razdiobe
Funkcije sluéajne varijable

Funkcije slu¢ajne varijable

Primjer 6.6. Neka je X neprekidna slu¢ajna varijabla s funkcijom
gustoce f iz primjera 6.1:

1
_Jzz, x€]0,2]
() = { 0, inace,

te neka je Y = 2X + 3 funkcija neprekidne sluéajne varijable X.
Izratunajte E(Y).

Rjesenje:

Primjenom formule (2), imamo da je

12 1
EY)= 7/ 2z + 3)zdx = —7
Jednak rezultat ¢emo dobiti i ako koristimo formulu (3) i rezultat

primjera 6.2:

1
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe
Funkcije sluéajne varijable

Funkcije slu¢ajne varijable

Analogne formule ¢emo pokus$at izvesti i za varijancu slu€ajne varijable
Y =aX +b.
Prisjetimo se da je varijanca proizvoljne neprekidne varijable X jednaka

/_ T 2 f(x)de — (B(X))?,

odnosno
V(X) = B(X?) - (B(X)).

Posebno, za Y = aX + b koriStenjem svojstva matematitkog olekivanja
imamo da je
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe prekidne razdiobe

Funkcije sluéajne varijable

V(Y) = E(Y?) - (B(Y))’

= E((aX +b)2) — (E(aX + b)>2

= E(a®X? + 2abX +b?) — (aE(X) + b>2
a?E(X?) 4 2abE(X) + b — a* (B(X))” — 2abE(X) — b*
= a’E(X?) - d® (BE(X))? = d®V(X),

odnosno pokazali smo da je
(4) V(aX +b) = d*V(X).

Posebno za a = 0 imamo da je V(b) = 0. (Zbog Zega je to i logi¢an
rezultat?)
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Neprekidne vjerojatnosne razdiobe rekidne razdiobe
e slu¥ajne varijable

Funkcije slu¢ajne varijable

Primjer 6.7.
Izralunajte varijancu slu¢ajne varijable Y iz zadnjeg primjera.

Rjesenje:
Kako je Y = 2X + 3, to je na osnovu rezultata primjera 6.4

V) =4V(X) =45 =

Napomena: izvedeni rezultati, odnosno formule (3) i (4) vrijede i u
slu¢aju diskretnih varijabli X, Y.
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