Uvod u teoriju telekomunikacionog
saobracaja




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

Diskretne

o Geometrijska raspodjela
o Poasonova raspodjela

° Binomna raspodijela...

Kontinualne

o Eksponencijalna raspodjela
o Uniformna raspodjela

o Gausova raspodjela

o Pareto raspodjela...



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Geometrijska raspodjela
Prob{X =k} =(1-¢q)¢", 0<q<1l, k=0,1,2,...

g je bezdimenziona velicina

PRIMIJER:

Pretpostavimo da za slot vemenskog multipleksa konkurise vise
korisnika. Neka je vjerovatnoca da je slot na raspolaganju posmatranom
izvoru 1-g. Slot se dodjeljuje drugim izvorima sa vjerovatnocom q.
Slucajna promjenljiva X predstavlja broj neuspjelih pokusaja zauzimanja
kanala do prvog uspjesnog pokusaja zauzimanja kanala.



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Modifikovana geometrijska raspodjela:

Prob{X =k} =(1-¢)¢"', 0<qg<1l, k=12.3,...

PRIMIJER:

Paket se prenosi po linku. Vjerovatnoca neuspjesnog prenosa je
g. Vjerovatnoca uspjesnog prenosa je 1-q. Slucajna promjenljiva
X predstavlja broj pokusaja do uspjesnog prenosa.



Slucajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine geometrijske raspodjele

= Uslov hormalizovanosti:

iProb{X:k}=§:(1—Q)qk=(1—q)Xiqk=(1—Q)>< e

" Srednja vrijednost:

E[X] = Zozo k x Prob{X = k} = ZZio k(1 — Q)qk = (1 —gq)g x Zz.;o qu_l =
00 1—
= (1= a)a % Xiod" = (1-9ax f75 = (T = 1%
X

Ovo je moguce ako je red konvergentan



Slucajne promjenljive u telekomunikacijama

...0sobine geometrijske raspodjele:
= Srednja kvadratna vrijednost:

E[Xz] = Yo k' x Prob{X =k} = 332 k*(1 - q)¢" = (1 - q)a x 2iy k(qu_l) (1-glax Ek o ka*

d q . l1+q _ (1+4q)g
P = e g g = 09 T T -y |
= \/g rijansa: Zamjena sume i izvoda
(1+4q)q q’ q

VarlX] = B - B = o T Ao

PRIMIJER: Osobine modifikovane geometrijske raspodjele.



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

»Poasonova raspodjela

k
Prob{X = k}—p—e Pop>0, k=0,1,2,...

p je bezdimenziona veliCina (intenzitet saobracaja)

PRIMIJER:

Pretpostavimo da brojimo telefonske pozive koji tokom
Bosmatranog vremena dolaze na telefonsku centralu. Ako je taj
roj izbrojanih poziva k, a vrijeme t, onda se radi o Poasonovoj

raspodjeli (eksperlmentalnl rezultat) je proporcionalna
vremenu t i srednjoj dolaznoj brzini poziva
p= At



Slucajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine Poasonove raspodjele:

= Uslov normalizovanosti:

00 ook o0 k
ZProb{X=k}=Z%6_p=e_px Zp—' =ePxel=1
k=0 k=0 k=0

= Srednja vrijednost:

s o0 k 00 k
E[X| = Zk x Prob{X =k} = Zk%e_f’ — e P x Zk% _
k=0 k=0 =1

= pe P X = pe P X — =pexe’=p
£ (k—1)! = 7!



Slucajne promjenljive u telekomunikacijama

...0sobine Poasonove raspodjele

= Srednja kvadratna vrijednost:

E|X 2} :Zfokz X Prob{X:k} = Zzookzp e P=erx 2201]‘32%? =
= pe’ X Yl ko = pe’ dp[pzkl kkll)]=

= pe P x —[pEJ 0 31} = pe ? x SL]pe’] = pe™* x [ef + pe’] = p(1 + p)

= \arijansa:

Var[X] = E[X*] —{E[X]}* =p(1 +p) = p* =p —— E[x=varlx]



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Binomna raspodjela

n

Prob{X = k} = (k

)pk(l—p)nk, O0<p<1l,k=0,1,2,...n

p je bezdimenziona velicina

PRIMIJER:

Pretpostavimo prenos poruke (koja sadrzi n paketa) preko kanala koji sa
vjerovatnocom p unosi gresku tokom prenosa paketa. Slucajna
promjenljiva koja predstavlja broj pogresno prenesenih paketa ima
binomnu raspodjelu.



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

Osobine binomne raspodjele:

= Uslov hormalizovanosti:

P S W IR S TR
k=0 k=0 T

. . Njutnova binomna formula
" Srednja vrijednost:

E[X] =3 ok xProb{X =k} =37}, k(:)p’“(l -p)" =20 g () =

n—1 n—
=np X Yy (k- 1)‘E'n 1)(k 1)]pk H(1-p)

(n—1)!
—anZJ 0 J,n : J]p’l(l—p)" Y=npx[p+1-p"

1-(k—1) _




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

...0sobine binomne raspodjele:

= Srednja kvadratna vrijednost:

E[X?] = i k* x Prob{X =k} = i K (Z) PP —p)F =
k=0 k=1

= np + np°(n — 1)

= \arijansa:

Var(X] = E[X*] — {E[X]}* = np+np’(n — 1) — (np)” = np — np’



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Veza binomne i Poasonove raspodjele:

Poasonova raspodjela je granic¢ni slu¢aj binomne raspodjele kada broj pokusaja n tezi

beskonacnosti, a vjerovatnoca dogadjaja p tezi O, pri Cemu njihov proizvod ostaje
konstantan i jednak p.

N! =~ /2nNNeg—N Stirlingova formula

NY N-k N! K N-k
p(k)=(kjp (1-p) BT (1-p)

“wwres(s) (8] () (%) -
KI(N-K)" e ™\ N N '\ N-k N




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Eksponencijalna raspodjela:
fy (X)=we™, x>0
1 predstavlja srednju brzinu dimenzije vrijeme™!

Fy (x)=1-e#, x>0

Mnogi fenomeni u telekomunikacionim mrezama se mogu

opisati ovom raspodjelom (trajanje telefonskog poziva, interval
izmedu dva poziva koji dolaze na telefonsku centralu, faza

tiSine za izvor govornog saobracaja,...)



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodjele:

= Uslov normalizovanosti:

fy (x)dx jﬂe “Xdx =—lim[e™2]3 =1

a—>+0

O =8

= Srednja vrijednost:

E[x] j X ) dx ]:/,zxe ”de_—_c[ze ‘dz =
S G ST §
ezdz}—ﬂ'([e ‘dz p

||
x|+
—
|—|
/—\
\_/
|—|
O'—;S



Slucajne promjenljive u telekomunikacijama

...0sobine eksponencijalne raspodjele:

" Srednja kvadratna vrijednost:

E[X?] = [[" 2 fx(z)dz = [;"™ 2?pe "dx = # [7 2Pe?dz =

- #{ B (—e_z)]goo — 2f0+°° z(—e_z)dz} = % f0+oo ze “dz = %

= Varijansa:

2 1 1
Var[X] = E[X?] - {E[X]}* = T E e Var[X]=E[X]?

Koeficijent varijacije C,=1



Slucajne promjenljive u telekomunikacijama

...0sobine eksponencijalne raspodjele:

" Memoryless osobina
o Pretpostavimo da X predstavlja poziv koji je zapoceo u trenutku x=0
o Posmatrajmo slucajnu promjenljivu X u trenuku x=1, i pretpostavimo da je poziv
jos aktivan
o Potrebno je da odredimo funkciju raspodjele slu¢ajne promjenljive R=X-t, koja
predstavlja ‘ostatak vremena’
Fgr(t) =Prob{R <t} =Prob{X —7<t| X >71}=
Prob{X—7<t,X>7}  Prob{r<X<t+r} _

Prob{X>7} ~ 1-Prob{X<7}
__ Prob{X<t+7}—Prob{X<7}  Fx(t+7)—Fx(7)
o 1-Prob{X <7} o 1-Fx (1)

o Odgovarajuca funkcija gustine raspodjele je
d d | Fx(t+71)—F t+
e = L = [ BN )] _ it

T dt 1— Fx(7) T 1- Fx(r)




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

...0sobine eksponencijalne raspodjele

Memoryless osobina

o Prethodne relacije vaze za bilo koju slu¢ajnu promjenljivu X, pod imenom teorema
“vise od zivota”

> Vidimo da obje funkcije zavise od trenutka t, kada se ponovo slucajna promjenljiva
razmatra

o U specijalnom slucaju eksponencijalne raspodjele vazi

_ Fx(ttn)—Fx(r) _ 1lze"—[1-e™] _ -
Frlt) = =thm = e € t

T e~ Alt+7) _
fr(t) = fXﬁE:( )) - 15[1—6)\:] = Ae™¥

o Dakle sIucaJna promjenljiva ’ostatak vremena’ ima i dalje eksponencijalnu




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

...0sobine eksponencijalne raspodjele

Memoryless osobina
o Ova osobina se Siroko primjenjuje u teoriji redova Cekanja

o Slu€ajnu promjenljiva sa eksponencijalnom raspodjelom ima memoryless osobinu
jer odgovarajuca promjenljiva ‘ostatak vremena’ ima identi¢nu eksponencijalnu
raspodjelu

o Moze se pokazati da je eksponencijalna raspodjela jedina kontinualna raspodjela
sa ovom osobinom.

o Moze se pokazati da je geometrijska raspodjela jedina diskretna raspodjela sa
ovom osobinom.



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

...0sobine eksponencijalne raspodjele

Minimum dvije slucajne promjenljive sa eksponencijalnom
raspodjelom

> Razmotrimo dvije slu¢ajne promjenljive T, i T, koje imaju eksponencijalnu raspodjelu

Frq (13) =1—eM

Fro (t) =1—e M2

T = min{T,, T2}

Fr(t) = Fr,(t) + Fr,(t) — Fr,(t) x FTQ( )
—loe Mgl e (1-eh
R N e—()\1+)\2)

) x (1= ) -

o Slucajna promjenljiva T ima eksponencijalnu raspodjelu sa srednjom dolaznom
brzinom A, + A,

o Lako je pokazati da ovo vazi i za opsti slucaj, proizvoljnog broja slu¢ajnih promjenljivih



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

...0sobine eksponencijalne raspodjele

Poredenje eksponencijalne raspodjele i druge raspodjele
o Pretpostavimo dvije slucajne promjenljive X (eksponencijalna)i Y (proizvoljna)

Prob{X > Y} = [[""[l — Fx(z)|fy(z)dz = [ fy(z)e "dz =
= LT{fr(z)},—,

o gdje LT{fy(x)} predstavlja Laplasovu transformaciju funkcije f(x)
o Ako Y ima eksponencijalnuraspodjelu onda vazi

LT{fy(z)} = LT{Ae—*t} =
Prob{X > Y} =

A
)\—I—s |s—p, A1



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Uniformna raspodjela

Kontinualna sluéajna promjenljiva X ima uniformnu raspodjelu na intervalu [&,D]
ako je:
u(x—Db)—-u(x-a)

fx(x): b_a

X € (—00, +00)

gdje je U(X) jedini¢na step funkcija centrirana u x.




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

Osobine uniformne raspodjele:

o Koristi se kada rezultati nekog dogadaja mogu imati bilo koju
vrijednost u opsegu vrijednosti bez definisanih privilegija

o Srednja vrijednost:

b
E[X]:f 2 X biada:z b;“’

oSrednja kvadratna vrijednost:

b 2 2
E[Xz]szzx 1 dm=b+ab+a




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Gausova raspodjela

o Kontinualna slu¢ajna promjenljiva X ima Gausovu raspodjelu ako je:

1 _ (a—m?
fx(z) = e 2 g€ (—00,+00)
vV 21o
gdje je u realan broj.

o Po centralnoj granicnoj teoremi, suma beskonacnog broja nezavisnih
identicno raspodijeljenih slucajnih promjenljivih tezi Gausovoj raspodjeli!
o To je tipi¢an trend sa Internet saobracajem.

o Tesko dokazivanje normalizovanosti, izraCunavanje srednje vrijednosti i
varijanse.
o Srednja vrijednost je p, a varijansa o?2.

o Tesko odrediti Fy(x).



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

Sporadican saobracaj

oPoasonova i binomna raspodjela se tradicionalno koriste za modelovanje
saobracaja u mrezi, ali nedavne analize pokazuju da ovi modeli nisu adekvatni
za sporadican saobracaj (bursty) zato Sto saobracaj Cesto ima izuzetno velike
trenutne vrijednosti, iako su srednje vrijednosti male.

oSaobracaj u telekomunikacionim mrezama moze imati visoku varijansa u
Sirokom opsegu vremenskih intervala, tako da grupni saobracaj nije usrednjen
ako sakupimo kompletan saobracaj tokom dugog vremenskog perioda.

oUdruzivanjem saobradaja vise bursty izvora rezultantni saobracaj ostaje bursty
(self-similarity osobina).

oZa modelovanje bursty saobracaja se koriste heavy-tailed raspodjele.



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

» Pareto raspodjela

b a®

S =" Fay=1- G)b

o b je parametar oblika koji je pozitivan realan broj, dok je a pozitivna
vrijednost koja mora biti manja od x.

o Koristi se za izrazavanje trajanja Internet sesije.



Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

»Pareto raspodjela

o Isprekidana linija a=2, b=5 10

100 \

o Puna linija a=2, b=3

Pareto pdf
2
/

—
<
\V)




Slucajne promijenljive u telekomunikacijama

Osobine Pareto raspodijele
o Srednja vrijednost je pozitivna za b>1
o Varijansa ima smisla za b>2
ba
b—1
52 b a?
(b — 1) (b —2)

o Tipicno se uzima da je bizmedu 1.4i1.6

o Vjerovatnoca da je sluCajna promjenljiva veca od x opada geometrijski.

P(X>x)=1—P(XSx)=(%)b



