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Teorijski uvod:
Lebeg-Stiltjesova mjera: Posmatrajmo rastucu, neprekidnu s lijeva funkciju F' : R — R, tada je
pr(la,b)) = F(b~) — F(a). Borelova o -algebra na R, generiSe elemente oblika [a, b).

b
/ fdur
nazivamo Lebeg-Stiltjesov integral.
Teorema Fubinija: Neka su (X, 9, ) i (Y,9,\) dva prostora sa mjerom, i neka je f : X x Y — R,
pozitivna, p X A-mjerljiva funkcija. Tada za skoro svako z (odnosno y), preslikavanje (y — f(:z:,y))
(x — f(x,y)) mjerljivo i vazi jednakost

/ F(o,y)d(p x A) = //fa:ydA Vdju(z //fxydu JAA(y).

Helderova nejednakost: Neka je (X, 90, ) prostor sa mjerom, neka su p, ¢ > 1, realni brojevi takvi da
vazi
1 1
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neka su f, g : X — C mjerljive funkcije. Tada vazi

)/xfgd“‘ = (/lel”du)l/p. (/X|9!qdu)l/q.

Nejednakost Minkovskog: Neka je (X, 90, 1) prostor sa mjerom, neka je p > 1l inekasu f,g: X — C
mjerljive funkcije. Tada vazi

/|f+9|pdu /Ifl”du +</X|g|”du>l/p.

L, prostori: Neka je £,(X,u) = {f : X = C : [, |f[Pdu < 400}, za p > 1. Na osnovu nejednakosti

1/p
Minkovskog , skup £,(X, i) je kopmleksan vektorski prostor,a preslikavanju f — ||f||, = <fX \f|pdu>

malo nedostaje da bude norma. Naime, uslovi |[|[Af|[, = [A|||f]l, 1 ||f]l, = O su ispunjeni. Nejednakost
trougla je nejedakost Minkovskog. Jedino nije ta¢na ekvivalencija || f||, = 0 <= f = 0. Funkcija f moze
biti razli¢ita od nule na nekom skupu p -mjere nula, a da pritome vazi || f||, = 0. Zato je izraz || f||, samo
polunorma, a ne i norma.

U tom slucaju uocavamo relaciju

f~g < f=g, np— skoro svuda.



Kako je u pitanju relacija ekvivalencije to ¢emo koli¢nicki skup £,(X, i)/ ~ oznaciti sa L,(X, p).
Elementi skupa L, (X, 1) dakle nijesu funkcije, veé¢ klase ekvivalentnih funkcija.

ProstorL.,: Za mjerljivu funkciju f : X — C, kazemo da je esencijalno ograni¢ena ako postoji konstanta
M > 0 takva da nejednakost |f| < M, vazi p-skoro svuda. Najmanja konstanata M sa takvom osobinom
naziva se esencijalni supremum funkcije |f| i obiljezava sa supessx|f|. Paje Loo(X,pu) ={f : X — C :
[1f]]oc < +00} -

1. Zadatak 1.

Naci fol xdr(x), gdje je 7(x) Kantorova stepenica.
Rjesenje: Podijelimo obalst integracije na sljedeéi nacin

/0 1 zdr(x) = /0 v zdr(z) + /1 ngdT(x)—O— /2 :SxdT(:L’),

Kako je 7(2) = 5 za x € (3,3) to je ff/;’ zdr(z) = 0. Dalje, smjenom dobijamo

/01 vdr(z) = /01 ng(g) + /Ol(g + g)df(g + g).

Koristimo sljede¢a svojstva Kantorove stepenice:

Dobijamo da je

2. Zadatak 2.
Neka su f i g pozitivne funkcije na R, i neka je E, = {z|g(z) > y}. Tada je [, f(z)g(x)dz =

Jo = d(y)dy, gdie je o(y) = [, f(x)da.
Rjesenje: Imamo da je

+oo +oo
/'¢@@=/ f(x)dzdy.
0 0 E,



Namece se ideja da primjenimo Fubinijevu teoremu. Medjutim, problem je $to skup na kome se vrsi
integracija u unutrasSnjem integralu zavisi od y, tj. od promjeniljive u spoljasnjem integralu.
Zato uoc¢imo funkciju K : R x R — [0, 4+00], datu sa

_ ) f(z), akog(z) >y
Klz,y) = {O, ako g(r) < y;

Pa imamo

+00 +oo o0
/ f(z)dzdy = / /Ka:ydxdy—/ K(x,y)dydx
Ey
:/( f( )dy+/ Ody)d
R MJo g(z)

_ / f(@)g(x)de
R
. Zadatak 3.

Pokazati da funkcija m pripada prostoru L (0, 4+00), ali ne pripada prostoru L, (0, 4+00) ni za
jedno drugo p > 1.
Rjesenje: Treba da pokazemo da je

+oo
/ | (2)[2dz < +o0
0

Smjenom Inx =t dobijamo

+0o0 ) _ 400 1 ;
| vera= | (1 a2
:/%OL
o TP

o dt
= / = 4'
o (1+1)?
Tako smo dokazali da f € Ly(0, +00).
Jos treba da se uvjerimo da ne pripada nijednom drugom L,, prostoru. Dovoljno je pokazati da je za
p#2, [ |f(x)Pdr = +oc.

[stom stenom Inx =t dobijamo

+o0o +oo 1
x)|Pdr = dx
| vere= [ oy

_/-‘roo 6(1—p/2)tdt

e ()2
Sada, ukoliko je p < 2, tada je 1 — p/2 > 0, pa podintegralna funkcija u poslednjem integralu ima
eksponencijalni rast, kada ¢ — 400, i integral divergira. S druge strane , ako je p > 2, tada je
1 —p/2 < 0, pa podintegralna funkcija tezi ka nuli kada t — +o00, ali zato teZi ka beskonac¢nosti i to

eksponencijalno kada ¢ — —oo. Tako poslednji integral konvergira samo kada je 1 — p/2 = 0, tj. u
slucaju kada je p = 2.




4. Zadatak 4.

Neka je f mjerljiva funkcija na prostoru E kona¢ne mjere p. Pokazati da tada f € L,(E)i0<q¢<p
povlad f € L,(E).
Rjesenje: Treba da pokazemo sljede¢u implikaciju

feLl,(E) = fe€LF)

odnosno, kada se upotrijebi definicija

/\f]pdp<+oo — /|f|qdu<+oo
E E

Primjeni¢emo Helderovu nejednakost na funkcije |f|? i 1. Dakle, imamo

L= (fasiorian)™ ([ van)” = (s wey

gdje je % + % =1, odnosno r = p%q.
Oba ¢inioca u posljednjem proizvodu su konac¢na po pretpostavci, pa je tada i konacan integral

fE ’f|qd,u.
5. Zadatak 5.

Neka je (X, 90, u) prostor sa mjerom takav da je pu(X) < 400. Dokazati da je tada liin fll, =
pP——+00
[/ 1]so-

RjeSenje: Oznac¢imo sa M esencijalni supremum funkcije |f|. Nejednakost |f(z)| < M vazi p-skoro

svuda pa se moze integraliti. Prvo ¢emo je stepenovati sa p. Dakle, dobijamo
[ 1r@rau < arucx).
X
Ako poslednju nejednakost stepenujemo sa brojem 1/p, dobijamo

111y < M(p(X))'. (1)

Kada p — +oo, (u(X))/? — 1.
Sada funkciju | f(z)| treba ocjeniti odozdo. Uoc¢imo (za dato €) skup

Ac={x e X :|f(x)| > M — €}.

Ponovo ¢emo nejednakost | f(z)| > M — ¢, koja vazi za sve x € A, stepenovati sa p, potom integraliti
po skupu A, i zatim stepenovati sa brojem 1/p.
Dakle, dobijamo

(/ 1rwran)” = 01 = ouan.

: 1/p 1/p . :
Kako je (fAE !f(ﬂﬁ)\pdu) < (fX ]f(:t)|pdu> , dobijamo da je

11l = (M — €)pu(A)™. (2)
Kombinujuéi (1) i (2) dobijamo

(M — e)u(A)Y? < [|fllp < M(p(X))M.



Na osnovu poslednje nejednakosti imamo

M—e< hmmf||f||p < limsup||f|[, < M.

p—+0o0

Sada kad pustimo limes kada ¢ — 0, dobijamo

M <liminf||f]|, < limsup||f||, < M.
p—+00 p——+00

Sto zna¢i da su donji i gornji limes jednaki M, pa je i hm | f|l, = M, 8to je trebalo pokazati.
p—+

. Zadatak 6.

Neka je (X, 9, 1) prostor sa mjerom takav da je pu(X) < +o0.

a) Dokazati da izraz d(f,g) = fx 1+|fg| du, pretstavlja jednu metriku na skupu svih mjerljivih
funkcija posje¢enom po relaciji ”b1t1 jednak p-skoro svuda';
b) Dokazati da je konvergencija po mjeri p ekvivalentna konvergenciji u metrici d.

RjeSenje: a) Prva osobina koju treba provjeriti je d(f,g) > 0ida d(f,g) =0 < f =g, p-skoro

svuda. Kako je prostor prosjecen relacijom "biti jednak p-skoro svuda" i podintegralna funkcija je
pozitivna to je integral jednak nuli ako i samo ako je ta funkcija jednako nuli skoro svuda. Pa je prva
osobina zadovoljena.

Druga osobina d(f,g) = d(g, f) trivijalno vazi. Ostaje jo§ nejednakost trougla d(f,h) < d(f,g) +
d(g,h). Naime, kako je

|[f(2) = W) < [f(2) — g(z)] + |g(x) — h(z)]

to je dovljno pokazati da za pozitivne brojeve a, b i ciz a < b+ cslijedi da je 137
je funkcija a — f rastuca, to imamo da je

b c
1+b + 14c” Kako

a b+c b c b c
< = + < + )
l1+a " 14+b+c 14+b+c 1+b+c  1+b 1+c

Ako zamjenimo a = |f(z) — h(x)|, b= |f(x) — g(x)| i ¢ = |g(x) — h(x)|, a potom integralimo po mjeri
p duz skupa X dobimo treéu osobinu.
b) Pokazimo da iz d(f,, f) = 0 = f. 5 f.

f 55 £ je po definicije ekvivalentno tome da

u(Ane) = {z € Xt |fulz) = f(z)| = ¢} "5 0.

Imamo da je,

1+e€ €
A,.) = du = du.
u( ’ ) /AH,E M 6 /A’n,,E 1 + 6 M

Kako je funkcija a — £ rastuca, na skupu A, . vaZi nejednakost

¢ @ -I@)
Tre ™ T+ @) — @)

Kada integralimo po skupu A, . i iskombinujemo sa prethodnim dobijamo da je p(A, ) < %d(fn, 1)

Dakle, dobijamo da d(f,, f) =0 = f, 5 f.
Dokazimo sada drugi smjer.




Neka je f, & f. Integral po skupu X podijelimo na dva dijela -po skupu A, . 1 po njegovom
komplementu. Imamo

_ ’fn_f‘ _ |fn_f’ |fn_f|
d(f"’f)_/x—lJrlfn—fldM_/An,e—lﬂLlfn—fldﬂ+/Ag& —1+|fn_f|du§M(An,s)+eu(X)

Prolaze¢i gornjim limesom dobijamo

0 < limsupd(f,, f) < eu(X).

n—-+o0o

Kako je e proizvoljno, to dobijamo da f, & f = d(f,, f) — 0.



