L, PROSTORI -NASTAVAK

Dokazati sljede¢u nejednakost

(m+n)! </ (2m)!(2n)!
Rjesenje: Znamo da je

Dalje je,
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Neka je (X, 0, 1) mjerljiv prostor i u(X) € (0,400). Neka je f € Loo(X) iy, = [, | f|"du
zan € N. Dokazati da je

Primjenimo Helderovu nejednakost za p = ¢ =
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RjesSenje: Prvo primjetiomo da za ||f||c = 0 ovaj problem nema smisla. Zaista,

|fllo=0 = f=0ssnaX
— a, =0zaneN.

Pretpostavimo da je 0 < || ]| < co. Dalje je,

st = /X I dp = /X 11 fld
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Odakle dobijamo,
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Odnosno dobijamo ocjenu
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Dalje, iskoristimo Helederovu nejednaskost za p = ”TH i g =n+ 1. Dobijamo,

an= [L1s 1 <( [ ) ([ )
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Odakle dobijamo
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Dalje, iskoristimo jednu od ideja sa prethodnih vjezbi. Uo¢imo za dato e skup
Ac={z e X [f(@)] = [[flloc — €}-

Vazno je naglasiti da skup A, ima strogo pozitivou mjeru. Jer u suprotnom bi broj || f||ec — €
bio esencijalno gornje ogranicenje funkcije | f(z)| sto se kosi sa ¢injenicom da je || f||oo njen
esencijalni supremum (tj. najmanje esencijalno gornje ogranicenje).

Sada je,
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Iz (1) i poslednje nejednakosti dobijamo da
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a) Dokazati da je preslikavanje F, : Li(0,+00) — R, dato sa F,(z) = [ |a(t)|dt
neprekidno;
b) Dokazati da je skup funkcija {x € Ly : Vs [ [«(t)|dt = s*} zatvoren.
RjesSenje: a) Treba dokazati da iz x, — x slijedi F,(x,) — F,(x). Treba imati na umu da
se radi o razli¢itim vrstama konvergencije. Naime, x,-ovi pripadaju domenu, tj. prostoru
Ly(0,+00) pa formula x, — z zapravo znaéi ||z, — z||, — 0. S druge strane F,(z,) su



realni brojevi pa F,(x,) — F,(z), zapravo znaci da |F,(x,) — F,(z)| — 0.
Imamo

Fua,) — Fala |—‘/|xn |dt—/|m )t < /||xn )| — [t ||dt</|xn ()t
_/0 2a(t) — 2(@)]dt = |j2, — ],
Dakle imamo

|Fa(wn) = Fo(o)] < ||z, — [z,

Odakle slijedi trazena imlikacija.
b) Neka je

A={zel: Vs/ |z(t)|dt = s}
0

Skup A mozemo predstaviti kao A = N,F({s*}). Kako je jednoclan skup {s*} zatvoren, i
kako je F, neprekidno preslikavanje, to je F; !({s?}) zatvoren skup. Sada je A zatvoren kao

presjek zatvorenih skupova.
Linearni operator je definisan sa y(s) = [ 22695(8)dt, y = Az. Akoje A : L »(0,1) —

0 @
L,(0,1), (zlv + % = 1), za koje « je operator A ogranicen.

Rjesenje: Za pocetak iskoristimo Helderovu njednakost. Imamo

5| < (/01 a2y

Sada stepenujemo sa ¢, pa integralimo od nula do jedan. Dobijamo

/1 ly(s)|ds < /01 /01 ‘Sint(ast) g

Sada stepenujemo sa = i dobijamo

/ i) < ([ [ 1200 aas) o,

Treba da pokazemo konacnost poslednjeg dvostrukog integrala. Za pocetak ispitajmo egzis-
tenciju unutrasnjeg integrala.
Uzimajuéi u obzir asimptotsku relaciju
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vidimo da unutrasnji integral postoji za g(a—1) < 1, tj. za o < 14+1/q, odnosno o < 2—1/p.
Da bi smo ispitali egzistenciju spoljasnjeg integrala uvedimo smjenu st = u u unutrasnji

integral, pa dobijamo
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Funkcija s — 52471 fos S“fm“du je neprekidna na (0, 1], pa se egzistencija spoljasnjeg integrala

svodi na ispitivnje sigulariteta u nuli. Da bi smo to provjerili izra¢una¢emo njen limes kada
s tezi ka nuli. Iskoristicemo Lopitalovo pravilo, rac¢unicu sami izvedite. Dobijamo
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Dakle, nula nije uopste singularitet. Zaklju¢ujemo da je A ogranicen za a@ < 2 — 1/p. Za
a > 2 — 1/p treba dalje ispitati. Pretpostaviéemo da u tom slu¢aju da operator nije dobro
definisan.

Neka je x(t) = t%. Ova funkcija pripada prostoru L,(0,1) , ako je fol t%ﬁ < +00, tj ako je
pB < 1, odnosno 5 < 1/p.

S druge strane je,
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sin st
y(s) = /0 P dt.

Kako je podintegralna funkcija asimptotski ekvivalentna sa 55—, kada ¢ — 0. Treba nam
[ sa osobinom da je 2—a < < 1/p. Takvo (3 je uvijek moguée odabrati ako je 2—a < 1/p.

Imamo jos slucaj o = 2—1/p. Koristimo funkciju f(x ) = tl/pl oL Jednostavno se pokazuje

da ona pripada prostoru L,(0,1), s druge stane y(s fo tQSl;nffg) dt, nije dobro definisano
jer je podintegralna funkcija asimptotski ekv1valentna sa ;- (t 73y kada t — 0.

Zaklju¢ujemo da je A ogranicen ako i samo ako je o < 2 — ]lj

Pokazati da je relacijom &, = fo t)t"dt, f € L1(0,1) definisan ogranicen linearni oper-
ator A : Ly(0,1) — co, A(f(2)) =&, § (5”)71,:0 i odrediti mu normu.

Rjesenje: Pokazimo da je operator dobro definisan.
Treba pokazati da za f € L1(0,1), Af € ¢o. Imamo

[|AS |l = sup{| f( Jt"dt|}

neN
1
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Dakle, Af € m, treba jos pokazati da je

1
lim [ f(t)t"dt = 0.

n—o0 0

Zelimo da zamjenimo mjesta integralu i limesu. Koristi¢emo TDK . Kako je

F@OIE < 1f @), ¢ € 10,1]

imamo da

/If(t)llt"|dt§/ | f(t)]dt < +00.
0 0



Pronasli smo integrabilnu dominantu, pa imamo

1 1
tim [ fyea - /0 T (£())dt = 0.
Zakljucujemo da Af € cg.
Linearnost pokazite sami.
Veé smo pokazali da je ||Af||lm < ||fllL,, pa je ||A||] < 1. Da bi odredili normu, uzmimo

funkciju f(z) =1, jasno je da f € L1(0,1).

S druge strane je,
1 400 1 oo
Af = ( / t"dt) - ( ) .
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Odnosno, Af = (1,3, 5,...). Dobijamo da je ||[Af]|, = 1. Dalje je, [|Af|| =1-||f|| =
A]] = 1.
Naéi konjugovani operator operatoru A ako je A : Ly[0,1] — L»[0,1], definisan sa
?
Az(t)) = [, z(s)ds.
RjeSenje: Operator A je linearan i ogranic¢en -sami provjerite. Da pronadjemo konjugovani
operator treba da vazi

< Al', Yy >L2[0,1]:< z, A*a Y >L2[0,1}7vx(t)7 y(t) € LQ[Oa 1]

Dobijamo,
1
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:/01 (/Otx(s)ds>y(t)dt
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1
:/ x(t) A y(t)dt
0
=< ZE,A*,y >L2[0,1] .

Dakle, konjugovani operator operatoru A, je definisan sa A* : Ly[0, 1] — L»[0,1], A*y(t) =
ftl y(s)ds.



